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Vorwort. 


Für  die  Studierenden  der  exakten  Wissenschaften  liegt  die 
I  Notwendigkeit  vor,  sich  eine  geläufige  Baumanschauung  zu  erwerben. 
Ohne  diese  ist  ein  tieferes  Eindringen  in  die  einzelnen  Naturwissen- 
schaften und  technischen  Fächer  unmöglich.  Die  praktische  Er- 
'  fahrung  hat  aber  gelehrt,  daß  genaue  Raumvorstellungen  schwer  zu 
erlernen  sind.  Das  einzige  Mittel  hierzu  bietet  die  bildliche  Wieder- 
gabe räumlicher  Objekte  nach  mathematischer  Methode,  also  die 
darstellende  Geometrie.  Durch  sie  und  nur  allmählich  unter  Be- 
handlung zahlreicher  Beispiele  wird  der  Studierende  dahin  gebracht, 
sich  in  den  Fragen,  welche  die  räumlichen  Formen  betreffen,  mit 
Sicherheit  zurecht  zu  finden.  Die  darstellende  Geometrie  hat  die 
^  Methoden  zur  Abbildung  aller  der  geometrischen  Gebilde  zu  ent- 
wickeln, die  als  Formelemente  an  den  praktisch  vorkommenden 
komplizierteren  Objekten  wiederkehren;  bei  der  Auswahl  und  An- 
ordnung des  Stoffes  ist  aber  vor  allem  als  Ziel  die  Entwickelung 
der  Baumanschauung  ins  Auge  zu  fassen.  Von  diesem  Gesichts- 
punkt aus  erscheint  es  zweckmäßig,  auch  bei  den  ebenen  Figuren 
zur  Erklärung  ihrer  Eigenschafben  und  ihrer  Abhängigkeit  von- 
einander die  sich  im  Baume  vollziehende  Projektion  zu  benutzen 
und  die  letztere  überhaupt,  wo  es  nur  angeht,  in  den  Vordergrund 
zu  stellen.  Dies  gilt  beispielsweise  von  der  Erklärung  der  EoUinear- 
verwandtschaften  ebener  Figuren  und  von  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitt«; bei  den  letzteren  ist  die  Entstehung  aus  der  Central- 
projektion  des  Kreises  als  Ausgangspunkt  geeigneter,  als  die 
Erzeugnngsweise  durch  projektive  Büschel  und  Beihen,  die  der  mehr 
formalen  Methode  der  Geometrie  der  Lage  entspricht. 

Das  vorliegende  Buch  soll  nach  der  Meinung  der  Verfasser 
vornehmlich  dem  Zwecke  dienen,  durch  die  Lösung  der  Darstellungs- 
probleme dem  Leser  die  klare  Erfassung  geometrischer  Fragen  und 
die   Bildung   präziser  Baumvorstellungen  zu  vermitteln.     Es  setzt 


IV  Vortvort. 


nur  die  einfachsten  geomeüischen  Kenntnisse  voraus,  schreitet  syste- 
matisch vom  Leichten  zum  Schwereren  fort  und  bezieht  viele  solche 
stereometrische  Aufgaben  in  den  Lehrbereich  ein,  die  zur  Erreichung 
des  oben  bezeichneten  Zieles  geeignet  erscheinen.  Hierdurch  dürfte 
es  besonders  den  Bedürfnissen  des  Studierenden  Rechnung  tragen. 
Dem  mit  dem  Stoff  vertrauten  Leser  wird  neben  dem  Bekannten 
gewiß  manches  Neue,  manche  Vereinfachung  von  Konstruktionen 
und  Beweisen  entgegentreten. 

Der  Wunsch,  die  Ergebnisse  der  darstellenden  Geometrie  durch- 
weg auf  die  Projektionsmethoden  begründet  zu  sehen,  mag  das  Er- 
scheinen dieses  Buches  rechtfertigen.  Möge  es  sich  im  dargelegten 
Sinne  als  nutzbringend  erweisen! 

Im  August  1893. 

Karl  Eohn.    Erwin  Papperitz. 
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Alle  Zweige  der  Geometrie  haben  die  Untersuchung  gesetz- 
mäßig entstandener  Baumgebilde  (ebener  und  räumlicher  Figuren) 
zum  Gegenstande.  Während  aber  die  Geometrie  der  Lage  und 
die  analytische  Geometrie  das  hierdurch  bezeichnete  Ziel  auf 
rein  theoretischem  Wege  zu  erreichen  suchen,  beschäftigt  sich  die 
darstellende  Geometrie,  wie  schon  ihr  Name  besagt,  mit  der 
praktischen  Durchfuhrung  des  Prozesses  der  Darstellung  oder 
Konstruktion  der  Figuren,  welcher  für  die  vorgenannten  beiden 
Disziplinen  an  sich  nebensächlich  ist  und  mit  steigender  Entwickelung 
des  Anschauungsyermögens  mehr  und  mehr  entbehrlich  wird.  Die 
darstellende  Geometrie  ist  eine  angewandte  mathematische 
Disziplin:  sie  dient  den  Bedürfiiissen  der  Praxis  in  verschiedenen 
Zweigen  der  technischen  Wissenschaften  und  der  Kunst.  Zugleich 
aber  bildet  sie  für  den  Mathematiker  das  wirksamste  Mittel,  um 
das  Yermögen  der  räumlichen  Anschauung,  dessen  er  bei  der  Be- 
handlang rein  geometrischer  Fragen  allenthalben  bedarf,  bis  zu 
möglichst  hohem  Grade  zu  entwickeln. 

Der  Zweck  der  darstellenden  Geometrie  ist  die  Be- 
stimmung der  Baumgebilde  nach  Gestalt,  Größe  und  Lage 
dnrch  die  Konstruktion.  Sie  bedient  sich  dabei  der  Hauptsache 
nach  ebener  Bilder  derselben,  indem  sie  zeigt,  wie  man  mittels 
geeigneter  Metboden  erstens  von  den  die  Baumgebilde  bestimmenden 
Angaben  (also  von  ihrer  Definition)  ausgehend  zu  diesen  Bildern 
gelangen,  zweitens  wie  man  von  letzteren  auf  die  Eigenschaften  der 
dargestellten  Figuren  zurückschließen  kann. 

Außer  auf  die  Strenge  und  Einfachheit  des  mathematischen 
Gedankenganges  hat  die  darstellende  Geometrie  bei  der  Ausbildung 
ihrer  Methoden  auf  die  Erreichung  größtmöglicher  Genauigkeit  flir 
die  praktische  Ausfuhrung  der  Konstruktionen  Bedacht  zu  nehmen. 
Unter  den  verschiedenen  möglichen  Methoden,  die  zur  gesetz- 
mäßigen Abbildung  der  Baumfiguren  führen,  wählt  sie  demgemäß 
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nur  eine  kleine  Anzahl,  als  für  ihre  Zwecke  geeignet,  aus.  Diese 
beziehen  sich  sämtlich  auf  die  Konstruktion  der  ebenen  Bilder 
durch  Projektion. 

Die  Methode  des  Projizierens  ist  aus  den  Vorgängen  beim 
Sehen  der  Gegenstände  abstrahiert.  Die  Centralprojektion  ent- 
steht, wenn  man  aus  einem  gegebenen  Projektionscentrum  (Augen- 
punkt) durch  die  Punkte  des  Objektes  projizierende  Gerade  (Seh- 
strahlen) zieht  und  diese  mit  der  Bildebene  schneidet.  Statt  des 
Projektionscentrums  kann  auch  eine  feste  Richtung  gegeben  werden, 
welcher  die  projizierenden  Strahlen  parallel  laufen  sollen,  so  daß 
sie  gegen  die  Bildebene  gleiche  Neigung  erhalten,  insbesondere 
rechtwinklig  stehen  können;  hierbei  ergiebt  sich  die  schiefe  oder 
speziell  die  orthogonale  Parallelprojektion.  Diese  Methoden 
empfehlen  sich  vor  anderen  durch  die  Bildlichkeit  der  Darstellungen, 
d.  h.  dadurch,  daß  die  Gesichtseindrücke,  welche  wir  von  letzteren 
haben,  in  allem  wesentlichen  mit  denen,  welche  die  dargestellten 
Objekte  selbst  hervorrufen  würden,  übereinstimmen.  Sie  sind  vorteil- 
haft infolge  des  hiermit  eng  verknüpften  Umstandes,  daß  sich  die 
Entwickelung  der  geometrischen  Beziehungen,  welche  an  den  Ob- 
jekten selbst  stattfinden,  bei  ihrer  Zugrundelegung  am  durchsich- 
tigsten gestaltet. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen  sucht  man  die  Anschaulich- 
keit der  Darstellungen  räumlicher  Objekte  dadui'ch  zu  erhöhen,  daß 
man  ihnen  die  Wiedergabe  der  Beleuchtungsverhältnisse  für 
eine  geeignet  angenommene  Lichtquelle,  namentlich  die  Konstruk- 
tion der  Eigenschatten  und  der  Schlagschatten  (auf  gegebene 
Ebenen  sowie  auf  das  Objekt  selbst)  hinzufügt.  Die  Lichtquelle 
wird  entweder  durch  einen  gegebenen  Punkt  im  Endlichen  ver- 
treten, oder  man  denkt  sie  sich  nach  einer  gegebenen  Richtung  un- 
endlich fern  gelegen,  so  daß  die  Lichtstrahlen  parallel  werden.  Die 
Theorie  der  Schattenkonstruktionen  ist  in  der  Projektions- 
lehre enthalten;  die  Theorie  der  Beleuchtung  gesetzmäßig  ge- 
stalteter Oberflächen  schließt  sich  eng  an  die  erstere  an,  bedarf 
aber  besonderer  Auseinandersetzungen. 

Li  letzter  Linie  kommen  für  die  darstellende  Geometrie  Methoden 
in  Betracht,  welche  auf  die  Konstruktion  räumlicher  Abbilder 
oder  Modelle  der  Raumfiguren  abzielen.  Unter  ihnen  bedürfen 
die,  welche  die  Konstruktion  von  Modellen  bezwecken,  die  mit  den 
gegebenen  Objekten  kongruent  oder  (bei  verändertem  Maßstabe)  in 
allen  Teilen  ähnlich  sind,  ihrer  unmittelbaren  Faßlichkeit  wegen, 
keiner  näheren  Erläuterung.     Hiervon  abgesehen  kommt  die  sogen. 
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Beliefperspektive  gelegentlich  zur  Anwendung.  Ihre  Theorie  läßt 
sich  als  eine  Verallgemeinerung  der  Projektionsmethode  an  die  Dar- 
legung dieser  ohne  Schwierigkeit  anfügen. 

.  Die  darstellende  Geometrie  bedarf  zu  ihrer  Entwickelung  keiner 
anderen  theoretischen  Voraussetzungen  als  der  Begriffe  und 
Lehrsätze  der  elementaren  Planimetrie  und  Stereometrie. 
Diese  bezeichnen  daher  auch  das  Maß  der  mathematischen  Vor- 
kenntnisse, welche  zum  Verständnisse  dieses  Lehrbuches  erforderlich 
sind  und  auf  welche  Bezug  genommen  wird,  ohne  Erklärungen  oder 
Beweise  hinzuzufügen.  An  die  Elemente  der  Raumlehre  anknüpfend 
bildet  die  darstellende  Geometrie  selbständig  die  Lehre  von  den 
Projektionen  aus.  Dasselbe  Verfahren  des  Projizierens  aber, 
welches  in  erster  Linie  benutzt  wird,  um  die  Darstellung  gegebener 
Raumfiguren  zu  gewinnen,  soll  gleichzeitig  dazu  dienen,  Eigen- 
schaften derselben  zu  erkennen  und  zu  beweisen.  Auch  sollen  die 
Projektionsmethoden  auf  höhere  stereometrische  Fragen  angewandt 
und  diese  durch  Konstruktion  gelöst  werden.  Dann  erst  wird  dem 
Zwecke  der  mathematischen  Schulung  der  Anschauung  genügend 
Rechnung  getragen;  denn  jede  konstruktive  Lösung  besteht  in  einer 
methodisch  geordneten  Folge  von  Operationen,  deren  geometrische 
Bedeutungen,  im  Gegensatz  zu  denen  der  rechnenden  Operationen, 
einzeln  anschaulich  erfaßt,  in  ihrer  Gesamtheit  aber  bei  der  gra- 
phischen Ausführung  überblickt  werden  können. 

Durch  ihre  Methoden  wird  unsere  Wissenschaft  naturgemäß 
zur  Untersuchung  derjenigen  Eigenschaften  der  Figuren  geführt, 
welche  mit  denen  der  durch  Projektion  gewonnenen  Bilder  über- 
einstimmen. Diese  „durch  Projektion  unzerstörbaren"  oder  „pro- 
jektiven" Eigenschaften  der  Raumgebilde  sind  es,  welche  in  all- 
gemeinster Weise  aufgefaßt,  die  Grundlagen  der  Geometrie  der 
Lage  ausmachen.  Bei  letzterer  fällt  die  Rücksicht  auf  Darstellbar- 
keit fort;  sie  operiert  lediglich  mit  Begriffen.  Die  darstellende 
Geometrie  aber  bereitet  die  Bildung  dieser  Begriffe  vor,  indem  sie 
alle  geometrischen  Gesetze  untersucht,  welche  durch  den  wirk- 
lichen Vorgang  der  Projektion  direkt  begründet  werden. 

Steht  also  die  darstellende  Geometrie  zur  Geometrie  der  Lage 
in  näherer  Beziehung  als  zur  analytischen  Geometrie,  welche 
die  Gebilde  und  ihre  Eigenschaften  durch  Gleichungen  zwischen 
Haßzahlen  bestimmt,  so  kann  sie  doch  auf  den  Gebrauch  der  Maß- 
relationen nicht  völlig  verzichten,  weil  die  Bestimmung  der  Größen- 
verhältnisse, ebenso  wie  die  der  Lagebeziehungen  in  ihrer  Aufgabe 
liegt.     Aber  sie  verwendet  nur  die  einfachsten   Formen   derselben, 
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bei  denen   an   die   Stelle   der  Rechnung   mit   analytischen  Größen 
sogleich  die  Konstruktion  treten  kann. 

Irgend  eine  Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie  ist  als  gelöst 
zu  betrachten,  wenn  sie  zuiückgefuhrt  ist  auf  solche  Elementar- 
operationen, welche  ohne  weiteres  mit  bekannten  Hilfsmitteln 
durchgeführt  werden  können.  Unter  jenen  Elementaroperationen 
aber  sind  lediglich  die  folgenden,  welche  sich  sämtlich  auf  eine 
ebene  Zeichnungsfläche  beziehen,  zu  verstehen: 

das  Ziehen  gerader  Linien  durch  gegebene  Punkte;  insbesondere 
das  Ziehen  gerader  Linien,  die  zu  einer  gegebenen  Geraden 
parallel  sind  oder  auf  ihr  rechtwinklig  stehen; 
das  Schlagen  von  Kreisen  um  gegebenes  Centrum  und  mit  ge- 
gebenem Radius. 
Bezüglich  desEntwickelungsganges  mag  Folgendes  im  voraus 
bemerkt  werden.  Mit  dem  Einfachsten  wird  begonnen.  Zuerst 
werden  ebene  Gebilde  der  Projektion  im  Räume  unterworfen. 
Vereinigt  man  dann  Bild-  und  Originalebene  in  geeigneter  Weise, 
so  ergeben  sich  mittelbar  geometrische  Abhängigkeiten,  die  zwischen 
Figuren  einer  und  derselben  Ebene  stattfinden;  sie  werden  Kol- 
linearverwandtschaften  oder KoUineationen  genannt,  weil  geraden 
Linien  stets  wieder  gerade  Linien  entsprechen.  Die  einfachste  Art 
der  Centralprojektion,  bei  welcher  die  Bildebene  der  Ebene  der 
Originalfigur  parallel  angenommen  wird,  liefert  die  Ähnlichkeit 
bei  ähnlicher  Lage.  Aus  der  schiefen  Parallelprojektion  aber 
entsteht  eine  Verwandtschaft  ebener  Figuren,  welche  als  Affinität 
bei  affiner  Lage  bezeichnet  wird;  aus  der  Kombination  beider 
endlicli  erhält  man  die  allgemeinste  Art  der  Affinität.  Auf 
der  anderen  Seite  ergiebt  die  allgemeine  Centralprojektion  die 
centrischeKollineation  ebener  Systeme  oder  die  Perspektivität. 
Gerade  deshalb,  weil  die  genannten  Verwandtschaften  ebener 
Gebilde  aus  Projektionen  im  Räume  entstanden  gedacht  werden 
können,  haben  sie  fiir  die  darstellende  Geometrie  eine  prinzipielle 
Wichtigkeit;  die  bei  der  Darstellung  räumlicher  Objekte  auftretenden 
Probleme  führen  immer  wieder  auf  sie  zurück.  Es  erschien  daher 
zweckmäßig,  sie  an  geeigneter  Stelle  ausführlich  zu  behandeln.  Wir 
beginnen  also  die  Darlegung  der  Methoden  der  Parallelprojektion 
mit  einem  Kapitel  über  Ähnlichkeit  und  Affinität  bei  ebenen  Figuren. 
Dementsprechend  würde  ein  Kapitel  über  Perspektivität  in  der 
Ebene  vor  der  Behandlung  der  Perspektive  räumlicher  Figuren 
seinen  natürlichen  Platz  finden ;  wir  ziehen  es  aber  vor,  ein  solches 
bereits   an    einer   früheren  Stelle  einzuschalten   und   später   darauf 
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zurück  zu  verweisen,  weil  für  gewisse  Gebilde  schon  bei  ihrer  Dar- 
stellung in  Parallelprojektion  die  Gesetze  der  Perspektivität  in  Be- 
Vractt  kommen,    namentlich  für  Pyramiden,  Kegel  und  ihre  ebenen 
ScWitte.     Bei  der   Entwickelung   der  Projektionsmethoden   für   be- 
liebige (nicht  ebene)  Objekte  wird  jedesmal  mit  der  Darstellung  der 
eintachen  Grundgebilde:  Punkt,  Gerade,  Ebene  und  der  Lösung 
der  aus  ihren  möglichen  Beziehungen  sich  ergebenden  Fundamental- 
aufgaben  begonnen,    um   daran  die    Darstellung   und    Unter- 
suchung der  komplizierteren  Gebilde  in  angemessener  Ordnung 
anzuschließen. 

Schließlich  mögen  noch  einige  Bemerkungen  über  die  haupt- 
sächlichsten, zum  Teil  am  gehörigen  Orte  noch  näher  zu  erläutern- 
den, Bezeichnungen  und  Abkürzungen  Platz  greifen.  Wir 
werden  durchgängig 

Punkte  mit  großen  lateinischen  Buchstaben:  A,  £,  ...  P,  ..., 
Gerade  mit  kleinen  lateinischen  Buchstaben:  a,   b,  ...  ^,  ..., 
Ebenen  mit  großen  griechischen  Buchstaben:  A,  B,  . . .  E,  . .  .^ 
Winkel  mit  kleinen  griechischen  Buchstaben:   a,  /9,  . . .  y,  . . . 
bezeichnen,  und  zwar  verwenden  wir  in  der  Regel  die  ersten  Buchstaben 
des  betreffenden  Alphabets  für  gegebene  oder  bekannte  Elemente, 
für  variabele  oder  unbekannte  aber  die  später  folgenden  Buchstaben. 
Als  Zeichen  der  Verbindung  mehrerer  Elemente  durch  ein 
neues  Grundgebilde,   welches   sie   zusammengenommen    bestimmen, 
dient  die  bloße  Nebeneinanderstellung  der  sie  bezeichnenden  Buch- 
staben.    Es  bedeutet  also: 

a  =  AB  die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte  A  und  B, 
A  =  ABC  die  Verbindungsebene  der  drei  Punkte  A,  B,  C, 
B  =  ^a  die  Verbindungsebene  des  Punktes  A  und  der  Geraden  a, 
r  =  oÄ  die  Verbindungsebene  der  sich  schneidenden  Geraden  a 

und  b. 
Zur  Bezeichnung    der    Schnittelemente   wählen   wir    das 
zwischen    die    betreffenden    Buchstaben    einzufügende    Symbol    x. 
Hiemach  bedeutet: 

P  z=z  ff  X  h   den   Schnittpunkt    der    in    einer  Ebene    liegenden 

Geraden  ff  und  h, 

Q  =  ff  X  E  den  Schnittpunkt  der  Geraden  ff  und  der  Ebene  E, 

y  =  E  X  Z  die  Schnittlinie  der  Ebenen  E  und  Z. 

Wie  gebräuchlich,  legen  wir  parallelen  Geraden  einen  unendlich 

fernenSchnittpunkt  (Eichtungspunkt,  Richtung),  parallelen  Ebenen 

eine  unendlich  ferne  Schnittlinie  (Stellungsgerade,  Stellung)  bei. 

Diese  Bezeichnungen  werden  miteinander  nach  Bedürfnis  kom- 
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biniert;  z.  B.  würde  AB  x  PQB  den  Schnittpunkt  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  J,  B  mit  der  Verbindungsebene  der  Punkte  P,  Q,  R 
darstellen,  u.  s.  f. 

Als  Dreieckszeichen  dient  A,  als  Winkelzeichen  z_,  so  daß 

A  ABC  das  Dreieck  mit  den  Ecken  A,  B,  C, 

a  =  Z.  ABC  den  Winkel,   welchen  die  Schenkel  BA  und  BC 
am  Scheitel  B  einschließen, 

ß  =  jL  ab  den  Winkel  der  Geraden  a  und  b, 

y  =  Z-  öA  den  Neigungswinkel  der  Geraden  a  gegen  die  Ebene  A, 

9)  =  Z_  EZ  den  Winkel  der  Ebenen  E  und  Z 
bezeichnet. 

R  ist  das  Symbol  für  den  rechten  Winkel  oder  90®,  2R  für 
den  gestreckten  Winkel  u.  s.  f. 

Neben  den  bereits  üblichen  Abkürzungen  ||,  ij^i,  ±,' — ,  ^  für 
parallel,  parallel  und  gleich,  senkrecht,  ähnlich,  kongruent, 
fiihren  wir  noch  ein  neues  Symbol  für  den  senkrechten  Abstand 
ein;  es  soll  nämlich  {P  -\  ff)  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der 
Geraden  ff,  (P  H  E)  die  des  Punktes  P  von  der  Ebene  E  repräsentieren. 

Übrigens  wird  für  die  geometrischen  Beziehungen  keineswegs 
ausschließlich  die  symbolische  Schreibweise  angewendet  werden. 
Dieselbe  soll  nur  bei  Beweisen  die  Übersicht  erleichtern  und  bei 
der  unvermeidlichen  Wiederholung  geläufiger  Operationen  die  Mög- 
lichkeit der  Kürzung  gewähren. 

Im  besonderen  werden  als  feststehende  Bezeichnungen  angewandt 
werden : 

TTi  TT,   für  die  beiden   rechtwinkligen  Projektionsebenen 
bei  der  orthogonalen  Parallelprojektion, 

X  für  ihre  Schnittlinie  oder  Achse, 

P',  P"  für  die  Projektionen  eines  Punktes  P, 

ff\  ff"  für  die  Projektionen  einer  Geraden  ff, 

6rj,  G^  für  die  Spurpunkte  einer  Geraden  ff, 

/?j,  e^  für  die  Spurlinien  einer  Ebene  E. 
Schiefe  Parallelprojektionen  werden  durch  Anhängung  des 
unteren  Index  s,  perspektivische  Bilder  (Centralprojektionen) 
durch  einen  Horizontalstrich  über  dem  Buchstaben  bezeichnet.  Die 
ümlegung  (Niederklappung)  einer  ebenen  Figur  in  eine  andere 
Ebene  um  die  zu  beiden  gehörige  Spurlinie  charakterisieren  wir 
durch  den  unteren  oder  oberen  Index  o,  Elemente,  die  durch 
Drehung  um  irgend  welche  Gerade  eine  neue  Lage  erhalten  haben, 
ebenso  durch  den  Index  a,  endlich  Schatten  durch  den  unteren 
oder  oberen  Index  «. 
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Ähnlichkeit  und  Affinität  ebener  Figuren, 

ijhe  wir  die  allgemeinen  Gesetze  der  orthogonalen  Parallel- 
projektion entwickeln  und  sie  auf  räumliche  Gebilde  anwenden, 
betrachten  wir  die  ebenen  Gebilde  für  sich.  Hierbei  beschränken 
wir  uns  nicht  auf  die  orthogonale  Parallelprojektion,  sondern  be- 
handeln zuerst  —  gewissermaßen  als  Vorstufe  —  die  einfachste 
Form  der  Centralprojektion,  bei  welcher  Original-  und  Bildebene 
parallel  liegen,  hierauf  aber  sogleich  die  schiefe  Parallelprojektion. 
Aus  di^en  beiden  im  Räume  zu  vollziehenden  Prqjektionsarten 
werden  die  Ähnlichkeit  und  die  Affinität  zwischen  Figuren  einer 
Ebene  abgeleitet;  ihre  Kombination  ergiebt  eine  allgemeinere  Ver- 
wandtschaft, die  Affinität  im  weiteren  Sinne. 

Ähnlichkeit  ebener  Figuren. 

1.  Es  sei  eine  Ebene  E  im  Räume  gegeben.  Zu  ihr  parallel 
werde  eine  zweite  Ebene  E^  und  außerhalb  beider  ein  Punkt  0  nach 
Willkür  festgelegt.  Legt 
man  durch  alle  Punkte 
irgend  einer  in  E  gelege- 
nen Figur  projizierende 
Strahlen,  ebenso  durch 
alle  geraden  Linien  pro- 
jizierende Ebenen,  die 
von  dem  Centrum  0 
ausgehen,  und  schneidet 
diese  mit  Ej  als  Bild- 
ebene,    so    entsteht  in 


(May-- 


(T    ..-' 


^\ 


Fig.  1. 


letzterer   eine    zweite   Figur,     deren    Punkte    und   Geraden    denen 
der  gegebenen  eindeutig  entsprechen.     Beispielsweise  geht   (Fig.  1) 
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aus  dem  Dreieck  ABC  in  E  das  Dreieck  Ä^B^C^  in  E^  als  Bild 
hervor.  Die  Beziehung ,  in  welcher  die  einander  entsprechenden 
Figuren  stehen,  heißt  Ähnlichkeit  bei  ähnlicher  Lage  (Per- 
spektive Ähnlichkeit)  und  besitzt  folgende  Eigenschaften: 

a)  Entsprechende  Gerade  sind  parallel;  also: 

ß)  Parallelen  Geraden  g  und  h  entsprechen  parallele 
Gerade  g^  und  h^  und  einem  Winkel  (p  ein  ihm  glei- 
cher Winkel  ^j. 

Y)  Das  Verhältnis  irgend  zweier  entsprechenden 
Strecken  AB  und  A^B^  ist  konstant  =  e:e^,  wenn 

e^{p^  E),  e^=^{p^  El) 

gesetzt  wird.    Offenbar  ist: 

AB :  A^B^  ^OA\OA^  =  e\e^ 
und  folglich  auch: 

AB:BC==  A^B^ :  B^C^,  u.  s.  f. 

Ist  für  zwei  ebene  Figuren  eine  der  beiden  letzten  Eigen- 
schaften und  folglich  auch  die  andere  erfüllt,  so  sind  sie  nur  als 
ähnlich  zu  bezeichnen.  Kommt  aber  die  erste  Eigenschaft  hinzu, 
so  befinden  sie  sich  zugleich  in  ähnlicher  Lage.  In  der  That 
braucht  man  nur  zwei  einander  entsprechende  parallele  Strecken 
AB   und   A^B^    zu   kennen,    um    das   Ähnlichkeitscentrum 

Hieraus  folgt  weiter,  daß  je  zwei  ähn- 
liche  Figuren   auf  unend- 


0  =  AA^  X  BB^  zu  finden. 


Fig.  2. 

der    Bildebene    parallel    und 
gesetzt,    je   nachdem   0   und 


lieh  viele  Arten  in  ähn- 
liche Lage  gebracht  werden 
können. 

2.  Die  ähnlichen  Fi- 
guren bleiben  in  ähn- 
licher Lage,  wenn  die 
Bildebene Ej  sich  selbst 
parallel  verschoben 
wird.  An  Stelle  von  0  tritt 
dabei  ein  neues  Centrum 
(7.  Die  Strecke  0(7,  d.  i. 
die  Verschiebung  des  Cen- 
trums, ist  mit  derjenigen 
gleichgerichtet  oder  ihr  entgegen- 
Ej    auf  derselben  oder  auf  verschie- 
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/ 


denen    Seiten    Yon    E    liegen;   der   Größe  nach   ist   sie   durch   die 
Rel&tion: 

«i  —  e 

bestimmt,  wo   a  die  Größe   der  Verschiebung   der  Punkte  von  E^ 
bezeichnet.     Geht   nämlich  (Fig.  2)  A^y   das  Bild   eines   beliebigen 
Punktes  A^  bei  der  im  Räume  gedachten  Parallelverschiebung  von 
E^  in  A^  über,  so  schneidet  die  Gerade  A^A  die  durch  0  gezogene 
Parallele  zu  A^A^  in  einem  Punkte  0',   welcher   durch   die   obigen 
Angaben   bestimmt   ist;    dies   gilt   fbr  jedes   Paar   entsprechender 
Punkte.   —  Insbesondere  bleibt  der  Charakter  unserer    Abbildung 
erhalten,  wenn  E^  durch  eine  geeignete  Parallelverschiebung  mit  E 
selbst  zur  Deckung  gebracht 
wird.  Diese  Operation,  welche 
auf  unendlich   viele  Arten 
vollzogen  werden  kann,  lie- 
fert  ähnliche    und    ähn- 
lichgelegene Gebilde  in 
einer  Ebene.  Mit  den  pro-  / 

jizierenden     Strahlen     fallt  / 

auch  das  Centrum  (7  in  die 
Ebene  E.  Die  drei  obenge- 
nannten Eigenschaften  blei- 
ben für  die  so  erhaltene 
EoUineation  in  der  Ebene 
unverändert  bestehen.  Sie 
ist  eindeutig  bestimmt  durch 
Angabe  des  Centrums  und 
zweier  einander  entsprechen- 
der Punkte  oder  durch  ein 
Paar  paralleler  entsprechen- 
der Strecken. 

3.  Der  vorige  Satz  ist 
ein  Spezialfall  des  folgen- 
den: Sind  im  Baume  zwei  Figuren  zu  einer  dritten  ähnlich 
and  ähnlich  gelegen,  so  sind  sie  es  auch  zu  einander. 
Das  neue  Ahnlichkeitscentrum  liegt  mit  den  beiden  ge- 
gebenen in  gerader  Linie.  Sind  nämlich  A,  B  und  A^j  B^  (Fig.  3) 
entsprechende  Punkte  zweier  ähnlicher  und  ähnlichgelegener  Fi- 
guren, sowie  0  das  zugehörige  Ahnlichkeitscentrum,  gilt  ferner 
dasselbe  von  Aj  B,  A^,  B^  und  (/,  so  liegen  A^A^  und  B^B^  in  einer 


^o- 


/ 


\  ^ 


_  —  —  «  * 


/ 


>^\^-. 


Fig.  3. 
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Ebene,  weil  A^B^  ■{  AB  '  A^B^  ist.  Weiter  liegt  der  StraM  ^^^  in 
der  Ebene  AO(y  nnd  schneidet  0(y  in  einem  Punkte  0".  In  dem- 
selben Punkte  wird  OC/  Ton  B^B^  geschnitten,  denn  andernfalls  hätte 
die  Elbene  der  Strahlen  A^A^  und  B^B^  mehr  als  einen  Schnittpunkt 
mit  00'  gemein.  (7'  ist  das  neue  Ahnlichkeitscentmm.  Der  Satz 
gilt  auch  f&r  Figuren  in  einerlei  Ebene. 

4.   Von  den  Folgerungen,   die   aus   dem  Vorhergehenden    un- 
mittelbar gezogen   werden   können,    mag   als  beachtenswerth  diese 

hervorgehoben  werden, 
daß  jede  zu  einem  Kreise 
ähnliche  Figur  wiederum 
ein  Kreis  ist,  und  daß  je 
zwei  Kreise  einer  Ebene 
in  doppelter  Art  als  in 
ähnlicher  Lage  befindlich 
betrachtet  werden  können. 
Da  nämlich  (Fig.  4)  die 
Mittelpunkte  M  und  M^ 
einander  entsprechen  und 
die  Radien  r  und  r^  der 
Verhältnisgleichung  r :  r^ 
=  0M\  OM^  genügen  müs- 
sen, so  kann  als  Centrum  jeder  der  beiden  Punkte  0  und  0'  gewählt 
werden,  welche  die  Strecke  MM.  in  dem  angegebenen  Verhältnis 
außen  und  innen  teilen  (äußerer  und  innerer  Ahnlichkeitspunkt). 
Durch  0  und  0'  gehen  die  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Kreise, 
deren  es  im  allgemeinen  vier  giebt. 


Fig.  4. 


Paraiieiprojection  einer  ebenen  Figur  auf  eine  andere  Ebene. 

5.  Die  zu  projizierenden  Gebilde  seien  in  der  Ebene  E  gelegen ; 
als  Bildebene  nehmen  wir  irgend  eine  zweite  Ej  an.  Werden  durch 
die  Punkte  und  Geraden  einer  in  E  befindlichen  Figur  parallel  zu 
einer  fest  gewählten  ßichtungprojizierende  Strahlen  resp.  Ebenen 
gezogen  und  mit  E^  geschnitten,  so  entsteht  eine  zweite  Figur, 
welche  mit  ihren  Punkten  und  Geraden  der  vorgelegten  eindeutig 
zugeordnet  ist.  Das  Dreieck  A^  B^  C^  in  E^  geht  z.  B.  auf  diese  Art 
aus  dem  Dreieck  A  B  C  in  E  hervor  (Fig.  5).  Das  benutzte  Verfahren 
wird  im  allgemeinen  als  schiefe,  im  besonderen,  wenn  die  Pro- 
jektionsrichtung zur  Bildebene  Ej  rechtwinklig  steht,  als  orthogonale 
Parallelprojektion   bezeichnet.     Die   geometrische    Abhängigkeit 
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zwischen  den  entsprechenden  Figuren  heißt  Affinität  bei  affiner 
Lage  (Perspektive  Affinität);  die  projizierenden  Strahlen  wer- 
den Affinitätsstrahlen,  die 
SchmtÜinie  a  =  E  X  E^  wird 
Äffinitätsachse  genannt. 

6.  Aus  der  Definition  er- 
geben sich  die  Eigenschaften 
affiner  und  affingelegener 
ebener  Figuren. 

a)  Jeder  Punkt  der  Af- 
finitätsachse a  ent- 
spricht sich  selbst; 
folglich  schneiden 
sich  entsprechende 
Geraden^und^j  auf 
a  und  im  beson- 
deren ist^j  II  a,  wenn 
^  II  a  angenommen  wird. 
ß)  Parallelen    Geraden  ff  und  A  entsprechen   parallele 

Gerade  ff^  und  h^. 
y)  Einem  Winkel  (p  entspricht  im  allgemeinen  ein  von 
ihm  verschiedener  Winkel  gp^.  Es  giebt  aber  an  jedem 
Punkte  Peine  Lage  des  Winkels  y,  bei  welcher  ihm 
(und  seinem  Scheitelwinkel)  der  gleiche  Winkel  am 
affinen  Punkte  P^  entspricht.  Namentlich  existiert 
an  je  zwei  affinen  Punkten  ein  Paar  entsprechender 
rechtwinkliger  Strahlen.  Letzteres  wird  aus  folgender 
Konstruktion  erkannt:  man  lege  durch  die  Mitte  der  Strecke 
FP^  eine  zu  ihr  rechtwinklige  Ebene  A  und  um  deren  Achsen- 
schnittpunkt M  =  a  X  A  eine  Kugelfläche,  welche  P,  folglich 
auch  Pj  enthält.  Schneidet  diese  die  Achse  a  in  Xund  T, 
so  sind  /_  XPY  und  z_  XPj  Y  einander  entsprechende  und, 
weil  sie  über  dem  Kugeldurchmesser  stehen,  zugleich  rechte 
Winkel. 
S)  Das  Verhältnis  je  zweier  Strecken  einer  Geraden 
und  allgemeiner  das  Verhältnis  je  zweier  paralleler 
Strecken  ist  dem  ihrer  Bilder  gleich.  Liegen  nämlich 
entsprechende  Strecken  auf  einer  Geraden  ff  und  der  affinen 
Geraden  ff^  vor,  so  sind  sie  durch  Parallelen  hervorgebrachte 
Abschnitte  der  Schenkel  eines  Winkels.  Der  allgemeinere 
Fall  zweier  paralleler  Strecken  AB  und  CD  wird  auf  den 


12 


Ähnlichkeit  und  Affinität  ebener  Figuren, 


vorigen   zurückgeflihrt,  indem 
Strecke  BE  =  CIJ  verlängert. 


=  ^\A 


Fig.  6. 


man    (Fig.  6)   AB   um    die 

Dem  Parallelogramm  BCLE 

entspricht  nach  ß)  ein 

affines  Parallelogramm 

wo  B^  E^ 
die  Verlänge- 
rung von  A^B^  bildet. 
7.  Umgekehrt  sind  zwei 
ebene  Figuren  affin  und  affin- 
gelegen,  wenn  ihre  Punkte 
und  Geraden  einander  so  ent- 
sprechen, daß  die  obigen  Eigen- 
schaften erfüllt  sind.  Denn, 
sind  A^  B,  C  (s.  Fig.  5)  irgend 
drei  Punkte  der  einen,  A^,  B^,  C\ 
die  entsprechenden  Punkte  der 


anderen  Figur,  so  schneiden  nach  a)  die  Geraden  BC,  CA,  AB  ihre 
Bilder  in  Punkten  P,  Q,  R  der  Schnittlinie  a  =  ABC  x  A^B^C^\  da 
femer  nach  S);  RA: AB  =  RA^iA^B^  sein  soll,  so  ist  AA^  \\ BB^,  u. s. f. 
—  Finden  für  zwei  ebene  Figuren  die  obigen  Eigenschaften  mit  Aus- 
nahme der  ersten  statt,  so  sind  sie  nur  als  affin  zu  bezeichnen. 
Die  Frage,  ob  sie  in  afßne  Lage  gebracht  werden  können,  findet 
ihre  Erledigung  erst  durch  später  folgende  Sätze. 

8.   Es  seien  %  g^  und  g,  drei  Figuren,  deren  Ebenen  E,  E^ 

^  und  Ej  sich  in  einer  Geraden 

a  schneiden;  ferner  gehe  %^ 
aus  5  und  gi  aus  g,  durch  eine 
Parallelprojektion  hervor;  dann 
sind  auch  g  und  gj  durch  eine 
solche  aufeinander  bezogen, 
d.h.  es  besteht  der  Satz:  Sind 
in  Bezug  auf  eine  und  die- 
selbe Achse  zwei  ebene 
Figuren  zu  einer  dritten 
i/^  affin  und  affingelegen,  so 
sind  sie  es  auch  zu  ein- 
ander. Es  genügt,  den  Beweis 
fiir  irgend  zwei  Punkte  und 
ihre  beiderlei  Bilder  zu  führen.  Den  Punkten  A,  B  in  "^  mögen 
Ä^,  B^  in  3,,  diesen  A^,  B^  in  gj  entsprechen  (Fig.  7).  Die  Geraden 
AB,  A^B^f  A^B^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  R  auf  a.    Da  aber 


Fig.  7. 
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zugleich  AA^  \\  BB^  und  A^A^  \  B^B^  ist,  so  sind  die  Dreiecke  AA^A^ 
und  BB^B^  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  iolglich  AA^  \\  BB^,  u.  s.  f.  — 

9.  Wenn  man  die  bisherigen  Annahmen  spezialisiert,  indem 
man  die  Ebene  E^  als  mit  E  zusammenfallend  betrachtet,  so  gelangt 
man  zu  einer  indirekten  Definition  affiner  und  affingelegener 
Figuren  g  und  gj  in  einer  Ebene,  nämlich  durch  Vermittelung 
zweier  nacheinander  angewandter  beliebiger  Parallelprojektionen, 
welche  zuerst  S  in  g^,  dann  g,  in  g^  überfuhren.  In  der  Folge 
wird  die  direkte  Abhängigkeit  zwischen  g  und  g^  ohne  Zuhilfenahme 
räumlicher  Konstruktionen  untersucht.  Der  obige  Satz  lässt  aber 
bereits  erkennen,  daß  die  Bedeutung  der  Affinitätsachse  a  als  der 
Linie  sich  selbst  entsprechender  Punkte  erhalten  bleibt,  sowie  daß 
die  Strahlen  AA^y  BB^^  u.  s.  w.,  welche  jetzt  gleichfalls  der  Ebene  E 
angehöreq,  parallel  sind;  dagegen  kann  das  Bild  eines  Punktes  nicht 
mehr  als  Spur  seines  projizierenden  Strahles  in  der  Bildebene  erklärt 
werden.  Die  Parallelprojektion  in  der  Ebene  bedarf  also  besonderer 
Erklärung,  da  die  im  Räume  anwendbaren  Operationen  beim  Über- 
gang zu  Gebilden  einer  Ebene  aufhören  einen  bestimmten  Sinn 
zu  haben. 

10.  Wird  eine  ebene  Figur  um  eine  in  ihrer  Ebene  enthaltene 
Achse  gedreht,  so  beschreiben  irgend  zwei  Punkte  derselben  Kreis- 
bögen, deren  Sehnen  parallel  sind.  Mithin  folgt  aus  obigem  Satze 
als  Koroliar:  Zwei  affine  und  affingelegene  ebene  Figuren 
bleiben  in  affiner  Lage,  wenn  eine  derselben  um  die 
Affinitätsachse  beliebig  gedreht  wird.  Im  besonderen  kann 
hiernach  fiir  die  betrachteten  Figuren  auf  doppelte  Art  die  affine 
Lage  in  einer  Ebene  herbeigeführt  werden,  indem  man  die  Bild- 
ebene durch  Drehung  nach  der  einen  oder  der  anderen  Seite  mit 
der  Originalebene  zur  Deckung  bringt.  Dreht  man  umgekehrt  von 
zwei  in  einer  Ebene  affingelegenen  Figuren  die  eine  beliebig  um 
die  Achse  aus  der  Ebene  heraus,  so  wird  sie  in  der  neuen  Lage 
durch  eine  Parallelprojektion  auf  die  andere  bezogen. 

Affine  und  affingeiegene  Figuren  einer  Ebene. 

11.  Zufolge  der  im  vorigen  enthaltenen  indirekten  Definition 
müssen  zwei  Figuren  g  und  gj  derselben  Ebene,  wenn  zwischen 
ihnen  Affinität  bei  affiner  Lage  bestehen  soll,  folgende  Eigen- 
schaften haben: 

a)  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  sind 
parallel; 
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Fig.  8. 


ß)  Drei    Punkten   in   gerader    Linie    entsprechen    drei 

Punkte  in  gerader  Linie; 
y)  JederPunktder  Affinitätsachse  entspricht  sichselbst. 
Finden  umgekehrt  diese  Beziehungen  statt  ^  so  können  die  beiden 
Figuren  durch  Drehung  der  einen  um  die  Achse  in  eine  räumliche 
Lage  übergeführt  werden,  bei  welcher  sie  durch  Parallelprojektion 
aufeinander  bezogen  sind.    Hieraus  folgen  sofort  alle  ihre  weiteren 

Eigenschaften :  sie  stim- 
men mit  den  vorher  (6) 
angeführten  überein.  Die 
allein  noch  übrig  blei- 
bende Frage,  ob  bei  der 
Einschränkung  der  Ope- 
rationen auf  die  Ebene 
obige  drei  Bedingungen 
hinreichen,  um  die  in  Rede 
stehende  Kollineation  zu 
definieren,  findet  ihre  Er- 
ledigung durch  folgenden 
Satz:  In  der  Ebene  ist 
die  Affinität  bei  affiner  Lage  durch  Angabe  der  Affinitäts- 
achse a  und  zweier  nicht  auf  ihr  gelegener  entsprechender 
Punkte PundPj  auf  Grund  der  unter  e^),/?)  und /)  angeführten 
Eigenschaften  eindeutig  bestimmt.  In  der  That  kann  zu  jedem 
gegebeneu  Punkte  Q  der  entsprechende  Q^  bestimmt  werden,  indem 
man  (Fig.  8)  S  =  PQ  x  a  sucht  und  SP^  mit  der  durch  Q  gelegten 

Parallelen  zuPP^  in  Q^  schneidet. 
Das  Bild  einer  Geraden  g  ist 
mittels  des  Bildes  Q^  eines  ihrer 
Punkte  Q  konstruierbar,  denn 
man  findet  g^  =  TQ^ ,  wenn 
T  =  g  X  a.  Einfacher  ergiebt 
sich  ^j,  wenn  PU\\g  gezogen  ist, 
als  Parallele  zu   in\  durch  T. 

13,    Die   Konstruktion    der 
entsprechenden    rechten   Winkel 
an  zwei  affinen  Punkten  Pund  1\ 
erfolgt  (Fig.  9)  mit  Hilfe  eines 
Fig.  9.  Kreises  durch  Pund  Pj,  dessen 

Centrum  M  der  Affinitätsachse  a  angehört.     Schneidet  dieser  a  in 
den  Punkten  A'  und  1\  so  sind   z_  XPY  und  z.  XP^Y  die  gesuchten 


.-.-.-:4'.-. 


•  m 
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rechten  Winkel.  Ist  P/  der  in  Bezug  auf  a  zu  F^  symmetrische 
Punkt,  so  ist  /LP^Pr=  l.P^'Pl\  weil  die  Bögen  PJ  und  P^Y 
gleich  sind;  der  Strahl  PY  halbiert  den  l.  P^PP^'j  PX  den  Neben- 
Winkel.  Diese  Bemerkung  kann  zur  Konstruktion  der  Rechtwinkel- 
strahlen dienen,  falls  etwa  M  außerhalb  der  Zeichnungsfläche  liegt.  — 
Symmetrisch  zu  PX  (oder  PY)  gelegenen  Punkten,  z.  B.  Q  und  7?, 
entsprechen  symmetrisch  zu  P^X  (oder  P^Y)  gelegene  Punkte 
Qi  und  R^.  — 

IS.  Zur  Auffindung  zweier  an  Pund  P^  einander  entsprechen- 
der Winkel  von  gegebener  Größe  y  dient  folgende  Betrachtung. 
Es  werde  zunächst  angenommen,  daß  P  und  P^  auf  derselben  Seite 
der    Affinitätsachse  h^      p 

a  liegen    (Fig.  10).  .-"^' 

Sei  Q  die  Mitte  von 


/^P^und(2i2±PPi. 

/      \  ^^Q  ' 

Dann  ist  ein  Kreis  k 

durch  PundPj,  also 
mit  dem  Centrum  M 

auf  QÄ,  so  zu  be- 

stimmen, daß  ^L-IlPF  • 

=  ^XPjr=9>und 

mithin      /_  MXY 

=  E  —  y       wird, 

wenn   X  und   Y  die 

^^"*"'-^-^^    •\ 

Ächsenschnittpunkte 

von  k  sind.     Zieht 

Fig.  10. 

man  aus  einem  beliebig  auf  QR  angenommenen  Punkte  W  den 
Strahl  MX  unter  dem  Winkel  R  —  op  gegen  a  und  beschreibt  um 
M'  einen  Kreis  U  durch  X',  so  ist  R  das  Ahnlichkeitscentrum  für 
die  Ej-eise  ä  und  ä'.  Man  findet  daher  M^  indem  man  RP^  mit  A' 
in  Pj'  schneidet  und  R^M^P^M'  zieht.  Werden  die  gegebenen 
affinen  Punkte  durch  die  Achse  von  einander  getrennt,  wie  P  und  P^, 
so  betrachte  man  statt  des  letzteren  den  symmetrisch  zur  Achse 
gelegenen  Punkt  P^;  dann  ist  L.YPJ^  /_  XPJ, 

14.  Für  jede  Größe  und  Lage  der  Strecke  VQ^  auf  einer  Geraden 
g  hat,  wenn  P^Qj  die  entsprechende  Strecke  auf  der  affinen  Geraden 
^1  ist,  (nach  6)  das  Verhältnis 

einen  konstanten  Wert,  der  sich  auch  nicht  ändert,  wenn  g  und 
damit  zugleich  g^  eine  Parallelverschiebung  erfährt.  Zu  jeder  ge- 
gegebenen Richtung  (und  der  affinen)  gehört  also  ein  festes  Strecken- 
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Verhältnis  l.  Dagegen  entsprechen  verschiedenen  Richtungen  ver- 
schiedene Werte  l  und  zwar  sind  die  beiden  Richtungen,  welche 
durch  die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  gegeben  sind, 
vor  allen  übrigen  ausgezeichnet.  Es  gilt  nämlich  der  Satz:  Dreht 
sich  eine  Gerade^  (mithin  zugleich  die  affine  ^j)  um  einen 
ihrer  Punkte  in  einerlei  Sinn,  so  nimmt  das  ihrer  Richtung 
zugehörige  Streckenverhältnis  X  in  jedem  der  von  den 
affinen  Rechtwinkelstrahlen  gebildeten  Quadranten  ent- 
weder beständig  zu  oder  beständig  ab,  erreicht  für  sym- 
metrischeLagen  beiderseits  der  genannten  Strahlen  gleiche 
Werte  und  auf  denselben  ein  Maximum  resp.  Minimum. 

Es  seien,  um  dies  zu  beweisen, 
^XPr  und  L.XP^r  (Fig.  11) 
affine  rechte  Winkel,  femer  U  und 
r  irgend  zwei  aufeinander  folgende 
Lagen  eines  von  X  nach  ¥  auf 
der  Affinitätsachse  fortschreiten- 
den Punktes.  Wir  wählen  die 
Strecke  XV  als  Maßeinheit,  setzen 
XU=:k,  Xr=l,  U¥=^m,  Fr==n 
und  nennen  die  von  den  Punkten 
Xy  Uy  J\  Y  einerseits,  von  P  und  P^ 
andererseits  begrenzten  affinen 
Strecken  resp.  x,  m,  r,  y  und  .r^  ?/j, 
r„  y^.  Sind  nun  PUU'y  PFF,  PjrU'',  P^FF"  rechtwinklige  Drei- 
ecke, so  folgen  die  Relationen: 


ti  2  _  ^2^  2 
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Es  ist  zu  zeigen,  daß  unter  der  Voraussetzung 

(-.)'  >  (1.)' 

die  Beziehung 

.  [D-  >  (i) 

besteht.     Letztere  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

(mV  +  K^y^    {n%^  +  Py^^  ^  {jt^x^  +   Py^    (,„2^^ 2  +  J^2,j^2^^  y   Q 

und  reduziert  sich  auf  die  Ungleichung: 

(/2ni2  -  h}n^  {x%^  -  x^^y^  >  0, 
welche  da  die  Größe  {Pm^  —  k*n^  positiv  ist,  mit  der  Voraussetzung 
zusammenfällt. 

15.   Definition  der  Ellipse.     Ist  M  der  Mittelpunkt  eines 
Kreises  k  (Fig.  12)  und   sucht   man    zu   den   Radien  desselben   die 
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affinen  Yom  Punkte  P^  nach  allen  Richtungen  auslaufenden  Strecken, 
so  liegen  deren  Endpunkte  auf  einer  zum  Kreise  affinen  Kurve, 
welche  Ellipse  heißt.  M^  ist  ihr  Mittelpunkt;  eine  denselben 
enthaltende  Sehne  wird  Durchmesser  genannt.  Die  zu  einander 
rechtwinkligen  Durchmesser  A^Ä^'  und  B^B^'  der  Ellispe,  welche 
gleichfalls  rechtwinkligen  Durchmessern  ÄA'  und  BB'  des  Elreises 
entsprechen,  heißen  Achsen,  ihre  Endpunkte  Scheitel;  sie  teilen 
die  Enrre  in  kon- 
graente  nnd  sym- 
metrische Quadran- 
ten. Durchläuft  ein 
PunktPi  die  Ellipse, 
so  nimmt  die  Strecke 
iifjPj  in  jedem  Qua- 
dranten entweder 
beständig  zu  oder 
beständig  ab  und 
erreicht  auf  den 
Achsen  ein  Maxi- 
mum resp.  Minimum 
der  Länge.      Zwei 

schiefwinkelige 
Durchmesser  P^P/, 
QiC/    der     Ellipse 
heißen  konjugiert, 
wenn  sie  zu  einem  Fig.  12. 

rechtwinkligen  Kreisdurchmesserpaar  PP',  QQ'  affin  sind.  Von  zwei 
konjugierten  Durchmessern  halbiert  jeder  die  zum  anderen  parallelen 
Sehnen,  weil  dies  bei  den  rechtwinkligen  Durchmessern  des  affinen 
Kreises  der  Fall  ist.  —  Eine  die  Ellipse  k^  treflFende  Gerade  ff^  hat 
mit  ihr  zwei  getrennte  oder  vereinte  Punkte  gemein.  Dies  folgt 
aus  dem  Verhalten  der  affinen  Geraden  ^  zum  Kreise  L  Wird  im 
besondem  eine  Tangente  QT  des  Kreises  durch  die  Eigenschaft 
definiert,  daß  sie  einen  Punkt  Q  der  Peripherie  aber  keinen  inneren 
Punkt  enthält,  so  kommt  der  entsprechenden  Geraden  Q^T'die  gleiche 
Eigenschaft  bezüglich  der  affinen  Kurve  zu:  sie  ist  als  Tangente 
der  Ellipse  im  Punkte  Q^  zu  bezeichnen.  Weil  eine  Sekante  QS 
durch  Drehung  um  Q  in  die  Tangente  übergeht,  wenn  Smit  Q  zu- 
sammenfällt, kann  der  Berührungspunkt  als  Vereinigung  zweier 
Schnittpunkte  betrachtet  werden.  Weil  femer  die  Kreistangente 
rechtwinklig  zum  Radius  ihres  Berührungspunktes  steht,  folgt,  daß  die 

KoflH  a.  Pappbritz.    I.  2 
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Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Ellipsendurchmessers  zum  kon- 
jugierten Durchmesser  parallel  sind.  —  Aus  den  gegebenen  De- 
finitionen ergeben  sich  Konstruktionen  der  Punkte,  Tangenten,  Achsen 
und  konjugierten  Durchmesser  der  Ellipse.  — 

Affine  Figuren  einer  Ebene  im  weiteren  Sinne. 

16.  Die  Eigenschaften,  in  denen  die  beiden  Verwandtschaften 
zwischen  Figuren  einer  Ebene,  Ähnlichkeit  und  Affinität, 
welche  wir  bisher  von  Projektionen  im  Baume  ausgehend  behandelt 
haben,  übereinstimmen,  lassen  sich  auf  folgende  zwei  zurückführen. 

a)  Drei    Punkten    in    gerader   Linie   entsprechen   drei 
Punkte  in  gerader  Linie. 

ß)  Parallelen  Geraden  entsprechen  parallele  Gerade. 
Wir  wollen  zeigen,  daß  diese  zwei  Bedingungen  an  sich  bereits  ge- 
nügen, um  zwischen  Figuren  einer  Ebene  eine  bestimmte  Verwandt- 
schaft, die  Affinität  im  weiteren  Sinne,  zu  definieren,  voraus- 
gesetzt, daß  zu  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegenden  Punkten  die 
entsprechenden  gegeben  werden. 

17.  Aus  der  Definition  folgt  zuerst  die  weitere  Eigenschaft: 
Die  Verhältnisse   paralleler  Strecken   bleiben   bei 

derAbbildungungeändert.  Parallelogrammen  entsprechen 
nämlich  Parallelogramme,  also  parallelen  gleichen  Strecken 
wiederum  parallele  gleiche  Strecken.  Werden  nun  zunächst 
zwei  parallele  Strecken  kommensurabel  angenommen:  AB 
und  CD,  und  ist  die  Strecke  e  ihr  gemeinsames  Maß,  so 
daß  man 

AB  =  me,  CD  =  ne 
hat,  so  ergiebt  sich  für  die  entsprechenden  Strecken: 

A^B^  =  me^,  ^i^\  =  ^*^i> 
sofern  einer  etwa  snxfAB  markierten  Teilstrecke  e  die  Strecke  c^ 
auf  A^B^  zugehört.     Es  ist  daher: 

AB:CI)=  A^B^.C^D^. 
Was  aber  für  irgend  zwei  kommensurable  parallele  Strecken 
gilt,  wird  durch  beliebig  fortgesetzte  Teilung  der  beiden  Maß- 
stäbe mit  den  Einheiten  e  und  e^  auch  für  inkommensurable 
als  gültig  erwiesen. 

18.  Es  seien  ABC  und  A^B^C^  die  beiden  Dreiecke,  welche  die 
3  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmen,  so  ist  auf  Grund  der 
obigen  Bedingungen  zu  jedem  vierten  Punkte  P  der  entsprechende 
Pj    eindeutig    konstruierbar.      Man    ziehe    durch    P    die    Geraden 
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AT,  IT,  ZZ'  resp.  parallel  zu  BC,  CA,  AB,  suche  hierauf  etwa  die 
Punkte  Jj  und  Z^^  welche  C^A^  in  denselben  Verhältnissen  teilen, 
wie  X  und  Z  die 
Strecke  CA ,  und 
ziehe  durch  sie  Pa- 
rallelen zu  B^  C^ 
und  Jj  JSj ;  ihr 
Schnittpunkt  ist  P^ . 
Auf  gleiche  Weise 
von  den  Punkten 
Z  und  Y  oder  X' 
und  7'  ausgehend 
gelangt     man     zu 

dem  nämlichen  Re-  Fig.  13. 

^oltate.    Zunächst  folgt  nämlich  aus  der  Konstruktion: 

X'r:AB^rj\\A^B^. 
Zieht  man  nun    durch  P^   die  Gerade  Z^Z\  \\  A^B^,  so  ist  nur  zu 
zeigen,  daß 

A^Z^iA^C^  =  AZ:AC 
und  folglich  auch 

B^Z\:B^C^  =BZ':BC 
ist    Aus   der    Ähnlichkeit   der   Dreiecke  ABC  und   FXT,  A^B^C^^ 
oüd  FjX'jPj  ergieht  sich  aber: 

AZ:AC=rr:AB, 

und  hieraus  die  Behauptung. 

19.  Ist  durch  wechselseitige  Zuordnung  zweier  Dreiecke  zwischen 
zwei  Figuren  einer  Ebene  Affinität  im  weiteren  Sinne  hergestellt, 
>o  befinden  sich  dieselben  im  allgemeinen  nicht  in  affiner  Lage, 
d.  h.  es  giebt  weder  eine  Linie  sich  selbst  entsprechender  Punkte 
Affinitätsachse),  noch  sind  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  parallel;  vielmehr  gilt  folgender  Satz: 

Zwei  affine  Figuren  einer  Ebene  haben  im  allgemeinen 
Bur  einen  Punkt  sich  selbst  entsprechend  gemein.  Haben 
sie  zwei  Punkte  P und  Q  entsprechend  gemein,  so  befinden 
>ie  sich  zugleich  in  affiner  Lage  und  PQ  ist  die  Affinitäts- 
achse. 

Wir  beweisen  diesen  Satz  schrittweise. 

20.  Die  Verhältnisse  der  Strecken,  welche  ein  gegebenes  System 
^on  Parallelstrahlen  ^,  h,  i,  .  .  .  auf  einer  Geraden  u  ausschneidet, 
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sind  den  Verhältnissen  der  senkrechten  Parallelenabstände  gleich, 
also  von  der  Lage  der  Geraden  u  unabhängige  Ist  das  Parallelen- 
system ff^,  k^,i^,  ...  zum  vorigen  und  u^  zn  u  affin,  so  sind  auch 
die  beiderlei  Abschnitte  auf  u  und  u^  affin  und  haben  (nach  17) 
gleiche  Verhältnisse.  Daher  folgt,  daß  in  zwei  affinen  Parallelen- 
systemen die  Verhältnisse  der  Parallelenabstände 
übereinstimmen,  gleichviel  in  welcher  Richtung 
sie  gemessen  werden.  Setzt  man  jetzt  (Fig.  14): 
G  =^  ff  X  ffij  H=z  h  X  Äj,  I=i  X  ij,  . .., 
P^kXffi,  Q-=iXff^j...f 
so  sind  A  GHP,  A  GIQ,  . . .  ähnlich  und  ähnlich- 
gelegen und  G  ihr  Ahnlichkeitscentrum.  Mithin 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  in  zwei  affinen  Parallelen- 
systemen liegen  auf  einer  Geraden  /. 

31.  Hieraus  schliesst  man  weiter:  Sind  Sß 
und  5ßi,  5ß'  und  5ß/,  ...  Paare  affiner  Pa- 
rallelensysteme und  l,  fj  ...  die  zu  ihnen  (im  Sinne  des  vor- 
hergehenden Satzes)  gehörigen  Geraden,  so  schneiden  sich 

Ijff  ...  in  einem  Punkte 
0,  der  sich  selbst  ent- 
spricht. 

In  0  =  lxr  (Fig.  15) 
schneiden  sich  nämlich  zwei 
entsprechende  Gerade  p 
und  ff^  von  5ß  und  5}}^,  ebenso 
zwei  Gerade  ff'  und  ^j'  von 
5ß'  und  ^/,  u.  8.  f.  Es  ist 
aber  ff  X  ff'  zu  ff^^  x  ff(^  d.  h. 
0  zu  sich  selbst  affin.  Ferner 
müssen  sich  X  und  T,  u.  s.  w. 
in  demselben  Punkte  O 
schneiden,  weil  die  An- 
nahme zweier  sich  selbst 
entsprechender  Punkte  O 
und  <J  (wie  sogleich  noch 
näher  zu  erörtern  sein  wird) 
bedingt,  daß  OO  zur  Affinitätsachse  wird  und  folglich  alle  die 
Geraden  /,  I^  I'y  . ..  in  diese  eine  zusammenfallen.  Damit  ist  der 
erste  Teil  des  Satzes  19  bewiesen. 


Fig.  15. 


Ähnliebkeü  und  Affifdtäi  ebener  Figuren. 
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Fig.  16. 


2Ä«  Ferner  wird  (nach  21)  der  sich  selbst  entsprechende  Punkt  0 
zweier  im  allgeiueineren  Sinne  affiner  Figuren  einer  Ebene  ge- 
fimden.  £s  mögen  zur  Festlegung 
der  Affinität  A  A£C  und  A  ^lA^i 
entsprecliend  gesetzt  werden  (Fig. 
16).  Man  ziehe  durch  die  Ecken 
Ay  Bj  C  Parallelen  zu  den  gegen- 
aberliegenden  Dreiecksseiten  und 
sehneide  sie  mit  den  affinen 
Geraden y  welche  durch  A^y  B^,  C^ 
parallel  zu  den  Seiten  des  anderen 
Dreiecks  laufen;  sind  R,  S,  T  die 
betreffenden  Schnittpunkte  und  wird 
außerdem 

r=  Bc  X  B^c\,  F=  CA  X  c;^i, 

W^AB  X  ^lA 

gesetzt,  so  ist  0  als  Schnittpunkt  irgend  zweier  von  den  Geraden 
/  =  er«,  r  =  rSy  r  =  rr  bestimmt. 

28«  Was  den  zweiten  Teil  des  Satzes  19  betrifft,  so  ist  zu  be- 
merken: Fallen  (Fig.  17)  zwei  Punkte  P  und  Q  mit  ihren  affinen 
zusammen,  so  entspricht 
die  Gerade  PQ  sich  selbst 
und  ebenso  (nach  17) 
jeder  ihrer  Punkte.  Sind 
nun  Ä,  S  und  B^ ,  Äj  irgend  _ 
2weiPaare  affiner  Punkte, 
Tund  Faber  zwei  solche 
Punkte  auf  PQ,  daß 
^B  FSy  so  ist  auch 
rS^  j  FS^  und  außerdem 
(nach  17): 


7^. 


-o- 


^ 


^ 


—f>— 


g. 


>s. 


"  Fig.  17. 

UR:FS=  UB^:FS^\ 

miüiin  sind  A  BUB,   und   A  SFS,  ähnlich  und  ähnlichgelegen  und 
T  auf  PQ  ihr  Ahnlichkeitscentrum ;  folglich  BB^^  \\  SS^,  u.  s.  f. 

24.  Der  Satz  20  wird  benutzt,  um  bei  zwei  im  allgemeinen 
Sinne  afdnen  Figuren  zu  einem  beliebig  gelegenen  Punkte  P  der 
einen  den  entsprechenden  Punkt  Pj  der  anderen  zu  finden.  Sind 
nämlich  wiederum  A  ABC  und  A  ^lA^i  ßi^aiider  zugeordnet 
(Fig.  18)  und  schneiden  sich  die  zu  AB  und  A^B^  gehörigen  Parallelen- 
y^steme  auf  der  Geraden  /,   die  zu  AC  und  A^C^   gehörigen   aber 
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auf  r,  so  zieht  man  durch  P  Parallelen  zu  AB  und  AC,  aus  ihren 
Schnittpunkten   mit  /  resp.  l  aber   Parallelen   zu  A^B^   und  A^C^^, 

Letztere  schneiden  sich  in 
dem  gesuchten  Punkte  Pj. 
35.  Zwei  affine  Figuren 
können  in  gewissen  Fällen 
durch  bloße  Verschiebung 
der  einen  in  ihrer  Ebene 
in  affine  Lage  gebracht  wer- 
den. Kennt  man  nämlich 
zwei  affine  und  gleiche 
Strecken,  so  genügt  es  nach 
dem  vorigen  Satze  dieselben 
zur  Deckung  zu  bringen.  Es 
&agt  sich  aber,  ob  es  immer 
dergleichen  giebt.  —  Im 
folgenden  wird  ein  Verfahren 
angegeben,  welches  hierüber 
entscheidet.  Jedenfalls  kann  die  affine  Lage  stets  hergestellt  werden, 
wenn  eine  der  beiden  Figuren  zuvor  ähnlich  vergrößert  oder  ver- 
kleinert wird,  so  daß  die  zu  irgend  einer  Strecke  FQ  affine  P^Q^ 
in  eine  der  ersteren  gleiche  übergeht.  Umgekehrt  erkennt  man 
hieraus,  daß  das  allgemeinste  Verfahren,  um  von  einer  ebenen 
Figur  zu  einer  affinen  zu  gelangen,  darin  besteht,  zur  ersteren  eine 
affine  und  affingelegene,  zu  dieser  wiederum  eine  ähnliche  Figur  zu 
konstruieren  und  letzterer  (durch  Drehung  und  Parallelverschiebung) 
eine  beliebige  Lage  zu  erteilen. 


Fig.  18. 


Fig.  19. 

26.   Wir  machen  hiervon  eine  Anwendung,   um  in  affinen  Fi- 
guren   entsprechende    rechte   Winkel    aufzufinden.      Von    den 


Ähnlichkeit  und  Affinität  eherier  Figuren, 
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affinen  Dreiecken  ABC  und  A^B^C^  (Fig.  19)  werde  etwa  das  letzere 
in  ein  ähnliches  A^B^C^  verwandelt,  so  daß 

wird.  Werden  dann  durch  Verschiebung  die  gleichen  Strecken  zur 
Deckung  gebracht,  so  liegt  Affinität  bei  affiner  Lage  vor  und  die 
früher  (12)  angegebene  Konstruktion  kann  Platz  greifen.  Das  Re- 
sultat derselben  ist  in  die  ursprüngliche  Figur  A^B^C\  zu  übertragen. 

27«  Im  Anschluß  an  die  oben  gegebene  Bestimmung  der  affinen 
rechtwinkligen  Sichtungen  kann  folgender  Satz  bewiesen  werden: 

Das  Verhältnis  der  Flächen  affiner  ebener  Figuren 
ist  konstant.  Offenbar  genügt  es  denselben  für  zwei  entsprechende 
Dreiecke  zu  erweisen,  da  jede  geradhnig  oder  krummlinig  begrenzte 
Fläche  (exakt  oder  mit  beliebigem  Grade  der  Annäherung)  als  Summe 


^i     . 


Fig.  20. 

Ton  Dreiecksflächen  betrachtet  werden  kann.  Die  beiden  Dreiecke 
seien  A  ABC  und  A  ^lA^i  (Fig-20)  und  i_  BAC  resp.  L.B\Ä^C^ 
die  affinen  rechten  Winkel  an  A  und  A^,  Ist  zugleich  noch  BB  |  CA^ 
CC  FA  und  ebenso  B^B^'\C^A^,  C\q'|  B^'A^,  so  sind  B  xmA  B^\ 
Cund  Cj'  afÄne  Punkte.  Andererseits  hat  man  für  den  Flächeninhalt: 

A  ABC  =   A  ABC  =^ABC=~.  AB.  AC. 

A  A^B^c^  =  A  ^lA'C'i  =  a^b;c;  =  -J-.  a^b;.  a,c,\ 

Sind  nun  x  und  A  die  konstauten  Verhältnisse  der  in  den  entsprechen- 
den rechtwinkligen  Richtungen  gelegenen  affinen  Strecken ,  so  daß 

AB'  ^x.  A^B(,  AC  ^l.  A^C( 

ist,  so  ergiebt  sich  für  das  Verhältnis  der  Flächen  irgend  zweier 
affiner  Dreiecke  wie  A  ^BC  und  A  A^B^C^  der  konstante  Wert  =  xX, 
28.  Ob  zwei  im  weiteren  Sinne  affine  Figuren  durch  Ver- 
schiebung in  affine  Lage  tibergeführt  werden  können,  wird  durch 
folgende  Überlegung  entschieden.  Nach  dem  vorigen  können  zwei 
affine  rechtwinklige  Dreiecke  konstruiert  werden,  von  denen  das  eine, 
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A  A0£  (Fig. 21),  gleichschenklig  angenommen  werden  mag;  das  andere 
werde  in  eine  solche  Lage  gebracht,  daß  die  entsprechenden  Schenkel 
der  rechten  Winkel  sich  decken;  wir  bezeichnen  es  durch  A  Ä^OB^. 

Einem  Kreis  k  um  0,  welcher  A, 
also  auch  B,  enthält,  wird  als  affine 
Figur  eine  Ellipse  k^  mit  0  als 
Centrum  und  OA^  resp.  OB^  als 
Halbachsen  entsprechen.  Schneiden 
(oder  berühren)  sich  der  Ereis  k 
und  die  Ellipse  k^  und  ist  P^  einer 
der  ihnen  gemeinsamen  Punkte,  so 
existiert  auf  dem  Kreise  ein  Punkt  P, 
so  daß  die  gleichen  Strecken  OP 
^'  und   OP^   affin  sind.     Bringt  man 

sie  durch  Drehung  um  0  zur  Deckung,  so  ist  die  affine  Lage  her- 
gestellt. Hat  der  Kreis  k  mit  der  EUipse  keinen  Punkt  gemein 
(wie  z.  B.  in  Fig.  22),   so  giebt  es  keine   entsprechenden   gleichen 

Strecken  und  die  Herbeiführung 
AI  der  affinen  Lage  ist  (ohne  vor- 

gängige Ahnlichkeitstransforma- 
tion  der  einen  Figur)  nicht  mög- 
lich. Welcher  von  den  beiden 
.._  Fällen  eintritt,  hängt  offenbar 
'  allein  von  den  Verhältnissen  der 
Katheten  in  affinen  rechtwink- 
ligen  Dreiecken,  also  von  OA :  OA^ 
=  X  und  OB  lOB^^X  ab.  Ver- 
größert sich  beim  Übergang  von 
einem  Dreieck  zum   andern   die 


Fig.  22. 


eine  Kathete,  während  sich  die  andere  verkleinert,  oder  bleibt  eine 
von  ihnen  der  Größe  nach  ungeändert,  so  ist  affine  Lage  möglich; 
vergrößern  oder  verkleinem  sich  beide  Katheten,  so  ist  sie  un- 
möglich.    Wir  drücken  dies  kürzer  aus,  indem  wir  sagen: 

Ist  den  entsprechenden  rechtwinkligen  Richtungen  in 
zwei  affinen  Figuren  das  Streckenverhältnis  x  resp.  X  zu- 
geordnet, 80  können  sie  in  affine  Lage  gebracht  werden 
oder  nicht,  je  nachdem  {\  —  x)  (1  —  A)  ^0  oder  >  0  ist. 

39.  Liegt  der  erste  Fall  vor,  so  erübrigt  noch  die  konstruktive 
Bestimmung  der  affinen  Lagen  der  entsprechenden  rechtwinkligen 
Dreiecke.  Bezeichnet  (Fig.  23)  A  A'OB  das  Dreieck  AOB  in  einer 
affinen  Lage   zu  AA^OB^y    so   muß   ÄA^WBB^    sein.      Wird   die 
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Strecke  BB^  um  das  Centram  0  und  um  90^  gedreht,  so  bildet 
sie  in  der  neuen  Lage  A!B^'  mit  AA^  einen  rechten  Winkel.  Man 
trage  daher  auf  OA 
die  Strecke  OB^'  =  OB^ 
ab,  schlage  über  A^B^' 
als  Durchmesser  einen 
Kreis,  welcher  A  in  ^' 
nnd  J"  schneiden  mag 
und  ziehe  OB  ±  OA, 
resp.  OB'  ±  0A\  so  er-  . 
geben  sich  zwei  der  auf- 
gestellten Forderung 
genugende  Lagen  AOB 
nnd  AGB'  des  Drei- 
ecks AOB.  Ist  q  =  AB 
XA^B^,  ^'  =  A'B' 
X  -4,Ä ,    so    ist    ent- 


Fig.  23. 


weder  OQf  oder  O^'  die  Affinitätsachse.  Dieselbe  enthält  jedesmal 
zwei  Schnittpunkte  des  Kreises  k  und  der  Ellipse  ky  Fallen  diese 
paarweise  zusammen,  d.  h.  berühren  sich  k  und  k^  in  zwei  Punkten, 
so  giebt  es  nur  eine  Affinitätsachse:  die  Verbindungslinie  der  Be- 
rührungspunkte, welche  zugleich  eine  Hauptachse  der  Ellipse  bildet. 


Konstruktionen  der  Ellipse  auf  Grund  ihrer  Affinität  zum  Kreise. 

30«  Da  je  zwei  Kreise  ähnliche  Figuren  sind,  so  ist  jede 
Ellipse,  da  sie  nach  der  Definition  zu  einem  Kreise  affin  ist, 
überhaupt  zu  jedem  Kreise  im  weiteren  Sinne  affin.  Die 
affine  Beziehung  der  gegebenen  Ellipse  k  zu  einem  willkürlich  an- 
genommenen Kreise  k^  wird  festgelegt,  indem  man  zwei  konjugierte 
Halbdurchmesser  OA  und  OB  von  k  irgend  zwei  rechtwinkligen 
Halbmessern  O^A^  und  O^B^  von  k^  entsprechend  setzt.  Man  kann 
so  einem  Ellipsenpunkte  einen  beliebigen  Punkt  des  Kreises  zuordnen. 
Zugleich  folgt  hieraus,  daß  eine  Ellipse  durch  Angabe  zweier  kon- 
jugierter Durchmesser  eindeutig  bestimmt  ist.  Auf  Grund  dieser 
Bemerkungen  ergeben  sich  die  einfachsten  Konstruktionen  der  Ellipse 
aus  gegebenen  Bestimmungsstücken  (sowie  die  ihrer  Tangenten,  Nor- 
aialen  etc.),  wenn  man  einen  zur  gesuchten  Ellipse  affingelegenen 
Hilfskreis  benützt. 

31.  Konstruktion  der  Ellipse  aus  zwei  konjugierten 
öflfcimessern.      Erstes  Verfahren.     Es  seien  (Fig.  24)  0  der 
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Fig.  24. 


Mittelpunkt,  -4-4'  und  Ä-S'  die  gegebenen  konjugierten  Durchmesser 
einer  Ellipse  k.  Man  schlage  über  einem  derselben  (etwa  dem 
größeren)  ^i^'  einen  Kreis  A^  und  ziehe  den  Durchmesser  B^B^' ±_AA\ 
so  sind  k  und  h^  affingelegen,  sofern  man  die  Dreiecke  ABÄ  und 
AB^Ä  entsprechend  setzt;  AÄ  ist  die  Affinitätsachse,  BB^  ein 
Affinitätsstrahl.    —   Zu   einem   Punkte  P^  auf  k^   wird    der    affine 

Ellipsenpunkt  P  am  ein- 
fachsten gefunden,  indem  man 
P^Ql.  AÄ  zieht  und  die  Pa- 
rallele aus  Q  zu  OB  mit  der 
aus  Pj  zu  B^B  in  P  schneidet. 
—  Triflft  die  Kreistangente  in 
Pj  die  Affinitätsachse  in  T,  so 
ist  PiTdie  Ellipsentangente 
in  P.  —  Sollen  aus  einem 
Punkte  B  die  Tangenten 
an  die  Ellipse  gezogen  wer- 
den, so  bestimme  man  die 
Berührungspunkte  Zj,  }\  der 
Tangenten  aus  dem  affinen  Punkte  B^  an  den  Kreis  k^ ;  die  affinen 
X,  Y  sind  die  Berührungspunkte  der  gesuchten  Ellipsentangenten.  — 
Die  Richtungen  der  Achsen  der  Ellipse  imd  der  zugehörigen 
rechtwinkligen  Durchmesser  des  Kreises  ergeben  sich  aus  der  Kon- 
struktion entsprechen- 
der rechter  Winkel  an 
den  affinen  Punkten  B 
und  Pj,  die  Scheitel 
der  Ellipse  aus  den  End- 
punkten der  genannten 
Kreisdurchmesser. 

83.  Zweites  Ver- 
fahren. Man  ziehe 
(Fig.  25)  durch  den 
Endpunkt  B  des  einen 
Durchmessers  eine  Pa- 
rallele a  zum  konju- 
gierten AA',  die  zu- 
gleich Ellipsentangente 
sein  wird.   Ein  Kreis  L 


-t 


y.'Vs      --^ 


> 


Fig.  25. 


vom  Radius  0^  A^  =  OA,  welcher  a  ebenfalls  in  B  berührt,  ist  dann 
zur  Ellipse  k  affingelegen;  dem  Dreieck  AGB  ist  das  rechtwinklige 


mm 
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Dreieck  A^O^B  zuzuordnen;  a  ist  die  Affinitätsachse,  00^  ein  Affini- 
tätsstrahl. Auf  Grund  dieser  Angaben  vollzieht  man  die  punktweise 
Eonstruküon  der  Ellipse  analog  dem  Vorigen.  Die  Achsen  findet 
man  hier  direkt  aus  der  Bestimmung  der  entsprechenden  rechten 
Winkel  z_  XOY  und  z.  XO^Y  an  den  Mittelpunkten,  hierauf  aus  den 
Endpunkten  C\  und  D^  der  rechtwinkligen  Kreisdurchmesser  die 
Ellipsenscheitel  C  und  I),  u.  s.  f. 

Bei  beiden  Konstruktionen  ist  es  vorteilhaft,  nicht  nur  Punkte 
des  Hilfskreises  in  Ellipsenpunkte  abzubilden,  sondern  auch  die  zu- 
gehörigen Tangenten  zu  übertragen;  zugleich  dient  es  wesentlich  zur 
Abkürzung  des  Verfahrens,  wenn  man  von  einem  dem  Kreise  um- 
schriebenen regelmäßigen  Polygon  (z.  B.  Achteck  oder  Zwölf- 
eck) ausgeht,  unter  dessen  Berührungspunkten  sich  die  vier  End- 
punkte der  rechtwinkligen  Durchmesser  befinden,  die  den  gegebenen 
Ellipsendurchmessem  entsprechen. 

33.  Ein  drittes  Verfahren  (Fig. 26)  beruht  auf  der  Zuordnung 
des   von    den    ge-  _^ 


gebenen  conjugier- 
ten  Durchmessern 
gebildeten  Dreiecks 
JOB  zu  irgend 
einem  rechtwink- 
lig- gleichschenk- 
ligen Dreieck 
J^OjÄj.  Die  El- 
Upse  wird  dann 
punktweise  als  af- 
fine Figur  zu  dem 


um    Oj     mit    dem 


Fig.  26. 


Radius    O^A^    be- 
schriebenen Kreise 
nach24konstruiert. 
34.  Konstruk- 
tion der  Ellipse 
aus  fünf  gegebe- 
nen Punkten  derselben.    Sind  von  einer  Ellipse  k  fünf  Punkte 
J,  B,  Cj  D,  E  bekannt,  so  kann  sie  aus  diesen  Elementen  konstruiert 
werden,   indem  man   einen  zu  ihr   affingelegenen  Kreis  k^  be- 
stimmt,  der  zwei  der  gegebenen  Punkte,   etwa  A  und  B,   mit  ihr 
entsprechend    gemein  hat,  so  daß  AB  die  Affinitätsachse  wird.  — 
Den  Punkten  C,  I),  E  der  Ellipse  (Fig. 27)  mögen  die  Punkte  C^yB^,  E^ 
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des  Kreises  entsprechen;  die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  der 
Strahlen  DC  und  DE  seien  P  und  F.    Die  von  A,  B,  C,  B,  E  bis  P 

resp.  F  reichenden 
Strecken  mögen  cr^hj 

c,  d,  e   resp.  a,  Ä',  <?', 

d,  e  heißen,  die  zu 
ihnen  affinen  aber 
durch  Anhängung  des 
Index  1  bezeichnet 
werden.  Man  hat  dann 
wegen   der  Affinität: 

^  =  ^        ^  =  A' 

und  weil  ABC^D^E^ 
Punkte  eines  Elreises 
sein  sollen: 

c^Cj  =  aÄ, 


Fig.  27. 


Wir  bestimmen  noch  auf  der  Affinitätsachse  zwei  Punkte  Q  und  Q', 
so  daß  q  =  PQ  und  ^ks^FQ^  den  Relationen 

J.  =  jI  5l  -  i!l 

d         c  '  a'  ~  e' 

genügen.     Dann  folgt: 


7  9        dh  d 


a ,  *  =  — ; —  =  b  q  , 


e 


Demnach  werden  c;?^  und  d^  als  mittlere  Proportionalen  zwischen 
bekannten  Strecken  mit  Hilfe  zweier  Kreise  leicht  bestimmt  (in  der 
Figur  sind  AP  und  FQ'  die  Durchmesser  derselben,  QF  und  BF' 
auf  ihnen  rechtwinklig  und  d^  =  PF,  d^  =  FF).  Ist  -D^  einer  der 
Schnittpunkte  der  beiden  mit  den  Radien  d^  und  d^  um  P  resp.  P' 
geschlagenen  Kreise^  so  bestimmen  A,  B,  B^  einen  zur  gesuchten 
Ellipse  affingelegenen  Kreis  k^  und  die  weitere  Konstruktion  kann 
nach  der  früher  entwickelten  Methode  durchgeführt  werden. 

Damit  die  um  P  und  F  geschlagenen  Kreise  sich  schneiden, 
wie  es  die  Konstruktion  verlangt,  muß  d^  +  dy>  PF  sein.  Man 
erkennt  hieraus,  daß  nicht  jede  fünf  willkürlich  gegebenen  Punkte 
auf  einer  Ellipse  liegen.  Die  vollständige  Erklärung  hierzu  wird 
sich  erst  an  späterer  Stelle  ergeben. 


ZWEITES  KAPITEL. 


Daretellimg  der  Punkte,  Geraden  nnd  Ebenen  in  orthogo- 
naler Projektion.   Bestimmung  der  einfachen  Beziehungen 

dieser  Grnndgebilde  zn  einander. 

Das  Verfahren  der  orthogonalen  Parallelprojektion. 

35«  Werden  durch  alle  Punkte  einer  räumlichen  Figur  senk- 
recht zn  einer  gegebenen  Ebene  TT|  projizierende  Strahlen  gezogen, 
so  erzeugen  deren  Schnitt-  oder  Spurpunkte  in  TT^  ein  ebenes  Bild 
der  Baumfigur,  welches  eine  orthogonale  Projektion  genannt 
wird.  Jeder  Punkt  P  des  Raumes  hat  einen  bestimmten  Punkt  F 
in  TTi  zu  seiner  Orthogonalprojektion;  döt  Punkt  P  bildet  aber  gleich- 
zeitig die  Projektion  aller  Punkte  der  durch  ihn  zu  W^  gelegten 
Senkrechten.  Folglich  ist  umgekehrt  ein  Baumpunkt  P  durch  seine 
Projektion  P  nicht  bestimmt,  vielmehr  gehört  hierzu  noch  ein  wei- 
teres Bestimmungsstück,  etwa  die  Strecke  PF,  d.  h.  der  senkrechte 
Abstand  des  Punktes  P  von  der  Projektionsebene  TT^;  dabei  ist 
diesem  Abstand  zur  Unterscheidung  der  beiden  Richtungen,  nach 
denen  er  von  P  aus  aiifgetragen  werden  kann,  ein  bestimmtes  Vor- 
zeichen beizulegen. 

Auf  die  zuletzt  angefUhrte  Bestimmungsweise  kommt  seinem 
Wesen  nach  das  gebräuchlichste  Darstellungsverfahren  zurück, 
welches  unter  Voraussetzung  zweier  zu  einander  rechtwinkliger 
Projektionsebenen  TTi  und  TTj  jeden  Punkt  durch  seine  beiden 
Orthogonaiprojektionen  P  und  P'  auf  T\^  und  TT2  bestimmt. 

36«  Um  die  Vorstellungen  zu  fixieren,  nimmt  man  die  erste 
Projektionsebene  TTi  horizontal,  mithin  die  zweite  Pro- 
jektionsebene TT]  vertikal  an  und  bezeichnet  jP  als  Grundriß, 
erste  oder  Horizontalprojektion,  P'  als  Aufriß,  zweite  oder 
Vertikalprojektion,  femer  TTi  als  Grundriß-  oder  Horizontal- 
ebene, TTj  als  Aufriß-  oder  Vertikalebene;  die  Gerade  x=TTiXTT2 
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heißt  die  Axe  der  Projektion.  Von  den  Ebenen  TTi  und  TTj  werden 
natürlich  nur  begrenzte  Theile  als  Projektionstafeln  thatsächlich 
benutzt;  sie  sind  aber  an  sich  als  unbegrenzt  vorzustellen.  Der  ganze 
Raum  wird  durch  die  Projektionsebenen  in  vier  Fächer  oder  Qua- 
dranten, jede  Projektionsebene  durch  die  Achse  in  zwei  Halbebenen 
zerlegt.  Zur  Orientierung  dienen  Benennungen,  die,  ebenso  wie  die 
schon  angeführten,  für  einen  auf  der  Grundrißebene  stehenden  und 
der  Aufrißebene  zugewandten  Beschauer  zutreffen;  man  sagt  nämlich 
von  einem  Punkte,  daß  er  über,  auf  oder  unter  der  Grundriß- 
ebene und  zugleich  vor,  auf  oder  hinter  der  Aufrißebene  liege. 
Die  auf  den  projizierenden  Strahlen  gemessenen  Strecken 

PF  =  {P-\  n,),  PF'  =  {PA  n,) 

heißen  erster  und  zweiter  Tafel- Abstand  des  Punktes  P;  für  beide 

wird  das  Vorzeichen  in  dem 
vorderen  oberen  Fache  positiv 
angenommen;  es  wechselt  beim 
Durchgang  von  P  durch  die 
betreffende  Proj  ektionsebene. 
Die  Ebene  PFF'  der  beiden 
projizierenden  Strahlen  steht  zu 
beiden  Projektionsebenen  und 
folglich  zur  Achse  x  senkrecht. 
Ist  also  (Fig.  28)  P,  =  PFJP' 
X  ^,  so  sind  PPa,  FPx  und 
P'Tx  ±  X  und  PFPJP''  ist 
^^*      '  ein  Rechteck. 

37.   Hieraus  erkennt  man: 

a)  Die  von  den  beiden  Projektionen  eines  Punktes  (und 
von   diesem   selbst)   auf  die   Achse   gefällten   Lothe 
haben  einerlei  Fusspunkt  Pj.. 
ß)  Der    erste    (zweite)   Abstand    eines   Punktes   stimmt 
nach    Größe     und    Vorzeichen    mit     dem    Abstände 
seiner    zweiten   (ersten)   Projektion   von   der   Achse 
üb  er  ein.     Liegt  insbesondere  der  Punkt  P  auf  einer  Pro- 
jektionsebene, so  fällt  die  bezügliche  Projektion  mit  ihm  zu- 
sammen,   die  andere  auf  die  Achse.     Ein  Punkt  der  Achse 
endlich  liegt  mit  seinen  beiden  Projektionen  vereinigt. 
Aus  den  beiden  in  TTi  und  TTg  verzeichneten  Projektionen  eines 
Punktes,  welche  die  Bedingung  ä)  erfüllen  müssen,    sonst  aber  be- 
liebig   angenommen    werden   können,    wird    dieser   selbst   nach   ß) 
eindeutig  bestimmt  und  zwar  am  einfachsten  so,  daß  man  die  in  P' 
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zu  TTj  und  in  P"  zu  TTj  errichteten  Senkrechten  miteinander  schneidet.  — 
Aus  der  Darstellung  des  einzelnen  Punktes  ergeben  sich  aber  die 
der  Geraden  und  ^Ebenen,  sowie  überhaupt  der  zusammengesetzten 
Raumgebilde. 

88.   Die  Projektion  einer  Linie  wird  als  Gesamtheit  der  Pro- 
jektionen   ihrer    Punkte    erhalten.     Die   ersten   Projektionen   aller 
Punkte   einer    Geraden  g  ergeben  deren  Grundriß,    erste  oder 
Horizontalprojektion  g\  ebenso   die   zweiten   Projektionen   den 
Aufriß,    die   zweite  oder  Vertikalprojektion  g".     Die  projizie- 
renden   Strahlen   sämtlicher   Punkte  von  g  bilden  resp,  eine  erste 
und    zweite    projizierende    Ebene.      Die    Projektionen    der 
Geraden   sind    also  die  Schnittlinien  (Spuren)  ihrer  projizierenden 
Ebenen  in  TTi  und  TT2,  mithin  selbst  gerade  Linien.     Eine  Aus- 
nahme hiervon  tritt  nur  für  den  besonderen  Fall  ein,    daß  die  ge- 
gebene  Gerade  g   zu   einer   Projektionsebene    senkrecht   steht:    es 
existiert  dann  keine  zugehörige  projizierende  Ebene  mehr;    die  be- 
treffende Projektion  wird  ein  Punkt,  während  die  andere  Projektion 
eine  zur  Achse  senkrechte  Gerade  bildet 

39.  Nach  Annahme  einer  Geraden  g  ist  ihre  Orthogonal- 
projektion auf  eine  gegebene  Ebene  als  Spur  der  projizierenden 
Ebene  bestimmt;  umgekehrt  ist  g  durch  eine  Projektion  noch  nicht 
bestimmt,  falls  diese  nicht  ein  bloßer  Punkt  ist,  was  gegenwärtig 
ausgeschlossen  werden  mag.  Dagegen  wird  die  Gerade  g  durch  die 
kleiden  Projektionen  g  und  g"  auf  TTi  und  TTj,  welche  willkürlich 
angenommen  werden  dürfen,  definiert,  und  zwar  ist  sie  die  Schnitt- 
linie der  durch  g  und  g"  senkrecht  zu  TTi  resp.  zu  TTa  gelegten 
Ebenen.  Ausgenommen  hiervon  ist  der  Fall,  wo  eine  Projektion 
auf  der  Achse  rechtwinklig  ist.  Es  ergiebt  sich  nämlich  hierbei, 
daß  die  andere  Projektion  in  dem  nämlichen  Punkte  auf  der  Achse 
-enki-echt  stehen  muß.  In  der  That  steht  eine  projizierende,  d.  h. 
durch  g  normal  zur  betreflfenden  Tafel  gelegte,  Ebene  auf  der  Achse, 
tblglich  auch  auf  der  anderen  Tafel  senkrecht  und  enthält  daher 
zugleich  die  andere  Projektion.  Werden  aber  g  und  g"  demgemäß 
angenommen,  so  folgt  daraus  für  die  Gerade  g  nur,  daß  sie  in  der 
erwähnten  Normalebene  zur  Achse  liegt:  zu  ihrer  vollständigen  Be- 
stimmung sind  weitere  Angaben  erforderlich. 

40.  Die  Darstellung  einer  Geraden  g  kann  immer  auf  die  zweier 
^e  bestimmender  Punkte,  P  und  Q,  zurückgeführt  werden,  aus  deren 
Projektionen  man  die  der  Verbindungslinie  als  g  =  FQ',  g"  =  P"Q" 
findet.  Unter  allen  Punkten  einer  Geraden  werden  aber  vorzugs- 
^ehe  die  beiden  in   den  Projektionsebenen  gelegenen  G^^  z=  g  x  T\^j 
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ffj  =  ^  X  TTj  benutzt.  Sie  heißen  erster  und  zweiter  Spur-  oder 
Durchstoßpunkt  der  Geraden.  Jeder  dieser  Spurpunkte  fallt 
mit  einer  seiner  Projektionen  zusammen,  nämlich  G^  mit  G\  und 
G^  mit  G'\n  während  seine  andere  Projektion  auf  der  Achse  liegt 
(Fig.  29).  —  Ist  ff  einer  Tafel  parallel,  so  liegt  in  dieser  ihre  Spur 
unendlich  fern;  die  Projektion  auf  die  andere  Tafel  ist  parallel  zur 


Fig.  29. 


Fig.  30. 


Achse.  Z.  B.  folgt  aus  ^|iTTi,  daß  ff'\\ff  und/' ja:  ist  (Fig.  30),  Ist 
ff  zur  Achse  parallel,  so  sind  es  ff'  und  ff"  auch;  G^  und  G^  liegen 
dann  beide  unendlich  fern. 

Sind  umgekehrt  die  Projektionen  ff'  und  ff"  der  Geraden  ff  ge- 
geben, so  findet  man  ihre  Spuren  aus  der  Bemerkung,  daß  die  zweite 

Projektion  von  G^  der 
Schnittpunkt  ff"  X  x,  die 
erste  Projektion  von  G^  der 
Punkt  ff'  X  X  ist. 

41.  Die  Projektion  einer 
(unbegrenzten)  Ebene  E  über- 
deckt im  allgemeinen  die 
betreifende  Bildebene  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung 
und  eignet  sich  daher  nicht 
zur  Bestimmung  von  E.  Aus- 
zunehmen ist  der  Fall,  wo 
E  auf  der  Projektionsebene 


Fig.  31. 


senkrecht  steht;  die  Ortho^önalprojektion  der  Ebene  reduziert  sich 
dann  auf  eine  Gerade  x>ji(i  genügt  zu  ihrer  Bestimmung.  Im  allge- 
meinen Falle  dagegen!  kann  zur  Darstellung  der  Ebene  entweder  die 
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Angabe  dreier  ihrer  Punkte  oder  die  zweier  auf  ihr  gelegener  Geraden 
durch  ihre  Grund-  und  Aufrisse  dienen.  Am  gebräuchlichsten  ist 
es,  die  Ebene  E  durch  die  beiden  Geraden 

<?!  =  E  X  ITi,  <?2  =  E  X  Ha 
darzustellen,  welche  resp.  als  ihre  erste  oder  Horizontalspur  und 
ihre  zweite  oder  Vertikalspur  bezeichnet  werden  (Fig.  31).  Die 
Spuren  treffen  sich  im  Achsenschnittpunkte  JS^  =  E  x  x  und  be- 
stimmen E  direkt  als  Verbindungsebene  e^^e^.  Ist  E  zur  Achse  pa- 
rallel, so  sind  es  auch  die  Spuren  e^  und  ß,  und  JS^  liegt  unendlich 
fem.  Ist  überdies  E  einer  Projektionsebene  parallel,  so  liegt  in 
dieser  ihre  Spur  unendlich  fern,  in  der  anderen  parallel  zur  Achse. 
Ist  E  zu  einer  Tafel  normal,  so  steht  in  der  anderen  ihre  Spur  zur 
Achse  senkrecht.  Enthält  endlich  E  die  Achse,  so  fallen  beide 
Spiu'en  e^  und  e^  mit  dieser  zusammen;  zur  Bestimmung  der  Ebene 
bedarf  es  dann  der  Angabe  eines  auf  ihr  gelegenen  Punktes  außer- 
halb der  Achse. 

42.  Die  oben  erwähnten  speziellen  Lagen  einer  Geraden  oder 
einer  Ebene,  für  welche  es  nötig  wird,  von  der  gebräuchlichen  Dar- 
stellung mittels  der  Projektionen,  bez.  Spuren  in  TTi  und  TTg  abzu- 
weichen, weil  diese 
zur  Bestimmung  nicht 
genügen,  können  als 
Beispiele  daf&r  an- 
gefahrt werden,  daß 
es  sich  unter  Umstän- 
den empfiehlt,  eine 
dritteProj  ektions- 
ebene  TTj  einzufuh- 
ren. Man  legt  dieselbe 
zomeist  gegen  TT^  und 
TT,,  also  auch  gegen 
die  Achse  x  senkrecht 
nnd  bezeichnet  sie 
als  Seitenrißebene. 
Die  Geraden  y  =  TT^ 
xn3undz=TT2  xTTg 
bezeichnen  wir  als 
horizontale  und 
Tertikaie  Nebenachse.  Der  Punkt  0  =  TTi  X  Ha  X  TTg,  in  welchem 
sich  die  drei  Achsen  rechtwinklig  schneiden,  heißt  Ursprung.  Von 
0  aus  werden  auf  jeder  Achse  die  Strecken  nach  der  einen  Seite 

Bomi  n.  Pappbbitz.   I.  3 


Fig.  32. 
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positiv,  nach  der  anderen  negativ  gerechnet  und  zwar  auf  x  nach 
rechts,  auf  y  nach  vom,  auf  z  nach  oben  mit  positivem  Sinn. 

43.  Zu  den  bisherigen  Darstellungselementen  eines  jeden  Grund- 
gebildes kommt  nach  Einführung  von  TT3  noch  je  ein  drittes  Element 
neu  hinzu:  für  den  Punkt  P  die  dritte  Projektion  oder  der 
Seitenriß  P'",  sowie  der  dritte  Abstand  PP"'  (welcher  auf  der 
rechten  Seite  von  TT3  positiv  angenommen  wird),  für  eine  Gerade  p 

der  Seitenriß  /"  und 
der  dritte  Spurpunkt 
6r3  =  ^  X  TT3 ,  für  eine 
EbeneE  endlich  die  dritte 
Spurlinie  ^3  =  E  X  TT3 
(Fig.  32). 

44.  Die  drei  Ebenen 
TTi,  ITg,  TTg  teilen  den 
unbegrenzten  Raum  in 
acht  räumliche  Ecken ; 
sie  selbst  werden  durch 
die  Achsen  Xj  y,  z  in  je 
vier  ebene  Felder  zerlegt. 
Zur  Unterscheidung  der 
möglichen  Lagen  eines 
Punktes  in  diesem  System  dienen  die  Vorzeichen  der  drei  Tafel- 
abstände.     Die    Maßzahlen    dieser   Abstände    (bezogen   auf  einen 

beliebig     angenommenen 


Maßstab)  bilden  die  recht- 
winkligen Punktkoor- 
dinaten in  der  analy- 
tischen Geometrie  des 
Raumes. 

45.  Es  ist  unmittel- 
bar ersichtlich,  dass  in 
diesem  Drei  tafelsystem 
die  Darstellung  einer  Ge- 
raden durch  ihre  Pro- 
jektionen oder  die  einer 
Ebene  durch  ihre  Spuren 
auch  in  den  oben  erwähn- 
ten Spezialfällen  keine 
Unbestimmtheit  mehr  übrig  läßt.  Eine  zur  Achse  .i-  senkrecht 
gerichtete,  schneidende  oder  nicht  schneidende  (windschiefe),  Gerade^, 


Fig.  33. 


Fig.  34. 
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welche  durch  ihre  beiden  ersten  Projektionen  p  und  p'  nicht  bestimm- 
bar ist,  wird  durch  eine  derselben  in  Verbindung  mit  der  dritten  (zu 
ihr  selbst  parallelen)  Projektion  ^'"  völlig  bestimmt  (Fig.  33).    Eine 
die  Achse  x  enthaltende  Ebene  E  wird  durch  diese  in  Verbindung  mit 
der  dritten  (durch  den  Ursprung  gehenden)  Spur  e^  bestimmt  (Fig.  34). 
46,   Im  Übrigen  ist  die  Einführung  einer  dritten  Projektions- 
ebene (welche  zudem  den  jeweiligen  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
sprechend noch  in  anderer  Weise  gewählt  werden  kann)  als  eine  der 
Hilfsmethoden  zu  betrachten,  die  wir  in  der  Folge  noch  weiter  zu 
entwickeln  haben  werden.     Den  Hauptbestandteil  der  Methode 
der  Orthogonalprojektion  bildet  die  Benutzung  des  rechtwink- 
ligen Zweitafelsystems  oder  das  Grund-  und  Aufrißverfahren. 

47.  Die  in  der  Horizontal-  und  Vertikalebene  konstruierten 
Bilder  einer  Kaumfigur  sollen  jetzt  in  einer  und  derselben  Zeich- 
unngsebene  zur  Darstellung  gebracht  werden.  Zu  diesem  Zwecke 
wählt  man  etwa  die  Aufrißebene  als  Zeichnungsebene  und  denkt 
sich  nach  Ausführung  der  Projektion  die  Horizontalebene  durch 
Drehung  um  die  Achse  x  mit  der  ersteren  derart  vereinigt,  daß  der 
vordere  Teil  der  Grundrißebene  (welchen  wir  als  +  TTj  bezeichnen 
wollen)  in  den  unteren  Teil  der  Aufrißebene  (—  TTj),  folglich  zugleich 
der  hintere  Teü  der  Grundriß- 
ebene (—  TTj)  in  den  oberen  Teil 
der  Aufrißebene  (+  TTa)  zu  liegen 
kommt  (Fig.  35). 

Ist  eine  Seitenrißebene  TT3  -^        1  zp^-K 

zur  Anwendung  gekommen,  so 
denkt  man  sich  auch  diese  mit 
TTj  vereinigt  und  zwar  durch  eine 
!^olche  Drehung  um  die  Achse  z, 
daß  die  vordere  Halbebene  TT3  die 
linke  Halbebene  TTj  deckt.  In 
Fig.  36a  und  36b  sind  diejenigen  Yig.  35.       ^  -^ 

Quadranten  der  drei  Projektions- 
tafeln, welche  den  oben,  vom  und  rechtsgelegenen  Raumoktanten  be- 
grenzen (in  welchem  alle  drei  Tafelabstände  eines  Punktes  P  positiv 
sind),  vor  und  nach  ihrer  ümlegung  in  die  Bildebene  dargestellt. 

Durch  die  getroflfenen  (an  sich  willkürlichen)  Festsetzungen  über 
die  Anordnung  der  verschiedenen  Projektionen  einer  Figur  in  der 
Zeichnungsebene  ist  umgekehrt  der  Übergang  von  diesen  zu  ihrer 
Konstruktion  im  Baume  eindeutig  festgelegt. 

48.  Zur  leichteren  Orientierung  in  den  Figuren  dient  außer  der 
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Bezeichnung  ihrer  Punkte,  Linien  und  Flächen  durch  Buchstaben 
die  folgende  Regel  für  das  Zeichnen  der  Linien.  In  jeder 
Figur  sind  Haupt-  und  Nebenlinien  zu  unterscheiden;  zu  den 
ersteren  gehören  die  bei  der  Problemstellung  gegebenen  und  ge- 
suchten Linien,  sowie  die  Achse  der  Projektion,  zu  den  letz- 
teren  die  nur  zu  Konstruktionszwecken  eingeführten  Hilfslinien. 
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Fig.  36. 


Die  Projektion  einer  jeden  Hauptlinie  wird  voll  ausgezogen, 
soweit  letztere  selbst  im  vorderen  oberen  Raumquadranten 
liegt  und  sichtbar  ist;  andernfalls  wird  sie  punktiert. 
Nebenlinien  werden  —  ob  sichtbar  oder  unsichtbar  —  ge- 
strichelt oder  strichpunktiert.  Für  die  Beurtheilung  der  Sicht- 
barkeit ist  zu  bemerken,  daß  alle  vorkommenden  Flächen  ebenso 
wie  die  Projektionstafeln  als  undurchsichtig  gelten,  sowie  daß 
die  Sehrichtung  den  projizierenden  Strahlen  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  folgt  und  zwar  für  TTi  von  oben  nach  unten,  für  TTg 
aber  von  vom  nach  hinten. 

Bei  der  Abbildung  allseitig  begrenzter  Objekte  denkt  man  sich 
diese  zweckmäßig  ganz  in  dem  oberen  vorderen  Raumquadranten 
gelegen,  wodurch  die  Darstellung  an  Übersichtlichkeit  gewinnt. 


Darstellung  der  Grundgebilde:    Punkt,  Gerade,  Ebene  in  ver- 
schiedenen Lagen. 

Wir  nehmen  jetzt  die  oben  geforderte  ümlegung  der  einen 
Projektionsebene  in  die  andere  als  vollzogen  an  und  betrachten  die 
den  möglichen  verschiedenen  Lagen  von  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  gegen  das  ursprüngliche  System  entsprechende  Anordnunj^ 
der  zu  ihrer  Bestimmung  dienenden  Elemente  in  der  Zeichnungsebene. 
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49.  Der  Punkt.  Die  Projektionen  P'  und  P"  eines 
Punktes  P  liegen  in  einer  zur  Achse  senkrechten  Geraden 
(Fig.  37).  Umgekehrt  bilden  je 
zwei  Punkte  P'  und  P",  deren  Ver- 
bindungshnie  zur  Achse  senkrecht 
ist,  die  beiden  Projektionen  eines 
Raumpunktes  P.  Aus  einer  der- 
selben wird  P  mittels  seines  senk-  

rechten  Abstandes  von  der  be- 
treffenden Tafel  konstruiert.  Die 
Tafelabstande  sind: 

PF  =  r'P^,  PF'  =^FP^. 
fliegt  über,  auf  oder  unter  TTi,  je  nachdem  F'  oberhalb,  auf,  oder 
onterhalb  der  Achse  liegt,  und  befindet  sich  zugleich  vor,  auf  oder 


r 

Fig.  37. 


hinter  TTj  je  nachdem  P' 
unterhalb,  auf,  oder 
oberhalb  der  Achse 
liegt.  Die  so  unter- 
schiedenen Lagen  eines 
Punktes  sind  in  Fig.  37 
dargestellt.  Die  Punkte 
P,,  P3,  P„  P,  gehören 
resp.  dem    oben   vorn. 
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Fig.  38. 
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unten  vom,  oben  hinten,  unten  hinten  gelegenen  Baumquadranten, 
P^P^^P^yPs  resp.  der  Halbebene  +TTi,  -[-TTj,  -TTj,  -  TTi,  end- 
lich Pg  der  Achse  x  an.  2 

50.  Aus  den  beiden 
ersten  Projektionen  PundP" 
eines  Punktes  P  leitet  man 
die  dritte  P'"  mit  Hufe  der 
Fußpunkte  Py  und  P,  der 
von  P"  auf  die  Nebenachsen 

H  und  z  gefällten   Perpen-    y 

dikelab(Fig.39).  Mit  Rück- 

sieht  auf  den  in  jeder  Achse 

testgesetzten  Sinn  der   von 

0    ausgehenden     Strecken 

stimmen  OP,  und  OPy  nach 

Grösse  und  Vorzeichen  mit 

dem    ersten     und    zweiten  y 

Tafelabstand  des  Punktes  P,  Fig.  39. 
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d.  h.   mit    P^F'    und    P^F    tiberein.      OP^  ist    der    dritte  Tafel- 
abstand. 

51.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  des  Raumes  ^  welche 
von  beiden  Projektionstafeln  gleiche  Abstände  haben,  bilden  zwei 
die  Achse  enthaltende  Ebenen,  welche  die  von  den  Tafeln  gebildeten 
rechten  Winkel  halbieren  und  deshalb  flalbierungsebenen  heißen. 
Die  beiderlei  Projektionen  der  Punkte  in  der  ersten  Halbierungs- 
ebene Hl  (welche  durch  die  oben  vom  und  unten  hinten  liegenden 
Raumquadranten  geht,  liegen  nach  Vereinigung  der  Tafeln  symmetrisch 
zur  Achse,  die  der  Punkte  in  der  zweiten  Halbierungsebene  Hg 
fallen  zusammen. 

52.  Die  Gerade.  Die  Projektionen  g  und  g'  einer 
Geraden  y  sind  zwei  gerade  Linien,  deren  Punkte  einander 
paarweise  als  die  beiderlei  Projektionen  der  Punkte  von  // 
so  zugeordnet  sind,  daß  jedes  Paar  auf  einer  zur  Achse 
senkrechten  Geraden  liegt.  Hieraus  folgt:  Falls  eine  der  Pro- 
jektionen zur  Achse  rechtwinklig  steht  (also  g  in  einer  Normalebene 
zu  X  liegt),  liegen  g  und  g"  vereinigt,  und  zwar  gilt  dies  auch  für 
den  noch  spezielleren  Fall,  wo  eine  von  ihnen  in  einen  Punkt  aus- 
artet (also  g  auf  einer  Tafel  senkrecht  steht).  Umgekehrt  können 
je  zwei  (getrennte  oder  zusammenfallende  Gerade.^'  und  g\  sofern 
nur  keine  von  ihnen  auf  der  Achse  senkrecht  steht,  als  die  beiden 
Projektionen  einer  bestimmten  Geraden  g  des  Raumes  betrachtet 
werden,  welche  nach  dem  früheren  als  Schnitt  der  durch  g  und  g" 
gelegten  projizierenden  Ebenen  konstruieil  werden  kann. 

53.  Jeder  der  beiden  Spurpunkte  von^  fällt  mit  seiner 
gleichnamigen  Projektion  zusammen,  während  die  ungleich- 
namige in  der  Achse  liegt.  Demnach  findet  man  G^  auf  g\ 
indem  man  auf  der  Achse  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  g"  eine  Nor- 
male errichtet;  analog  findet  sich  G^,  Umgekehrt  sind  durch  die 
Spuren  G^  und  G^  die  Fußpunkte  G^'  und  G^  der  von  ihnen  auf 
die  Achse  gefällten  Lothe  und  die  Projektionen  von  g  als  Ver- 
bindungslinien g'  =  ^1^2  ^^^  9"  ^  ^2^1  bestimmt.  Die  von  den 
Spuren  begrenzte  Strecke  G^G^  der  Geraden  g  kann  in  jedem  der  von 
den  Tafeln  gebildeten  Raumquadranten  liegen.  Diese  vier  Lagen  der 
Geraden  sind  in  den  Figuren  40  a,  b^  c,  d  dargestellt.  Ist  in  einer 
der  Tafeln  die  Projektion  von  g  der  Achse  parallel,  so  liegt  in  der 
anderen  der  Spurpunkt  unendlich  fem,  folglich  g  selbst  letzterer 
parallel.  Mit  g  und  g'  wird  g  der  Achse  parallel.  Die  Darstellung 
solcher  Spezialfälle  durch  Figuren  ist  dem  Leser  überlassen. 

Liegen  g   und  g"  symmetrisch  zur  Achse,  so  ist  dies  auch  für 
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die  beiden  Projektionen  jedes  Punktes  der  Geraden  ff  der  Fall  und 
letztere  ßült  daher  in  die  erste  Halbierungsebene  H^.  Fallen  p' 
und  ff'\  mithin  Grund-  und  AuJ&iß  jedes  Punktes  von  ff  aufeinander, 
so  gehört  ^7  der  zweiten  Halbierungsebene  Hg  an. 
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Fig.  40. 


&4.  £ine  senkrecht  zur  Achse  gezogene  Gerade  tritt  nur  als 
Projektion  einer  rechtwinklig  zu  x  gerichteten  Geraden  ff  auf  und 
enthalt  daher  gleichzeitig  beide  Projektionen  ff'  und  y".  Durch  die 
Annahme,  daß  g'  und  ff"  in  eine  gegebene  Vertikale  fallen,  wird 
aber  lediglich  die  ff  enthaltende  Normalebene  zur  Achse  fixiert;  es 
bleibt  also  noch  die  Lage  von  ff  in  dieser  Ebene  zu  bestimmen. 
Hierzu  dient  die  zu  ff  parallele  Seitenprojektion  g'" ^  deren  Ver- 
zeichnung gemäß  der  früher  für  die  Umlegung  der  Seitenrißebene  TT3 
in  die  Zeichnungsebene  gegebenen  Vorschrift  erfolgt.  Die  Spur- 
pankte  G^  und  G^  findet  man  auf  ff'  =  ff" ^  wenn  man  in  den  Schnitt- 
punkten Ton  g"'  mit  den  Nebenachsen  y  und  z  Normalen  zu  diesen 
errichtet  (Fig.  41).  —  Bei  direkter  Angabe  von  G^  und  G^  wird 
der  Seitenriß  g"'  im  allgemeinen  entbehrlich;  nur  wenn  G^  und  G^ 
in  einen  Punkt  der  Achse  zusammenfallen,  also  g  diese  selbst 
schneidet,  ist  g"  unumgänglich.  —  Wenn  im  besonderen  einer  der 
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Spnrpunkte  G^  und  G^  unendlich  fem  liegt,    stellt   der   andere  die 
mit  ihm  gleichnamige  Projektion  dar  und  ff  ist  als  die  in  ihm  zur 

z  betreflfenden  Tafel  errichtete  Senk- 

rechte bestimmt;  die  beiden  anderen 
Projektionen  liegen  in  diesem  Falle, 
wie  ff  selbst,  zu  einer  Nebenachse 
parallel.  —  Mit  Hilfe  des  Seiten- 
risses /"  wird  die  Aufgabe  gelöst, 
von  einer  als  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  P  und  Q  gegebenen 
Geraden  ff  die  Spuren  zu  kon- 
struieren, wenn  die  Projektionen 
P',  P",  Q',  Q"  in  einer  Senkrechten 
zur  Achse  x  liegen.  Man  findet 
zuerst  P"'  und  Q"' ,  sodann  den 
Seitenriß  ff'"  =  P"  q'"  und  aus 
diesem  G^  und  G^ 

55.  Die  Ebene.  Die  Spu- 
ren «j  und  ^2  einer  Ebene  E 
sind  zwei  Gerade,  welche  mit 
der  Achse  einen  und  densel- 
ben Punkt  Eg^  gemein  haben. 
Ist  E  der  Achse  parallel,  so  sind  es  auch  e^  und  e^.  Um- 
gekehrt dürfen  je  zwei  sich  auf  der  Achse  schneidende  oder  zu  ihr 
parallele  Geraden  e^  und  e^  als  Spuren    einer   Ebene    angenommen 

werden.  Schneiden  sich  die 
Spuren  in  einem  erreichbaren 
Punkte  der  Achse  (Fig.  42),  so 
bilden  sie  in  der  Ebene  E  selbst 
vier  Winkelfelder,  deren  Punkte 
je  einem  Quadranten  des  Raumes 
angehören.  Ist  e^  zur  Achse 
senkrecht,  so  ist  E  zu  T\^  nor- 
mal, ist  dagegen  e^  rechtwinklig 
Fig.  42.  zur  Achse,  so  steht  E  auf  TTi  senk- 

recht; findet  beide«  gleichzeitig 
statt,  so  ist  E  normal  zur  Achse.  In  diesen  drei  Fällen  stehen  in  E 
selbst  die  Spuren  aufeinander  rechtwinklig.  Sind  anderseits  beide 
Spuren  zur  Achse  parallel,  so  gilt  dies  auch  von  E  und  umgekehrt. 
E  zerfällt  dann  durch  e^  und  e^  in  drei,  in  je  einem  Raumquadranten 
verlaufende,   Parallelstreifen;    der   vierte   Quadrant    enthält   keinen 
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Pnntt  von  E.     Die  Figuren  43,  a,  b,  c,  d  entsprechen  den  hierbei 
möglichen   Fällen,      um   die  Lage  von  E  deutlicher  erkennbar  zu 
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Fig.  43. 


machen,  ist  jedesmal  ausser  e^  und  ^^  in  der  umgelegten  Seitenriß- 
ebene die  dritte  Spur  e^  mitgezeichnet.  —  Fallen  die  beiden  ersten 
Spuren  e^  und  e^  in  die  Achse  zu- 
sammen, so  ist  die  Angabe  der 
dritten  Spur  e,  (welche  den  Ursprung 
enthalt]  zur  Bestimmung  von  E  er- 
forderlich. Da  ^3  in  diesem  Falle 
nicht  nur  die  dritte  Spur,  sondern 
zugleich  die  dritte  Projektion  von  E 
darstellt,  so  kann  dieselbe  mit  Hilfe 
der  dritten  Projektion  eines  beliebig 
Äof  E  gegebenen  Punktes  P  als 
7erbindungslinie  e^  =  OF"  kon- 
struiert werden  (Fig.  44).  .  -  Fig.  44. 
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Punkte,  Gerade  und  Ebenen  in  vereinigter  Lage.    Verbindungs- 
und Schnittelemente.    Parallelismus. 

56.  Aus  der  Entwickelung  der  Darstellungsmethode  für  die 
einfachen  Grundgebilde  ergeben  sich  eine  Reihe  allgemeiner  Sätze. 

Die  Projektionen  eines  Punktes  P  liegen  auf  den 
gleichnamigen  Projektionen  jeder  durch  ihn  gehenden 
Geraden  g. 

Die  Spuren  einer  Ebene  E  enthalten  die  gleichnamigen 
Spuren  jeder  auf  ihr  liegenden  Geraden  y. 

57«  Schneiden  sich  zwei  Gerade  g  und  h,  so  sind  die 
Projektionen  P'  und  P"  des  Schnittpunktes  P  die  Schnitt- 
punkte ff'  X  fi   und  /'  X  A"  der   gleichnamigen  Projektionen 


Fig.  45. 


Fig.  46, 


der  Geraden  und  folglich  ist  deren  Verbindungslinie  zur 
Achse  senkrecht.  (Fig.  45  und  47.)  —  Sind  zwei  Gerade 
parallel  (haben  sie  einen  unendlich  fernen  Schnittpunkt), 
so  sind  ihre  gleichnamigen  projizierenden  Ebenen  und 
folglich  ihre  gleichnamigen  Projektionen  parallel.  (Fig.  46.) 
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Fig.  47. 


Im  besonderen  können  sich  zwei  gleichnamige  Projektionen 
auf  Pnnkte  reduzieren. 

Liegen  zwei  Gerade  g  und  A  in  einer  Ebene  E,  so  sind 
deren  Spuren  e^  und  e^  die 
Verbindungslinien  G^H^  und 
GJl^  der  gleichnamigen  Spur- 
punkte der  Geraden  und  folg- 
lich schneiden  diese  sich  in 
einem  Punkte  E^  der  Achse 
(Fig.  45  und  46)  oder  sind  ihr 
beide  parallel  (Fig.  47). 

Aus  der  Umkehrung  der  letz- 
ten Satze  folgt: 

58.  Liegen  die  Schnitt- 
punkte der  gleichnamigen  Pro- 
jektionen zweier  Geraden  in 
einer  Senkrechten  zur  Achse, 
so  schneiden  sich  die  Geraden;  sind  die  gleichnamigen 
Projektionen  parallel,  so  sind  es  auch  die  Geraden  selbst. 
Zwei  Gerade,  deren  Projektionen  keine  dieser  beiden 
Voraussetzungen  erfüllen,  sind  windschief  (haben  keinen 
Punkt  gemein). 

Schneiden  sich  die  Verbindungslinien  der  gleich- 
namigen Spurpunkte  zweier  Geraden  in  einem  Punkte  der 
Achse  oder  sind  sie  beide  zur  Achse  parallel,  so  liegen 
die  Geraden  in  einer  Ebene.  Zwei  Gerade,  deren  Spur- 
punkte keiner  dieser  beiden  Bedingungen  genügen,  sind 
windschief  (haben  keine  Verbindungsebene). 

Die  beiden  letzten  Kriterien  sind  einander  äquivalent,  insofern 
je  zwei  sich  schneidende  oder  parallele  Geraden  eine  Ebene  be- 
stimmen, resp.  je  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  einen  er- 
reichbaren oder  unendlich  fernen  Punkt  gemein  haben. 

59.  Es  giebt  einige  besondere  Lagen  der  beiden  betrachteten 
Geraden  gegen  das  Tafelsystem,  bei  denen  die  Voraussetzungen 
des  einen  oder  anderen  der  Sätze  in  58.  für  die  ersten  und 
zweiten  Projektionen  oder  Spurpunkte  an  sich  erfüllt  sind,  ohne 
daß  daraus  die  Existenz  eines  Schnittpunktes  und  einer  Verbindungs- 
ebene  geschlossen,  bezw.  diese  selbst  nach  einem  der  vorhergehen- 
den Sätze  direkt  bestimmt  werden  könnten.  Hierzu  kommt,  daß 
gegebenen  Falles  die  Schnitt-  und  Spurpunkte  zum  Teil  außerhalb 
der  Zeichnnngsfläche  liegen  können,  so  daß  möglicherweise  keines 
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der  beiden  Eriterien  in  58.  direkt  anwendbar  ist.     In  allen  diesen 
Fällen    bedarf  es   geeigneter   Hilfskonstruktionen. 

60.  Liegt  eine 
der  Geraden,  etwa  ^, 
in  einer  Normalebene 
N  zur  Achse,  so  wird 
sie  von  der  anderen 
h  getroffen,  wenn  der 
Schnittpunkt  5  =  ä 
X  M  auf  ff,  also  /S'" 
auf/"  liegt  (Fig.  48); 
andernfalls  sind  ff 
und  k  windschief.  — 
Liegen  beide  Geraden 
in  derselben  Normal- 
ebene zur  Achse,  so 
schneiden  sie  sich 
oder  sind  parallel,  je 
nachdem  dies  bei  den 
dritten  Projektionen 
/"  und  A'"  der  Fall 
ist.  —  Schneidet  ff 
die  Achse  in  G,  so 
verbinde  man  einen 
beliebigen  Punkt  P 
auf  ff  mit  einem 
Punkte  Q  auf  h  durch 
eine  Gerade  i  und  be- 
stimme deren  Spur- 
punkte sowie  die 
Spurlinien  der  Ver- 
bindungsebene E  =  Äi; 
fällt  der  Achsen- 
schnittpunkt JKb  der 
letzteren  mit  G  zu- 
sammen, so  bildet  sie 
zugleich  die  Verbin- 
dungsebene von  ^  und 
h  (Fig.  49);  andern- 
falls giebt  es  keine  solche.  —  Eine  die  beiden  gegebenen  Geraden 
schneidende  Hilfsgerade  i  wird  auch  in  dem  Falle  benutzt,  wenn  ff 


Fig.  49. 
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und  h  beide  die  Achse  (in  getrennten  Punkten)  schneiden;  damit 
dieselben  eine  Yerbindungsebene  E  baben,  muß  hier  auch  i  die  Achse 
treffen;  die  Seitenspar  e^  ist  dann  durch  die  zusammenfallenden 
Seitenrisse  g"  und  K"  gegeben. 

61.  Parallele  Ebenen  haben  in  jeder  Tafel  parallele 
Sparlinien.  Umgekehrt  folgt  aus  dem  Parallelismus  der 
gleichnamigen  Spuren  zweier  Ebenen,  daß  diese  selbst 
parallel  sind.  Hierbei  genügt  es  im  allgemeinen  die  ersten  und 
zweiten  Spuren  zu  betrachten;  nur  wenn  diese  sämtlich  parallel 
zur  Achse  liegen,  sind  noch  die  Spuren  in  irgend  einer  Hilfsebene, 
z.  B.  der  Seitenrißebene,  als  unter  sich  parallel  festzustellen. 

62.  Die  in  einer  Ebene  E  parallel  zur  ersten  oder 
zweiten  Tafel,  folglich  auch  parallel  zu  den  gleichnamigen 
Spuren  gezogenen  Geraden  heißen  erste  oder  zweite  Haupt- 
linien (oder  Streichlinien)  von  E.  Die  eine  Projektion  einer 
Hauptlinie  ist  parallel  zur  gleichnamigen  Spur,  die  andere 
zur  Achse.  Die  Hauptlinien  vertreten  oft  die  Spuren;  letztere 
sind  Hauptlinien  von  spezieller  Lage. 

63.  Wie  zu  einer  Projektion  eines  auf  gegebener  Geraden  g 
gelegenen  Punktes  die  andere 
Projektion,  oder  zu  einer 
Spur  einer  durch  g  gehenden 
Ebene  E  die  andere  Spur 
gefunden  wird,  ist  aus  dem 
Vorhergehenden  unmittelbar 
zu  entnehmen.  Die  Auf- 
gaben: Aus  einer  Projek- 
tion eines  Punktes  P 
und  den  Spuren  einer 
ihn  enthaltenden  Ebene 
Edie  andere  Projektion, 
sowie  aus  einer  Spur  von 
E  und  beiden  Projek- 
tionen des  auf  ihr  liegenden  Punktes  P  die  andere  ^^ut  zu 
bestimmen,  werden  auf  folgende  Art  gelöst.  Im  ersten  Falle  sei 
etwa  P'  gegeben.  Man  ziehe  (Fig.  50)  durch  P'  eine  Gerade  K 
parallel  zu  e^  als  Grundriß  einer  ersten  Hauptlinie  von  E,  bestimme 
B^^K  X  X  und  lege  durch  H^  auf  e^  die  Parallele  K'  zur  Achse; 
anf  K'  wird  P"  gefunden.  —  Im  anderen  Falle  sei  neben  P'  und 
P'  die  -Spur  e^  gegeben.  Man  lege  auch  hier  eine  erste  Haupt- 
linie  h   durch    P,  ziehe  also,  wie  vorher  K  durch  P',    K'  durch  P" 


Fig.  50. 
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und  markiere  den  Spurpunkt  H^\  die  gesuchte  Spur  ergiebt  sich 
als  Verbindungslinie  e^^  H^E^,  —  Statt  der  Hauptlinie  h  kann 
man  auch  eine  beliebige  in  E  durch  P  gezogenene  Gerade  benutzen.  — 

Auf  Grund  der  angeführten  Sätze  können  eine  Reihe  von 
Fundamentalaufgaben  gelöst  werden,  welche  sich  darauf  beziehen, 
Punkte,  Gerade  und  Ebenen  durch  ihre  Projektionen  resp.  Spuren 
darzustellen,  wenn  dieselben  ursprünglich  auf  andere  Weise  de- 
finiert sind. 

64.  Die  Verbindungslinie  g  zweier  Punkte  V  und  ^. 
Sind  P  und  Q  endliche  Punkte,  so  hat  man  nur  g  =  P'  Q'  und 
g"  =  P"  Q"  zu  ziehen.  —  Liegt  einer  der  Punkte,  etwa  Q>  nnend- 
lich  fem,  d.  h.  bildet  er  die  Richtung  einer  gegebenen  Geraden^, 
so  lautet  die  Aufgabe:  die  Parallele  p  zu  einer  Geraden  q  durcL 
einen  Punkt  P  darzustellen.  Man  legt  g  parallel  zu  q  durch  P\ 
p"  parallel  zu  q    durch  P". 

66.  Die  Verbindungsebene  E  zweier  sich  schneidender 
oder  paralleler  Geraden  g  und  h.     Aus  den  Projektionen  von  </ 


Fig.  51. 


Fig.  52. 


und  h  findet  man  zuerst  deren  Spui-punkte  6'^,  O'g,  7/^,  Y/^,  hierauf 
die  Spuren  der  Verbindungsebene  E  =  gh  als  e^  —  G^  H^  und 
e^  =  G^  11^  (Fig.  45,  46  u.  47).  —  Liegen  die  Spurpunkte  teilweise 
oder  sämtlich  außerhalb  der  Zeichnungsfläche,  so  benutzt  man  zwei 
Hilfsgerade  i  und  k  (Fig.  51),  welche  g  und  h  gleichzeitig  schneiden, 
bestimmt  deren  Spurpunkte  /j,  J^^  A\,  K^  und   erhält  hierauf   die 
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Sporen  der  Verbindungsebene  E  —  ^A  =  ik  als  e^  =  J^K^,  ^^  =  ^2 ^2' 
ETentaell  genügt  schon  eine  Hilfsgerade  i,  —  Ahnlich  kann  man 
verfahren,  wenn  sich  die  gegebenen  Geraden  ff  und  h  auf  der  Achse 
in  £x  schneiden.  Man  zieht  eine  beide  schneidende  beUebige  Hilfs- 
gerade i  in  beiden  Projektionen  und  verbindet  deren  Spurpunkte  J^ 
und  /j  mit  E^^  (Fig.  52).  Diese  Verbindungslinien  sind  die  Spuren 
^j  und  «2  der  Verbindungs- 
ebene E  =  ffk.  Auf  dieselbe 
Weise  kommt  man  zum 
Ziele,  wenn  E^  unendhch 
fem  liegt,  also  ff  und  h 
beide  zur  Achse  parallel 
liegen. 

66.  Wird  die  Ver- 
bindungsebene  E  eines 
Punktes  P  und  einer  Ge- 
raden k  gesucht,  so  wähle 
man  auf  k  einen  Hilfspunkt  Q  nach  Willkür,  ziehe  die  Gerade 
i=  PQ  in  beiden  Projektionen  und  bestimme  wie  oben  E  =  ik,  — 
Ist  k  eine  unendlich 
ferne  Gerade,  d.  h.  die 
Stellung  einer  Ebene 
K.  80  ist  zu  letzterer 
lue  Parallelebene  E 
durch  einen  Punkt  P 
zu  legen.  Eine  durch 
P  parallel  einer  Spur 
von  K  gezogene  Gerade, 
etwa  die  Parallele  /  zu 
ky,  ist  offenbar  eine 
Hanptlinie  in  E.  Man 
hat  also  (Fig.  53)  T  par- 
aUel  zu  Äj  durch  P,  r 
parallel  zur  Achse  durch 
P'  zu  ziehen  und  findet 
hieraus  den  Spurpunkt 
ij,  welcher  auf  e^  liegt. 
Da  «1  und  e^  sich  auf  x 
^imeiden  und  resp.  zu  k^  und  k^  parallel  laufen  müssen,  so  sind  sie 
nach  Angabe  von  L^  unmittelbar  zu  zeichnen.  — 

67.  Ist   die  Verbindungsebene  E  dreier  Punkte  A,  B,  C 


Fig.  54. 
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durch  die  Projektionen  derselben  Ä',  B^  C,  Ä\  B\  C  gegeben 
(Fig.  54),  so  sind  zugleich  die  Projektionen  der  drei  auf  E  liegenden 
Greraden  a  =  BC^  h  =  CA^  c  =  AB  und  aus  ihnen  die  Spurlinien  e^ 
und  e^  angebbar,  welche  resp.  die  gleichnamigen  Spurpunkte  A^j 
B^,  C^  und  A^,  B^,  C^  enthalten  müssen. 

68«     Die    Schnittlinie  g  zweier  Ebenen  A    und  B.     Man 
findet  die  Spuren  von  ff  als  Schnittpunkte  der  gleichnamigen  Spur- 


I 

— ^?~ 


'^- 


# 


-n- 


-)^ 


— j •>!< a. 


linien  der  gegebenen  Ebenen  (Fig.  55  a), 

nämlich    G^j  =  o^  x  *i ,     ^a  =  «a  X  Äg  > 

weiter  durch  Lote   auf  die  Achse  G'\ 

/-j"    •  und    6^2',    schließlich   die   Projektionen 

der  Schnittlinie  g  als  /  =  ^\^%  y 
ff"  =^G('  G^,  —  Sind  zwei  gleichnamige 
Spuren  der  Ebenen  parallel,  so  ist  zu 
ihnen  auch  die  Schnittlinie  ff  parallel. 
Man  hat  daher,  wenn  z.  B.  die  ersten 
Spuren  a^   und  \  unter  sich   parallel 

—i^ ^       laufen  (Fig.  55  ä),  /'  parallel  zur  Achse 

cl  durch  G^  =  a^xh^  und  g'   parallel  zu 

Fig.  55.  «1  durch  G^  zu  ziehen.  —  Sind  beide 

Ebenen,  also  auch  ihre  Spuren,  sowie 
die  Schnittlinie  ff  zur  Achse  parallel,  so  schneide  man  sie  mit  einer 
beliebigen  Hilfsebene  E,  welche  senkrecht  zu  TTi  angenommen  werden 
mag.  Von  den  Schnittlinien  A  =  A  X  E  und  1  =  B  X  E  fallen  die 
ersten  Projektionen  mit  e^  zusammen,  aus  den  zweiten  Projektionen 
ergiebt  sich  der  Aufriß  ihres  Schnittpunktes  S  =  h  x  iy  und  aus  ihm 
der  Grundriß  auf  c^;  endlich  erhält  man  ff'  und  y  als  die  durch 
'S'  resp,  i9"  gezogenen  Parallelen  zur  Achse  (Fig.  55c).  — 
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69,  Ldegen  die  Spurpunkte  G^  =  a^  x  b^  und  G^  =  a^  x  b^  der 
SchnitÜinie   ^  =  A  X  B  außerhalb   der    Zeichnungsfläcbe   (Fig.  56), 
so  lege  man   eine  Hilfs- 
ebene r  parallel  zu  einer 
der  gegebenen,    etwa  zu 
B,  so  daß  ihre  Spuren  c^ 
und  c^  die  von  A  in  er- 
reichbaren   Punkten    H^ 
and    H^    schneiden    und 
zeichne  die  zu  g  parallele 
Schnittlinie  A  =  A  X  f  in 
Grund-  und  Aufriß.  Hier- 
auf  sind    nur   noch    die 
Punkte   G^  und  G^"  auf 
der  Achse  zu  bestimmen, 
durch  welche  g    und  g" 
resp.  zu  h  und  h"  parallel 
zn  ziehen  sind.     Hierzu 
dient  aber  die  Bemerkung, 
daßJ,  C,  H^,  H(\  H^,  E; 
miA,B,G^,G^%G^,G^ 
entsprechende        Punkte 
zweier      ähnlicher      und  ' 
ähnUchgelegener  Figuren 
sind,    folglich    A    deren 
Ahnlichkeitscentrum  ist.  Zieht  man 
d^er   durch   Ä   einen    beliebigen 
3trahl  r,  welcher  etwa  b^  und  c, 
in  ff  und   C  schneidet,    so   sind 
B  G{  und  B  G^  resp.  zu  C  H^ 
und  C  H^  parallel  und  demgemäß 
G^  und  G^'  bestimmbar. 

70.  Schneiden  sich  die  ge- 
gebenen Ebenen  A  und  B  in  einem 
Punkte  Ä  der  Achse  (Fig.  57),  so 
benntzt  man  am  einfachsten  eine 
senkrecht  zu  einer  Tafel,  etwa  TTi, 
gestellte  Hilfeebene  f.  Zuerst  be- 
stimmt man  deren  Schnittlinien  h 
ond  I  mit  A  und  B,  von  denen  die 


Fig.  56. 


ersten  Projektionen   in   c^   liegen, 
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Fig.  58. 


sodann  findet  man  die  zweite  Projektion  S'  des  der  gesuchten  Schnitt- 
geraden y  =  A  X  B  angehörigen  Punktes  8  =  h  x  i  und  damit  auch 
seine  erste  Projektion  S\  Endlich  hat  man  /  und  y"  als  die  Ver- 
bindungslinien AS'  und  AS''  zu  ziehen. 

Aus  dem  folgenden  (73)   ergiebt  sich  eine  einfache  Konstruk- 
tion der  Schnittlinie  ff  der  Ebenen  A  und  B,  wenn  diese  je  durch 

ein  Dreieck  oder  —  was  we- 
sentlich auf  dasselbe  hinaus- 
kommt —  durch  je  zwei  Ge- 
rade gegeben  sind.  — 

71.  Der  Schnittpunkt 
Peiner  Ebene  E  und  einer 
Geraden  k.  Um  P=£  x  k 
zu  bestimmen,  lege  man  durch 
k  eine  Hilfsebene  K,  etwa  senk- 
recht zu  TT,  deren  erste  Spur 
mit  A'  zusammenfallt,  während 
die  zweite  Spur  normal  zur 
Achse  steht,  und  bestimme  nach  dem  vorigen  die  Schnittlinie 
2  =  E  X  K ;  dann  ist  P"  =  i"  x  ä"  und  P'  liegt  senkrecht  darunter 
auf  {  =  Ä'  (Fig.  58).  — 

78.    Ist  die  Ebene  E  durch  drei  Punkte  A,  B,  C  (mit  den 

Verbindungslinien  a  =  BC,  b  =  CA, 
c  =  AB)  gegeben,  so  kann  auf  die 
folgende  Art  ihr  Schnittpunkt  P  mit 
der  gegebenen  Geraden  k  gefunden 
werden,  ohne  daß  vorher  die  Spuren 
e^  und  ^2  bestimmt  zu  werden 
brauchten.  Man  betrachte  ä'  (Fig.  59) 
zugleich  als  erste  Projektion  i  einer 
in  E  gelegenen  Geraden  i;  letztere 
schneidet  k  (weil  beide  in  derselben 
Normalebene  zu  TTi  liegen)  und  zwar 
in  dem  gesuchten  Punkte  P.  Zur 
Bestimmung  von  i'  geht  man  von 
Q'  =  a  X  i  und  R  ^  U  X  i'  aus  und 
findet  Q"  auf  a",  E'  auf  b",  sowie 
i"  ==  Q!'E'\  schließlich  erhält  man 
P"  als  Schnittpunkt  i"  X  ä"  und  senkrecht  darunter  F  auf  k\  —  Die 
Konstruktion  ändert  sich  nicht,  wenn  statt  der  hier  benutzten  beiden 
Dreieckseiten  zwei  parallele  Gerade  zui'  Bestimmung  von  E  dienen. 
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73,  Auf  Grund  des  soeben  erklärten  Verfahrens  wird  auch  die 
Schnittlinie  g  der  Ebenen  zweier  gegebener  Dreiecke  ÄJBC 
undi)j&/^ gefunden.  Man  be- 
stimmt nämlich  zwei  Punkte 
P  und  Q  derselben  als 
Schnittpunkte  der  ersten 
Ebene  mit  den  der  zweiten 
angehörigen  Geraden  d  =  UF 
und  e=  J)F  und  danach^ 
als  deren  Verbindungslinie 
(Fig.  60).  Zur  Darstel- 
lung des  Schnittpunktes 
dreier  Ebenen,  P  =  A 
X  B  X  r ,  konstruiere  man 
Zuerst  die  Schnittlinien  ^= A 
X  B  und  Ä  =  B  X  r  zweier 
Ebenenpaare  und  aus  diesen 
den  gemeinsamen  Punkt 
P  =  ff  X  h  nach  einer  der 
schon  angeführten  Methoden. 

74.  Für  die  Schnitt- 
punkte S  und  T  einer 
Geraden  p  mit  den  bei- 
den Halbierungsebenen 
Hl  und  Hj  mag  beiläufig  eine 
einfache  Konstruktion  an- 
gefahrt werden,  welche  sich 
ans  den  besonderen  Eigen- 
schaften der  letzteren  ergiebt 
;vei^l.  51).  Der  Grundriß 
'S'  und  Aufriß  5"  liegen  auf 
p  bezw.  y  symmetrisch  zur 
Achse  (Fig.  61);  hieraus 
folgt,  daß  sie  der  durch 
M  =  O^G^  XX  gezogenen 
Normalen  zur  Achse  ange- 
hören, was  zu  ihrer  Kon- 
stmttion  dient.  In  der 
Tiat  hat  man:  S'M\G^G;, 


Fig.  60. 


^^  t' 


Fig.  61. 


=  G;'M',G^' G^  =G^S 'M^G^^MS \G^G;,  d..\i.S'M^M^\  Diebeiden 
Projektionen  T  und  T'  von  fliegen  im  Schnittpunkte  g  Xg"  vereinigt. 
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75.  Die    Parallelebene    E   zu    einer  Geraden  ff  durch 
eine  Gerade  h.    Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  auf  ä 

eine  Parallele  i  zu  q, 
der  Einfachheit  halber 
etwa  indem  man  g'  x  /*' 
als  erste  Projektion 
von  P  betrachtet;  es 
fällt  dann  i  mit  ff'  zu- 
sammen und  i'  ist 
parallel  zu  ^"  durch 
P"  zu  ziehen.  Die 
Spuren  der  gesuchten 
Ebene  E  sind  als  Ver- 
bindungslinien der 
gleichnamigen  Spur- 
punkte der  Geraden  k 
und  1  bestimmt,  die  sie  ihrer  Definition  zufolge  beide  enthalten 
muß;  man  hat  also  e^  =  H^J^  und  e^  =  H^J^  zu  ziehen  (Fig.  62). 

76.  Die    Parallelebene    E    zu    zwei    Geraden  ff  und    h 
durch   einen   Punkt   P.     Man  lege  durch  den  Grundriß  P,  zwei 


Fig.  62. 


Parallelen  i'  und  k!  zu  g'  resp.  h'  und  ebenso  durch  den  Aufriß  P" 
zwei  Parallelen  i"  und  k"  zu  ff"  resp.  h'%  so  laufen  die  hierdurch 
definierten  Geraden  i  und  k  durch  P  resp.  zu  ff  und  A  parallel  und 
bestimmen  zusammen  die  gesuchte  Ebene  E.  Man  findet  ihre  Spuren 
aus  denen  der  Geraden  als  e^  =  J^A\  und  e^  =  J^K^  (Fig.  63). 
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77.  Die  gemeinsame  Sekante  s  zweier  Geraden  ff  und  h 
durch  einen  Punkt  P.  Um  die  Gerade  s  zu  finden,  verbinde  man 
die  gegebene  g  mit  dem  Punkte  P  durch  eine  Ebene  E,  schneide 
diese  mit  h  in  It  und  ziehe  die 
in  ihr  liegende,  also  auch  ff  in  Q 
schneidende  Verbindungslinie  PÄ; 
letztere  ist  die  gesuchte  Gerade  s. 
Bei  der  Ausfuhrung  der  Konstruk- 
tion (Fig.  64)  zeichne  man  zuerst 
m  beiden  Projektionen  eine  Pa- 
rallele i  zu  ff  durch  P  und  be- 
trachte E  als  durch  die  parallelen 
Geraden  ff  und  i  gegeben,  so  daß 
der  Schnittpunkt  Ä  =  E  X  A  nach 
72  konsismiert  werden  kann.  — 
Ist  P  ein  unendlich  femer  Punkt, 
d.h.  die  Richtung  der  gemein- 
samen Sekante  s  von  ff  und  h  ge- 
geben, so  ziehe  man  in  dieser 
Richtung  durch  irgend  einen 
Pankt  von  ff  eine  Gerade  i  und 
schneide  die  Ebene  E=ffi  wiederum  mit  h  in  Ä.  Die  durch  B  ge- 
zogene Parallele  zu  i  ist  die  fragliche  gemeinsame  Sekante. 

78.  Auf  Grund  der  vorangehenden  Entwickelungen  kann  leicht 
entschieden  werden,  ob  drei  Punkte  in  einer  Geraden  oder 
Tier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  ob  drei  Ebenen  durch 
eine  Gerade  oder  vier  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  ob 
eine  Gerade  zu  einer  Ebene  parallel  liegt  und  dergleichen  mehr. 


Fig.  64. 


Gerade  und  Ebenen  in  rechtwinkliger  Stellung.    Abstände  und 

Winkel.     Das  Verfahren   der  Umlegung   in  eine  Tafel   und  der 

Drehung  um  die  Parallele  zu  einer  Tafel. 

79.  Die  Grundlage  unserer  nächsten  Entwickelungen  bildet 
folgender  Satz. 

Ist  ein  Schenkel  eines  rechten  Winkels  zu  einer  Tafel 
parallel,  so  ist  auch  seine  senkrechte  Projektion  auf  die- 
selbe ein  rechter  Winkel.  Sind  nämlich  ff  und  h  die  Schenkel, 
wobei  ff  parallel  zu  TTj  und  /  das  Lot  aus  dem  Scheitel  auf  TTi,  so 
ist  ff ±1;   da  zugleich  ff±h,  so. ist  auch  ff±kL     Hieraus  folgt,  daß 


54  Punkt,  Gerade,  Eberie  in  Orthogonalprojektion. 


die  projizierenden  Ebenen  gl  und  hl  der  Schenkel  und  mithin  die 
von  ihnen  auf  T7i  ausgeschnittenen  Projektionen  g  und  A'  aufeinander 
senkrecht  stehen.  —  Offenbar  kann  der  Satz  in  der  allgemeineren 
Form  ausgesprochen  werden:  Zwei  normal  zu  einander  gerich- 
tete (windschiefe  oder  sich  treffende)  Gerade  g  und  h  haben 
zueinander  rechtwinklige  Projektionen,  wenn  eine  der- 
selben zu  der  betreffenden  Projektionsebene   parallel  ist. 

80.  Hieraus  folgt  weiter:  Steht  eine  Gerade  g  auf  einer 
Ebene  E  senkrecht,  so  sind  ihre  Projektionen  zu  den 
gleichnamigen  Spuren  der  Ebene  rechtwinklig.  Es  ist  näm- 
lich g,  wie  zu  allen  Geraden  der  Ebene  E,  so  insbesondere  zu  ihren 
Spuren   e^    und  e^   normal,   also   nach   dem  vorigen  Satze  g  ^_e^J 

81.  Die  in  einer  Ebene  E  rechtwinklig  zu  den  ersten 
(zweiten)  Hauptlinien  gezogenen  Geraden  werden  als  erste 
(zweite)  Falllinien  bezeichnet,  insofern  sie  unter  allen  Geraden 
von  E  die  größte  Neigung  (oder  den  stärksten  Fall)  gegen  die  be- 
zügliche Tafel  haben.  Die  eine  Projektion  einer  Falllinie 
steht  zur  gleichnamigen  Ebenenspur  rechtwinklig.  Dies 
folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze  79. 

Dies  vorausgeschickt,   können  wir  zur  Besprechung  der  in  der 

Überschrift  bezeichneten  Fundamental- 
/  aufgaben    und    der    zu    ihrer    Lösung 

\ ,  /  ■  erforderlichen     besonderen     Methoden 

\^^       /  übergehen. 

N/  82.    Das  aus  einem  Punkte  P 

,^'\s^  auf    eine   Ebene  E  gefällte   Lot    / 

\.  wird  nach  80  gefunden,  indem  man  seine 

- — -^) -^3 j-  Projektionen  I  und  r  resp.  durch   F 

£Ä  y^  und  P"  und  rechtwinklig  zu  e^  und  e^ 

c\\/^  zieht.     Sein  Fußpunkt  Q  ergiebt  sich 

yK  als  Schnittpunkt  Z  x  E  nach  dem  früher 

y^      V  (71)   entwickelten  Verfahren    (Fig.  65). 

y^  ^  Ein  anderer  Weg  zur  Darstellung,  auf 

Fig.  65.  welchem  zugleich  die  Länge  des  Lotes 

oder     der    Abstand    (P  H  E)    erhalten 
wird,    wird   sich  in  der  Folge   darbieten  (88). 

83.  Die  Normalebene  N  zu  einer  Geraden  g  durch 
einen  Punkt  P.  Die  Spurlinien  n^  und  n^  der  gesuchten  Ebene 
müssen  rechtwinklig  zu  g  undy  liegen;  es  genügt  daher  auf  einer 
derselben  einen  Punkt  bestimmt  zu  haben,    um  beide  zeichnen  zu 
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können.  Als  einen  solchen  Punkt  zeichnet  man  etwa  den  zweiten 
Sparpimkt  jff^  der  in  N  und  durch  P  gezogenen  ersten  Haupt- 
linie  h  (Fig.  66). 


Fig.  67. 


84.  Die  wahre  Länge  einer  durch  ihre  Projektionen 
gegebenen  Strecke.  Eine  Strecke  AB  bildet  mit  ihrer  ersten 
Projektion  A'B'  und  den  projizierenden  Geraden  ihrer  Endpunkte 
ein  ebenes  y  bei  A'  und  £"  rechtwinkliges  Viereck  ÄABE,  Dieses 
Trapez  kann  in  der  Grundrißebene  verzeichnet  werden,  indem  man 
(Fig.  67)  in  den  Endpunkten  der  Strecke  AB  die  Normalen  ÄA^ 
und  BB^  errichtet  und  resp.  gleich  den  ersten  Tafelabständen  der 
Punkte  A  und  -B,  also  gleich  Ä'A^,  resp.  B'B^  macht.  Die  vierte 
Seite  A^B^  giebt  die  wahre  Länge  der  Strecke  AB  an.  —  Das  Trapez 
ÄA^B^B  stellt  eine  der  beiden  Lagen  dar,  welche  das  Trapez  ÄABB 
annehmen  kann,  wenn  es  durch  Drehung  um  die  Grundlinie  AB' 
in  die  erste  Tafel  umgelegt  wird.  Das  geschilderte  Verfahren  be- 
zeichnet man  daher  als  Umlegung  der  Strecke  in  eine  Tafel 
um  die  bezügliche  Projektion. 

85.  Wird  von  einem  Endpunkte  A  der  vorgelegten  Strecke  ein 
Lot  AC  auf  die  erste  Projizierende  des  Endpunktes  B  gefällt,  so 
entsteht  das  rechtwinklige  Dreieck  ABC,  dessen  Hypotenuse  die  zu 
bestimmende  Strecke  ist.  Die  eine  Kathete  AC  ist  durch  den  Grund- 
riß ÄC  {C'  ist  mit  B  identisch;  s.  Fig.  67),  die  andere  BC  durch 
die  Differenz  der  ersten  Tafelabstände  der  Endpunkte,  also  im 
Aufriß  durch  die  vertikale  Strecke  B'C  gegeben.    Trägt  man  daher 
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am  Grundriß  A'C  die  Strecke  C'£^'  =  C"^'  unter  rechtem  Winkel 
an,  80  giebt  Ä'£^'  die  Streckenlänge  an.  Das  Dreieck  ÄB^C' 
bildet  den  Grundriß  des  durch  Drehung  um  AC  in  horizontale  Lage 
gebrachten  Dreiecks  ABC.  Unser  Verfahren  ist  also  gleichbedeutend 
mit  der  Paralleldrehung  der  Strecke  zu  einer  Tafel  um  die 
durch  einen  Endpunkt  gezogene  Parallele  zur  bezüglichen 
Projektion. 

86.  Endlich  kann  auch  folgende  Methode  angewandt  werden. 
Man  trage  (Fig.  68)  an  die  Strecke  B'C"  im  Aufriß  als  andere  Ka- 
thete des  rechtwinkligen  Dreiecks  ABC 
die  Strecke  C A^'  =  BÄ  horizontal 
an  und  ziehe  die  Hypotenuse  A^'B^\ 
welche  die  gesuchte  Strecke  darstellt. 
-i?^-  --<f--- ^c  A^'B^'  kann  als  zweite  Projektion  der 


:        !  :         *    Strecke  AB  in  einer  zur  zweiten  Tafel 

^ -_^'  parallelen     Lage     angesehen    werden, 

X  welche  sie  durch  Drehung  um  die  Pro- 

\  y/  jizierende    des    Endpunktes   B   erhält. 

\  ;  y/^  Bei  einer  solchen  Drehung  beschreibt 

^  der   Punkt   A   einen  Kreisbogen   AA^ 

Fig.  68.  in  horizontaler  Ebene,    sein   Grundriß 

Ä  also  einen  kongruenten  Ejeisbogen 
ÄA^  um  B,  dessen  Endradius  BA^  zur  Achse  parallel  liegt;  der 
Aufriß  A"  dagegen  bewegt  sich  geradlinig  auf  der  Strecke  A"A^\ 
deren  Endpunkt  A^'  sich  senkrecht  über  A^  findet.  Dieses  dritte 
Verfahren  besteht  in  der  Paralleldrehung  der  Strecke  zu  einer 
Tafel  um  das  aus  einem  Endpunkt  auf  die  andere  Tafel 
gefällte  Lot.  —  Bei  jedem  der  drei  Verfahren  zur  Strecken- 
bestimmung hat  man  die  Wahl,  ob  man  vom  Grundriß  oder  Aufriß, 
vom  einen  oder  anderen  Endpunkt  ausgehen,  sowie  auch  ob  man 
die  Drehung  im  einen  oder  anderen  Sinne  vornehmen  will. 

87.  Die  Teilung  einer  durch  ihre  Projektionen  ge- 
gebenen Strecke  AB  nach  gegebenem  Verhältnis  erfolgt  auf 
Grund  des  Satzes,  daß  sich  parallele  Strecken,  also  insbesondere  die 
Teilstrecken  einer  Geraden,  wie  ihre  Projektionen  verhalten  (vergl.6J). 
Man  teilt  demnach  die  Projektionen  AB  und  Ä'B'  nach  dem  vor- 
geschriebenen Verhältnis.  Handelt  es  sich  darum,  die  Teile  in 
wahrer  Größe  zu  finden,  so  muß  eine  der  in  84 — 86  gegebenen 
Methoden  angewandt  werden, 

88.  Der  senkrechte  Abstand  eines  Punktes  P  von  einer 
Ebene  E  kann  nach  82  in  Verbindung  mit  84  bestimmt  werden. 
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Ebenso  einfach  (und  wenn  nur  nach  der  Größe  des  Abstandes  ge- 
fragt wird,  kürzer)  ist  folgender  Weg.  Durch  das  von  P  auf  E  zu 
iallende  Lot  l  denke  man 
sich  eine  Normalebene  N  zu 
der  Spur  e^  gelegt,  ziehe 
also  (Fig.  69)  n,  senkrecht 
zu  e,  durch  P"  und  «^  senk- 
recht zur  Achse;  n^  fällt 
dann  mit  r  zusammen.  N 
schneidet  E  in  einer  Fall- 
hnie  /  mit  den  Spurpunkten  ^  ^.^ 
F^  und  F^,  Man  lege  die- 
selbe nebst  dem  Punkte  P 
um  «3  in  TT,  um.  Dies  ge- 
schieht,  indem  man  normal 
zu  »3  die  Strecke  NF^'^  =  NF^ 
and  die  Strecke  F'F'^FP^ 
anträgt;  die  Verbindungs- 
linie F^^F^  ist  die  umgelegte 
FallKnie  /^  Zu  ihr  ist  dann 
aus  i»  die   Normale   i^Q^ 

=^  zu  ziehen,  welche  den  gesuchten  Abstand  in  der  Umlegung 
darstellt  Aus  der  Umlegung  Q^  des  Fußpunktes  Q  findet  man 
rückwärts  Q"  auf  r  durch  eine  zu  n,  normale  Gerade  Q^Q'  und 
hieraus  Q[  auf  der  Normalen  l  zu 
^1  durch  P'. 

89.  Die  Neigungswinkel  y^ 
nnd  /j  einer  Geraden  g  gegen 
die  Tafeln.  Unter  dem  Neigungs- 
winkel einer  Geraden  gegen  eine 
Ebene  versteht  man  den  spitzen 
Winkel,  welchen  sie  mit  ihrer  senk- 
rechten Projektion  auf  die  Ebene 
einschUeßt.  Man  erhält  den  Winkel 
ri  =  Z_C^,6^i6^a'  durch  Umlegung  in 
die  zweite  Tafel  um  die  zweite  Spur 


'///g'   der    Winkelebene.      Hierbei 


Fig.  70. 


beschreibt  der  Scheitel  G^  in  der  Horizontalebene  den  auf  der  Achse 
endigenden  Kreisbogen  G^G^^  um  G^  und  folglich  ist  /-G^G^^G^'  =  y^, 
inaJpg  findet  man  den  Winkel  y^  =  Z^G^G^G^'  durch  Umlegung  in 
die  erste  Tafel  als    l.G^G^'^G^'  (Fig.  70).  —  Unter  allen  Winkeln, 
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welche  eine  Gerade  mit  den  Geraden  einer  Ebene  einschließt,  ist 
ihr  Neigungswinkel  gegen  dieselbe  am  kleinsten.  Für  jede  Lage 
von  ff  ist  daher  y^^  /_  6^1  ^2^2»  ^*  andererseits  i^G^G^G^ 
=  L.  G^G^G^  ^^—y^  ist,  so  folgt  für  die  Summe  der  beiden 
Tafelneigungen  einer  Geraden  die  Relation:  y^-\-y^-^^,  —  Durch 
die  Neigungswinkel  y^  und  y^  ist  die  Bichtung  der  Geraden  g  fest- 
gelegt. Die  zu  g  parallelen  Strecken  werden  bei  der  Projektion  auf 
die  Tafeln  resp.  im  Verhältnis  1 :  cos  y^  und  1 :  cos  y^  verkürzt. 

90.  Die  Neigungswinkel  \  und  63  einer  Ebene  E  gegen 
die  Tafeln.  Unter  dem  Neigungswinkel  einer  Ebene  gegen  eine 
der  Tafeln  wird  der  Neigungswinkel  irgend  einer  gleichnamigen  Pall- 
linie  der  Ebene  verstanden.  Er  wird  bestimmt,  indem  man  ihn 
entweder  (wie  in  89)  in  die  ungleichnamige  Tafel,  oder  um  den 
einen  Schenkel  in  die  gleichnamige  Tafel  umlegt.  Um  Cj  zu  finden, 
ziehen  wir  F^F^  normal  zu  e^   als  Grundriß  einer  ersten  FalUinie 

mit  den  Spurpunkten  1\ 
und  jPg  und  zeichnen  nach 
dem  früheren  Verfahren  a^ 
=  L.F^F^F;  als  F^P^^P^. 
Um  «2  zu  bestimmen, 
gehen  wir  von  einer  be- 
liebigen Normalen  G^G^" 
zu  Cg  als  dem  Aufriß  einer 
zweiten  Falllinie  aus, 
zeichnen  deren  ersten 
Spurpunkt  G^  und  legen 
das  den  Winkel  e^  bei  G^ 
enthaltende  rechtwinkLge 
Dreieck  G^G^'G^  um 
in  die  Aufrißebene  um,  wodurch  ^=  /^G^^G^^G^'  erhalten 
wird  (Fig.  71).  —  Daß  unter  allen  Geraden  einer  Ebene  die  Fall- 
linien gegen  die  zugehörige  Tafel  den  größten  Neigungswinkel  haben, 
ist  schon  oben  (81)  erwähnt  worden.  Erwägt  man,  daß  der  Neigungs- 
winkel einer  Ebene  durch  den  gleichnamigen  Neigungswinkel  der 
Ebenennormale  zu  einem  Rechten  ergänzt  wird,  so  folgt  aus  89 
für  die  Summe  der  Tafelneigungen  einer  Ebene  die  Beziehung: 
€j  +  «2  ^  E.  —  Die  Neigungswinkel  e^  und  €3  bestimmen  die 
Stellung  der  Ebene  E.  Die  Fläche  einer  in  E  gelegenen  Figur 
verhält  sich  zur  Fläche  ihrer  Projektionen  wie  1 :  cos  e^  resp.  1  :cos  %^, 

91.  Bestimmung    der    wahren    Gestalt    einer    ebenen 
Figur  durch  Umlegung  in  eine  der  Tafeln.    Eine  ebene  Figur 


Fig.  71. 


^l"^2 
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und  ihre  Projektion  auf  eine  Tafel  sind  affin  in  affiner  Lage  und 
bleiben  es  auch,  wenn  die  erstere  um  die  bezügliche  Spur  ihrer 
Ebene  (d.  i.  um  die  Afßnitätsachse)  in  die  Tafel  umgelegt  wird 
(vergl.  10).  Durch  Benutzung  dieses  ümstandes  werden  die  zur 
ümlegung  nötigen  Operationen  vereinfacht.  Es  sei  beispielsweise 
ein  Dreieck  ABC  durch  die  Spuren  e^  und  e^  seiner  Ebene  E  und 
seinen  AuMß  Ä'B*C"  gegeben,  woraus  sich  der  Grundriß  in  be- 
kannter Weise  er-  ^  ^  - . 
giebt(Fig.72).  Zur 
Ermittelung  seiner 
wahren  Gestalt 
werde  das  Dreieck 
um  tf j  in  die  Auf- 
riBebene  umgelegt. 
Man  denke  sich  in 
E  durch  den  Punkt 
A  eine  Falllinie  f 
gezogen  (/"  J_  e^.  ^ 
Diese  lege  man, 
um  zunächst  ihre 
Länge  zwischen 
den  Spuren  F^  und 
Fj  zn  finden  (wie 
in  88)  um  f  seit- 
wärts in  die  Auf- 
rißebene nieder  als 
U  =  f^i\^\  sodann 
lege  man  sie  um  e^ 


Fig.  72. 


in  TTj  nieder  9X%P^F^F^.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Umlegung  e^=^  F^^ 
Ton  fj.  Die  ümlegung  A^B^C^  des  Dreiecks  ABC  aber  kann  als 
die  affine  Figur  zu  Ä'E'C"  gezeichnet  werden,  da  man,  außer  der 
Affinitatsachse  e^,  zwei  einander  entsprechende  Punkte  F^  und  F^' 
kennt  (Tcrgl.  11);  die  Affinitätsstrahlen  sind  normal  zu  e^.  — 
Andererseits  kann  die  ümlegung  jedes  Punktes  mittels  seines  Ab- 
standes  von  der  Drehachse  e^  konstruiert  werden,  indem  man  den 
umstand  benutzt,  daß  sich  dieser  Abstand  zu  seiner  Projektion 
jedesmal  wie  F^^F^  zu  F{F^  verhält. 

92.  Affinität  zwischen  Grund-  und  Aufriß  einer  ebenen 
Figur.  Die  beiden  Projektionen  einer  ebenen  Figur  sind  affin  und 
befinden  sich  nach  der  Umlegung  der  einen  Tafel  in  die  andere  in 
affiner  Lage.    In  Her  That  sind  die  Yerbindungslinien  entsprechender 
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Punkte  parallel,  nämlich  senkrecht  zur  Achse:  sie  bilden  die 
Affinitätsstrahlen;  andererseits  fallen  Grund-  and  Aufriß  der 
Geraden,  in  welcher  die  Ebene  E  der  betrachteten  Figur  von  der 
hinteren  Halbierungsebene  Hj  geschnitten  wird,  in  eine  Gerade  a 
(Fig.  73)  zusammen:  dies  ist  die  Affinitätachse.  Die  Gerade  a 
geht  durch  den  Achsenschnittpunkt  E^  von  E ;  einen  zweiten  Punkt 
auf  ihr  liefert  der  Durchschnitt  B  der  beiden  Projektionen  irgend 
einer  in  E  gezogenen  Geraden  (vergl.  74).  —  Hiemach  kann  die 
Affinität  benutzt  werden,  um  von  einer  in  gegebener  Ebene  liegenden 
Figur  aus  einer  Projektion  die  andere  abzuleiten  (wie  dies  in  der 
Figur  für  das  Dreieck  ABC  ausgeführt  ist). 


Fig.  73. 


JV-'~^ 


Fig.  74. 


98.  Der  Winkel  a  zweier  durch  ihre  Projektionen  ge- 
gebenen Geraden  g  und  h.  Man  kann  annehmen,  daß  g  und  h 
sich  in  einem  Punkte  8  schneiden  (indem  man  nötigenfalls  die  eine 
Gerade  durch  eine  Parallele  ersetzt).  Den  Scheitel  S  lege  man  um 
die  Verbindungslinie  der  Spurpunkte  der  Schenkel  in  eine  Tafel  um, 
z.  B.  durch  Drehung  um  G-^U^  (Fig.  74).  Der  niedergelegte 
Punkt  Sq  findet  sich  auf  der  aus  S  gezogenen  Normalen  S'T  zur 
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Drehachse  und  seine  Entfernang  S^T  von  dieser  ist  nach  früherem 
gleich  S^Tj  wo  S®  den  um  S^T  seitwärts  umgelegten  Scheitel  be- 
deutet   Ist  Sq  gefanden,  so  hat  man  a  =  z.  G^SqH^. 

Die  Halbierung  des  Winkels  u  kann  nur  nach  seiner  Dar- 
stellung in  wahrer  Größe,  also  in  der  Umlegung  vollzogen  werden. 
Die  umgelegte  Halbierungslinie  i^  ergiebt  auf  der  Drehachse  den 
ersten  Spurpunkt  Jj,  woraus  dann  i"  und  i"  folgen. 

94.  Um  den  Winkel  e  zweier  durch  ihre  Spuren  ge- 
gebenen Ebenen  A  und  B  zu  finden,  zeichnen  wir  deren  Schnitt- 
Unie  p  aus  ihren  Spurpunkten  G^  =  a^  x  *i  und  G^  ==  a^  X  b^ 
^Fig.  75).  Eine  Normalebene  N  zu  ^,  der  Einfachheit  halber  durch 
den  Punkt  G/'  der 
Achse  gelegt,  schnei- 
det A  und  B  in  den 
Schenkeln  des  ge- 
sachten Winkels  «. 
Ihre  zweite  Spur  n^ 
ist  senkrecht  zu  ^" 
zu  ziehen  und  lie- 
fert auf  o^  resp-  b^ 
die  zweiten  Spur- 
punkte  li  und  T  der 
Schenkel.  Um  n,  mag 
der  Winkel  in  die  "Ä 
Anfrißebene  umgelegt 
werden.  Sein  Schei- 
tel S  ist  der  Fuß- 
punkt des  von  G^" 
auf  y  gefällten  Lotes. 
Letzteres  steht  auf  n^  senkrecht,  fällt  also  nach  der  Drehung  mit 
y  zusammen.  Indem  wir  p  um  ^"  niederlegen  und  normal  zur  er- 
haltenen Geraden  ff^  die  Strecke  G^"S^  ziehen,  finden  wir  die  Länge 
des  genannten  Lotes  und  machen  G^"Sq  ihr  gleich.  Schließlich 
ist  z.  JiS^T  der  gesuchte  Winkel  oder  dessen  Nebenwinkel. 

Um  die  zu  A  und  B  gehörigen  Winkelhalbierungsebenen 
r  und  J  zu  bestimmen,  schneide  man  ji^  mit  den  beiden  Geraden, 
welche  den  umgelegten  Winkel  s  und  seinen  Nebenwinkel  halbieren 
in  den  Punkten  U  und  F.  Die  zweiten  Spuren  c^  und  d^  sind 
dann  die  Verbindungslinien  G^  U  und  G^  V\  aus  ihren  Schnittpunkten 
mit  der  Achse  sind  die  ersten  Spuren  c^  und  d^  nach  dem  Punkte 
^]  zu  ziehen. 


^d^ 
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Fig.  76. 


Der  Winkel  zweier  Ebenen  ist  dem  von  ihren  Normalen  ein- 
geschlossenen gleich.     Man  kann  daher  bei  seiner  Bestimmung  anch 

von  diesen  ausgehen  und 
die  in  93  gegebene  Me- 
thode anwenden.  Als 
Schnittpunkt  der  zu  be- 
trachtenden Normalen 
kann  jeder  beliebige  Punkt 
gewählt  werden. 

95.  Der  Neigungs- 
winkel a  einer  Gera- 
den ff  gegen  eine 
Ebene  E  ergänzt  den 
Winkel  zwischeti  ^  und 
der  Ebenennormale  zu 
einem  Rechten.  Um  seine 
wahre  Größe  zu  er- 
mitteln, ziehe  man  daher 
durch  irgend  einen  auf  ^ 
angenommenen  Punkt  S 
(Fig.  76)  die  Normale  n  zu  E  und  bestimme  den  Winkel  ß=  l,ffn 
nach  dem  in  93  angegebenen  Verfahren,  etwa  durch  Umlegung  um 

die  Verbindungslinie  G^]S'^  der 
zweiten  Spurpunkte  seiner 
Schenkel  in  die  zweite  Tafel. 
Mit  ß  ist  auch  a  =  B,  —  (i 
bekannt.  — 

96.  Die  Bestimmung 
der  wahren  Gestalt  eines 
in  beiden  Projektionen 
gegebenen  Dreiecks  ABC 
durch  Paralleldrehung 
seiner  Ebene  zu  einer 
Tafel.  Man  schneide  die 
Dreiecksebene  mit  einer  zur 
Aufrißtafel  parallelen  Hilfs- 
ebene TT  in  der  Achse  a 
( =  DU)  und  kann  dann  die 
Paralleldrehung  zu  TT3  als 
Umlegung  in  TT  um  a  auffassen.  Der  Aufriß  des  gedrehten  Drei- 
ecks Ä^B^C^  wird  die  wahre  Gestalt  desselben  zeigen,  der  Grundriß 
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m  die  Gerade  a  fallen.  Der  Eckpunkt  A  beschreibt  einen  Kreis- 
\)0geTi,  dessen  Cbene  auf  a  normal  steht  und  dessen  Aufriß  folglich 
in  die  zu  a"  senkrechte  Linie  A"G''  fällt.  Der  Radius  dieses 
Bogens  ist  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  den 
Katheten  AF=^{A-\Tf)  und  FG  =  {F -\  a);  erstere  erscheint  mit 
ihrer  wahren  Länge  im  Grundriß  ÄF",  letztere  im  Aufriß  F'G'\ 
die  eine  als  Lot  zu  a ,  die  andere  als  Lot  zu  a"  [F"  fällt  mit  A" 
zusammen).  Dieses  rechtwinklige  Dreieck  AFG  sowie  die  Bahn- 
linie AA^  des  Punktes  A  zeichnen  wir  um  FG  in  die  Hilfsebene 
umgelegt  im  Aufriß  und  erhalten  in  A^'  den  Aufriß  des  gedrehten 
Punktes  A,  Die  weitere  Konstruktion  erfolgt  mit  Benutzung  der 
Atlimtat.  Offenbar  sind  nämlich  ^Ä'B^'C  und  das  zu  zeichnende 
LlAj^'B^'C^'  affine  und  affingelegene  Figuren;  a"  ist  die  Affinitäts- 
achse  und  die  entsprechenden  Punkte  A"  und  A^'  liefern  die  (hier 
zur  Achse  d'  senkrechte)  Richtung  der  Affinitätsstrahlon. 

Nach   dem    auseinandergesetzten   Verfahren    kann    die    wahre 
Gestalt  jeder  durch  ihre  Projektionen  gegebenen  ebenen  Figur  er- 


mittelt werden. 

97.  Der  senkrechte  Ab- 
stand eines  Punktes  P  von 
einer  Geraden  g.  P  und  g 
seien  durch  ihre  Projektionen  ge- 
geben. Ein  erster  Weg  zur  Ermitte- 
lung des  Abstandes  PQ=^{P  -\  g) 
ist  folgender.  Man  bestimme 
mittels  zweier  Hauptlinien  k^  und 
K  die  Kormalebene  N  zu  g,  welche 
den  Punkt  P  enthält,  indem  man 
als  Projektionen  von  h^  und  h^ 
durch  P  resp.  P"  je  eine  Pa- 
rallele zur  Achse  und  eine  Nor- 
male zur  gleichnamigen  Projektion 
Ton  g  zieht  (Fig.  78).  Hierauf 
schneide  man  N  mit  g  nach  dem 
iu  72  erklärten  Verfahren  in  Q 
und  bestimme  die  wahre  Länge 
von  PQ  =  (P  H  ^)  nach  der  in  86 
angefahrten  Methode  als  P^'Q'.  —  ^^S-  '^^• 

98.  Wir  geben  'eine  zweite  Lösung  der  vorigen  Aufgabe  an, 
welche  auf  der  in  96  entwickelten  Methode  der  Drehung  beruht. 
.4/5   Achse    a    ziehen    wir    diejenige    Parallele   zu   TT2    durch    den 


64 


Funkt,  Gerade,  Ebene  in   OrthogonaJjyrojekHon. 


Fig.  79. 


Punkt  P,  welche  die  Gerade  ff  (im  Punkte  A,  Fig.  79)  triflFt.     Um 
dieselbe  werde  die  Gerade  ff  und  mit  ihr  das  von  P  auf  sie  gefällte 

Lot  PQ  gedreht,  bis  beide  zur 
•-•  -^  /Ä^y"     Aufrißtafel     parallel    werden. 

Die  gedrehte  Gerade  ff^  und 
das  gedrehte  Lot  PQ^  er- 
scheinen im  Aufriß  zu  einander 
rechtwinklig  und  letzteres  in 
wahrer  Länge.  Die  Drehung 
selbst  wird  an  einem  auf  ^  be- 
liebig angenommenen  Punkte 
B  (wie  in  96)  ausgeführt, 
hierauf  j7^"  =  ä"B^'  und  senk- 
recht dazu  P'Q^'  gezogen. 
Q"  findet  man  durch  Zurück- 
drehen in  die  ursprüngliche 
Lage,  wobei  der  von  Q  be- 
schriebene Kreisbogen  sich 
als  Senkrechte  zu  a"  projiziert. 
Hieraus  erhält  man  Qf,  sowie 
beide  Projektionen  von  PQ.  — 
99.  Das  in  88  angegebene  Verfahren,  um  Lote  auf  eine  durch 
ihre  Spurlinien  gegebene  Ebene  zu  fällen,  läßt  sich  umgekehrt  an- 
wenden, um  auf  ihr  Normalen 
in  gegebenen  Punkten  zu  er- 
richten. Wir  führen  gegen- 
wärtig eine  Modifikation  des- 
selben an,  welche  zur  Errich- 
tung einer  Normalen  von 
gegebener  Länge  /  auf 
einer  Dreiecksebene  in 
vorgeschriebenem  Punkte 
P  dient.  Man  denke  sich 
durch  P  parallel  zur  Aufriß- 
tafel eine  Hilfsebene  TT  gelegt 
und  zeichne  die  Hauptlinie  h, 
welche  sie  auf  der  Ebene  des 
Dreiecks  AJBC  ausschneidet. 
(Fig.  80).  Femer  denke  man 
sich  zu  h  eine  Normalebene  N 
durch  P,  welche  auf  ABC  eine 


e'~'-i 


Punkt,   Gerade,  Ebene  in  Orthogonalprojektion,  65 

Faülinie/'  ausschneidet;  es  wird  dann  f  _L  h"  sein.  Die  gesuchte 
Normale  ist  in  N  senkrecht  zu  /  zu  ziehen.  Man  drehe  also  die 
Ebene  N  um  ihre  in  TT  gelegene  Hilfsspur  n^  bis  sie  mit  TT  zur 
Deckuug  kommt,  wobei  zu  beachten  ist,  daß  der  Grundriß  n  dieser 
Hil&spur  mit  A',  der  Aufriß  n"  mit  /''  zusammenfällt.  Man  erhält 
zuerst  die  gedrehte  FaUlinie  f^  im  Aufriß,  indem  man  einen  Punkt 
Ton  fj  etwa  F  auf  AB,  der  Drehung  unterwirft,  sodann  die  gedrehte 
Normale  /^  welcher  die  gegebene  Länge  /  =  P"Q,/^'  zu  erteilen  ist. 
Beim  Zurückdrehen  beschreibt  der  Aufriß  des  Endpunktes  die 
Strecke  Qa"^'>  senkrecht  unter  Q"  und  um  dieselbe  Strecke  von  n' 
entfernt  findet  man  Q'.  —  Die  zu  PQ  entgegengesetzt  gerichtete 
Normale  sei  PR,  Einer  der  Endpunkte  (in  der  Figur  R)  liegt  mit 
F  auf  derselben  Seite  der  Drehachse  n,  der  andere  [Q)  auf  der  ent- 
gegengesetzten. Man  beachte,  daß  bei  ihren  Grundrissen  das  Ent- 
sprechende bezüglich  der  Geraden  v!  statthaben  muß. 

100.  Für  spätere  Anwendungen  ist  die  Lösung  der  Aufgabe 
von  Wichtigkeit:    einen   Punkt   P  um  eine   Tafelparallele  a 
durch  einen  gegebenen  Winkel  (o 
zu    drehen.      Durch    die    Achse    ä,  -ß^.       s 

welche  etwa    zur    Aufrißtafel    parallel  .,»''       "^"-^^^ 

angenommen   werden  mag,    lege   man 


«»  ^ 


eine  vertikale  Hilfsebene  TT  und  durch       ^    ö"^  -^^  ,.,--'^/'' 
P  eine  Ebene  N   normal  zu  a,  welche  r -^  1 

die  Bahnlinie  dieses   Punktes   enthält.  /  "^  -.^ 

N  schneidet  in  TT  die  ffilfsspur  n  aus  "^^ä' 

(«'  1.  ö")?    Eine  Seitenansicht,  die  man 


I  I 
I  I 


durch  Umlegen  von  N  in  TT  gewinnt, ^"^t^ ^ 

zeigt    die    BahnKnie   in   ihrer  wahren  \\l  !• 

Gestalt,  nämlich  als  den  um  0" = n"  X  a '  \  \  i 

durch  die  Seitenansicht  P^  von  P  be-  \!  ig' 

schriebenen  Kreis.     Trägt  man  daher  Ip* 

an  Qf'P^  in  vorgeschriebenem  Drehungs-  Fig.  81. 

sinne  den  Winkel  ö  =  Z.  P^Q^'P^^  an, 

so  ist  P^®  die  Seitenansicht  des  gedrehten  Punktes.     Hieraus  er- 

giebt  sich  dessen  Aufriß  P^",  wenn  P^P/^^'  normal  zu  n"  gezogen, 

und  der  Grundriß  P^',  wenn  sein  Abstand  von  a   derselben  Strecke 

gleichgemacht  wird.     Diese   letzten   Operationen    entsprechen   dem 

Wiederaufrichten  der  umgelegten  Ebene  N. 

101.  Der  kürzeste  Abstand  zweier  windschiefer  Ge- 
raden ist  diejenige  Strecke,  welche  auf  beiden  rechtwinklig  steht. 
Es  werde  durch  die  eine  Gerade  g  eine  Parallelebene  E  zur  anderen 

E0B3«  Q.  Papperttz.    I.  5 
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h  gelegt,  h  auf  E  senkrecht  projiziert  und  g  mit  der  Projektion  im 
Punkte  P  geschnitten.  Errichtet  man  in  P  die  Normale  zu  E,  so 
trifft  sie  h  in  einem  Punkte  Q  und  PQ  ist  der  gesuchte  Abstand. 
In  der  That,  alle  Punkte  auf  h  haben  von  E  einerlei  senkrechten 
Abstand  d  =  PQ,  folglich  kann  keiner  um  weniger  als  die  Strecke 
d  von  ff  entfernt  sein. 

Aus    dieser   Überlegung    ergiebt    sich    folgende    Konstruktion 
(Fig.  82).    Man  ziehe  durch  einen  Punkt  von  ff  eine  Gerade  i  parallel 


eso-JT 


ZU  h,  etwa  so,  daß  i  mit  h'  zusammenfällt,  und  bestimme  die 
Spurlinien  e^  und  e^  der  Verbindungsebene  E=ffi.  Aus  einem  auf 
h  beliebig  angenommenen  Punkte  —  in  der  Figur  ist  der  Spur- 
punkt //g  benutzt  —  fälle  man  sodann  das  Lot  auf  E  nach  dem 
in  88  gegebenen  Verfahren.  Hierbei  ergiebt  sich  der  kürzeste  Ab- 
stand d  gleich  dem  umgelegten  Lot  ^2^^'  sowie  der  Aufiiß  JC"  des 
Fußpunktes.  Es  bleibt  noch  übrig  durch  K  die  Parallele  zur  Ge- 
raden h  zu  ziehen,  welche  deren  senkrechte  Projektion  auf  E  bildet, 
und  mit  ihr  ff  in  dem  einen  Endpunkte  P  der  gemeinsamen  Nor- 
malen n  m  schneiden.  Diese  Operation  führe  man  im  Aufriß  aus ; 
man  erhält  so  zuerst  P",  hieraus  P'  und  schließlich  n!  =  P'Q'  und 
n"  =  P"(2"  als  Normalen  zu  e^  und  e^. 

103.  Die  gemeinsame  Normale  zweier  zu  einer  Tafel,  etwa  zu 
TTj,  parallelen  Geraden  liegt  zu  dieser  senkrecht;  ihr  Aufriß  re- 
duziert sich  folglich  auf  den  Schnittpunkt  der  zweiten  Projektionen, 
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"^aihreTid  ihr  Grundriß  direkt  die  kürzeste  Entfernung  angiebt.  Wir 
eAalten  daher  eine  zweite  Lösung  unserer  Aufgabe,  wenn  wir  durch 
Drehung  den  Parallelismus  der  Geraden  ff  und  k  zur  AuMßtafel 
herbeifuhren.  —  Man  ziehe,  wie  oben,  durch  den  Punkt  6  von  ^ 
die  l^arallele  i  zu  h  (Fig.  83)  und  hierauf  eine  sowohl  ff  als  i 
schneidende,  zur  AufriBtafel  parallele  Drehachse  a.  Um  diese  sind 
die  gegebenen  Geraden  zu  drehen,  bis  ff  und  i,  folglich  auch  A,  zu 
ITj  parallel  werden.  Die  gedrehten  Elemente  bezeichnet  der  Index  A, 
die  erforderlichen  Seitenrisse  (vergl.  100)  der  obere  Index  0.  Um 
zunächst  ff^'  und  z^"  zu  erhalten,  wird  der  Punkt  G  gedreht;  der 
Seitenriß  seiner  Bahnlinie  ergiebt  den  Drehwinkel  w.  Hierauf  wird 
ein  Punkt  Ton  h,  am 
einfachsten  der  ver- 
tikal über  der  Achse 
a  gelegene  Punkt  Ä, 
dergleichen  Drehung 
unterworfen.  Im  zu- 
gehörigen Seitenriß 
(welcher  in  der  Figur 
durch  Umlegung  im 
umgekehrten  Sinne 
hergestellt  ist,  damit 
die  gleichen  Dreh- 
winkel ö>  parallele 
Schenkel  erhalten) 
giebt  die  Strecke 
H^m"  die  kürzeste 
Entfernung  d  an. 
Femer  erhält  man 
Aa"  als  Parallele  zu 
durch  H^"  und 


a p- 


'  ff 


Fig.  83. 


in  Gestalt  des  Schnittpunktes  N=: h^'  x  ^a'  ^®^  Aufriß  der  gemein- 
samen Normalen  n  nach  der  Drehung.  Beim  Zurückdrehen  bewegt 
sich  der  Aufriß  jedes  Punktes  von  n  auf  der  Senkrechten  zu  a"  durch 
3',  folglich  findet  man  auf  ihr  n"  =  P"Q"  und  hieraus  n'  =  P'Q\ 

lOS.  Wir  führen  noch  eine  dritte  Lösung  desselben  Problems 
an.  —  Die  windschiefen  Geraden  ff  und  h  können  durch  Drehung 
um  eine  vertikale  Achse  in  solche  Lage  gebracht  werden,  daß  die 
durch  ff  parallel  zu]|[A  gelegte  Ebene  E,  also  auch  die  ParaUelebene 
Z  durch  h  zur  Aufrißtafel  senkrecht  steht.  Im  Aufriß  erscheinen 
dann  die  Geradenjparallel,   ihre  gemeinsame  Noimale  aber  ergiebt 
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sich  als  zu  beiden  rechtwinklig  und,  da  sie  parallel  zu  TTg  liegt,  in 
wahrer  Länge. 

Als  Drehachse  a  diene  die  Vertikale,  welche  im  Grundriß  durch 
den  Punkt  g  xK  =^  Ä  gegeben  ist  (Fig.  84)  und  folglich  beide 
Gerade  (in  B  und  C)  schneidet.  Die  Spurpunkte  G^  und  B^  be- 
schreiben in  TTi  Kreisbögen  um  A,  deren  Endpunkte  ff^  und  H^ 

der  Bedingung 

Ä'G^' :  Ä'II^'  =  Ä'F' :  Ä'G" 

genügen  müssen,  welche  ausdrückt,  daß  die  gedrehten  Geraden  g^ 

und  h^  parallele   Aufrisse  haben.     Trifft   nun   die   Linie   G^^'G^y 


Fig.  84. 

welche  zu  x  senkrecht  steht,  die  Strecke  AII^  im  Punkte  T^  und 
wird  2iviÄH^  die  Strecke ^2' gleich  JT^  angenommen,  so  folgt  weiter: 

AT:  AH^  =  Ä'B' :  Ä'C'\ 
Aus  dieser  Bemerkung  ist  die  geforderte  Drehung  bestimmbar.  Man 
zeichne  nämlich  nach  der  Eeihe  den  Punkt  T,  welcher  die  Strecke 
AH^  im  angegebenen  Verhältnis  teilt,  die  Verbindungslinie  G^jT,  zu 
ihr  normal  die  Linie  AR  und  parallel  zu  x  die  Linie  AR^,  Dann 
ist  ö>  =  z_  jRAR^  (oder  auch  2  ß  —  <y)  der  Winkel,  um  welchen  die 
Grandrißfigur  gedreht  werden  muß,    damit  6^a^a  ^u  x  normal  und 
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p/'  i  ^a"  "w^erde.  Ist  dies  geschehen,  so  stelle  man  das  von  JS  auf 
die  Ebene  Z  gefällte  Lot  dar,  im  Aufriß  als  senkrechten  Abstand 
ff'D^'  zwischen  ^^"  und  A^ '>  ™  Grundriß  als  Parallele  AD^  zu  x. 
Der  Aufiriß  giebt  die  Länge  des  kürzesten  Abstandes  d  an.  Schließ- 
lich ist  noch  die  Strecke  £D^  durch  Zurückdrehen  in  BD  über- 
zufahren und  sich  selbst  parallel  längs  ff  zu  verschieben,  bis  D  auf 
h  Mt;  in  der  Endlage  PQ  bildet  sie  die  gesuchte  gemeinsame  Nor- 
male. Diese  letzten  Operationen  führe  man  im  Grundriß  aus,  indem 
man  auf  AJi  die  Strecke  AI/  {ff  fällt  mit  A  zusammen)  gleich  AD^ 
macht  und  ihr  längs  g'  eine  Parallelverschiebung  bis  in  die  Lage 
FQ  erteilt,  und  bestimme  hieraus  P"Q".  Zur  Kontrolle  dient  die 
Äufrißfigur. 


Lösung  verschiedener  stereometrischer  Aufgaben  durch 

Projektionsmethoden. 

Wir  wenden  im  Folgenden  die  bisher  entwickelten  Methoden 
der  Projektion  auf  eine  Reihe  einfacher  stereometrischer  Probleme 
aOy  deren  Lösung  in  späteren  Untersuchungen  von  Nutzen  sein 
wird.  Zu  diesem  Zwecke  aber  bedarf  es  der  Feststellung  einiger 
Vorbegriffe. 

104.  Dreht  sich  eine  Gerade  ff  um  eine  sie  schneidende  feste 
Achse  üj  so  beschreibt  sie  eine  Fläche,  welche  als  Botations- 
kegel  oder  gerader  Ereiskegel  bezeichnet  wird.  Der  Schnitt- 
punkt S  ^=  ff  X  a  heißt  die  Spitze  (das  Centrum),  die  Linie  a 
die  Achse  des  Kegels,  die  auf  ihm  liegenden  Geraden  seine 
Erzeugenden  oder  Mantellinien  (Kanten).  Die  vollständige 
Flache  besteht  aus  zwei  in  der  Spitze  zusammenhängenden  Teilen 
oder  Mänteln,  welche  durch  die  Benennung  als  Kegel  und 
Gegenkegel  unterschieden  werden  können.  Jede  zur  Achse  a 
^nkrechte  Ebene  schneidet  den  Kegel  in  einem  Kreise.  Eine  durch 
die  Spitze  gelegte  Ebene  hat  mit  dem  Kegel  zwei  Geraden,  eine 
oder  keine  Gerade  gemein,  je  nachdem  ihre  Spurlinie  in  irgend 
einer  Normalebene  zur  Achse  den  bezüglichen  Spurkreis  des  Kegels 
ifl  zwei  Punkten  schneidet,  in  einem  Punkte  berührt  oder  gar  nicht 
trifft  Eine  Ebene,  welche  mit  dem  Kegel  nur  eine  Erzeugende 
gemein  hat,  heißt  Berührungs-  oder  Tangentialebene  und  die 
fragliche  Erzeugende  ihre  Berührungslinie.  Ist  k  der  Spurkreis 
des  Kegels  in  einer  beliebigen  Normalebene  zur  Achse  a  (siehe  die 
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Fig.  85. 


schiefe   Ansicht   in   Fig.  85),    M  sein  Mittelpunkt  und  T  sein  Be- 
rührungspunkt mit  der  Spurlinie  t  der  Ebene  T,  welche  den  Kegel 

längs  der  Erzeugenden  g  =^  ST  be- 
rührt, so  ist  sowohl  Jlfr  als  auch 
a  =  MS  zu  t  senkrecht.  Folglich  ist 
die  Ebene  MSTy  welche  die  Achse  a 
mit  der  Berührungslinie  g  verbindet, 
zu  t  und  zur  Tangentialebene  T  nor- 
mal. Ein  aus  einem  Achsenpunkt 
auf  g  gefälltes  Lot,  wie  MN  oder  PQj 
liegt  in  MST  und  steht  daher  auf  der 
Tangentialebene  T  senkrecht. 

105.  Ein  vollständiger  Rotations- 
kegel wird  von  einer  um  seine  Spitze 
beschriebenen  (koncentrischen)  Kugel 
in  zwei  kongruenten  Kreisen  ge- 
schnitten. Zwei  koncentrische 
Rotationskegel  haben  im  allgemeinen  vier  Erzeugende  ge- 
mein, weil  die  zwei  mal  zwei  Kreise,  welche  sie  auf  irgend  einer  um 
die  gemeinsame  Spitze  beschriebenen  Kugel  ausschneiden,  einander  im 
allgemeinen  in  acht  paarweise  diametral  gegenüberliegenden  Punkten 
schneiden  und  so  vier  gemeinsame  Erzeugende  liefern.  Diese  vier 
gemeinsamen  Geraden  können  paarweise  in  je  eine  Berührungslinie 
der  Kegel  zusammenrücken,  bezw.  auch  paarweise  in  Wegfall 
kommen. 

106.  Denkt  man  sich  durch  die  Spitze  S  eines  Rotations- 
kegels S  zu  jeder  Berührungsebene  T  eine  Normale  g^  gezogen, 
so  erzeugen  diese  einen  zweiten  um  dieselbe  Achse  a  beschriebenen 
(koaxialen)  Rotationskegel  Äj,  den  sogenannten  Polarkegel.  Daher 
entspricht  jeder  Erzeugenden  des  ursprünglichen  Kegels  eine  Tangen- 
tialebene des  Polarkegels,  deren  Berührungslinie  auf  der  gegebenen 
Erzeugenden  senkrecht  steht  und  mit  ihr  in  einer  Ebene  durch  die 
gemeinsame  Achse  liegt.  Die  Ebene  E,  welche  die  Berührungslinie 
g  von  T  mit  der  Achse  a  verbindet,  steht  senkrecht  zu  T  und  ent- 
hält folglich  g^.  Andererseits  geht  die  durch  S  normal  zu^  gelegte 
Ebene  Tj  ebenfalls  durch  g^  und  zwar  berührt  sie  längs  dieser 
Linie  den  Polarkegel  ^^ ;  denn  sie  steht  zu  E,  d.  h.  zur  Verbindungs- 
ebene ag^y  senkrecht.  Wie  man  sieht,  ist  die  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Kegeln  eine  umkehrbare:  jeder  ist  der  Polarkegel 
vom  anderen. 

Den   gemeinsamen   Erzeugenden   zweier    koncentrischer   Rota- 
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tionskegel  entsprechen  die  gemeinsamen  Tangentialebenen  ihrer 
Polarkegel.  Hieraus  folgt:  zwei  koncentrische  Botationskegel 
haben  im  allgemeinen  vier  gemeinsame  Berührungsebenen. 
Im  besonderen  kann  sich  ihre  Zahl  durcb  paarweise  Eoincidenz  oder 
paarweisen  FortfaU  vermindern. 

103.  Drebt  sich  eine  Gerade  ff  um  eine  zu  ihr  paraUele  feste 
Achse  Oj  so  beschreibt  sie  einen  Eotationscylinder,  oder  geraden 
Ereiscylinder^  welcher  auch  als  Botationskegel  mit  unendlich 
ferner  Spitze  aufgefasst  werden  kann.  Die  auf  ihm  liegenden 
Geraden  heißen  wiederum  Erzeugende  oder  Mantellinien  und  a 
die  Achse  des  Cylinders.  Alle  Ebenen  normal  zur  Achse  schneiden 
den  Cylinder  in  kongruenten  Kreisen.  Eine  Parallelebene  zur  Achse 
schneidet  entweder  in  zwei  Geraden  oder  berührt  längs  einer 
Geraden  oder  enthalt  keine  Erzeugende  des  Cylinders.  Eine  gegen 
die  Achse  geneigte  Ebene  schneidet  den  Cylinder  in  einer  Kurve, 
welche  zu  dem  als  Normalschnitt  erhaltenen  Kreise  affin  ist,  also 
in  einer  Ellipse.  Zwei  Rotationscylinder  mit  parallelen  Achsen 
haben  entweder  zwei  getrennte,  oder  zwei  vereinte,  oder  keine  Er- 
zeagenden gemein. 

108.  Es  mag  daran  erinnert  werden,  daß^  ebenso  wie  die 
Punkte  einer  Kugel,  auch  deren  Tangenten  und  Tangentialebenen, 
insofern  sie  normal  zu  den  Radien  ihrer  Berührungspunkte  stehen, 
einerlei  Abstand  vom  Centrum  haben. 

Analog  haben  die  Punkte,  Tangenten  und  Tangentialebenen 
eines  Rotationscylinders  einerlei  senkrechten  Abstand  von  seiner 
Achse;  denn  eine  Tangente  ist  rechtwinklig  zu  dem  aus  ihrem  Be- 
rührungspunkt auf  die  Achse  gefällten  Lot  und  eine  Tangential- 
ebene liegt  rechtwinldig  zur  Verbindungsebene  ihrer  Berührungs- 
linie mit  der  Achse. 

Der  geometrische  Ort  aller  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt 
S  nnter  gegebenem  Neigungswinkel  y  gegen  eine  Ebene  E,  mithin 
unter  dem  Winkel  K  —  y  gegen  die  von  S  auf  E  gefällte  Senkrechte 
a,  gezogen  werden  können,  ist  der  durch  Rotation  des  letzteren 
Winkels  um  a  erzeugte  Kegel  mit  der  Spitze  S.  Der  vom  Kegel 
anf  E  ausgeschnittene  Kreis  mag  als  der  zum  Centrum  S  und  zum 
Winkel  y  gehörige  Neigungskreis  jener  Ebene  bezeichnet  werden; 
sein  Centrum  ist  die  Orthogonalprojektion  von  S  auf  E;  er  enthält 
die  Spurpunkte  der  oben  definierten  Geraden.  —  Den  in  Rede 
stehenden  Kegel  müssen  andererseits  alle  durch  S  unter  dem 
Neigungswinkel  /  (gegen  E  (oder  dem  Winkel  R  — ^^  gegen  a)  ge- 
legten Ebenen  beiühren,  weil  der  Neigungswinkel  einer  Tangential- 


72 


Punkt,  Gerade,  Ebene  in  Orthogonälprojektion, 


Fig.  86. 


ebene  des  Kegels  gegen  seine  Achse  mit  dem  ihrer  Berührungslinie 
identisch  ist.  Die  Spurlinien  der  fraglichen  Ebenen  in  E  berühren  folg- 
lich den  Neigungskreis. 

109.  Gerade  von 
gegebener  Tafel- 
neigung in  gegebener 
Ebene.  Es  sollen  die 
Geraden  durch  einen 
Punkt  P  in  der  Ebene  E 
dargestellt  werden,  welche 
^mit  TTi  den  Winkel  y^ 
bilden.  Damit  diese  Auf- 
gabe Lösungen  habe,  darf 
y^  nicht  grösser  als  die 
erste  Tafelneigung  von  E 
sein;  ist  dies  der  Fall,  so 
genügen  ihr  im  allgemei- 
nen zwei  Gerade  g  und  h, 
Ihre  ersten  Spuren  sind 
die  Schnittpunkte  des  zu 
P  und  y^  gehörigen  Nei- 
gungskreises k  in  TT^  mit 
der  Spurlinie  e^  (Fig.  86). 
Das  Centrum  dieses  Krei- 
ses ist  P,  sein  Radius 
wird  als  eine  Kathete 
eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks F'P^q'  gefunden, 
dessen  andere  Kathete 
dem  ersten  Tafelabstand 
des  Punktes  P  gleich  ist 
und  dem  Winkel  y^  gegen- 
überliegt. Nach  Angabe 
von  G^  und  H^  können 
die  Geraden  g  und  h  un- 
mittelbar gezeichnet  wer- 
den. —  Berührt  e^  den 
Neigungskreis  ä,  so  fallen 
g  und  h  in  die  nach  dem 
E  zusammen. 


Fig.  87. 


ar-^^-^ 


Berührungspunkte  laufende  Falllinie  von 

110,    Ebenen   von   gegebener  Tafelneigung  durch  eine 
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gegebene  Gerade.  Durch  eine  Q-erade  g  mögen  die  Ebenen  ge- 
legt werden,  welche  mit  TTi  den  Winkel  e^  einschließen,  was  nur 
möglich  ist,  wenn  «^  nicht  kleiner  als  die  erste  Tafelneigung  von  g 
ist.  Man  zeichne  zunächst  (Fig.  87)  den  zu  einem  beliebig  auf  g 
angenommenen  Punkte,  etwa  zum  zweiten  Spurpunkt  &,,  und  zum 
Winkel  €^  gehörigen  Neigungskreis  ^  in  FTi,  lege  an  ihn  aus  dem 
Spmpnnkt  G^  die  Tangenten  d^  und  e^  und  verbinde  deren  Achsen- 
schnittpunkte  D  und  E  mit  G^  durch  die  Geraden  d^  und  e^.  Die 
so  erhaltenen  Linien  bilden  die  Spuren  der  beiden  Ebenen  A  und  E, 
welche  der  aufgestellten  Forderung  genügen.  Liegt  G^  auf  k^  so 
Men  sie  in  die  eine  Ebene  zusammen,  welche  durch  die  Gerade 
q  als  erste  Fallinie  bestimmt  ist. 

111,    Gerade  mit   gegebenen  Tafelneigungen  Y\  ^^^  7% 
durch  einen  Punkt  P,    Man  trage  die  gegebenen  Winkel  y^  und 

r2(;^'i+yj^R)ais  , 

LÄOBvoi'äiL.BOC 
aneinander  und  be- 
stimme auf  dem 
Strahle  OB  den 
Punkt  Q  so,  daß 
(9H0^=QQ'dem 
erstenTafelabstand 
?"?,  des  Punktes 
P  gleich  wird.  Ist 
dann  QQ"±OÖ,  so 
sind  Oq  und  OQ" 
die  Radien  der 
Xeigungskreise  k^ 
und  Äj,  welche  zu 
irgend  einem  Eaum- 
dunkte  Q  mit  den 
Tafelabständen  QQ; 
und  QQ"  und  den 


Fig.  88. 


Tafehieigungen  y^  und  y^  gehören.  Diese  Kreise  werden  sich  aber 
unserer  Konstruktion  zufolge  jedesmal  in  zwei  Punkten  X  und  Y 
der  Achse  x  schneiden.  Man  erteile  hierauf  dem  Punkte  Q  sogleich 
diejenige  Lage,  f&r  welche  der  Aufriß  Q"  mit  P"  zusammenfällt, 
bestimme  durch  einen  Neigungskreis,  etwa  ä^,  die  zugehörigen 
Pankte  X,  Y  der  Achse  x  und  ziehe  durch  dieselben  Normalen  zu  a:, 
welche  die  Geraden  QT  und  QX  noch  in  U  und  V  treffen  mögen. 
Jeder  der   vier   Strahlen,   die   aus  dem  gedachten  Punkte  Q  nach 
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X,  Tj  U,  V  gezogen  werden  können,  hat  dann  die  gegebenen  Tafel- 
neigungen und  folglich  bilden  die  durch  P  gelegten  Parallelstrahlen 
^,  Ä,  I,  k  die  vier  Lösungen  unseres  Problems. 

112.  Die  Aufgabe,  in  gegebener  Ebene  E  eine  Gerade 
zu  ziehen,  welche  von  zwei  festen  Punkten  P  und  Q  des 
Baumes  gegebene  Abstände  p  und  q  hat,  wird  auf  folgende 
Art  gelöst.  Man  denke  sich  um  P  und  Q  resp.  mit  dem  Badius 
p  und  q  je  eine  Kugel  beschrieben.  Die  gesuchten  Geraden  sind 
dann  als  die  in  E  liegenden  gemeinsamen  Tangenten  beider  Kugeln, 

oder  —  was  dasselbe 
besagt  —  als  die  ge- 
meinsamen Tangenten 
ihrer  Schnittkreise  m  und 
n  mit  E  definiert.  Man 
erkennt  hieraus ,  daß, 
wenn  die  Aufgabe  lösbar 
sein  soll ,  /?  ^  (P  H  E) 
und  9  ^  (Q  H  E)  sein 
muß  und  daß  ihr  im 
allgemeinen  vier  Gerade 
genügen.  Man  kann  die 
Aufgabe  auf  den  beson- 
deren Fall  zurückführen, 
wo  E  mit  TTf  zusammen- 
fällt, indem  man  sämt- 
liche gegebene  Elemente  einer  der  ümlegung  von  E  in  TTi  ent- 
sprechenden Drehung  unterwirft  und  diese  nach  beendeter  Konstruk- 
tion rückwärts  anwendet.  —  Diesen  einfachen  Fall  vorausgesetzt,  sind 
die  Abschnitte  Ä'B'  und  CB'  (Fig.  89),  welche  die  um  F'  und  Q" 
bezw.  mit  den  Radien  p  und  q  geschlagenen  Kteise  auf  der  Achse  x 
hervorbringen,  die  Durchmesser  der  Kreise  m  und  n  um  P'  resp.  Q'. 
Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  ^,  ä,  2,  k  derselben,  welche  sich 
paarweise  in  den  Ahnlichkeitspunkten  0  und  O  (vergl.  4)  schneiden^ 
bilden  die  gesuchten  Geraden. 

118.  Die  Schnittlinien  zweier  koncentrischer  Rota- 
tionskegel.  Wir  denken  uns  durch  geeignete  Drehung  der  beiden 
Kegel  mit  der  gemeinsamen  Spitze  8  eine  solche  Lage  hergestellt, 
bei  welcher  die  Achsen  a  und  h  in  die  Grundrißebene  fallen  (oder 
ihr  parallel  sind)  und  geben  für  diesen  Fall  die  Konstruktion.  — 
Es  seien  Ä^Ä'g,  K^K^  und  Z^Zg,  L^L^  (Fig.  90)  die  in  TTi  liegenden 
Erzeugenden  der  gegebenen  Kegel  ^  und  S.     Letztere  denke  man 


Fig.  Ö9. 
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sich  durch  eine  koncentrische  Kugel  begrenzt  ^   deren    Spurkreis  in 
TTj  mit  c  bezeichnet  ist.     Die  auf  der  Kugel  liegenden  Endkreise 
der  Kegel  befinden  sich  in  vertikalen  Ebenen*und  projizieren  sich 
folglich  in  die  Geraden  K^K^,  K^K^  A^a  ^3^4»  ^^  9,cht  Schnitt- 
punkte A^y  J^y  J?j,  ^2?  ^'v  ^2»  A»  Ä  Üög^^  erstens  auf  der  Kugel 
einander  paarweise  diametral  gegenüber,  zweitens  paarweise  zu  FTi 
sTinmetrisch.    Ihre  ersten  Projektionen  fallen  folglich  paarweise  in 
die  Ecken  A\  B,  C\  B   des   von 
den  Kreisprojektionen    gebildeten 
Parallelogramms  zusammen.     Den 
Abstand    des    einzelnen    Schnitt- 
punktes   von    der    Grundrißebene 
(nach  oben  oder  nach  unten)  ent- 
nimmt   man    aus    der    Umlegung 
eines  der  beiden  ihn  enthaltenden 
Endkreise    um   seinen   in   T\^    ge- 
legenen    Durchmesser.       Hierauf 
kann  auch   der   Aufriß   des   frag- 
lichen   Punktes    sofort*  angegeben 
werden.     Endlich  bilden  die  durch 
>>"  laufenden  Verbindungslinien  der 
zweiten    Projektionen   jener    acht 
Schnittpunkte  die  Aufrisse  der  ge- 
suchten Schnittlinien  *j,  s^^  s^,  s^ 
[dieselben    liegen    paarweise    zur 
Achse  X  symmetrisch);  die  Grund- 
risse  fallen   zu  zwei  und  zwei  in 
die  Diagonalen  desParallelogi*amms 
ÄBCB',  —    Fallen   zwei   gegen- 
überUegende  Ecken  dieses  Parallelo- 
gramms  auf  den   Spurkreis  c  der  Kugel,    so   vereinigen   sich   die 
beiden  Schnittlinien,  deren  erste  Projektion  die  verbindende  Diago- 
nale ist,  in  TTi  zu  einer  Berührungslinie  der  Kegel;  liegen  dagegen 
zwei  Iksken  außerhalb    des   Kreises  c,   so  entspricht  ihrer  Verbin- 
dungslinie keine  SchnittUnie  mehr:  ein  Paar  von  solchen  kommt  in 
Wegfall.     Es  können  natürlich  auch  alle  vier  Ecken  außerhalb  des 
Kreises  c  liegen,   so  daß   die  beiden   Kegel   sich   überhaupt   nicht 
schneiden. 

114.  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  zweier  kon- 
centrische.r  Rotationskegel.  Wir  nehmen  (wie  in  113)  die 
Kegelachsen  a  und  h  in  TTi  gelegen  an;  als  Erzeugende  seien  8K^, 


Fig.  90. 
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SK^,  SL^  SL^  gegeben  (Fig.  91).  Es  soll  sich  .zunächst  darum 
handeln,  eine  der  vier  im  allgemeiDen  möglichen  gemeinsamen  Be- 
rühnmgsebeiien  der  Kegel  S  und  2  zu  konstruieren.  Die  Übrigen 
können  dann  auf  analoge  Weise  gefundeu  werden. 

Wir  fixieren  auf  a  und  b  willkürlich  zwei  Punkte  A  und  S, 
etwa  die  Schnittpunkte  mit  der  Projektionsacbse  x,  und  denken  uns 
aus  ihnen  auf  die  gesuchte  Berührungsebene  T  die  Lote  AC  und 
SD  gefallt,  deren  Fußpunkte  C  und  1)  auf  den  BerUhnmgsliDien 
liegen  (vergl.  104).  Die  Verbindungslinie  CD  trifft  die  Achse  x  und, 
um  X  in  TTj  umgelegt,  berührt  Bie  in  C„  und  D^  die  beiden  Kreise, 
welche  um  A  uud  S  mit  den  Radien  AC  und  BC  beschrieben  sind 


{AC  =  AK^,  BS  =  BL^,  AA\  ±  SK^,  _Bi,  ±  Sl^).  0  =  C^D^  x  -r  ist 
der  Spurpunkt  von  CJ)  und  folglich  OS  die  erste  Spur  t^  von  T ; 
man  findet  0  als  einen  Ähnlichkeitspunkt  der  erwähnten  beiden 
Kreise  (vergl.  4)  und  hierauf  ihre  gemeinsame  Tangente  Cg-Öj,.  Der 
Punkt  D  (welcher  mit  5  verbunden  die  Berührungslinie  k  von  T 
auf  dem  Kegel  S  ergiebt)  findet  sich  auf  dem  Kreise,  welcher  durch 
Rotation  des  Punktes  X,  uro  die  Achse  b  entsteht.  Die  erste  Pro- 
jektion dieses  Kreises  ist  sein  horizontaler  Durchmesser  -£,-£i;  auf 
diesem  findet  man  daher  den  Gfrundriß  7/  (-Öo-^  -L  i^)  ^^'^  hieraus 
h'  =  SJ}'.  Wir  suchen  den  Spurpunkt  //,  der  BerUhrungslinie  h, 
um  die  zweite  Spur  von  T  als  t^  =  OH^  darzustellen;  er  liegt  senk- 
recht über  U^  =  h'  x  -t  und  sein  erster  Tafelabstand  //j//j'  wird 
gewonnen,  indem  man  den  ihn  enthaltenden  Kegelkreis  in  TTj  nieder- 
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legt.  Der  horizontale  Durchmesser  dieses  Kreises  geht  durch  H^' 
normal  zu  b  und  wird  von  den  horizontalen  Mantellinien  iu  J^  und 
/,  begrenzt. 

Sjnunetrisch  2u  T  in  Bezug  auf  TTj  liegt  eine  zweite  gemein- 
same Tangentialebene;  ihre  erste  Spur  fällt  mit  ^^  zusammen,  die 
zweite  Spur  bildet  in  entgegengesetztem  Sinne  denselben  Winkel 
mit  X  wie  ^.  Ist  0^  der  zweite  Ahnlichkeitspunkt  der  um  A  und 
B  beschriebenen  Kreise,  so  ist  O^S  die  gemeinsame  erste  Spur 
zweier  weiterer  Tangentialebenen,  welche  wiederum  zu  FT^  symme- 
trisch sind  und  deren  zweite  Spuren  folglich  entgegengesetzt  gleiche 
Winkel  mit  der  Achse  x  einschließen.  Diese  SpurUnien  sind  in  die 
Figur  ebenfalls  eingetragen. 

Die  gegebenen  Kegel  haben  nur  dann  vier  getrennte  Tangential- 
ebenen gemein,  wenn  die  Linien  OS  und  ff 8  beide  außerhalb  der- 
selben liegen.  Umschließen  die  Kegelflächen  eine  dieser  Linien, 
oder  beide^  so  kommen  zwei,  resp.  alle  vier  gemeinsamen  Tangential- 
ebenen in  Weg£alL  Den  Übergang  von  einer  der  hier  unterschie- 
denen Möglichkeiten  zur  anderen  vermitteln  solche  Fälle,  wo  die 
gegebenen  Kegel  selbst  einander  längs  einer  Kante  berühren  und 
miüiin  die  bezügliche  Tangentialebene  (doppelt  zählend)  gemeinsam 
haben.  , 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  daß  die  Bestimmung  der  ge- 
meinsamen Tangentialebenen  zweier  koncentrischer  Rotationskegel 
aach  auf  die  der  gemeinsamen  Erzeugenden  ihrer  Polarkegel  zurück- 
geführt werden  kann  (vergl.  105). 

115.  Das  in  113  gegebene  Verfahren  läßt  sich,  natürlich  mit 
gewissen  Abkürzungen  ^  auf  die  schon  in  111  behandelte  Aufgabe 
anwenden:  die  Geraden  zu  bestimmen,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  unter  gegebenen  Neigungen  gegen  die 
Tafeln  gezogen  werden  können.  Die  zum  gegebenen  Punkte  P 
und  den  gegebenen  Winkeln  y^  und  y^  in  TJ^  und  TTg  gehörigen 
Nmgungskreise  A^  und  k^  bestimmen  zwei  Sotationskegel  mit  der 
Spitze  P,  deren  gemeinsame  Erzeugenden  die  Lösungen  des  Problems 
bilden.  Die  Achsen  PP'  und  PP"  dieser  Kegel  liegen  in  einer  zur 
Projektionsachse  x  senkrechten  Ebene  TTg,  welche  als  Seitenrißebene 
zu  benutzen  ist.  Damit  nimmt  die  Aufgabe,  was  die  Darstellung 
der  dritten  Projektionen  der  gesuchten  Geraden  betrifft,  dieselbe 
Form  an,  wie  in  113  für  die  ersten  Projektionen.  Zur  Bestimmung 
der  ersten  und  zweiten  Projektionen  dient  hier  die  Bemerkung,  daß 
die  bezüglichen  Spurpunkte  auf  den  Neigungskreisen  k^  und  k^ 
liegen  müssen. 
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116.  In  entsprechender  Weise  kann  die  Aufgabe  erledigt 
werden:  die  Ebenen  zu  finden,  welche  durch  einen  gege- 
benen Punkt  P  unter  gegebenen  Tafelneigungen  gelegt 
werden  können.  Diese  Ebenen  müssen  die  beiden  Kegel  gleich- 
zeitig berühren,  welche  durch  den  Punkt  P  als  Spitze  und  die  zu 
ihr  und  zu  den  gegebenen  Winkeln  6^  und  e^  in  TJ^  und  FTg  ge- 
hörigen Neigungskreise  k^  und  k^  bestimmt  sind.  Man  benutze 
wiederum  die  durch  P  gelegte  Seitenrißebene  TTj.  Hat  man  in  ihr, 
wie  in  114  für  TT^,  die  paarweise  zusammenfallenden  dritten  Ebenen- 
spuren gefunden,  so  hat  man  aus  den  Schnittpunkten  derselben  mit 
den  Nebenachsen  y  und  z  nur  noch  die  Tangenten  an  die  Kreise 
Äj  und  Äg  zu  legen ;  diese  bilden  die  ersten  und  zweiten  Spuren  der 
gesuchten  Ebenen.  —  Man  kann  die  Aufgabe  auch  auf  die  in  111 
gelöste  zurückführen,  indem  man  zuerst  die  Geraden  durch  P  be- 
stimmt, welche  die  Tafelneigungen  E  —  6^  und  R  —  c^  haben  und 
zu  ihnen  Normalebenen  durch  P  legt. 

117.  Um  die  Geraden  darzustellen,  welche  zwei  gegebene 
windschiefe  Gerade  k  und  i  unter  gegebenen  Winkeln  a 
und  ß  schneiden,  bestimme  man  zuerst  die  Eichtungen  der- 
selben auf  die  folgende  Art.  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen 
Punkt  8  auf  k  eine  Parallele  /  zu  i.  Die  Schnittlinien  der  kon- 
centrischen  Kegel  S  und  2,  welche  durch  Eotation  des  Winkels  a 
um  den  Schenkel  k  und  des  Winkels  ß  um  den  Schenkel  l  erzeugt 
werden,  wenn  die  Scheitel  in  S  vereinigt  liegen,  geben  die  fraglichen 
Richtungen  an.  Man  lege  daher  k  und  /  in  TTi  nieder  (oder  drehe 
sie  zu  TTj  parallel),  wende  zur  Bestimmung  der  gemeinsamen  Kanten 
der  mitgedrehten  Kegel  das  Verfahren  in  113  an  und  drehe  hierauf 
zurück.  Schließlich  sind  in  den  gefundenen  Richtungen  die  ge- 
meinsamen Sekanten  der  Geraden  i  imd  k  (nach  77)  zu  kon- 
struieren. 

118.  In  ähnlicher  Weise  erhält  man  die  Ebenen  durch 
einen  gegebenen  Punkt,  welche  mit  zwei  gegebenen  Ge- 
raden k  und  i  gegebene  Neigungswinkel  a  und  ß  ein- 
schließen. Auch  diese  Aufgabe  hat,  wie  die  vorangehenden,  im 
allgemeinen  vier  Lösungen.  Ist  I  eine  Parallele  zu  i,  welche  k 
schneidet,  und  sind  S  und  ß  die  wie  vorher  bestimmten  Kegel,  so 
geben  deren  gemeinsame  Tangentialebenen  die  Stellungen  an,  welche 
die  der  Aufgabe  genügenden  Ebenen  haben.  Letztere  werden  also 
als  die  Parallelebenen  zu  den  fraglichen  Berührungsebenen  durch 
den  vorgegebenen  Punkt  P  gefunden.  Statt  aber  diese  Berührungs- 
ebenen nach  114  zu  bestimmen,    empfiehlt  es  sich  im  vorliegenden 
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FaDe,  die  Polarkegel  von  Ä  und  S  nach  113  miteinander  zu 
schneiden  und  zu  ihren  gemeinsamen  Erzeugenden  durch  P  die 
Xormalebenen  zu  legen.     Man  gelangt  so  kürzer  zum  Ziele. 

119.  Ein  Dreieck  ABC,  dessen  erste  Projektion  ge- 
geben ist,  soll  so  bestimmt  werden,  daß  seine  zweite  Pro- 
jektion einem  gegebenen  Dreieck  Ä^B^C^  ähnlich  wird. 
Die  Aufgabe  läßt  die  Lage  des  Dreiecks  ABC  insofern  unbestimmt, 
als  eine  Parallelverschiebung  desselben  in  der  Richtung  senkrecht 
m  TT^  belanglos  ist.  Man  darf  daher  den  ersten  Tafelabstand  eines 
Eckpunktes,  etwa  Aj  vrill- 
kürUch  fixieren,  indem 
man  Ä*  auf  der  durch 
/  gezogenen  Normalen 
ZOT  Achse  X  giebt.  Diese 
Nonnale  teile  die  Strecke 
BC  im  Punkte  ly  (Fig. 
92),  die  entsprechende 
Strecke  B'C  im  Punkte 
If'\  dann  muß  B'D"\ 
WC  ^BV'.iyC  sein. 
Entspricht  andererseits 
im  Dreieck  A^B^C^  dem 
Punkte  If'  der  Punkt  2?^,  so  hat  man  wegen  der  vorausgesetzten 
Ainlichkeit:  BJ)^\D^C^  =  F'B^'iU'C'.  Man  teüe  daher  die  Seite 
-SjCj  nach  dem  angegebenen  Verhältnis  durch  den  Punkt  -D^;  zeichne 
femer  AA^B^C^  in  solcher  Lage,  daß  A^  mit  ^"  zusammenfällt,  J)^ 
auf  ÄÄ"  imd  die  einander  zugeordneten  Punkte  B  und  B^  auf  die- 
selbe Seite  von  A'A''  zu  liegen  kommen.  Endlich  schneide  man 
die  Geraden  A''B^  und  Ä'C^  mit  den  Vertikalen  durch  B  und  C 
in  5"  und   C'\     A  Ä'B'C"  ist  der  Aufriß  des  gesuchten  Dreiecks. 

120.  Ein  Dreieck,  dessen  zweite  Projektion  Ä'B'C" 
gegeben  ist,  soll  so  bestimmt  werden,  daß  es  einem  ge- 
gebenen Dreieck  ähnlich  wird.  Von  letzterem  darf  zur  Ver- 
einfachung angenommen  werden,  daß  zwei  Ecken  mit  den  ent- 
sprechenden Ecken  A''  und  B'  zusammenfallen;  die  dritte  Ecke  sei 
dann  C^.  —  Auch  diese  Aufgabe  läßt  aus  demselben  Grunde  wie 
die  vorige,  hinsichtlich  der  Lage  des  gesuchten  Dreiecks  ein  Be- 
stimmungsstück willkürlich.  —  Man  denke  sich  ein  der  Aufgabe 
genügendes  Dreieck  ABC  gefunden  und  in  seiner  wahren  Gestalt 
durch  Niederlegung  um  die  zweite  Spur  e^  seiner  Ebene  als  A  A^B^CP 
dargestellt   (Fig.  93).     Der  Strahl    C'C^  schneide  e^  in  U  und  die 


Fig.  92. 
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Seiten  Ä'F'  und  A^£^  in  den  Punkten  X  und  Z^  Dieselben 
Seiten  mögen  von  den  Parallelen  zu  e^  durch  C"  und  C^  in  den 
Punkten  Z"  und  Y^  geschnitten  werden,  einander  aber  in  F  (auf  e^) 
treffen.  Unserer  Voraussetzung  zufolge  ist  A  Ä'B'O"  affin  und 
affingelegen  zu  ^Ä^B^C^\  die  Affinitatsachse  ist  e^  und  die  Affini- 
tatsstrahlen  liegen  normal  zu  ihr.  Andererseits  ist  A  A^B^C^  dem 
A  Ä'B'C^  ähnlich,  letzteres  also  zu  A  Ä'B'C"  affin  und  —  da  zwei 
Paare  entsprechender  Punkte  zusammenfallen  —  auch  affingelegen ; 
die  Affinitätsachse  ist  hier  A"B\     In  demselben  Zusammenhange, 


Fig.  93. 

wie  die  genannten  drei  Dreiecke  stehen  auch  die  drei  rechtwink- 
ligen Dreiecke  XC'Y,  X<>C«l'o  und  XCJ.  Hieraus  folgen  die 
Gleichungen:  ^^X«.  yy  ^  (7«X<>:C«P  ^  C^XxC^Y  und  6'X:  VV 
=  C"X\  C"Y.  Da  aber  X  und  X»  einander  als  Aufriß  und  Nieder- 
legung eines  in  der  Ebene  ABC  gelegenen  Punktes  entsprechen,  ist 
KP  >  KX,  folglich  C;X:  CJ>  C'X\  C'Y. 

Aus    dieser  Überlegung   ergiebt    sich  die   Konstruktion.     Man 
bestimme  (nach  26)    die   affinen   rechten  Winkel   an   den   Punkten 
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C'  nnd  Cj  und  benenne  die  Schnittpunkte  ihrer  Schenkel  mit  der 
Achse  Ä'B"  als  X  und  Y,  so  aber  daß  die  letzte  Ungleichung  er- 
füllt ist.  Hierauf  fixiere  man  auf  der  verlängerten  Geraden  XC" 
willkürlich  den  Punkt  C^  und  zeichne  das  Dreieck  XC^Y  in  der 
Lage  XjC^Jj,  so  daß  die  Gerade  C^X  auf  die  über  C^  hinaus  ver- 
längerte Gerade  XC  und  die  Punkte  Y^  und  Y  auf  einerlei  Seite 
dieser  Geraden  fallen.  Hat  man  hierdurch  zugleich  A''  und  J?"  in 
A^  und  jffj  übergeführt,  so  schneiden  sich  A^C^  und  ^"C"  in  einem 
Punkte  B^  der  Spur  tf,,  welche  parallel  zu  &'Y  zu  ziehen  ist.  Die 
Niederlegung  des  gesuchten  Dreiecks  kann  dann  als  das  zum 
AA'F'C-  affingelegene  A  A'^B^C^  gezeichnet  werden  {C^Y'^^C'Y 
und  Gerade  r<>^^«Z«>  jj  Gerade  Y^JB^A^X^).  Um  seinen  Grundriß 
und  die  Spur  e^  zu  finden,  hat  man  die  niedergelegte  Ebene  auf- 
zurichten und  in  einer  Seitenansicht  die  zweiten  Tafelabstände 
der  in  Frage  kommenden  Punkte  zu  bestimmen. 

121.    Die   schiefe   Parallelprojektion   eines  gegebenen 
Dreiecks  ABC  auf    eine   feste   Ebene   TTj    soll  so  bestimmt 
werden,    daß    das    Bild    einem    gegebenen   Dreieck  A^B^C^ 
ähnlich    wird. 
Man     denke     sich 
die  Ebene  ABC  um 
ihre  Spurlinie  e^  in 
TTj       niedergelegt. 
Zu  dem  umgelegten 
^A^B^C^{Y\g,M) 
ist   ein    in   Bezug   <— 
auf      e^        affines 
A^iJJjC'i    ähnlich 
zu    AA^B^C^    zu 
konstruieren.  Das- 
>elbe  ist  bestimmt, 
sobald     ein     Eck- 
punkt,    z.  B.  B^ , 
bekannt  ist.     Man 
ziehe  durch  B^  die  Parallele   zur  Seite  ^^^o»  welche  die  Achse  e^ 
in  X  treffen   mag.     Die  Seiten  B^C^y  ^o^o>  ^^q-^o   mögen  e^  in  den 
Punkten   U^   V.  /A    schneiden.     Sind  femer  a,  ß,  y  die  Winkel  im 
^Af^B^C^  und  r^i,  ft,  Xi  ^Je  Winkel  im  A  A^B^C^,  so  ist  l.XBqW=:u 
und   z_  UBff~  =  2  R  —  /9,  mithin  der  Punkt  B^  durch  die  beiden  Be- 
dingungen:  ZL  XB^W  =  a^  und   z_  UB^W=  2  R— /9j  zu  bestimmen. 
5j  findet  sich  daher  als  Schnittpunkt  zweier  Kreise,    welche   über 
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den  Sehnen  X^F  und  UiF  die  Peripherie winkel  a^  und  2  R  —  ß 
enthalten.  Das  A  ^lA^i  °^^  ^^^  vorgeschriebenen  Winkeln  ent- 
steht dann,  indem  man  B^  U  und  B^  W  zieht  und  diese  Geraden  mit 
der  Parallelen  durch  V  zu  B^X  schneidet.  Wird  schließlich  das 
A  -^o^o^o  ^^  ^1  ^^  ^^®  ursprüngliche  Lage  aufgedreht,  so  sind 
A  ABC  und  A  ^i-^jC^  durch  Parallelprojektion  aufeinander  bezogen. 
123.  Die  schiefe  Parallelprojektion  eines  gegebenen 
Kreises  vom  Radius  r  auf  eine  Ebene  TTi  soll  so  bestimmt 
werden,  daß  sein  Bild  eine  Ellipse  von  gegebenen  Halb- 
achsen a  und  b  wird. 
Der  Kreis  k  werde  um 
die  Spur  e^  seiner  Ebene 
in  TTi  niedergelegt.  Seine 
ümlegung  k^  (Fig.  95  *) 
und  sein  Bild,  die  Ellipse 
^j,  müssen  sich  in  Bezug 
auf  e^  als  Achse  in  affiner 
Lage  befinden,  mithin 
muß  dem  zu  e^  parallelen 
Kreisdurchmesser  C^I^^^ 
ein  ihm  gleicher  und  pa- 
ralleler Ellipsendurch- 
messer CjJJj  entsprechen. 
Damit  aber  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen  a 
und  b  einen  Durchmesser 
von  der  Länge  2r  habe, 
muß  a^r^Ä  sein.  Diese 
Bedingung  entscheidet 
über  die  Lösbarkeit  un- 
seres Problems;  ist  sie 
erfüllt,  so  giebt  es  im 
allgemeinen  zwei  Ellipsen- 
durchmesser der  geforr 
derten,  Art  symmetrisch 
zu    den    Achsen.        Der 


Fig.  95. 


Winkel  qp^,  welchen  einer  derselben,  rf,  mit  der  größeren  Achse 
bildet  und  den  affinen  Winkel  ^  findet  man  durch  eine  Hilfs- 
konstruktion (Fig.  95  a)  indem  man  nach  29  die  affine  Lage  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  Ä^MB^  mit  den  Katheten  a  und  b  und  des 
rechtwinklig -gleichschenkligen   Dreiecks    AMB  mit   der   Kathete    r 
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bestiinmt.    fiUerauf  ziehe  man  in  der  Hauptfigur  aus  dem  Mittel- 
punkt M^  von  Aq    die   Linie  M^Aq  unter  dem  Winkel  cp  gegen  e^ 
und  zu  ihr  normal  Mq£q;   die  Schnittpunkte   dieser  Linien  mit  e^ 
seien  X  und  Z.     Der  Ellipsenmittelpunkt  M^  liegt  als  Scheitel  des 
zo  L  XM^Y  affinen  rechten   Winkels   auf  dem  Kreise  XM^Y  und 
zwar  so,  daß   Z_  YXM^  =  qp^  ist.     Damit  ist  die  Affinität  festgelegt. 
Die  zu  M^M^  parallelen  Affinitätsstrahlen  durch  A^  und  B^  schneiden 
Xl^  und  YM^   in  den  Scheiteln  A^  und  J?^  der  Ellipse,  welche  nach 
dem  früheren   punktweise  konstruierbar  ist.  —  Wird  der  Kreis  in 
seine  ursprüngliche   Lage  aufgedreht,    so  bleibt  er  durch  Parallel- 
projektion auf  die   Ellipse  bezogen.  — 
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Ebenflächige  Gebilde,  Korper. 

Die  körperliche  Eclce;  das  Dreilcant 

138.  Die  ebenflächigen  Gebilde  werden  begrenzt  von  ebenen 
Polygonen,  diese  von  Kanten,  die  in  den  Ecken  zusammenstossen. 
Die  Kanten  eines  solchen  Gebildes  sind  in  zweifacher  Weise  an- 
geordnet; einerseits  bilden  sie  ebene  Vielecke,  andererseits  körper- 
liche Ecken.  Eine  körperliche  72-kantige  Ecke  oder  kürzer 
ein  n-Kant  wird  gebildet  von  w-Strahlen  und  w-Winkeln,  die  von 
emem  Punkte  ausgehen.  Dieser  Punkt  heißt  der  Scheitel,  jene 
Strahlen  die  Kanten  und  jene  Winkel  die  Seiten  (Seitenflächen) 
der  körperlichen  Ecke.  Jede  Seite  wird  von  zwei  Kanten  begrenzt 
und  kann  daher  auch  als  Kantenwinkel  bezeichnet  werden,  in  jeder 
Kante  stossen  zwei  Seiten  an  einander,  die  so  die  Flächenwinkel 
oder  kurz  die  Winkel  des  n-Kants  bilden. 

Zwei  »-Kante,  welche  alle  Seiten  und  alle  Winkel  entsprechend 
gleich  haben,  sind  kongruent  oder  symmetrisch.  Es  ist  das 
unmittelbar  zu  erkennen,  wenn  man  die  beiden  n-Kante  in  eine 
solche  gegenseitige  Lage  bringt,  daß  zwei  aufeinanderfolgende  Kanten 
des  einen  mit  den  entsprechenden  des  anderen  zusmmenfallen,  wobei 
djurn  beide  n-Kante  sich  entweder  ganz  decken  oder  in  symmetrischer 
La^e  in  Bezug  auf  die  gemeinsame  Seitenfläche  als  Symmetrieebene 
i»efioden.    Verlängert  man  die  Kanten  eines  «jKants  über  den  Scheitel 
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hinaus,  so  erhält  man  ein  neues  n-Kant,  dessen  Seiten  die  Scheitel* 
Winkel  der  Seiten  des  ersteren  sind;  beide  n-Kante  sind  symmetrisch. 
124,  Ein  n-Kant,  bei  dem  jeder  Flächenwinkel  <  2  R  ist,  heißt 
konkav.  Bei  einem  konkaven  7i-Kant  ist  die  Summe  der 
Seiten  <4R,  vorausgesetzt,  daß  sich  die  Seitenflächen  nicht  durch- 
kreuzen. Schneidet  man  nämlich  das  n-Kant  mit  einer  Ebene  — 
die  alle  Kanten  trifft  — ,  so  entsteht  ein  Körper,  den  man  als 
n-seitige  Pyramide  bezeichnet;  derselbe  wird  begrenzt  von  einem 
«-Eck,  der  Basisfläche,  und  n  Dreiecken,  den  Seitenflächen  (vergU 

Fig.  96).     Nennt   man   die   Ecken   der  Basisfläche  1,  2, n  und 

die  nach  ihnen  laufenden  Kanten  k^^ 
Äj*.  ...Ä„,  so  kann  man  die  Kanten- 
winkel durch  Z_  ÄjÄg,  z.  ÄjÄg  . . . .  Z.  Kk^^ 
die  Flächenwinkel  durch  Z.  A^ ,  Z^  k^r 
....  z_  Ä„  bezeichnen.  Bedenkt  man^ 
daß  die  Winkelsumme,  in  jedem  der  n. 
Seitendreiecke  2R  beträgt,  so  folgt: 

Z.  ÄjÄj  +  Z-  ^2^3  + +  Z.  Kk^  =  2nR 

-  Z.Ä12~  ^^^^21-^^23-  ^S32 

—  ...—   z.5nl—  Z_Sln. 
Nun  ist  der  Punkt  2  Scheitel  eines  Drei- 
kants mit  den  Kanten  2  1,  2  3,  2  i$,  und 
da  in  jedem  Dreikant  die  Summe  zweier 
Seiten  grösser  als  die  dritte  ist,  hat  man: 
Z.  521  +  Z.523  >  Z.  123. 
Indem  man  die  analogen  Resultate  für  die  Ecken  3,  4,  . . .,  n,  1  be- 
nutzt, geht  die  frühere  Gleichung  in  die  Ungleichung  über: 

Z-ÄjÄj  +  ^ÄjÄj +  ....+  Z.Ä«Äj<2ni?—  ZL123—  Z.234  — .... 
oder,  da  die  Winkelsumme  im  n-Eck  (2n  — 4)Ä  beträgt,  in: 
Z-  AjÄg  +  Z.  Äj*3  +  ....+  Z.  Ä„Äi  <  4Ä. 
Fällt  man  von  einem  Punkt  im  Innern  eines  ;z-Kants  der  Reihe 
nach   Lote  auf  seine  Seitenflächen,  so  bestimmen  die  aufeinander- 
folgenden Lote  die  Seitenflächen  eines  neuen  w-Kants,  des  Polar- 
n-kants.  Daraus  folgt  sofort,  daß  auch  die  Kanten  des  ursprünglichen 
n-Kants  auf  den  .bezüglichen  Seitenflächen  seines  Polar-n-kants  senk- 
recht stehen;  und  es  ist  weiter  ersichtlich,  daß  die  Kantenwinkel 
eines  jeden  von  ihnen  die  Supplemente  der  entsprechenden 
Flächenwinkel  beim  anderen  sind.     Dabei  sind  solche  Kanten 
und  Seiten  als  entsprechend  aufgefaßt,  die  aufeinander  senkrecht  stehen. 
Die  Summe  der  Winkel  (Flächenwinkel)   eines   konkaven 
Ti-Kants  ist  >  (2?*  —  4)  R.    Denn  für  das  zugehörige  Polar-n-kant, 


Fig.  96. 
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das  ebenfalls  konkav   ist,   ist   nach   dem   vorangehenden  Satze  die 
Summe  der  Seiten   <  4  R,  also  die  Summe  der  zugehörigen  Supple- 
mentswinkel >  (2n  —  4)  R;  diese  sind  aber  jenen  Flächen  winkeln  gleich. 
125,    Wie  in  der  Ebene  die  Konstruktion  der  n-Ecke  auf  die- 
jenige der  Dreiecke   zurückgeführt  wird,    so   wird   im   Räume    die 
Konstruktion    der   n-Eante   auf  diejenige   der   Dreikante   reduziert. 
Wir  werden   uns   deshalb  weiterhin   ausführlicher   mit    den  Drei- 
kanten  zu  beschäftigen  haben.    In  einem  Dreikant  sind  alle  Winkel 
and  alle  Seiten   <  2  R.     Seine  Kanten  sollen  durchweg  mit  a,  b,  c, 
die  gegenüberliegenden   Seiten   mit  A,  B;  F  bezeichnet   werden,   so 
daß  A  =  Äc,  B  =  ca,  V  =  ab  und  a  =  Bxr,  Ä==rxA,  c  =  AxB  ist. 

Z.  A,  z_  B,  Z>  r  bedeuten  dann  die  Kanten winkel,  und  z_  a, 
i^h.i^c  die  Flächen  Winkel  des  Dreikants.  Nach  den  voraus- 
geschickten Untersuchungen  haben  wir  die  Ungleichungen: 

0  <  Z.A+  z:B+  Z.  r<  4R 
und  2R<z.a  +  Z.Ä  +  Z_c<6R. 

Hierzu  kommen  noch  die  Ungleichungen: 

Z.A+Z.B>Z.r,  Z-B+Z-r>iLA,  Z.r+Z_A>Z-B, 
welche  besagen,  daß  die  Summe  zweier  Seiten  grösser  als  die  dritte 
ist.  Es  ist  hier  nicht  nötig,  diese  letzteren  Ungleichungen  zu  be- 
weisen, da  sie  bei  der  folgenden  Konstruktion  des  Dreikants  aus 
seinen  drei  Seiten  sofort  als  richtig  erkannt  werden.  Mit  Hilfe 
des  Polardreikants  folgern  wir  aus  den  letzten  Ungleichungen  noch 
die  weiteren: 

Z.a+Z.Ä<2R+iLc,    Z.Ä+Z.c<2Ä+^a, 

Z.c+Z.a<2R+Z_Ä. 
Von  den  sechs  Winkeln  (drei  Kanten-  und  drei  Flächenwinkeln) 
eines  Dreikants  genügt  es  irgend  drei  zu  kennen,  um  das  zugehörige 
Dreikant  konstruktiv  zu  bestimmen.  Soll  die  Konstruktion  nicht 
immöglich  werden,  so  dürfen  die  gegebenen  Winkel  den  angefahrten 
Ungleichungen  nicht  widersprechen.  Es  ergeben  sich  nun  die  folgen- 
den 6  Aufgaben: 

Ein  Dreikant  zu  konstrieren 

1.  aus:  A,  B,  r  —  seinen  drei  Seiten, 

2.  aus:  A,  B,  c  —  zwei   Seiten    und    dem    eingeschlossenen 

Winkel, 

3.  aus:  A,  B,  a  —  zwei   Seiten   und   dem   einer   von  ihnen 

gegenüberliegenden  Winkel, 

4.  aas:  A, 3^c  —  einer  Seite   und  den  beiden  anliegenden 

Winkeln, 
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5.  aus:  A,a,b  —  einer  Seite,  einem  anliegenden  und  einem 

gegenüberliegenden  Winkel, 

6.  aus:   a,b,c  —  seinen  drei  Winkeln. 

Diese  Aufgaben  lassen  sich  unter  Benutzung  des  Polardreikants 
paarweise  auf  einander  zurückfuhren.  Die  Aufgaben  3.  und  5.  lassen, 
wie  wir  später  sehen  werden,  eventuell  zwei  Lösungen  zu,  alle 
anderen  jedoch  stets  nur  eine  Lösung,  abgesehen  davon,  daß  es  zn 
jeder  Lösung  eine  symmetrische  giebt. 

126.  Konstruktion  des  Dreikants  aus  seinen  drei  Seiten 
A,  B,  r.  Wir  denken  uns  das  Dreikant  mit  der  Seitenfläche  F  in 
der  Zeichenebene  liegend,  trennen  es  längs  der  Kante  c  auf  und 
legen  die  Seiten  A  =  bc  und  B  =  ac  um  die  bezüglichen  Kanten 
b  und  a  in  die  Zeichenebene  nieder,  so  daß  die  gegebenen  Seiten 
am  Scheitel  S  nebeneinander  zu  liegen  kommen  (vergl.  Fig.  97). 
Gehen  wir  von  dieser  Lage  aus,  so  gewinnen  wir  das  Dreikant, 
indem  wir  die  Seiten  A  und  B  um  die  Kanten  b  und  a  zurück- 
drehen, bis  die  Kanten 


-kT** 


\  • 


0 


und 


c"inc  zusammen- 


<5 


-'  V 

^if 


Fig.  97. 


fallen.  Dann  fällt  auch 
Pq  mit  P^  in  P  zusam- 
men, wenn  wir  SP^  =  SF^ 
wählen.  Bei  dieser 
Drehung  beschreibt  P^ 
einen  Kreisbogen  um  a 
als  Achse,  d.  h.  die  Pro- 
jektion dieses  Punktes 
bewegt  sich  auf  einer 
Senkrechten  zua;  ebenso 
bewegt  sich  bei  der 
Drehung  von  P^  um  h 
seine     Projektion     auf 


einer  Senkrechten  zu  b.  Der  Schnittpunkt  P'  dieser  Senkrechten 
ist  die  Projektion  des  Raumpunktes  P,  also  c=^SP'  die  Projektion 
der  Kante  c.  Legt  man  die  Ebenen  jener  Kreisbogen  P^P  und  P^P  in 
die  Zeichenebene  um,  so  erhält  man  die  Kreisbogen  PqPa  ^^^d  P^P^j 
wobei  P'P^±P'P^  und  PT^±P'P^  ist.  Zugleich  giebt  P'P^ 
=  FP^  =  P'P  die  Höhe  des  Punktes  P  über  der  Zeichenebene  an,- und 
ferner  ist:  /_  FMP^  =  z_  6  und  z.  P'LP^  =  z.  «.  Um  noch  i_  c 
zu  erhalten,  errichte  man  in  P  auf  der  Kante  c  eine  senkrechte 
Ebene,  die  die  Kanten  a  und  b  in  J  und  £  schneidet,  dann  ist 
Z_  JPB  =  z_  c.     Hiernach  stehen  PA  und  P£  auf  c  senkrecht,  also 
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^4 


ist  P^B  Jl  c^  und  F^A  j_  c^,  und  ^JS  ±  c  als  Spur  einer  zu  c  senk- 
rechten Ebene.  Legt  man  das  Dreieck  AP£  um  seine  Seite  AB 
in  die  Zeichenebene  um,  so  kommt  P*  —  die  umgelegte  Ecke  — 
auf  c  zu  liegen  und  es  ist  P*A  =  PqA,  P*B  =  P^B  und  L.  AP*B 
-^  L  c. 

Natürlich  giebt  es  zwei  Dreikante,  die  symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  Zeichenebene  liegen.  Die  ganze  Aufgabe  stimmt  in  ihrem  Wesen 
mit  der  in  113  behandelten  überein.  Auch  erkennt  man  leicht, 
daß  CS  nur  dann  eine  Lösung  giebt,  wenn  A  +  B  >  f  ist,  was  zwei 
analoge  Relationen  nach  sich  zieht. 

127.  Konstruktion  des  Dreikants  aus  zwei  Seiten  A,  B 
and  dem  eingeschlossenen  Winkel  c  (Fig. 98).  Man  lege  die  Seiten 
nebeneinander  in 
die  Zeicfaenebene  **  -  '^ 
ond  drehe  dann  die 
eine  A  um  die 
Kante  b  bis  sie  mit 
B  den  gegebenen 
Winkel      c       ein-   *' 

schließt.  Ein  Punkt  ^    ^  .  ^._    ,. 

P,     auf     b^     be-  '^s  \\        /  V-^Ä" 

schreibt  hierbei 
wieder  einen  Kreis- 
bogen um  c  als 
Achse  und  seine 
Projektion  eine 
Senkrechte  zu  c.  Durch  Umlegen  des  Kreisbogens  in  die  Zeichen- 
ebene ergiebt  sich  der  Bogen  PqP^,  dessen  Centriwinkel  =  2  R  —  Z_  c 
ist.  Lotet  man  von  P^  auf  PqMj  so  erhält  man  P'  und  damit  b\ 
Dreht  man  die  Seite  ää  =  f  um  die  Kante  a,  so  beschreibt  die 
Projektion  von  P  eine  Senkrechte  zu  a  und  es  gelangt  P  nach  P^, 
wobei  SPq  =  SP^  ist.  Auch  kann  man  ZP^  =  ZP^  aus  dem  recht- 
»-inkligen  Dreieck  P^P'Z,  dessen  Katheten  P^F=P^F  und  FZ 
man  kennte  bestimmen.  Hiermit  ist  f  und  /_  a  =  i^  P^ZF'  gefunden; 
der  dritte  Winkel  des  Dreikants  bestimmt  sich  wie  vorher. 

128,  Konstruktion  des  Dreikants  aus  einer  Seite  A 
and  den  beiden  anliegenden  Winkeln  b  und  c.  Die  Seite  A 
lege  man  in  die  Zeichenebene  und  durch  ihre  Kanten  b  resp.  c  lege 
man  Ebenen,  die  mit  ihr  den  Winkel  b  resp.  c  einschließen;  die 
Schnittlinie  dieser  Ebenen  ist  die  gesuchte  Kante  a.  Um  a  zu 
konstruieren,  ziehe  man  in  den  Ebenen  ab  =^V  und  ac  =  B  Haupt- 
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P' 


^' 


.v 


^-Ä* 


linien,  die  in  einer  Parallelebene  zur  Zeichenebene  liegen.  In 
Fig.  99  sind  Q^P^  und  RF  die  Projektionen  solcher  Hauptlinien, 
wenn  Q^^  =  R^R  ist.  Denn  offenbar  ist  R  die  Projektion  eines 
Punktes  R  der  Ebene  «c  =  B,  dessen  Abstand  von  der  Tafelebene 
gleich  R^R  ist;  analoges  gilt  für  Q^.     Der  Schnittpunkt  P  unserer 

Hauptlinien  ergiebt 
die  Kante  a  =  SP. 
Durch  umlegen  der 
Seiten  ac  und  ab 
in  die  Zeichenebene 
erhält  man  B  und 
r  in  wahrer  Größe. 
Die  entsprechende 
Konstruktion  ist 
nach  den  bereits 
behandelten  Auf- 
gaben 126  und  127 
leicht  zu  ver- 
stehen. — 

129.  Kon- 
struktion des 
Dreikants  aus  zwei  Seiten  A,  B  und  dem  der  Seite  A 
gegenüberliegenden  Winkel  </. 


'Ä. 


^r 


Fig.  99. 


'S.     . 

Xh 

r  I  • 


''OO  s 


Fig.  100. 

I.Lösung  (Fig.  1 00).  Wir  breiten  die  beiden  Seiten  A  und  B  neben- 
einander in  die  Zeichenebene  aus,  die  wir  mit  der  gesuchten  Seite  f 
zusammenfallen  lassen.    Nun  drehen  wir  die  Seite  B  um  die  Kante  a, 
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bis  sie  mit  der  Tafelebene  den  Winkel  a  einschliesst.  Indem  wir 
dabei  genau  wie  in  126  vorgehen,  gewinnen  wir  P'  und  damit  c  und 
erkennen,  daß  P  den  Tafelabstand  PP'  =  P^F  besitzt.  Das  von  P 
auf  die  gesuchte  Kante  d  gefällte  Lot  PM  hat  die  Länge  Po^oo» 
woraus  sieb  das  Lot  PM  als  Kathete  eines  Dreiecks  mit  der  Hypo- 
tenuse P^Äf^  =  Po-^'oo  ^"^^  ^®^  Kathete  P^P'  ergiebt.  Man  braucht 
also  nur  um  I^  einen  Kreis  mit  dem  Radius  P'M^  zu  ziehen,  die 
gesuchte  Kante  b  muß  dann  diesen  Kreis  berühren.  Damit  ist 
r=  /_a6  und    z.  ä  =  z_  P^M^F  gefunden.   Zur  Kontrolle  dient:  SM 

Ist,  wie  im  vorliegenden  Beispiel,  A<B,  —  folglich  PqM^q<^PqL 
Tuid  P^Äf^  <  P^-C  —  so  schneidet  der  Kreis  um  P'  die  Kante  a 
nicht  und  es  giebt  zwei  ganz  verschiedene  Dreikante  {abc  und  ab^c)^ 
oder  gar  keines,  wenn  PqMqq<:,P^P'  ist.  Ist  dagegen  A>B,  so 
schneidet  der  Kreis  um  P'  die  Kante  a  und  es  giebt  immer  ein 
Dreikant  so  lange  A  <  B  +  T. 


■->#^v:- 


P^ 


Fig.  101. 

ISO,  2.  Lösung  (Fig.  101).  Wir  lassen  jetzt  die  Seite  B  mit  der 
Zeichenebene  zusammenfallen.  Durch  die  Kante  a  legen  wir  eine 
Ebene  mit  dem  Neigungswinkel  a  und  um  die  Kante  c  als  Achse  einen 
Botationskegel ,  indem  wir  die  Seite  A  um  ihre  Kante  c  sich  drehen 
lassen.  Die  gesuchte  Kante  b  muß  dann  gleichzeitig  auf  dieser 
Ebene  und  diesem  Kegel  liegen.    Um  die  Schnittlinie  der  Ebene  und 
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des  Kegels  zu  finden,  benutzen  wir  eine  zu  c  senkrechte  Hilfsebene, 
die  wir  um  ihre  Spur  in  die  Zeichenebene  niederlegen,  unser  Kegel 
weist  in  der  niedergelegten  Hilfsebene  als  Spur  den  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkt  L  und  dem  Radius  ZB^^  auf  und  unsere  Ebene  die 
Spur  AF\  Denn  ein  Punkt  P  unserer  Ebene,  dessen  Projektion 
P'^L  ist,  hat  den  Tafelabstand  F'F  =  P^P,  wo  P^F  Kathete 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  P^FM  ist.  Eine  in  M  zm  a  senk- 
rechte Winkelebene  schneidet  nämlich  unsere  Ebene  in  der  Oeraden 
FM,  deren  Umlegung  in  die  Tafelebene  offenbar  MP^  ist  und 
mit  MF  den  Winkel  a  einschließt.  Spurkreis  und  Spurlinie  AP"^ 
schneiden  sich  in  B'\  dem  Spurpunkt  der  gesuchten  Kante  b  in 
der  Hilfsebene,  woraus  sich  sofort  b'  ergiebt.  i_B'LÄ^  i^c  und 
die  wahre  Größe  der  Seite  a^  =  F  erhält  man  durch  Umlegen  der- 
selben um  die  Kante  a.  In  der  Figur  ist  zu  diesem  Zwecke  zu- 
nächst P  nach  P®  umgelegt,  hierdurch  AP^  und  auf  dieser  Ge- 
raden B^  bestimmt.  Zur  Kontrolle  dient  die  Gleichheit  von  8B^ 
und  8B^.     Eine  zweite  Lösung  liefert  der  Punkt  B^\  doch  ist  die 

, ^,- -^^  weitere     Durchfuhrung 

unterlassen, 

Figur     nicht 

zu     kompli- 


^ti>U; 


derselben 
um    die 
zu     sehr 
zieren. 
131. 


Konstruk- 
tion des  Dreikants 
aus  einer  Seite  B, 
einem  anliegenden 
Winkel  a  und  dem 
gegenüberliegenden 
Winkel  b  (Fig.  102). 

Lassen  wir  die 
Zeichenebene  mit  der 
gesuchten  Seite  f  zu- 
sammenfallen und  den- 
ken wir  uns  B  in  die- 
selbe niedergelegt.  Als- 
dann drehen  wir  B  um 
die  Kante  a,  bis  sie 
mit  der  Tafelebene  den  Winkel  a  einschließt;  ganz  wie  früher  erhalten 
wir  so  F  und  c  und  PP^^  als  Tafelabstand  des  Punktes  P. 
Durch  c  =  SP  ist  nun  eine  Ebene  zu  legen,  die  mit  der  Tafelebene 
den  Winkel  b   bildet.     Die  Spuren  aller  Ebenen  durch  P  mit  der 


Ä 


r<, 


4^ 


P' 


Fig.  102. 
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Tafelneigang  =  z_b  berühren  nach  108  einen  Kreis  mit  dem  Mittel- 
punkt P\  Sein  Radius  ist  eine  Kathete  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks P^P'M^y  dessen  andere  Kathete  gleich  dem  Tafelabstand 
FP'  ist  und  dem  Winkel  b  gegenüberliegt. 

Die  Spur  der  gesuchten  Seite  A  ist  also  die  von  S  an  unseren 
Kreis  gele^e  Tangente  b.  Die  Tangente  b^  liefert  in  unserer  Zeich- 
nung ein  Dreikant  mit  dem  Winkel  2R— a,  dagegen  liefert  die  Ver- 
längenmg  von  b^  über  S  hinaus,  nämlich  b^,  mit  a  und  c  ein  Drei- 
kant, welches  die  gegebenen  drei  Stücke  B,  a,  b  besitzt.  Es  kann, 
ganz  wie  in  der  yorhergeh enden  Nummer,  zwei  oder  keine  oder 
eine  Lösiuig  geben,  je  nachdem  S  außerhalb,  innerhalb  oder  auf 
dem  Kreise  um  P'  liegt.  Mit  b  ist  Seite  a^=3  f  gefunden,  während 
sich  die  wahre  Größe  von  A  durch  Niederlegen  in  die  Tafelebene 
ergiebt  (-Vi»  =  3/^P^.   Kontrolle:   SP^^SP".). 


y^a. 


:7^ 


Fig.  103. 


132.  Konstruktion  desDreikants  aus  seinen  drei  Winteln 
a,b,c.  1.  Lösung  (Fig.  103).  Wir  legen  eine  Seite,  etwa  A,  in  die 
Grundrißebene ,  und  wählen  die  Aufrißebene  senkrecht  zur  Kante  c, 
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so  daß  die  Ebene  der  Seite  B  die  Kante  c  zur  ersten,  die  Gerade,  die 
mit  der  ar-Achse  den  Winkel  c  einschließt,  zur  zweiten  Spur  hat.    Die 
gesuchte  Seite  F  muß  dann  mit  den  Ebenen  A  resp.  B  die  Winkel 
ö  resp.  a  einschließen,  und  kann  noch  durch  einen  beliebigen  Punkt, 
etwa  den  Punkt  P  in  TTg,  gelegt  werden.    Da  f  mit  A  den  Winkel  & 
bildet,    so  muß  sie  den  Kegel  berühren,    der  durch  Rotation  von 
PQ  um  die  Achse  PF  entsteht  {/lPQP=^  Z_ä).     Ganz  ebenso  muß 
r  den  Kegel  berühren,  der  durch  Rotation  von  PR  um  die  Achse  ^/' 
entsteht   {i^ PRF  =  L. a,  PF  1.CI),    Es    sind   also  die  gemeinsamen 
Tangentialebenen  der  beiden  Kegel  mit  den  Achsen  PP'  und  PF  zu 
bestimmen  und  verfahren  wir  dabei  wie  in  114.     Wir  denken  uns 
nämlich  aus  P'  und  F  auf  die  gesuchte  Tangentialebene  die  beiden 
Lote  gefällt.     Die  Verbindungslinie  ihrer  Fußpunkte   ist   eine   ge- 
meinsame Tangente  t  beider  Kegel,  ihr  Schnittpunkt  H  mit  PF  ist 
ihr  zweiter  Spurpunkt  und  folglich  PH  die  zweite  Spurlinie  der  ge- 
suchten Seite  r.    Um  //  wirklich  zu  konstruieren,    suchen  wir  die 
um  P'F  niedergelegte  Tangente  t^^   deren  Abstände  von  P'  und   J*" 
gleich  sind  den  Abständen  dieser  Punkte  von  den  Geraden  PQ  und 
PR  respective.    Die  Kante  b,  d.  h.  die  erste  Spur  der  Seite  f,  findet 
man  nun  als  Tangente  aus  B  an  den  ersten  Spurkreis  des  Kegels, 
der  durch  Rotation  von  PQ  um  die  Achse  PF  gebildet  wurde.     Die 
Kante  a==8Ä\  legt  man  noch  a  um  c  resp.  b  nieder,  so  erhält  man 
die  wahre  Größe  der  Seiten  B  und  f. 

133.  2.  Lösung  (Fig.  104).  Man  zeichne  zunächst  ein  Dreikant 
mit  den  drei  Seiten :  A^  =  2  R — a,  B^  =  2  R  —  ä,  fj  =  2  R  —  c,  indem  man 
ganz  wie  in  126  zu  Werke  geht.  Dann  wähle  man  auf  den  Kanten 
a^,b^jC^  desselben  die  Punkte Z,Jf,iV respective,  und  errichte  in  ihnen 
Ebenen  senkrecht  zu  den  bezüglichen  Kanten.  Bei  geeigneter  Wahl 
von  L,M,N  liegt  der  Schnittpunkt  S  dieser  Ebenen  im  Innern  des 
Dreikantes  a^b^c^\  die  Ebenen  schneiden  sich  dann  in  den  Kanten 
des  Polardreikantes  mit  dem  Scheitel  ä,  das  die  vorgeschriebenen 
Winkel  a,  ä,  c  besitzt.  In  der  Figur  ist  die  Spur  AB  der  in  N 
auf  Cj  normalen  Ebene  wie  früher  bestimmt.  Die  Spuren  der  in  L 
auf  a^  und  in  M  auf  b^  normalen  Ebenen  sind  LK  und  MK\  sie 
schneiden  aus  den  Seiten  B^  resp.  r^  die  Geraden  LH  resp.  MJ 
aus,  die  in  den  umgelegten  Seiten  zu  LH^  und  MJ^  werden.  Das 
gesuchte  Dreikant  hat  den  Scheitel  S  und  die  Kanten  8J,SH,SK, 
die  auf  den  Seiten  AiyB^f^  respective  senkrecht  stehen.  Die  Seiten- 
fläclien  unseres  Dreikantes  sind  ÄS/iV,  JSKM  und  KSHZj  deren 
wahre  Größe  wir  durch  Umlegen  in  die  Zeichenebene  finden.  So 
erhält    man    ÄS^J^M,    indem    man    S^K    und   J^J'±KM  zieht, 
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J^M^J^M  macht    und  S^J^  durch  den  Spurpunkt  von  /5,    d.  li. 

doreh  AB  x  /'S '  zieht ;  ganz  ebenso  findet  man  KS^H^L  ( i.  MJ^S^ = B, 
iL  Ijlfiß^  =  R,  A'5^  =  A'S^).  Von  dem  Vierecke  SJNIl  kennt  man 
die  wahre  Länge  aller  Seiten  und  die  Winkel  /_SJN=^  und 
/_SHN=R  und    kann  also  die  wahre  Größe  S^J^N^II^  zeichnen 
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v^  y     Ur»       \  // 
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J^A^=./>J\^,      //a-^ A  =  ^^A'o,    n^S^  =  H^S^),     Damit    ist    dann 
i_ 0  =  z_  lI^S^Kj    Z^b=  i_  J^S^K und  /_c—  L. ^cß/J^t^  gefunden. 

IM.  Nachdem  wir  Dreikante  aus  Seiten  und  Winkeln  kon- 
stmert  haben ,  könnten  wir  solche  auch  aus  anderen  Bestimmungs- 
stiSicken  konstruiren.  Es  wird  jedoch  in  solchen  Fällen  öfters  ge- 
boten sein,  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  zu 
benutzen,  um  zu  solchen  Bestimmungsstücken  zu  gelangen,  die  ein 
einfaches  Zeichnen  ermöglichen.  Bei  drei  beliebig  gewählten  Be- 
stimmungsstücken wird  die  Aufgabe  häufig  unlösbar,  nämlich  dann^ 
wenn  sie  Ton  Gleichungen  höheren  Grades  abhängt.  Um  hier  ein 
konstruierbares  Beispiel  zu  geben,  soll  ein  Dreikant  aus  einer 
Seite  A,  dem  gegenüberliegenden  Winkel  i_a  und  dem  Nei- 
gungswinkel der  Kante  a  gegen  die  Seite  A  —  i^  aK  =  u  — 
gezeichnet  werden. 

Wir  errichten  in  einem  Punkte  A  der  Kante  a  eine  zu  ihr 
senkrechte  Ebene  E,  die  die  Kanten  b  und  c  resp.  in  B  und  C 
schneidet  (Fig.  105).  Verschiebt  man  A  auf  ö,  so  verschiebt  sich  auch 
Ji  sLuf  b  und  C  auf  c,  so  daß  durch  geeignete  Wahl  von  A  die  Linie 
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£C  eine  vorgeschriebene  Länge  erhält  Läßt  man  nun  A  mit  der 
Zeichenebene  zusammenfallen,  nimmt  in  dieser  ÄC  beliebig  an  und 
legt  die  Ebene  E  um  ihre  Spur  BC  um,  so  muß  man  zwei  Drei- 
ecke CJBS  und  CjBAq  mit  folgenden  Eigenschaften  erhalten.     L.BSC 

=  Z_  A  und  L.  BA^C 
=  l.a\  die  Lote  aus  A^^ 
und  S  auf  BC  treffen 
diese  Linie  in  dem 
gleichen  Punkte  F,  da 
al_BC  und  Z_  FSA  =  a. 
Man  konstruiere  also  über 
BC  als  Sehne  zwei  Kreise, 
von  denen  der  erstere 
den  Winkel  A,  der  letz- 
tere den  Winkel  a  als 
Peripheriewinkel  faßt. 
Dann  sind  S  und  A^  auf 
diesen  Kreisen  so  zu  be- 
stimmen ,  daß  AqS  _L  BC 
und  A^F:SF  =  sin  a  ist. 
Sind    nun    JZ^    und    JK 


v>4 


/:^ 


Fig.  105. 
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den  gesuchten  Strecken 
FAq  resp.  FS  gleich, 
so   ist: 

M,A,^  =  M,L,^  +  L.A,'^  =  M,J^  +  JC^ 
und   NS^  =  iV'Z»    +   KS^  ==.  N-P  +  J(?, 

also  durch  Subtraktion: 

oder  indem  man  die  Differenz  der  Quadrate  zerlegt : 

wobei  ioRo  =  M^Lq-^M^J  und  JTQ  =  NK-^NJ  ist. 

Berücksichtigt  man  noch  die  Relation  i/^j/:ÄV=  sin  a,  so  folgt 
schließlich: 

sin  a  =  ZQJ:KJ=KQ:ZQRQ. 

MqRq  =  JM^/  und  NQ  =  iVy  sind  bekannt,  es  gilt  also  nur  noch 
JZq  und  JK  mit  Hilfe  der  letzten  Gleichung  zu  finden.  Trägt  man 
aber  im  Punkte  /  die  Strecke  JR^  =  JBq  so  an ,  daß  z.  B^JB  =  r4 
ist,  zieht  in  B^  eine  Senkrechte  zu  JB^  und  in  Q  eine  Senkrechte 
zu  JQ,  die  sich  in  0  schneiden,  so  liegt  K  auf  einer  zu  JB^  durch 
0  gezogenen  Parallelen  und  X®  auf  einem  von  K  auf  JB^  gefällten 
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liote.    In  der  Thai  ergiebt  sich  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 
WK  und  QKO  sofort: 

Z^JiJK^  QKiKO  =  QKiZ^Rq. 

Hiermit  ist  FA^  =  JL^  bekannt  und  die  Kanten  des  gesuchten 
Dreikantes  können  unmittelbar  gezeichnet  werden. 

Für  das  Umlegen  der  Seiten  B  und  F  genügt  es  zu  bemerken, 
daß  CA^=CAq  und  CÄ^±SA^y  sowie  BA^^BA^  und  BA^ 
^Sä^  ist 

Allgemeines  über  Vielflache;  reguläre  Vielflache. 

185.  Unter  einem  Vielflach  oder  Polyöder  ist  ein  räum- 
Jiches  Gebilde  zu  verstehen,  das  von  ebenen  Vielecken  begrenzt 
wird  und  überall  geschlossen  ist.  Die  ebenen  Vielecke  heissen  die 
Seitenflächen  oder  kurz  Seiten,  ihre  Seitenlinien  die  Kanten 
des  Vielflachs.  In  jeder  Kante  stoßen  zwei  Seitenflächen  aneinander. 
Die  Elckpunkte  jener  ebenen  Vielecke  sind  zugleich  die  Ecken  des 
Tielflachs,  in  denen  also  mindestens  drei  Kanten  —  und  ebenso- 
viele  Seitenflächen  —  zusammenstossen.  Zwei  Vielfiache,  die  in  den 
bezüglichen  Seitenflächen  einerseits  und  in  den  bezüglichen  körper- 
lichen Ecken  andererseits  übereinstimmen,  sind  kongruent  resp. 
srmmetrisch. 

Zwischen  der  Anzahl  der  Ecken,  der  Anzahl  der  Seitenflächen 
und  der  Anzahl  der  Kanten  eines  Vielflachs  besteht  eine  Beziehung, 
die  Euler  abgeleitet  hat.  Sie  lautet:  Beim  Vielflach  ist  die 
Zahl  der  Seiten  vermehrt  um  die  Zahl  der  Ecken  gleich 
der  Zahl  der  Kanten  vermehrt  um  2. 

Zum  Beweise  gehen  wir  von  einem  Vielflach  mit  F  Flächen, 
£  Ecken  und  K  Kanten  aus,  nehmen  von  demselben  eine  Seiten- 
däche  nach  der  anderen  weg,  bis  zuletzt  nur  noch  eine  einzige 
Fläche  übrig  bleibt,  und  sehen  zu,  welche  Veränderung  hierbei  die 
Zahl:  F'\-I1^K  erfährt.  Bei  Beseitigung  der  ersten  Fläche  re- 
duziert sich  diese  Zahl  um  eine  Einheit.  Es  entsteht  nämlich 
dadurch  ein  offenes  Vielflach,  das  einen  freien  Rand  besitzt; 
die  Zahl  der  Flächen  hat  sich  dabei  um  1  vermindert,  die  der 
Kanten  und  Ecken  jedoch  nicht.  Freilich  gehören  diese  teilweise 
dem  Bande  des  offenen  Vielflachs  an.  Bei  Beseitigung  jeder  wei- 
teren Fläche  reduziert  sich  jene  Zahl  nicht  mehr.  Denn  beim 
Abtrennen  einer  Seitenfläche,  die  n  aufeinanderfolgende  Kanten  des 
freien  Randes  enthält,  vermindert  sich  F  um  1,  Zum  n  und  E  um 
(«— 1),  Nach  der  Ausführung  von  (i^—  1)  Operationen  wird  also 
die  obige  Zahl  sich  nur  um  1  vermindert  haben,   so  daß  sie  dann 
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gleich  F  +  £  —  K  —  l  ist.  Es  ist  aber  jetzt  nur  noch  ein  Seiten- 
polygon vom  ganzen  Vielflach  übrig,  so  daß  die  Zahl  der  Ecken 
nun  gleich  der  Zahl  der  Kanten  ist,  mithin  muß 

jp  +  j?  _  A'  -  1  =  1 ,  oder:  i^+  J?  =  A'  +  2  sein. 

Bei  dieser  Beweisführung  wurde  vorausgesetzt,  daß  jedesmal 
die  Seitenfläche,  die  man  abtrennt,  an  den  freien  Band  grenzt, 
aber  nur  mit  einer  Anzahl  aufeinanderfolgender  Kanten.  Würde 
dagegen  eine  Seitenfläche  entfernt,  die  an  zwei  getrennten  Stellen 
—  mit  Kanten,  die  nicht  aufeinander  folgen  —  an  den  Band  des 
offenen  Vielflachs  grenzt,  so  würden  zwei  getrennte  Bänder  ent- 
stehen. Das  kann  vermieden  werden,  wenn  nicht  zuletzt  alle  Seiten- 
flächen an  zwei  Stellen  an  den  freien  Band  angrenzen;  dann  gilt 
der  obige  Satz  nicht  mehr,  vielmehr  müssen  Modifikationen  ange- 
bracht werden,  auf  die  jedoch  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 
Läßt  sich  auf  einem  Vielflach  keine  geschlossene  Folge  von  Kanten 
angeben,  ohne  daß  das  Vielflach  in  zwei  getrennte  Teile  zerfällt, 
wenn  man  es  längs  dieser  Kantenfolge  aufschneidet,  so  sind  die  oben 
geschilderten  Operationen  immer  möglich  und    der  Satz  ist  gültig. 

186,  Legen  wir  uns  jetzt  die  Frage  vor:  wie  viele  Be- 
stimmungsstücke (Konstanten)  enthält  ein  Vielflach? 
Offenbar  ist  ein  Vielflach  durch  die  Wahl  seiner  Eckpunkte  völlig 
bestimmt.  Die  Wahl  eines  Baumpunktes  hängt  aber  von  drei 
Konstanten  ab  -^  etwa  seinen  Abständen  von  drei  festen  Ebenen. 
Die  Annahme  sämtlicher  Eckpunkte  ergiebt  demnach  3  E  Konstanten. 
An  dieser  Konstantenzahl  sind  indeß  noch  zwei  Korrektionen  anzu- 
bringen. Erstens  ist  durch  die  Annahme  der  Eckpunkte  im  Baume 
nicht  nur  die  Gestalt  des  Vielflachs  an  sich,  sondern  auch  seine 
räumliche  Lage  fixiert.  Die  Bestimmung  der  räumlichen  Lage 
eines  Gegenstandes  erfordert  aber  6  Konstanten.  Denn  einen  Punkt 
desselben  kann  man  an  eine  bestimmte  Stelle  im  Baume  bringen, 
das  bedingt  3  Konstanten,  einer  Achse  durch  jenen  Punkt  kann 
man  eine  bestimmte  Bichtung  geben,  das  bedingt  zwei  weitere 
Konstanten,  und  um  jene  Achse  kann  man  den  Gegenstand  noch 
drehen,  was  noch  eine  Konstante  erheischt.  Die  Zahl  6  ist  also 
von  der  ursprünglich  gefundenen  Zahl  zu  subtrahieren.  Zweitens 
können  nicht  alle  Endpunkte  ganz  beliebig  angenommen  werden, 
wenn  die  Seitenflächen  nicht  lauter  Dreiecke  sind.  Ist  z.  B.  eine 
Seite  des  Vielflachs  ein  Viereck,  so  können  nur  drei  Ecken  desselben 
beliebig  im  Baume  angenommen  werden,  die  vierte  muss  dann  in 
der  Ebene  der  drei  ersten  liegen.  Jedes  Viereck,  das  dem  Viel- 
flach  angehört,   vermindert   also   die  Zahl    der  Konstanten    um  1. 
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Ebenso  Tenaindert  jedes  Fünfeck  die  Zahl  der  Konstanten  um  2, 
da  die  vierte  und  die  fünfte  Ecke  in  der  Ebene  der  drei  ersten 
liegen  müssen,  u.  s.  w. 

Die  Gesamtzahl  aller  Seitenflächen  hatten  wir  F  genannt, 
und  wir  wollen  nun  mit  F^j  F^j  F^,  ....  die  Anzahl  der  drei- 
eckigen, Tiereckigen,  fünfeckigen  ....  Seiten   bezeichnen,   so  daß: 

P=F^  +  F^  +  F,+  ....  ist. 

Die  Zahl  der  willkürlichen  Eonstanten  eines  Yielflachs  ist  nun: 

S£^  F^^2F^^3F^-- -6. 

Mit  Berücksichtigung  der  Relation:  F+F=K+2  wird  sie: 

^  3^-3jP-  F^  -2i^5  -  3i^;  - , 

oder:  3^-  [3  i^s  +  4F^  +  5F^  +  6^^  + ] 

Der  Elammerausdruck  ist  aber  =  2  JT,  da  jede  F^  drei,  jede  F^  vier 
Kanten  liefert  u.  s.  f.,  wobei  dann  jede  Kante  zweimal  gezählt  ist. 
Wir  erkennen  also:  Jedes  Vielflach  enthält  ebensoviele 
willkürliche  Konstanten  als  Kanten. 

Daraus  folgt,  daß,  wenn  die  Kanten  eines  Yielflachs  sowie  ihre 
Vertheilung  in  die  Seitenflächen  gegeben  sind,  im  allgemeinen  nur 
äne  endliche  Zahl  von  Vielflachen  existieren  können. 

137«  Aus  dem  Eulerschen  Satze  können  wir  eine  Reihe  von 
Schlüssen  ziehen,  wenn  wir  bestimmte  Voraussetzungen  über  die 
Art  der  Seitenflächen  und  der  Ecken  eines  Vielflachs  machen. 
Nehmen  wir  an,  daß  alle  Seitenflächen  des  Vielflachs  Dreiecke 
und  alle  Ecken  Dreikante  sind,  so  ergiebt  sich  das  Vier  flach 
mit  4  Ecken.  Sind  die  Flächen  Dreiecke,  aber  die  Ecken 
Tierkantig,  so  erhält  man  das  Achtflach  mit  6  Ecken;  sind 
endlich  die  Flächen  Dreiecke,  aber  die  Ecken  fünfkantig,  so  ent- 
steht das  Zwanzigflach  mit  12  Ecken.    Für  alle  diese  Fälle  ist 

Q     Jp  ^     Jp 

nämlich  X  =  -—  also  F=  2 JE'  —  4,  und  ferner  X  =  -— ,  wo  n  =  3, 

resp.  4,  resp.  5  zu  nehmen  ist.  Vielflache,  deren  Seitenflächen 
Dreiecke  sind,  können  nicht  lauter  sechskantige  und  mehrkantige 
Ecken  aufweisen,  wie  sich  direkt  aus  dem  Eulerschen  Satze  ergiebt. 

Nehmen  wir  nun  an,  ein  Vielflach  besitze  lauter  viereckige 
Seitenflächen,  so  daß  X=2F,  und  F  =  F+2  ist,  und  seine  Ecken 
seien  Dreikante,  dann  ist  es  ein  Sechsflach  mit  8  Ecken. 
Wollte  man  voraussetzen,  alle  Ecken  seien  Vierkante,  Fünf- 
kante etc.,  so  würde  der  Eulersche  Satz  wieder  zu  einem  Wider- 
spruch ftlhren. 

Ein  Vielflach  kann  auch  lauter  fünfeckige  Seitenflächen  be- 

BoBV  n.  Pappkkitz.    I.  7 
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sitzen;  sind  dann  alle  Ecken  Dreikante,  so  hat  man  es  mit  dem 
Zwölfflach  mit  20  Ecken  zu  thun. 

138.  Es  mag  hier  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  nicht 
alle  Annahmen  über  die  Zahlen  der  Ecken  und  Flächen,  welche 
dem  Eul ersehen  Satze  genügen,  auch  wirklich  einem  Vielflache 
entsprechen.  Einige  Beispiele  mögen  dieses  erläutern.  Gehen  wir 
von  dem  Falle  aus,    daß  alle  Seitenflächen  Dreiecke  sind,    so  folgt 

aus  dem  Eulerschen  Satze  die  Zahl  der  Ecken:  JE  =  —  +  2.     Be- 

zeichnen  wir  die  Zahl  der  Dreiecke,  Vierecke  etc.  wie  vorher  mit 
i'g,  F^  etc.  und  analog  die  Zahl  der  Dreikante,  Vierkante  etc.  mit 
ij,  E^  etc.,  so  ergeben  sich  folgende  Fälle. 

Ist  F\  =  4,  also  E  =  4,  so  findet  man  ein  Vielflach  mit  E^  =  4. 

Ist  i^3  =  6,  also  j&  =  5,  so  findet  man  ein  Vielflach  mit  jBg  ==  2 ,  J6^^  =  3. 

Ist  ^3  =  8,  also  j&  =  6,  so  findet  man  ein  Vielflach  mit  ^3 = ^^ = J^^  =  2 
und  eins  mit :  i/^  =  6. 
Dagegen  kann  weder  ein  Vielflach  mit :  ^3  =  jKg  =  1 ,  ^^  =  4  noch 
ein  solches  mit:  E^^E^^  3  existieren,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, obgleich  diese  Zahlen  den  weiter  oben  angeführten  Relationen 
genügen. 

Ist  JP3  =  10,  also  E=l,  so  giebt  es  Vielflache  mit:  E^^E^=b, 
E^=\,  oder  mit:  JS^3  =  i^;  =  2,  A4  =  3,  oder  mit:  E^=E^^E^  =  2, 
Eq  =  1,  oder  mit:  J^3  =  1 ,  E^  =  E^  =  3,  oder  mit:  E\  =  5,  E^=  2. 
Andere  Vielflache  kann  es  dagegen  hier  nicht  geben,  so  z.  B.  existiert 
ein  Vielflach  mit  -£3=2,  jfc^=  1,  ^5=  4  nicht,  obgleich  die  ange- 
führten  Relationen    diese    Möglichkeit    zulassen.     Diese    Beispiele 

mögen  zur  Beleuchtung  des  Gesagten  genügen. 
•  .* 

139.  über  die  allgemeine  Konstruktion  von  Vielflachen  ist 
hier  wenig  zu  sagen.  Das  Augenmerk  ist  dabei  besonders  auf  die 
Zeichnung  der  Seitenflächen  und  der  körperlichen  Ecken  zu  richten ; 
erstere  basiert  im  wesentlichen  auf  Dreieckkonstruktionen  und  ist 
dabei  die  Affinität  zwischen  beiden  Projektionen  einer  solchen  Seiten- 
fläche zu  beachten,  letztere  auf  der  Konstruktion  von  Dreikanten. 
Ein  Vielflach  aus  seinen  Kanten  und  ihrer  Anordnung  in  die  Seiten- 
flächen zu  zeichnen  müsste  nach  136  möglich  sein,  doch  giebt  es 
in  den  einfachsten  Fällen  bereits  eine  größere  Anzahl  von  Lösungen, 
die  durch  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Reihe  von  quadratischen 
und  höheren  Gleichungen  gefunden  werden  müssen,  so  daß  das  Pro- 
blem zu  große  Schwierigkeiten  bietet. 

Bei  der  Projektion  eines  Vielflachs  haben  wir  einen  sicht- 
baren und  einen  unsichtbaren  Teil  zu  unterscheiden.   Jeder  pro- 
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jizierende  Strahl,   der  das  Vielflach  durchschneidet,    enthält  einen 
sichtbaren  und  einen  oder  mehrere  unsichtbare  Punkte  seiner  Ober- 
fläche; der  sichtbare  Punkt  ist  derjenige,  der  am  weitesten  von  der 
Projektionsebene   absteht,   die   anderen  Punkte  sind   verdeckt.     Es 
giebt  auf   dem    Vielflach. ein   Polygon   (oder   mehrere),    in  dessen 
Punkten    die    projizierenden  Strahlen    das  Vielflach   nur  streifen; 
dieses  Polygon  wird  als  der  wahre   Umriß  und  seine  Projektion 
als  der  scheinbare  Umriß  bezeichnet.     Der  wahre  Umriß  trennt 
offenbar  im  aUgemeinen  den  sichtbaren  Teil  der  Oberfläche  von  dem 
unsichtbaren;    es  kann  indessen  vorkommen,  daß  er  selbst  unsicht- 
bar ist,   womit  auch  die  beiderseits  anliegenden  Seitenflächen  un- 
sichtbar werden.   In  allen  Fällen  wird  das  erwähnte  Elriterium  aus- 
reichen zu  entscheiden,   ob  ein  Teil  sichtbar  ist  oder  nicht.     Am 
besten  wählt  man  dazu  projizierende  Strahlen,  die  zwei  Kanten  des 
Vielflachs  treffen,  also  durch  den  Schnittpunkt   ihrer  Projektionen 
gehen;  aus  der  anderen  Projektion  kann  man  dann  unmittelbar  er- 
sehen, welcher  der  beiden  Punkte  der  Projektionsebene  näher  Hegt 
und  also  verdeckt  wird.     Die  unsichtbaren  Kanten  eines  Vielflachs 
sind  in  den  Zeichnungen  punktiert. 

140,  Ein  Vielflach,  das  nur  reguläre,  unter  sich  kon- 
gruente Flächen  und  ebenso  reguläre,  unter  sich  kon- 
gruente Ecken  besitzt,  heißt  regulär.  Nach  137  giebt  es 
folgende  reguläre  Vielflache:  das  Vierflach  (Tetraeder),  Acht- 
flach (Oktaeder)  und  Zwanzigflach  (Ikosaeder),  die  von  Dreiecken 
begrenzt  werden,  das  Sechsflach  (Würfel,  Hexaeder),  das  von  Qua- 
draten und  das  Zwölf  flach  (Dodekaeder),  das  von  Ftinfecken 
gebildet  wird. 

Die  Konstruktion  der  regulären  Vielflache.  Wir  können 
hier  vom  Vierflach  und  vom  Würfel  absehen,  da  ihre  Konstruktion 
zu  einfach  ist.  fieim  regulären  Achtflach  stoßen  in  den  Ecken 
je  vier  gleiche  Kanten  zusammen,  die  ein  reguläres  Vierkant  bilden 
and  deren  Endpunkte  deshalb  ein  Quadrat  bestimmen.  Hieraus  er- 
kennt man,  daß  die  12  Kanten  des  Achtflachs  drei  Quadrate  bilden, 
deren  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Der  Schnittpunkt  dieser 
Ebenen  ist  Mittelpunkt  des  regulären  Achtflachs;  ihre  SchnittUnien 
sind  die  drei  Diagonalen  oder  Achsen  desselben  und  tragen  die 
6  Ecken;  sie  sind  zugleich  die  Diagonalen  der  genannten  Quadrate. 
Um  das  Achtflach  darzustellen,  stellen  wir  etwa  eine  Achse 
senkrecht  zur  Horizontalebene,  sie  projiziert  sich  dann  im  Aufriß 
in  wahrer  Länge,  während  die  beiden  anderen  Achsen  im  Grundriß 
in  wahrer  Länge    erscheinen.     Der   Grundriß   wird    demnach    ein 
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Quadrat  mit  seinen  beiden  Diagonalen,  im  Anfriß  liegen  die  Punkte 
C"iy'E"F"  auf  einer  Parallelen  zur  jt- Achse,  da  das  Quadrat 
CEDF  zum  Grundriß  parallel  ist  (Fig.  106). 


Fig.  107. 


Wir  geben  noch  eine  zweite  Darstellung  des  Achtflachs,  in- 
dem wir  eine  Seitenfläche  in  die  Grundrißebene  legen,  etwa  A  ACE 
(Fig.  107).  Der  Mittelpunkt  0  des  Achtflachs  liegt  senkrecht  über  der 
Mitte  jeder  Seitenfläche,  also  fällt  0'  mit  dem  Mittelpunkt  von 
t^^ÄCE*  zusammen.  Verlängert  man  OA^  OC  und  OE  um  sich 
selbst  über  0  hinaus,  so  erhält  man  die  Achsen  AB^  CD  und  EF^ 
so  daß  O  die  Projektionen  ÄB^  C'I/  und  EF  halbiert,  wodurch 
sich  der  Grundriß  bestimmt.  Im  Aufriß  ist  Ä'C'E"  die  jt- Achse, 
B'jy'F"  II X  und  ist  hier  nur  noch  der  Abstand  dieser  beiden  Parallelen 
zu  finden.  Hierzu  können  wir  etwa  die  Seite  AB  benutzen,  von  der 
wir  die  Projektion  AB  und  die  wahre  Länge  (=  ÄC)  kennen. 
Jener  Abstand  ist  =  B^B ^  wenn  B^Ä  =  ÄC  ist. 

141.  Konstruktion  des  Zwölfflachs.  Die  Ecken  des 
Zwölffiachs  sind  reguläre  Dreikante;  errichtet  man  in  den  Mitten 
dreier,  in  einer  £cke  zusammenlaufenden  Kanten  senkrechte  Ebenen, 
so  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte  0,  der  auf  der  Mittel- 
senkrechten jedes  der  drei  regulären  Fünfecke  liegt,  die  jene  körper- 
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liciie  Ecke  bilden.  Durch  0  geht  demnach  jede  Ebene,  die  in  der 
Mitte  irgend  einer  Kante  der  genannten  drei  Fünfecke  auf  dieser 
senkrecht  steht.  Daraus  geht  weiter  hervor,  daß  durch  0  die 
Mittelsenkrechte  jeder  Seitenfläche  geht,  die  an  zwei  jener  drei 
Fünfecke   angrenzt.     Durch  Fortsetzung   dieser  Betrachtung  folgt; 

0  liegt  über    den  Mitten   aller  Seitenflächen   und   ist   von 

allen  Ecken    des    Zwölfflachs   gleich   weit    entfernt,    man 

nennt  deshalb  O  den  Mittelpunkt.    Die  Seitenflächen  sind 

paarweise  parallel  und  die  Ecken  liegen  paarweise  auf  10 

Achsen  durch  0.     Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man 

das  Zwölfflach  um 

eine  zu  einer  Mäche 

senkrechte     Achse 

dorch  0  dreht,  und 

zwar     um      einen 

Winkel,    der    |^R 

(oder  ein  Vielfaches 

davon)  beträgt.   Es 

nimmt     dann    das 

Zwölfflach    wieder 

die  nämliche  Lage 

ein;     die    Fläche 

senkrecht  zur  Dreh- 
achse   bleibt;   von 

den  fänf  angren- 
zenden      Flächen 

geht   jede    in    die 

Lage  der  nächsten 

über.  Gleiches  gilt 

Ton       den       fünf 

Flächen,     die     an 

jene  anstoßen,    so 

da£      die      letzte 


(f^ 


h!;Li 


Fig.  108. 

Fläche  bei  der  Drehung  ihre  Lage  beibehalten,  also  auf  der  Dreh- 
achse senkrecht  stehen  muß. 

Bei  der  Darstellung  mag  eine  Fläche  in  den  Grundriß  fallen, 
eine  zweite  ist  dann  hierzu  parallel  und  erscheint  in  der  Projektion 
wie  diese  als  reguläres,  aber  um  2  B  gedrehtes  Fünfeck.  Die  der 
ersteren  anliegenden  5  Flächen  werden  sich  dann  im  Grundriß  als 
bugmente  Fünfecke  projizieren,  ebenso  die  5  Flächen,  die  an  die 
^irei^enannte  angrenzen  (Fig.  108). 
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Die  Horizontalprojektionen  der  20  Eckpunkte  kommen  auf  zwei 
konzentrische  Kreise  zu  liegen.  Das  Basisfünfeck  sei  ABCDU,  ein 
angrenzendes  ABIIGF.  Um  seine  Projektion  zu  erhalten,  denke  man 
sich  dasselbe  um  AB  gedreht,  bis  es  mit  dem  Basisfünfeck  zu- 
sammenfällt und  HqGqFq  in  CBB  zu  liegen  kommen.  BH und  ebenso 
BH'  schUeßt  mit  BA  und  BC  gleiche  Winkel  ein  und,  da  ff^H'  ±  AB, 
ist  //'  bestimmt;  hiermit  sind  alle,  Ecken  im  Grundriß  gefunden. 
Als  Kontrolle  dient  der  Umstand,  daß  sich  G^II^  =  BC  und  G'H'^ 
auf  der  Verlängerung  von  AB  schneiden  müssen.  Im  Aufriß  liegen 
die  Ecken  zu  je  5  auf  vier  Parallelen  zur  :r- Achse,  deren  Abstände 
man  gewinnt  durch  Bestimmung  der  Abstände  ////'  und  GG'.  Zur 
Ermittelung  derselben  wähle  man  eine  Hilfsebene  TT3  JL  AB  und 
zeichne  in  ihr  eine  Seitenansicht  des  Fünfecks  ABHGF,  das  hier  als 
Gerade  erscheint  {XH'"  =  XH^,  XG^'"=  6^^^^).  ^o  dann  H'"H'  und 
G'"G^  die  gesuchten  Abstände  sind.  Selbstverständlich  ist  von  den 
4  Parallelen  die  zweite  ebensoweit  entfernt  von  der  ersten,  wie  die 
dritte  von  der  vierten. 

Zur  Konstruktion  können  auch  die  folgenden  Beziehungen  ver- 
wendet werden.  Es  sei  r^  der  Radius  des  Kreises  durch.  ABCJDES'T. . . 
und  Tg  der  des  Kreises  durch  FG'U'J'K' .  .  .  . ;  ferner  sei  s  die  Seite 
und  d  die  Diagonale  des  Fünfecks  ABCBE.  Dann  ist  r^\r^  = 
rR:Wq  =  s',d;  femer  MN'  =  r^  und  RN'  =  r^,  da  Ä'iV ;;P'Q'||  0'3r 
und  ^^^''  \\  OE;  endlich  Ä^i^^'  =  r^,  da  EFSU  ein  Parallelogramm 
ist.  Daraus  folgt  noch  EK  =  r^  —  r^  und  da  P'Q' :  EE  =  r^\r^  ist, 
folgt  weiter:  r^\r^  =^r^\r^—  r^  oder:  d:s  =  s\d  —  Sj  wie  ja  bekannt. 
Ofienbar  ist  UN'  J_  N'E  und  da  die  Diagonale  LN\\T\^,  so  stehen 
die  Diagonalen  LN  und  NR  auf  einander  senkrecht.  Gleiches  gilt 
für  je  zwei  Diagonalen,  die  in  der  nämlichen  relativen  Lage  sich 
befinden,  so  ist  NB  _L  RF\  aber  es  ist  die  Ebene  NRF  ±_  TT2,  dem- 
nach ist  NR  ebenso  gegen  TTi  (resp.  TT2)  geneigt  wie  RF  gegen  TTg 
(resp.  Hl)  und  da  NR  =  RF  =  d,  ergiebt  sich:  7?"P"  =  R'N'  =  r^ 
und  E'NT'  =  EF'  =  r^. 

Aus  dem  Gesagten  geht  auch  hervor,  dass  die  8  Eckpunkte 
NRFELTHC  die  Ecken  eines  Würfels  bilden. 

143.  Wir  wollen  das  Zwölfflach  noch  in  einer  zweiten  Lage 
zeichnen,  wobei  eine  Achse,  etwa^^T,  vertikal  gestellt  sein  mag(Fig.l09). 
Die  drei  von  J  ausgehenden  Kanten,  etwa  AB,  AC,  AD,  haben  gleiche 
Neigung  unter  sich  und  gleiche  Neigung  gegen  die  Horizontalebene, 
sie  projizieren  sich  also  als  gleiche  Strecken,  deren  Neigungswinkel 
|-  R  betragen.  Die  erste  Spurlinie  der  Ebene  ABC  ist  a^  J_  AB',  und 
die  in  dieser  Ebene  gelegene  Seitenfläche  y/^J^^i^Cerhält  durch  Umlegen 
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am  flj  in  die  Grundrißebene  die  Lage  AB^E^F^Cq,  wo  EqFq  \\  a^  Da 
ff^o  ±  «1?  so  kann  man  JB'  und  ebenso  C',  1/  angeben.  Benutzt  man 
eine  Hilfsebene  TT3  _L  «i  im  Punkte  X,  so  erhält  man  in  ihr  als  Seiten- 
ansicht des  Fünfecks  ABEFC  die  Gerade  XF"E%  wo  XF"=  XB^ 
und  XE"*  gleich  dem  Lot 
von  J  auf  E^F^  ist.  EF 
ist  dann  parallel  zu  a^  und 
gleich  E^F^  und  geht  ver- 
längert  durch  E'". 

Ganz  in  gleicher  Weise 
tmden  sich  die  ersten  Pro- 
jektionen der  Eckpunkte 
G,HjJ,K\  die  10  übrigen 
Eckpunkte  liegen  diesen  dia- 
metral gegenüber  und  sind 
dadorch  direkt  gegeben, 
somit  ist  der  Grundriß  des 
ZwölfBachs  bestimmt.  Zur 
Kontrolle  dient,  daß  sich 
BE'  und  BqEq  auf  o^  schnei- 
den müssen.  Um  den  Aufriß 
zu  zeichnen,  suchen  wir  zu- 
erst noch  den  Seitenriß  O" 
von  0.  0  liegt  aber  senk- 
recht über  dem  Mittelpunkt 
Z  des  Fünfecks  ABEFC, 
also  ist  a'T'  _L  XZ""  und 
\Z"'  =  AZ^,  Da  man  nun 
Grundriß  und  Seitenriß  von 
B,E\mdi  0  kennt,  kann  man 


Fig.  109. 


unmittelbar  ihre  Aufrisse  finden  und  hieraus,  wie  leicht  zu  erkennen, 
die  Aufrisse  sämtlicher  Ecken  und  so  den  Aufriß  des  Zwölfflachs  selbst. 
Auch  hier  mögen  wieder  die  Beziehungen  zwischen  den  ein- 
zelnen Strecken  erwähnt  werden.  Wenn  wir.  wie  vorher,  mit  s  und 
d  Seite  und  Diagonale  des  Fünfecks  bezeichnen,  so  ist  rf:^  =  ^:  rf  —  «  = 
f^lJf :  CA  =  G'S :  H'L\  da  sich  die  Projektionen  paralleler  Strecken, 
wie  die  Strecken  selbst  verhalten.  Nun  ist:  I/S^  =  CA,  also 
r.d  —  s==  CA  :  G'S\  und  durch  Einfügen  in  die  obige  Relation  kommt: 
d:8:d  --  8  =  C\l :  CS' :  R'L,  Nimmt  man  CA  an,  so  kann  man  hier- 
nach die  anderen  Strecken  finden. 

Die  Diagonalen  MB  und  BG  liegen  wieder  in  einer  Vertikal- 
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ebene  und  stehen  aufeinander  senkrecht  (vergl.  141),  folglich  ist 
{M'-\x)^{iy'-\x)^iyG'  und  (G"  H  x)  -  (2/' H  ar)  =  Jf  i>'.  Die 
Kanten  ^(7 und  HL  sind  zu  jenen  Diagonalen  parallel,  also  ist  auch: 
(C"H  x)  =  H'L'  und  (i^H  x)  -  (^"H  ar)  =  ^C. 

143.  Konstruktion  des  Zwanzigflachs.  Beim  Zwanzig- 
flach stoßen  in  jeder  Ecke  fünf  Kanten  zusammen,  die  ein  reguläres 

Fünf kant,  und  deren 
Endpunkte  ein  regu- 
läres Fünfeck  bilden. 
*  Je  zwei  aufeinander- 
folgende Seiten  des 
Fünfecks  sind  zwei 
Kanten  des  Zwanzig- 
flachs, die  nicht  der 
nämlichen  Seiten- 
fläche angehören. 
Umgekehrt  bilden  je 
zwei  von  einer  Ecke 
ausgehende  Kanten, 
die  nicht  der  gleichen 
Seitenfläche  angehö- 
ren, zwei  Seiten 
eines  regulären  Fünf- 
ecks, dessen  andere 
Seiten  ebenfalls  Kan- 
ten des  Zwanzig- 
flachs sind.  Ganz 
ähnlich  wie  beim 
Zwölfäach  zeigt  man 
auch  hier,  daß  die 
Eckpunkte  paar- 
weise auf  6 
^*&- 11^-  Achsen        liegen, 

die  durch  einen  Punkt,  den  Mittelpunkt,  gehen,  daß 
dieser  Mittelpunkt  senkrecht  über  der  Mitte  jeder  Seiten- 
fläche  liegt  und  daß  diese  paarweise  parallel  sind. 

Wählt  man  bei  der  Darstellung  eine  Achse  etwa  AQ  senkrecht 
zum  Grundriß,  so  bilden  die  Endpunkte  der  Kanten,  die  von  A  aus- 
strahlen, ein  horizontales  Fünfeck,  ebenso  die  der  von  Q  ausstrah- 
lenden Kanten.  Die  Eckpunkte  beider  f^nfecke  liegen  sich  diametral 
gegenüber,  wonach  sich  der  Grundriß  sofort  ergiebt  (Fig.  110).  Um  den 
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Aufriß  zn  zeichnen,  braucht  man  nur  noch  die  Abstände  der  beiden 
horizontalen  Fünfecke  von  der  Grundrißebene  zu  kennen.  Sind  nun 
die  Kanten  aus  Ä  der  Reihe  nach  AB,  AC,  AB,  AE^  AFj  und  ist 
flj  die  erste  Spur  der  Fläche  ABC^  so  ist  Oj  _L  AE\  Durch  Um- 
legen von  A  ABC  um  cl^  erhält  man  das  gleichseitige  Dreieck  AB^C^. 
In  einer  HilCsebene  TT,  ±  o^  im  Punkte  X  sucht  man  den  Seitenriß 
^"  von  B  {XB^  =  ZÄ'")  und  den  Seitenriß  ^'"  von  dem  Mittelpunkte 
Z  des  A  ABC  {AZ^  =  XZ"y  Da  der  Mittelpunkt  0  des  Zwanzig- 
flachs  senkrecht  über  derMitte^desA  ^^C' liegt,  so  ist  Z'"a''±IB'\ 
Aus  Grund-  und  Seitenriß  yon  B  und  0  findet  man  aber  die  Auf- 
risse dieser  beiden  Punkte  und  damit  die  Aufrisse  aller  12  Eck- 
pimkte.  Man  hätte  bei  der  Konstruktion  auch  das  ebene  reguläre 
Fünfeck  mit  den  Seiten  AB  und  AB,  dessen  erste  Spurlinie  auf 
JC  senkrecht  steht,  benutzen  können,  dann  wäre  die  Konstruktion 
Ton  0  überflüssig  geworden. 

Die  Höhe  der  Ecken  über  der  Horizontalebene  bestimmen  sich 
aach  durch  folgende  Betrachtung.  Es  ist  ABf  X_  BF  und  folglich 
anch  AB  J_  BP,  da  BF  horizontal;  analog  ist  AE  ±_  BGj  da  diese 
Kanten  in  der  gleichen  gegenseitigen  Lage  sich  befinden  wie  jene. 
Man  folgert  daraus  (wie  in  141),  daß  Ä'E"  ^BfG'  und  Bf'G"  =  AE\ 

144.  Legt  man  bei  der  Darstellung  eine  Seitenfläche  des 
Zwanzigflachs  etwa  A  ABCin  die  Grundrißebene  hinein,  und  sind 
die  Kanten  aus  A  der  Reihe  nach  AB,  AC,  AB,  AE,  AZ,  so  läßt  sich 
die  räumliche  Lage  von  AB,  AE,  AL  in  folgender  Weise  bestimmen 
(Fig.  111).  AB,  AC,  AB  bilden  ein  Dreikant,  f&r  das  i^  BAC  = 
L  CAB  =  f  R  und  A  BäB  =  f  R  ist,  da  ja  nach  Früherem  BA  und 
AB  zwei  Seiten  eines  regulären  Fünfecks  sind;  ganz  ebenso  bestimmt 
sich  die  Kante  AL,  Auch  die  Kanten  AB,  AC,  AE  bilden  ein 
Dreikant,  für  das  A  BAC  =  f  R  und  A  CAE  =  A  BAE  =  f  R  ist. 
Man  zeichnet  zunächst  das  um  AB  umgelegte  Kantenflinfeck  BAE^G^Hq 
and  dreht  es  um  AB  zurück,  so  daß  E'  auf  die  Halbierungslinie  des 
L.  BAC  zu  liegen  kommt;  durch  Affinität  findet  man  auch  G'  und 
E'  {H'B  =  FA,  G^E^  x  G'F  auf  AB).  Beachtet  man  noch,  daß 
die  Ecken  paarweise  diametral  einander  gegenüberliegen,  so  kann 
man  den  Grundriß  Yollständig  zeichnen.  Ln  Aufriß  liegen  die 
12  Ecken  zu  je  drei  auf  vier  Geraden  parallel  zur  o:- Achse,  deren 
Abstände  noch  zu  konstruieren  sind.  Dies  geschieht  wieder  durch 
Benutzung  einer  Hilfsebene  TTj  ±  AB  im  Punkte  X,  in  der  man  die 
Seitemsse  JE'"  und  ff"  zeichnet. 

Anstatt  das  Fünfeck  BAEGH  zu  benutzen,  hätte  man  auch 
iu  Fünfeck  CALEJ  bei  der  Konstruktion  verwerthen  können. 
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Wiederum  kann  man  gewisse  Streckenbeziehungen  zur  Kon- 
struktion von  Grund-  und  Aufriß  verwerten.  Ist  nämlich  r^  der 
Radius  des  Kreises  durch  ABCG'  .  .  .  und  r^  der  des  Kreises  durch 
BERT  .  .  .,  so  geht  die  Beziehung:    OB\aH  =  BC.EK'  über 


/;^7 


^oT 


Fig.  111. 


in:  r^'-r^  =  s;d,  wo  s  und  d  Seite  und  Diagonale  eines  regulären 
Fünfecks  sind.  J)B,M'C=r^  VLndATC: ir£=  d:s  =  r^:r^=:r^:r^  —  r^j 
folgt:  H'B  =  Tg  —  Tj,  und  da  die  Kanten  JK  und  IIB  zu  einander 
senkrecht  stehen,   ergiebt  sich  wie  früher:    WB'  =  J'K  =  r^  und 


rK'=irB^r^-r^. 


145.    Außer    den    angeAihrten    gewöhnlichen    regelmäßigen 
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Vielfachen  giebt  es  noch  regelmäßige  Vielflache  zweiter  Art. 
Es  existieren  verschiedene  solche  Vielflache,  die  dadurch  charak- 
terisiert sind,  daß  entweder  die  Seitenflächen  reguläre  Stemfiinfecke 
oder  die  Ecken  reguläre  Stemfllnfkante  sind.  Diese  Vielflache 
lassen  sich  aus  den  gewöhnlichen  Vielflachen  ableiten,  indem  ihre 
Ecken  entweder  wie  die  des  Zwölf-  oder  wie  die  des  Zwanzigflachs 
angeordnet  sind.  Sie  sollen  hier  nicht  weiter  untersucht  werden, 
vielmehr  mag  es  genügen,  auf  das  Memoire  sur  les  polygones 
et  les  polyfedres  von  Poinsot  (Joum.  de  l'öcole  pol.  1810,  cah.  X, 
p.  16)  hinzuweisen,  in  dem  dieselben  eingehend  studiert  werden. 

146,  Es  mögen  hier  noch  einige  Fragen  besprochen  werden, 
die  sich  auf  die  einfachsten  Vielflache,  nämlich  Tetraeder  und 
Würfel  beziehen. 

Von  einem  Tetraeder  kennt  man  beide  Projektionen, 
jedoch  nur  der  Form  nicht  der  Lape  und  Größe  nach;  das- 
selbe sei  zu  zeichnen.     Die  gesuchten  Projektionen  nennen  wir 


Fig.  112. 

wie  gewöhnlich  AB' CD'  und  .rff'C'D'\  die  gegebenen  Figuren 
seien  J^B^C^l)^  und  J^B^C^D^  und  zwar  setzen  wir  voraus,  daß: 
A^B^C^D^r^Ä'B'C'jy  und  Ä^B^C^L^  ^ÄBCI)'  (Fig.  112).  In  der 
That  können  wir  den  Grundriß  des  Tetraeders  auch  der  Größe  nach 
wählen^   also  kongruent  zu  A^B^C^B^  annehmen;    damit  ist  dann 
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auch  die  Q-röße  des  gesuchten  Tetraeders  fixiert.  ÄBCIf  und 
A'E'Ciy  sind  nun  dadurch  als  orthogonale  Projektionen  des  näm- 
lichen Tetraeders  charakterisiert,  daß  die  Linien  ÄÄ\  BB\  C'C'j 
Bfiy'  senkrecht  zu  einer  Geraden,  nämlich  der  ar- Achse,  stehen, 
also  untereinander  parallel  sind.  In  dem  Schnittpunkte  der  Geraden 
Ä'B'  und  C'B'  fallen  die  Aufrisse  F'  =  G"  zweier  Punkte  zu- 
sammen, deren  Grundrisse  F  und  G'  resp.  auf  ^ '-ff'  und  CB  liegen; 
dabeiist:   ÄF  \FB  ^  Ä'F' \F'B'  und  CG' \G'B  ^  CG' \G"D'\ 

Ist  ^a-Bj  ^  ^2^3  =  -^3  =  ^2  ^^^  s^^d  F^  und  G^  die  homologen 
Punkte  zu  F  und  G  in  der  Figur  A^B^C^L^^  so  folgen  aus  jenen 
Relationen  die  weiteren:  A^F^ :  F^B^  =  A^F^  :  F^B^  und  C^G^ :  Oy^D^ 
=  ^2^2  •  ^2-^2  >  wonach  sich  F^  und  ffj^  direkt  zeichnen  lassen.  Legt 
man  nun  die  Figur  A^B^C^B^F^Gy  so  in  die  Grundrißebene,  daß 
-^1^1  ±  J?- Achse  wird,  so  stellt  sie  den  gesuchten  Grundriß  unseres 
Tetraeders  Yor.  Um  den  Aufriß  zu  finden,  ziehe  man  durch  ly 
eine  Parallele  zm  FG'^  die  AB  in  H'  schneiden  mag  und  bestimme 
H^  auf  A^B^  gemäß  der  Relation:  A^H^iH^B^  =  ÄH'iH'B.  Nun 
gebe  man  der  Figur  A^B^C^B^F^H^  eine  solche  Lage,  daß  B^H^ 
in  die  Verlängerung  von  BH  fällt,  dann  ist  der  gesuchte  Aufriß 
zu  dieser  Figur  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Man  hat  nur  B'==^D^ 
zu  wählen  und  auf  den  Geraden  B^A^^  ^2^2  ^^^  ^2^2  ^^®  [Punkte 
A''B'  und  C  beziehentlich  so  zu  bestimmen,  daß  A'A",  BB\  CC' 
senkrecht  zur  x- Achse  sind. 

147.  Einen  Würfel  von  gegebener  Kantenlänge  zu 
zeichnen,  wenn  man  die  Richtung  der  ersten  Projektionen 
seiner  Kanten  kennt. 

Sei  A  eine  Ecke  und  seien  AB^  AC^  AB  die  drei  von  dieser 
Ecke  ausgehenden  Kanten  des  Würfels,  so  mögen  A  und  die  Rich- 
tungen Ä'c  cT,  auf  denen  die  Punkte  BCB  gelegen  sind,  gegeben 
sein  (Fig.  113).  Da  nun  die  Kante  AB  auf  der  Seitenfläche  AGB  senk- 
recht steht,  so  steht  b'  auf  der  ersten  Spurlinie  von  AGB  senkrecht. 
Analoges  gilt  für  die  beiden  anderen  Kanten.  Das  Spurendreieck 
B^C^B^  in  einer  horizontalen  Hilfsebene  ist  also  so  beschaffen, 
daß  b\  c ,  d  seine  Höhen  sind;  dabei  kann  ein  Spurpunkt,  etwa  B^^ 
noch  beliebig  gewählt  werden,  was  einem  bestimmten  Abstand  der 
Ecke  A  von  der  Hilfsebene  entspricht.  Legt  man  jetzt  die  Ebene 
ByACy  um  die  Spur  B^C^  in  die  Hilfsebene  um,  so  erhält  man 
B^AqC^,  wo  AAq  _l  -ffjCj  und  B^A^  _L  ^1^0 5  8^^^  ebenso  findet  man 
C^A^B^  durch  Umlegen  der  Ebene  C^AB^.  Auf  A^B^,  A^C^  resp. 
A^C^  und  A^B^  trägt  man  die  Kantenlänge  des  Würfels  gleich 
A^B^  =  A^C^  =  ^0^0  ^  joDQ  auf  und  gewinnt  dann  durch  Zurück- 
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drehen  der  umgelegten  Ebenen  B^  C,  Lf  und  damit  die  erste 
Projektion  des  Würfels.  Um  einen  Aui&iß  des  Würfels  zu  zeich- 
nen, hat  man  noch 
die  Abstände  der 
Ecken  ABCB  Ton 
der  HiKsebene  zu 
bestimmen,  was  in 
bekannter  Weise 
geschieht ;  so  er- 
giebt  sich  z.  B.  der 
Abstand  ^  J^  als  Ka- 
thete eines  recht- 
winkligen Dreiecks, 
dessen  Hypote- 
nuse =  A^J  und 
dessen  andere  Ka- 
thete =  AJ  ist 

148.  Einen 
Würfel  zu  zeich- 
nen, wenn  man 
die  Längen  der 
ersten  Projek- 
tionen der  Kan- 
ten kennt. 

Eine  Ecke  des 
Würfels,  etwa  A^ 
verlegen  wir  in  die 

Horizontalebene,  sind  dann  B^  C  und  I)  die  benachbarten  Ecken 
and  Bj  C,  B  ihre  Projektionen,  so  ist: 

AB^  +  BB^  =  AC^  +  CC^  =  AB^  +  BB^  =  Ä», 
wo  k  die  Länge  der  Kanten  des  Würfels  bedeutet.     Nun  läßt  sich 
aber  auch  leicht  zeigen,   daß: 

BB^  +  CC^  +  BB^  =  ä2 
bt.  Errichtet  man  nämlich  in  A  eine  Vertikale,  macht  sie  =  k 
und  lallt  von  ihrem  Endpunkte  Lote  auf  die  Kanten  AB,  AC,  AB, 
>o  werden  auf  ihnen  Strecken  abgeschnitten,  welche  resp.  gleich 
BB,  CCj  BB  sind.  Diese  in  A  zusammenstoßenden  Strecken  be- 
stunmen  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  dessen  Diagonale  eben 
jene  Vertikale  h  ist.  Für  ein  solches  Parallelepipedon  gilt  aber 
Jer  Satz:  daß  die  Summe  der  Quadrate  dreier  zu  einander  recht- 
mkliger  Kanten  gleich  dem  Quadrate  der  Diagonale  ist. 


K'-- 
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Fig.  113. 
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Aus  jenen  Relationen  folgt  nun  die  weitere: 

AF^  +  AC^  +  AB^  =  2  ä2, 
die   unmittelbar   eine  Konstruktion  der  Kantenlänge  h  ermöglicht. 

wie  dies  Fig.  114  zeigt 
(wobei  AB  =  3,  AC  =  c, 
AB  =  d\  Hiermit  kennt 
man  auch  sofort  die  Nei- 
gungswinkel;  die  die  Kanten 
AB,  AC,  AD  mit  der  Hori- 
zontalebene einschließen. 
Nimmt  man  nun  eine  Auf- 
rißebene zu  Hilfe,  die  einer 
Kante,  etwa  AB,  parallel 
ist  und  dreht  die  beiden 
anderen  Kanten  AC  und 
AB  um  eine  in  A  vertikale 
Achse^  bis  sie  zur  Aufriß- 
ebene parallel  sind,  so  er- 
hält man  A''B\  Ä'C^\ 
Ä'B^\  AB  =  h,  AC^  =  c, 
AB^  =  d.  Dreht  man  jetzt 
die  beiden  Kanten  AC  und 
AB  wieder  zurück  bis  sie 
ihre  richtige  räumliche  Lage 
eingenommen  haben,  d.  h. 
bis  sie  beide  auf  AB  senk- 
recht stehen,  so  erhält  man 
die  gewünschten  Projek- 
tionen Ä'a\  Ä'B'  (wo  C^'C  II  B^'B'  Ij  or- Achse,  Ä'C"  J.  Ä'B', 
Ä'B'  J^Ä'B')  und  AC,  AB  (wo  AC^AC^,  AB  =^  AB^\  Die 
weiteren  Kanten  des  Würfels  lassen  sich  dann  unmittelbar  in  ihren 
Projektionen  zeichnen. 

149.  Einem  Vierflach  eine  Kugel  umzuschreiben. 
Der  Einfachheit  halber  mögen  drei  Ecken  des  Vierflachs  ABCD 
in  der  Horizontalebene  gelegen  sein  (Fig.  115).  Dann  gehört  der 
Kreis  durch  die  Ecken  ABC  der  Kugel  an  und  ihr  Mittelpunkt  J\I 
liegt  senkrecht  über  dem  Mittelpunkt  M  dieses  Elreises.  Wählt 
man  nun  /auf  diesem  Kreise  so,  daß  iy/||ar- Achse,  so  ist  UJ 
eine  Sehne  der  Kugel,  die  zur  Aufrißebene  parallel  ist.  Nun  geht 
jede  in  der  Mitte  einer  Kugelsehne  zu  ihr  senkrechte. Ebene  durch 
den   Kugelmittelpunkt.     Die   Mittelebene   der  Sehne  BJ  projiziert 


Fig.  114. 
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sich  aber  im  Aufiiß  als  eine  Gerade,   die  auf  D"J"  in   der  Mitte 
senkrecht  steht,    auf  der  also  M"  sich  befinden  muß.     Wählt  man 
endlich  auf  dem  Elreise  durch 
JBC  einen  Punkt  £  so,  daß 
Jf  Jf '*  JT- Achse,  so  ist  MK  ein 
Engelradius,     dessen    wahre 
Größe  gleich  M"K"  ist,  wo- 
nach sich    die    Eugelprojek- 
tionen  direkt  zeichnen  lassen. 
150.  Einem  Vierflach 
eine      Kugel        einzube- 
schreiben. 

Der  Kugelmittelpunkt  muß 
Ton  den  vier  Flächen  des 
Körpers  gleichen  Abstand 
besitzen.  Sind  nun  A,  B,  (7,  B 
wieder  die  vier  Ecken  und 
konstruiert  man  drei  Ebenen, 
die  die  Flächenwinkel  längs 
der  Kanten  AB,  BC,  CA  hal- 
bieren, so  hat  ihr  Schnitt- 
punkt offenbar  gleichen  Ab- 
stand von   den  vier  Seiten- 


Fig.  115. 


flächen,  ist  also  der  gesuchte  Kugelmittelpunkt.  Durch  ihn  gehen 
natürlich  auch  die  Halbierungsebenen  in  den  anderen  Kanten.  Je 
nachdem  man  nun  bei  jenen  Kanten  die  Innen-  oder  die  Außen- 
winkel halbiert,  erhält  man  acht  verschiedene  Möglichkeiten  und 
demnach  acht  einbeschriebene  Kugeln,  die  freilich  die  Flächen  nicht 
alle  seihst,  sondern  teilweise  ihre  Verlängerungen  berühren.  Hal- 
biert man  überall  die  Innenwinkel,  so  liegt  die  einbeschriebene 
£ttgel  im  Innern  des  Vierflachs. 

Um  diese  Kugel  zu  finden,  setzen  wir  wieder  voraus,  daß  die 
Ecken  ABC  in  der  Grundrißebene  liegen,  dann  können  wir  uns  zur 
Konstruktion  der  Halbierungsebenen  in  den  Kanten  AB^  BC^  CA  der 
folgenden  Methode  bedienen  (Fig.  116).  Die  Halbierungsebene  durch 
die  Kante  AB  schließt  mit  der  Seite  ABB  und  der  Grundrißebene 
gleiche  Winkel  ein,  also  auch  mit  jeder  anderen  Horizontalebene. 
Legt  man  denmach  durch  die  Ecke  B  eine  horizontale  Hilfsebene, 
so  wird  dieselbe  von  jener  Halbierungsebene  in  einer  Hilfsspur  c 
gesclmitten  (c\\AB),  und  es  muss  B  von  c  und  AB  gleichen  Ab- 
sind besitzen,  d.  h.  es  muß  BR  ^  BL  sein,  denn  A  BRL  ist  gleich- 
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schenklig  wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  bei  H  und  Z,  Nun  be- 
stimmt sich  DH  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkhgen  Dreiecks  mit 
den  Katheten  I/H  und  J/'ü,  man  hat  dann  nur  I/Z'  =  2>X  =  Dil 
auf  die  Verlängerung  von  HD'  aufzutragen,  um  Z'  und  damit  c'  zu 
finden.  Analog  verfährt  man,  um  die  Projektionen  a  und  b'  der 
Hilfsspuren  a  und  b  bei  den  Halbierungsebenen  durch  die  Kanten 
BC  und  CA  zu  gewinnen.  Bezeichnen  wir  jetzt  das  Dreieck  der 
drei  Hilfsspuren  mit  Ay^B^C^,  so  sind  AA^,  -^A?  ^^\  ^®  gegensei- 
tigen Schnittlinien  unserer  Halbierungsebenen  und  ihr  gemeinsamer 


::7'yf. 


Fig.  116. 

Punkt  0  ist  der  gesuchte  Kugelmittelpunkt  {O  =  AA^'  x  BB(  x  CC( 
und  0"  auf  Ä'A^').  Der  Kugelradius  ist  gleich  dem  Abstände  des 
Punktes  0"  von  der  ar- Achse. 

Für  die  Halbierungsebene  des  Außenwinkels  an  der  Kante  AB 
gilt  wiederum  die  Beziehung,  daß  der  Abstand  ihrer  Hilfsspur  von 
B  gleich  BE  ist,  nur  ist  dieser  Abstand  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung wie  vorher  aufzutragen.  Hieraus  folgt  sofort  die  Konstruktion 
der  anderen  berührenden  Kugeln. 

Die  horizontale  Hilfsebene  kann  auch  in  beliebigem  Abstand 
von  der  Grundrißebene  gewählt  werden.  Dann  hat  man  zunächst 
das  ffilfsspurdreieck  der  Flächen  BAB^  BBC,  BCA  zu  zeichnen, 
was  eine  geringe  Abänderung  obiger  Konstruktion  nach  sich  zieht. 
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Ebene  Schnitte  und  Netze  von  Vieiflachen,  insbesondere  Prismen 

und  Pyramiden. 

151«  Ist  ein  beliebiger  Körper  mit  ebenen  Begrenzungsflächen 
durch  seine  beiden  Projektionen  gegeben  und  soll  man  einen  ebenen 
Schnitt  durch  denselben  ausftihren;  so  geschieht  das  im  allgemeinen 
io  der  Weise ,  daß  man  seine  Kanten  mit  der  Ebene  zum  Schnitt 
bringt  Zu  diesem  Zweck  benutzt  man  am  besten  zwei  parallele 
Ueraden  in  der  Schnittebene,  etwa  zwei  Hauptlinien  «ji^liTTi.  Um 
unn  auf  einer  Kante  JK  den  Schnittpunkt  S  zu  finden ,  denkt  man 
<ich  durch    JX   eine   vertikale  ^ 

Hilfsebene      gelegt,      die     die     i-/f- r ö" 

Schnittebene  in  FQ  schneidet, 
dannist:  rK'^Pq'^S'.  Auf 
diese  Weise  bestimmt  man  die 
Ecken  des  Schnittpolygons;  von 
den  Kanten  sind  dabei  natür- 
lich nur  diejenigen  zu  benutzen, 
<lie  wirkHch  Ton  der  gegebenen 
Ehene  geschnitten  werden,  um 
die  wahre  Gestalt  der  Seiten- 
dächen  unseres  Körpers  sowie 
des  Schnittpolygons  zu  zeichnen, 
müssen  die  bezüglichen  Ebenen 
zn  einer  Projektionsebene  pa- 
rallel gedreht  werden,  so  wie  es 
in  96  geschehen  ist.  Es  ge- 
nügt natürlich  die  gedrehte 
Lage  einer  Ecke  eines  solchen 
Polygons  zu  bestimmen,  die 
anderen  Ecken  ergeben  sich 
dann  aus  der  Affinität,  die  zwischen  Projektion  und  wahrer  Ge- 
stalt des  Polygons  besteht.  Legt  man  alle  Seitenflächen  eines 
Vielflachs  in  einer  Ebene  nebeneinander,  so  daß  jede  mit  der  voran- 
gehenden eine  Kante  gemein  hat,  so  erhält  man  das  Netz  des 
Vielflachs. 

Außer  der  geschilderten  Methode  können  auch  noch«  andere 
angewendet  werden,  wie  das  die  weiteren  Beispiele  zeigen.  Es 
werden  indeß  hierbei  nur  Schnitte  von  speziellen  Körpern  unter- 
sucht, bei  denen  sich  meist  die  allgemeine  Konstruktion  etwas  ver- 
ein&cht. 

BoH>-  lu  Pappkritz.  I.  8 


Fig.  117. 
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152.  Eine  prismatische  Fläche  entsteht,  wenn  eine  Gerade 
an  einem  ebenen,  offenen  oder  geschlossenen  Polygon  so  hingleitet, 
daß  sie  dabei  beständig  die  gleiche  Bichtimg  beibehält.  Das  Po- 
lygon heißt  Leitlinie,  die  bewegliche  Gerade  in  einem  Eckpunkt 
des  Polygons  wird  Kante,  in  jeder  anderen  Lage  aber  Seite  ge- 
nannt. Zwei  parallele  Ebenen  schneiden  die  prismatische  Fläche 
in  kongruenten  Polygonen,  das  von  ihnen  begrenzte  Stück  der 
Fläche  heißt  Prisma.  Jene  Polygone  heißen  die  Grund-  oder 
Basis  flächen,  die  übrigen  Flächen  (Parallelogra,mme)  die  Seiten- 
flächen des  Prismas.  Stehen  die  Grundflächen  senkrecht  auf  den 
Kanten,  so  ist  das  Prisma  gerade,  sonst  ist  es  schief.  Der  Abstand 
der  Grundflächen  heißt  die  Höhe. 

Eine  pyramidale  Fläche  entsteht,  wenn  eine  Gerade  an 
einem  ebenen  Polygon  so  hingleitet,  daß  sie  dabei  beständig  durch 
einen  festen  Punkt  geht.  Das  Polygon  heißt  wieder  Leitlinie^ 
die  bewegliche  Gerade  wieder  Kante  oder  Seite,  je  nachdem  sie 
durch  eine  Ecke  des  Polygons  verläuft  oder  nicht;  den  festen  Punkt 
nennt  man  Spitze  oder  Scheitel.  Parallele  Ebenen  schneiden 
die  Fläche  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Polygonen  resp. 
Polygonstücken.  Die  pyramidale  Fläche  besteht  aus  zwei  symme- 
trischen sich  im  Scheitel  gegenüberstehenden  Flächenteilen.  Eine 
Ebene  schneidet  eine  solche  Fläche  in  einem  Polygon,  oder  in 
mehreren  Polygonstücken,  je  nachdem  eine  Parallelebene  durch  den 
Scheitel  die  Fläche  weiter  gar  nicht  oder  in  mehreren  Seiten 
schneidet. 

Das  von  einer  Ebene  und  dem  Scheitel  begrenzte  Stück  einer 
pyramidalen  Fläche  bestimmt  zusammen  mit  dem  ebenen  Polygon 
die  Pyramide.  Letzteres  wird  Grundfläche,  die  übrigen  Flächen 
(Dreiecke)  werden  Seitenflächen  genannt.  Unter  der  Höhe  der 
Pyramide  versteht  man  das  von  der  Spitze  auf  die  Basisfläche  ge- 
fällte Lot. 

153.  Ein  reguläres  Prisma,  dessen  Achse  gegeben  ist, 
zu  zeichnen,  sow^ie  einen  ebenen  Schnitt  zu  führen  und 
das  Netz  des  einen  Teile»  anzugeben  (Fig.  118). 

Beim  regulären  Prisma  sind  die  Grundflächen  reguläre  Poly- 
gone und  die  Kanten  stehen  auf  ihnen  senkrecht;  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Mittelpunkte  ist  die  Achse,  die  offenbar  zu  den  Kanten 
parallel  ist.  Sei  JK  die  Achse  und  AqB^CqDqEq  das  um  die  Haupt- 
linie h  der  Grundebene  zu  TTi  parallel  gedrehte  reguläre  Polygon, 
so  benutze  man  eine  vertikale  Hilfsebene  durch  JK  und  di*ehe  sie 
parallel  TTi  um  die  Hauptlinie  JL.    Die  mit  der  Hilfsebene  gedrehte 
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Achse  des  Prismas  ist  dann  «TiT^;  die  Projektion  von  ÄqBqCqDq^q 
auf  die  Hü&ebene  fallt  mit  tTK'y  diejenige  Ton  ÄBCBE  mit  A^D^ 
Zusammen,  wo  Ä^B^  J_  J'K^  und  TA^  =  [A^  H  ä').  Aus  der  Hilfs- 
projektion des  Basispolygons  ergeben  sich  aber  sofort  sein  Grund- 
und  Aufriß  [Ä^Ä  \\K  und  A^Ä  J.  K  etc.,  A^Ä  =  (^"  H  J^'L")  etc.).  ' 
Hierauf  lassen  sich  die  Projektionen  des  Prismas  leicht  very ollstän- 
digen.   Ist  die  Schnittebene  E  durch  ihre  Spuren  e^,  e^  gegeben,  so 
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Fig.  118. 

zeiclme  man  zunächst  in  ihr  eine  Hauptlinie  t.  Die  Vertikalebene 
in  Ulf  schneidet  E  in  der  Geraden  FG^  E'  ist  also  der  Aufriß 
der  auf  BM  gelegenen  Ecke  des  Schnittpolygons.  Hiemach  lassen 
sich  die  Projektionen  dieses  Polygons  QRSTU  angeben;  denn  es  ist 
FT  I)  F'G"  und  H'  =  e^  x  CW  etc.  Um  seine  wahre  Größe 
^JtSTM^  zu  finden,  legen  wir  es  um  die  Spur  e^  in  TTj  um;  dabei  ist 

8» 
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Qq^'  A_  «2  und  QqX  ist  die  Hypotenuse  eines  Dreiecks  mit  den  Ka- 
theten Q"X  xind  {^  H  x).  Zur  Bestimmung  der  übrigen  Punkte  kann 
man  auch  die  Affinität  von  q'E'STU'  und  Q^R^S^T^U^  benutzen. 

Um  das  Netz  des  einen  Stückes  des  Prismas  mit  der  Grund- 
fläche ABCBE  und  der  Grenzfläche  QRSTU  zu  zeichnen,  braucht 
man  nur  zu  bedenken,  daß  die  Seitenflächen  Trapeze  sind,  deren 
Seiten  man  kennt.  Im  Trapez  ABEQ  ist  AJB  =  AqJBq,  QB  =  Qo^n? 
AQ  =  Ä^q^  und  L.  ABB  =  z.  BAQ  =  R ;  ferner  ist  :AQ:BB:  CS:  BT\EU 
=  Ä'q' :  B'E' :  CS'' :  BT  :  E"  V\  In  der  Figur  ist  Aq^  =  2  ^"Q" 
und  q^q\\AE  gewählt;  ist  dann  ebenso  AB^  =  2A"R',  etc.,  so 
muß  auch  B^B\\AB  sein,  etc.  Es  mag  noch  erwähnt  werden,  daß 
auch  die  Fünfecke  ABCBE  und  QRSTU  affin  sind,  die  Affinitäts- 
achse ist  die  Schnittlinie  ihrer  beiden  Ebenen,  auch  die  Projektionen 
sind  infolgedessen  affin. 

154«  Von  einem  schiefen  Prisma  soll  das  Netz  ent- 
'  wickelt  werden  (Fig.  119).  Seine  Grundfläche  ABCB  mag  in  der 
Horizontalebene  liegen  und  die  Projektionen  der  Kante  AK  mögen 
gegeben  sein,  dann  lassen  sich  die  Projektionen  des  Prismas  direkt 
zeichnen.  Um  das  Netz  zu  bestimmen  verfahrt  man  am  besten  so, 
daß  man  einen  Schnitt  senkrecht  zu  den  Kanten  ausführt  und  dessen 
wahre  Größe  sucht.  Dazu  benütze  man  eine  zu  den  Kanten  pa- 
rallele Vertikalebene  als  Seitenrißebene  und  zeichne  den  Seitenriß 
des  Prismas.  Die  Ebene  des  Normalschnittes  hat  die  Spuren 
e^  ±  ÄK\  e^  i.  rK",  e^  _L  Ä'"K"'  und  der  Seitenriß  des  Schnitt- 
polygons fällt  mit  «3  zusammen,  woraus  sich  auch  seine  anderen 
Projektionen  ergeben.  Um  die  wahre  Größe  von  LMNO  zu  finden, 
legt  man  dieses  Viereck  um  e^  in  TTj  nieder,  was  mit  Hilfe  des 
Seitenrisses  in  bekannter  Weise  geschieht.  Die  Vierecke  ABCD^ 
L'MN'ffj  und  L^M^N^O^  sind  affin,  e^  ist  für  alle  drei  die  gemein- 
same Affinitätsachse. 

Schneidet  man  die  prismatische  Fläche  längs  einer  Kante  anl* 
und  breitet  sie  in  eine  Ebene  aus,  so  werden  alle  Kanten  parallel 
imd  die  Seiten  des  Normalschnittes  bilden  Stücke  einer  dazu  senk- 
rechten Geraden.  Hiernach  kann  man  das  Netz  zeichnen,  indem 
man  die  Teilstücke  der  Kanten  aus  dem  Seitenriß  direkt  entnehmen 
kann.  In  der  Figur  ist  nur  das  Netz  des  einen  Stückes  des  Prismas 
entworfen. 

Handelt  es  sich  nur  um  das  Netz,  so  kann  man  die  Projek- 
tionen des  Normalschnittes  fortlassen,  da  alsdann  die  Konstruktion 
seiner  wahren  Gestalt  L^M^N^O^  genügt.   Wollte  man  einen  schiefen 
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Schnitt   zeichnen,    so   könnte  man  ganz  wie   vorher  beim  geraden 
Prisma  verfahren. 


Fig.  119. 

155.     Eine     beliebige    Pyramide    mit    einer    Ebene    zu 
selineiden  ixnd   ihr  Netz  zu  entwickeln  (Fig.  120).    Wir  wollen 
aQnehmen,   daß   die  Basisebene  ABCDE  der  Pyramide  mit  der  Hori- 
zoülalebene   znsammenf ällt ;  aus  der  Lage  dieses  Polygons  und  der 
der  Spitze  gehen  die  Projektionen  der  Pyramide  hervor.    Sind  e^  und 
€,  die  Spuren  der  Schnittebene  E,  so  kann  man  zunächst  /=  ^^VxE 
in   der    bekannten  Weise  finden.     Das  Schnittpolygon  JKLMN  be- 
stimmt   sich    dann  dadurch,    daß   es   mit  ABCDE  in   perspektiver 
Lage  ist  (vergl.  166),  d.  h.  daß  die  Schnittpunkte  homologer  Seiten 
AB  X  JJ^7    ^^  ^  ^^^  ^-^  ^  ^^f  •  •  •  •  ^^^  ^1  liög^^j  wie  das  ja  klar 


118 


Ebenflächige  Gebilde,  Körper. 


ist.  Die  Konstruktion  läßt  sich  auch  in  der  Weise  ausführen,  daß 
man  eine  horizontale  Bilfsebene  durch  die  Spitze  S  benutzt.  E  be- 
sitzt dann  die  Hilfsspur  e^\\e^  und  die  Seitenfläche  SAB  die  Hilfs- 
spur 8Q\\AJB  und  es  ist  /iT'  die  Verbindungslinie  des  Punktes 
e^  X  äJB  mit  «3'  x  S'Q';  analog  konstruiert  man  K'Z'  etc.  Endlich 
könnte  man  bei  der  Konstruktion  wieder  eine  Hilfsebene  i_  ^1  wählen 
und  würde  dann  wie  bei  den  vorausgehenden  Aufgaben  verfahren. 


Fig.  120: 


Um  das  Netz  zu  zeichnen,  legt  man  die  Schnittflächen  um  ihre 
BasisUnien  nieder,  also  SAB  um  AB^  SBC  um  BC,  etc.;  so  entsteht 
SqAB  und  JqKq  und  es  ist  J'K'  x  J^K^  =  AB  x  e^  etc.  Das  Po- 
lygon JKLMN  legt  man  um  die  Spur  e^  in  TTi  nieder. 

156.  Eine  abgestutzte  vierseitige  Pyramide  zu  zeichnen, 
wenn   das  Basisviereck,    sowie   der  Neigungswinkel  cc   der 
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^Schnittfläche  gegen  die  Basis  gegeben  sind,  und  die  Stutz- 
fläche  ein  gegebenes  Parallelogramm  ist. 

Um  eine  vierseitige  Pyramide  mit  dem  Scheitel  S  und  dem 
GrondTiereck  A£CD  in  einem  Parallelogramm  JKZM  zu  schneiden, 
muß  man  die  Schnittebene  parallel  den  Geraden  SU^  SAB  x  SCB 
und  Sr=  SBC  X  SBA  wählen  (Fig.  121).  Der  Schnittpunkt  von  JK 
{in  SA^)  und  ZM  (in  SCB)  muß  nämlich  auf  SU  liegen ,  und  da 
JK\  LM,  so  folgt  weiter  JK\\SV\\LM.  Die  Seiten  des  Parallelo- 
gramms    JKZM  sind  paarweise  den  Geraden  SU  und  SV  parallel. 


4Jr^-  -  -  -  -^ . 
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•-,_. ,-^>   +' 

Fig.  121. 

Die  Diagonalen  JL  und  KM  des  Parallelogramms  müssen  in  den 
Ebenen  SAC  resp.  SBB  gelegen  sein,  also  muß  JL  i|  -ST  und  KM,^  SX 
sein,  wo  SY=^  SACx  SUV  und  SX=  SBB  x  SUF  ist.  Hiemach  läßt 
sict  nun  die  Konstruktion  leicht  durchführen.  Mit  ABCB  ist  auch 
IT  Y  X  und  Y  bekannt.  Denken  wir  uns  die  Ebene  SUV  um  UV 
in  TT  umgelegt,  so  bestimmt  sich  5^  dadurch,  daß  z_  US^V=  i_J^K^L^ 
ojjd  /_  VS^X=  L.L^K^M^  ist;  ^  erscheint  also  als  Schnittpunkt 
zweier  Kreise,  die  über  den  Sehnen   UV  und  VX  resp.  beschrieben 
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sind  und  die  bezüglichen  Winkel  als  Peripheriewinkel  über  diesen 
Sehnen  fassen.  Mit  Hilfe  einer  ^bene  TT3  ±  UF  drehen  wir  jetzt 
iS9UF  um  UF,  bis  dieses  Dreieck  mit  TTi  den  gegebenen  Winkel  « 
einschließt,  dann  ist  S  {S^,  S")  die  Spitze  einer  Pyramide,  von  der  der 
gesuchte  Pyramidenstumpf  ein  Teil  ist.  In  der  That  schneidet  jede 
zu  RSF  parallele  Ebene  aus  dieser  Pyramide  ein  Parallelogramm, 
welches  zu  dem  gegebenen  J^K^L^M^  äUnlich  ist.  Legt  man  nnn 
noch  die  Seitenfläche  SAB  um  AB  in  17^  um,  so  bestimmt  sich 
JqKq  in  ihr  dadurch,  daß  J^K^  =  J^K^  und  J^K^  \\8qU  vsX'^  dadurch 
ergiebt  sich  dann  sofort  J'K'  und  somit  das  Parallelogramm  und 
die  Spur  der  Stutzfläche  in  der  Basisebene. 

Die  Aufgabe:  eine  abgestumpfte  vierseitige  Pyramide  zu 
zeichnen,  wenn  die  Vierecke  in  der  Grund-  und  in  der 
Stutzfläche  sowie  der  Neigungswinkel  a  dieser  beiden 
Flächen  bekannt  sind,  läßt  sich  ähnlich  behandeln,  doch  ist 
hierbei  auf  die  Darlegungen  des  folgenden  Kapitels  zu  verweisen. 
Man  bringt  nämlich  beide  Vierecke  auf  der  nämlichen  Ebene  in 
Perspektive  Lage  und  dreht  dann  die  Ebene  des  einen  Vierecks 
um  die  Achse  der  Perspektivität,  bis  sie  mit  der  anderen  Ebene 
den  Winkel  a  einschließt;  schließlich  hat  man  nur  noch  die  ent- 
sprechenden Ecken  der  beiden  Vierecke  zu  verbinden. 

Durchdringung  zweier  Vielflache. 

157.  Zwei  Vielflache  schneiden  sich  —  falls  sie  überhaupt 
ineinander  eindringen  —  in  einem  oder  mehreren  räumlichen  Viel- 
ecken, deren  Eckpunkte  auf  den  Kanten  der  Vielflache  liegen  und 
in  deren  Seiten  sich  die  Flächen  beider  durchschneiden.  Die  Seite 
eines  Durchdringungspolygons  verbindet  entweder  zwei  Kanten  des 
nämlichen  Vielflachs  oder  eine  Kante  des  einen  Vielflachs  mit  einer 
des  anderen.  Im  ersteren  Falle  müssen  beide  Kanten  der  näm- 
lichen Seitenfläche  angehören  und  die  nämliche  Fläche  durchstoßen, 
im  zweiten  Falle  muß  jede  der  beiden  Kanten  diejenige  Fläche  durch- 
stoßen, welche  von  der  anderen  begrenzt  wird.  Besteht  die  ganze 
Durchdringungsfigur  aus  einem  einzigen  Polygon,  so  sagt  man. 
daß  die  Vielflache  ineinander  eindringen,  oder  daß  das  eine  ein 
Stück  aus  dem  anderen  ausschneidet;  bildet  sie  dagegen  mehrere 
Polygone,  so  sagt  man,  ein  Vielflach  durchdringe  das  andere. 

Eine  Seite  der  Durchdringungsfigur  ist  sichtbar,  sobald  sie 
in  zwei  sichtbaren  Flächen  gelegen  ist,  wenn  man  jedes  Viel- 
flach für  sich  allein  betrachtet,  in  allen  anderen  Fällen  ist  sie  un- 
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sichtbar.  Eine  solche  Seite  ist  demnach  stets  unsichtbar,  wenn 
ihr  einer  Endpunkt  auf  einer  unsichtbaren  Kante  eines  Vielflachs 
liegt;  sie  kann  aber  auch  unsichtbar  sein,  wenn  sie  zwei  sichtbare 
Kanten  Terbindet,  die  dann  entweder  dem  gleichen  Vielflach  an- 
gehören müssen  oder  von  denen  eine  auf  dem  scheinbaren  umriß 
liegen  muß. 

Um  die  Durchdringungsfigur  zu  konstruieren,  kann  man  die 
Seiten  des  einen  Vielflachs  mit  denen  des  anderen  zum  Schnitt 
bringen,  man  erhält  so  die  Seiten  dieser  Figur,  deren  Ecken  sich 
auf  den  unyerlängerten  Kanten  der  Vielflache  befinden  müssen 
(FlächeuTerfahren).  Man  kann  aber  auch  die  imyerlängerten 
Kanten  jedes  der  beiden  Vielflache  mit  den  Seiten  des  anderen 
schneiden,  wodurch  sich  die  Ecken  der  Durchdringungsfigur  ergeben. 
Es  sind  dann  diese  Ecken  in  solcher  Folge  zu  verbinden,  daß  je 
zwei  aufeinanderfolgende  Ecken  bei  beiden  Vielflachen  in  der  näm- 
lichen Seite  liegen  (Kantenverfahren).  Das  letztere  wird  ge- 
wöhnhch  angewendet. 

158.  Die  Durchdringung  eines  Würfels  mit  einem 
Tetraeder  zu  zeichnen  (Fig.  122).  Eine  Diagonale  des  Würfels 
boU  auf  TTj  senkrecht  stehen.  Um  ihn  in  dieser  Lage  zu  zeichnen, 
gehen  wir  von  einer  speziellen  Lage  aus,  wobei  die  Würfelseite 
äB^^CqB^  in  TTi  liegt  und  drehen  den  Würfel  um  die  Gerade  a 
(ai  JQ,  bis  seine  Diagonale  AC^  zu  TTj  senkrecht  wird.  Hierzu  be- 
nutzen wir,  wie  bekannt,  eine  zu  a  senkrechte  Hilfsebene  als  Seiten- 
riß, mit  ihrer  Vermittelung  ergeben  sich  Grund-  und  Aufriß  des 
Würfels.  Das  Tetraeder  mag  durch  seine  Projektionen  gegeben 
sein.  Wir  wenden  hier  das  Kantenverfahren  an.  Die  erste  proji- 
zierende Ebene  durch  GH  schneidet  die  Würfelseite  BB^  C^  C  in  der 
Geraden  KL  und  es  ist  ff'R'  x  KT  =  1"  ein  Eckpunkt  des  Durch- 
^^ongspolygons.  Die  Kante  GH  durchdringt  femer  die  Seite 
AA^B^B  im  Punkte  10.  Ganz  in  gleicher  Weise  sind  auf  den 
übrigen  Kanten  des  Tetraeders,  sowie  auf  denjenigen  des  Würfels 
die  Dnrchstoßpunkte  zu  bestimmen.  Natürlich  werden  nicht  alle 
Kanten  an  der  Durchdringung  teilnehmen  und  um  sich  keine  über- 
flüssige Mühe  zu  machen,  wird  man  am  besten  in  der  folgenden 
Weise  vorgehen.  Ist  eine  Ecke  des  Durchdringungspolygons ,  etwa 
\  =  (iHx  BB^C^C  gefunden,  so  ist  seine  Seite  1,2=  GHF  x  BB^C^C, 
df*r  Eckpunkt  2  muß  also  auf  einer  Kante  der  einen  oder  anderen 
Seitenfläche  liegen.  Wir  können  nun  irgend  eine  Kante  der  einen 
Fläche  mit  der  anderen  zum  Schnitt  bringen;  befindet  sich  dieser 
Schnittpunkt  auf  der  Kante  und  der  Fläche  selbst,  so  ist  er  der 
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Punkt  2,  liegt  er  dagegen  auf  der  Verlängerung  von  Kante  oder 
Fläche,  80  befindet  er  sich  auf  der  Verlängerung  von  1, 2.  Gleich- 
wohl ist  hierdurch  die  Sichtung  der  Seite  1,2  und  damit  offenbar 


--^ 


Fig.  122. 

auch  der  Eckpunkt  2  gefunden,  der  auf  der  Berandung  der  einen 
und  im  Innern  der  anderen  Fläche  gelegen  sein  muß.  So  würden 
wir,  wenn  wir  in  der  Figur  die  Kante  CC^  benutzt  hätten,  direkt 
den    Punkt   2  gewonnen   haben,    während   wir   bei    Benutzung  der 
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Kante  HF  zunächst  ihren  Schnittpunkt  N  und  damit   1,  JV  und  so 
auch  2  erhalten  würden. 

Die  Reihenfolge  der  Ek^ken  des  Durchdringungspolygons  ergiebt 
sich  sofort  aus  der  Bemerkung,  daß  zwei  aufeinanderfolgende  Ecken 
bei  beiden  Vielflachen  der  nämlichen  Seitenfläche,  resp.  deren  Be- 
randung,  angehören  müssen.     So  finden  sich  die  Folgen  der  Ecken: 


\=GH  xBB^C^C   I  \Q  =  GH   x  ÄBB^Ä^ 


n  =  GHFxB^A^ 
12=HF   xA^B^C^B^ 
1S=FE    xA^B^C\B^ 
U=FFGxA^B^ 
\h=EG    xA^B^BA 
10=  GH  xA^B^BA 


5  =  HFx  BA 

8  =  FGx  BAA^B^ 

9  =  FFx  BAA^B^ 
5  =  HE  xBA 


■ 


2  =  GHFx  C^C 
^  =  HF    X  CC\D^I) 
\^HPEx  CD 
h  =  HE    xBA 
6  =  EEG  X  CB 

1  =  REGx  CC^ 
\  =  HG  X  BB^C^C 

Im  Punkte  5  trefiien  sich  zufäUig  zwei  Kanten  und  es  laufen 
Ton  ihm  vier  Durchdringungshnien  aus.  Was  die  Sichtbarkeit  der 
einzehen  Linien  anlangt,  so  genügt  das,  was  in  voriger  Nummer  im 
aOgemeiaen  darüber  gesagt  worden  ist.  Es  folgt  daraus,  daß  die 
sichtbaren  Teile  der  Durchdringungsfigur  immer  von  den  Umrissen 
der  beiden  Vielflache  begrenzt  werden.  Von  einer  Ecke  dieser 
Fignr,  die  auf  dem  sichtbaren  Teil  des  Umrisses  liegt,  geht  stets 
eine  sichtbare  und  eine  unsichtbare  Seite  aus. 

159.  Die  Durchdringung  eines  Prismas  und  einer  Py- 
ramide, die  auf  der  Horizontalebene  aufstehen  (Fig.  123). 

Ee  läßt  sich  hier  am  bequemsten  das  Flächenverfahren  durch- 
föhren,  indem  man  außer  TTj  noch  eine  horizontale  Hilfsebene  TT, 
diirch  die  Spitze  der  Pyramide  verwendet  Jede  Seitenfläche  der 
Pyramide  besitzt  in  TT,  eine  zu  ihrer  ersten  Spur  parallele  Hilfsspur 
durch  S,  während  die  parallelen  Spuren  der  Seitenflächen  des 
Prismas  die  Seiten  kongruenter  Vierecke  bilden.  Mit  Hilfe  dieser 
Spnrlinien  findet  man  die  ersten  und  die  Hilfsspurpunkte  der  Seiten 
der  Durchdringungsfigur.  In  der  Figur  ist  die  obere  Grenzfläche 
de8  Prismas  bereits  so  gewählt,  daß  sie  durch  S  hindurchgeht;  liegt 
dieser  Fall  nicht  vor,  so  muß  erst  das  zu  EFGH  kongruente  Schnitt- 
polygon gezeichnet  werden.  Die  Seitenflächen  SBC  und  EFKJ 
schneiden  sich  in  der  Geraden  iVA\,  wo  JV  =  BC  x  EFj  N^  =  JKx  SN^ 
and  SiVj  [  BC  ist;  diese  Gerade  nimmt  nun  insoweit  an  der  Durch- 
dringungsfigur teil,  als  sie  zugleich  im  Innern  der  beiden  Vielecke 
^iC  und  EFKJ  liegt,  d.  h.  in  der  Erstreckung  von  1  nach  2.     In 

2  setzt  sich  dann  die  Seite  2, 3  an,  die  ebenfalls  der  Fläche  EFKJ 
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angehören  muß  und  von  der  der  erstgenannten  Pyramidenseite 
benachbarten  Seite  CBS  ausgeschnitten  wird.  In  gleicher  Weise 
läßt   sich   die   ganze   Durchdringung  im   Grundriß   zeichnen.     Den 


Fig.  123. 

Aufriß  erhält  man  entweder  durch  direktes  Hinaufloten  der  Punkte 
r,  2',  3',  .  .  .  oder  durch  Hinaufloten  der  Spurpunkte  N,  N^\  .  .  . 
160.  Das  hier  geschilderte  Verfahren  läßt  sich  mit  geringer 
Abänderung  auch  bei  der  Durchdringung  von  Prisma  mit  Prisma. 
Prisma  mit  Pyramide  und  Pyramide  mit  Pyramide  bei  allgenaeiner 
Lage  anwenden.  Im  ersten  Fall  wähle  man  zwei  parallele  Hilfs- 
ebenen senkrecht  zum  Aufriß  (oder  Grundriß),  die  sonst  beliebig 
sein  können;    sie  schneiden  die  Prismen  in  kongruenten  Vielecken. 
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deren  parallele  Seiten  als  Hilfsspuren  der  Prismenäächen  betrachtet 
werden  können.  Zwei  Hilfsspuren  in  der  nämlichen  Hilfsebene 
und  die  entsprechenden  in  der  anderen  liefern  die  beiden  Hilfsspur- 
pnnkte  einer  Seite  des  Durchdringungspolygons,  das  im  Grundriß 
unmittelbar  gezeichnet  werden  kann.  Tritt  an  Stelle  eines  gegebenen 
Prismas  eine  Pyramide,  so  schneiden  die  Hilfisebenen  nicht  kon- 
gmente,  sondern  ähnliche  Vielflache  aus.  Gewöhnlich  miA  man  in 
diesem  Falle  eine  Hilfsebene  durch  die  Spitze  der  Pyramide  legen. 
Analog  verfährt  man  bei  zwei  Pyramiden. 

161.  Die  Durchdringung  zweier  Pyramiden  in  all- 
gemeiner Lage  (Fig.  124).  Das  Eantenverfahren  läßt  sich  hier 
in  besonderer  Weise  abändern,  wie  es  sich  später  noch  in  anderen 
Fallen  Yorteilhaft  erweisen  wird.  Verbindet  man  die  Spitzen  beider 
Pyramiden  durch  eine  Gerade  a  und  legt  durch  dieselbe  eine  be- 
liebige Ebene,  so  schneidet  sie  jede  der  beiden  Mantelflächen  in 
zwei  oder  mehr  Geraden,  deren  gegenseitige  Schnittpunkte  auf  der 
Dorchdringungsfigur  gelegen  sind.  Wählt  man  die  Ebene  durch  a 
speziell  so,  daß  sie  eine  Pyramidenkante  enthält,  so  ergeben  sich 
auf  dieser  zwei  oder  mehr  Ecken  der  Durchdringungsfigur.  Sind 
nun  A  und  B  die  Basisebenen  der  beiden  Pyramiden,  ist  s  ihre 
Schnittlinie  und  sind  P  und  Q  die  Spurpunkte  von  a  in  den  Ebenen 
A  und  B,  so  schneidet  eine  beliebige  Ebene  E  durch  a  aus  den 
Ebenen  A  und  B  Geraden  aus,  die  durch  P  resp.  Q  verlaufen  und  sich 
auf  s  treffen;  umgekehrt  bestimmen  zwei  derartige  Geraden  eine  Ebene 
durch  a.  Wir  bestimmen  demgemäß  zunächst  auf  der  Verbindungslinie 
a  der  Spitzen  S  und  T  die  Punkte  P=ax  fK  und  Q  =  axB  und  zwar 
i>t  F'  =  a"  X  Ä"Z"  und  Q"  =  a'  x  ^V".  Sodann  bestimmen  wir 
s.  indem  wir  irgend  zwei  Strahlen  in  A  mit  der  Ebene  des  Vierecks 
äBCB  zum  Schnitt  bringen;  so  liefert  die  Gerade  P£  in  A  den 
Punkt  0  von  s  (M"  =  P"F'  x  B'C,  N"  =  F'F'  x  CD",  M  auf 
SC,  N'  auf  Ciy,  a  =  FE'  X  MNy  Nach  Auffindung  von  s  ver- 
binden wir  P  mit  einem  der  Punkte  E,  F,  G,  etwa  mit  E,  suchen  den 
Punkt  0  =  FE  X  s  auf  und  verbinden  ihn  mit  Q;  diese  Linie 
schneidet  das  Viereck  ÄBCB  in  den  Punkten  U,  V,  die  Kante  TE 
durchdringt  demnach  die  andere  Pyramide  in  den  Punkten  1  =  TE 
X  Sr  und  6  =  Mf  X  SU,  Ganz  analog  verfahren  wir  mit  sämt- 
lichen Kanten  aus  s  sowohl  wie  aus  T  und  erhalten  so  alle  Ecken 
der  Dnrchdringungsfigur;  die  Reihenfolge  derselben  ist  nach  dem 
früher  Gesagten  leicht  anzugeben. 

162.  Das  soeben  geschilderte  Verfahren  läßt  sich  ganz  in  der 
gleichen   Weise   anwenden   bei   Durchdringung   von   Pyramide   und 
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Prisma.  Zunächst  legt  man  eine  Gerade  a  durch  die  Spitze  der 
Pyramide  parallel  zu  den  Kanten  des  Prismas,  sucht  ihre  Spur- 
punkte P  und  Q  in  den  Basisebenen  A  und  B  und  die  Gerade 
Ä  =  A  X  B  auf.  Dann  ist  genau  wie  vorher  zu  verfahren,  indem 
jede  Ebene  durch  a  die  Pyramide  in  Geraden  durch  den  Scheitel 
und  das  Prisma  in  Parallelen  zu  den  Kanten  schneidet. 


^  ^ 


rZ 


-p:.--' 


«t; 


^> 


■^.^- 


^A^'^r^ 


>        / 


-:^ 


Fig.  124. 

Handelt  es  sich  um  die  Durchdringung  zweier  Prismen,  so  be- 
stimme man  die  Schnittlinie  s  ihrer  Basisebenen  A  und  B  und  in 
diesen  die  Spurlinien  einer  zu  den  Kanten  beider  Prismen  parallelen 
Ebene  E,  etwa  ?/  =  A  X  E,  i?  =  B  X  E.  Jede  zu  E  parallele  Ebene 
schneidet  aus  A  und  B  Spuren  aus.    die  zu  u  resp.  r  parallel  sind 
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und  sich  auf  «  treffen,    sie  schneidet  die  Prismen  in  Geraden,    die 

den  Eanten   parallel   laufen.     Legt  man  die  zu  E  parallele  Ebene 

duich  eine  Kante,  d.  h.  legt  man  ihre  eine  Spurlinie  durch  die  be- 

zugUche  Ecke    des    Basispolygons,   so  gewinnt  man  Eckpunkte  der 

Dorchdringongsfigur,  die  sich  also  hiemach  leicht  völlig  zeichnen  läßt. 


Schlagschatten  und  Eigenschatten  bei  Vielflachen. 

163«  Unter  der  Annahme  paralleler  Lichtstrahlen  bildet 
der  Schlagschatten  auf  Grundriß  und  Aufriß  nichts  anderes  als  eine 
schiefe  Parallelprojektion.  Ganz  ebenso  nun  wie  ein  Vielfach  in 
Bezug  auf  eine  bestimmte  Projektionsrichtung  in  einen  sichtbaren 
imd  einen  unsichtbaren  Teil  zeri^Ut,  die  längs  des  Umrisses  an 
einander  grenzen,  zerfällt  die  Oberfläche  desselben  in  einen  be- 
leuchteten und  einen  im  Eigenschatten  liegenden  Teil,  die 
längs  eines  Polygons,  des  Lichtgrenzpolygons  oder  kurz  des 
Grenzpolygons  aneinanderstoßen.  Alle  Eanten,  in  denen  der 
Lichtstrahl  den  Körper  bloß  streift,  ohne  in  ihn  einzudringen,  ge- 
boren dem  Grenzpolygon  an;  alle  Punkte,  in  denen  der  ver- 
längerte Lichtstrahl  in  den  Körper  eindringt,  liegen  auf  seinem 
beleuchteten  Teile,  die  Punkte  dagegen,  in  denen  der  verlängerte 
Lichtstrahl  aus  dem  Körper  heraustritt,  befinden  sich  im  Eigen- 
schatten. Wird  ein  Lichtstrahl,  bevor  er  auf  den  Körper  auf- 
tnSt,  durch  dazwischen  liegende  Gegenstände  aufgehalten,  so  entsteht 
an  der  betreflfenden  Stelle  Schlagschatten.  Von  den  Durchstoß- 
punkten  eines  Lichtstrahles  mit  einem  oder  mehreren  Körpern  ist 
der  erste  im  Lichte,  der  zweite,  vierte,  ....  im  Eigenschatten, 
der  dritte,  fünfte,  ....  im  Schlagschatten.  Die  Schlagschatten- 
grenze auf  einer  Projektionsebene  wird  gebildet  von  dem  Schatten 
des  Grenzpolygons.  Der  Schlagschatten  auf  einen  Körper  kann  teil- 
weise von  dem  Grenzpolygon  des  Eigenschattens  begrenzt  werden. 

164.  Den  Schlagschatten  eines  Zwölfflachs  auf  die 
Projektionsebenen  sowie  seinen  Eigenschatten  zu  be- 
stimmen (Fig.  125).  Wir  nehmen  an,  daß  seine  Projektionen  nach 
der  froheren  Darlegimg  gefunden  imd  die  des  Lichtstrahles  f  und  /' 
gegeben  sind.  Die  Schatten  eines  Eckpunktes  auf  Grund-  und 
Aufrißebene  sind  die  Spurpunkte  des  durch  ihn  gelegten  Lieht- 
strahleSy  so  z.  B.  bilden  E^  und  E*  Grund-  und  Aufrißschatten 
ron  £.  Läßt  man  alle  Kanten  Schatten  werfen,  so  wird  die  Grenze 
des  Schlagschattens  von   denjenigen   Linien   gebildet,   welche   alle 
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Übrigen  einschließen.  Es  ist  indeß  nicht  nötig,  den  Schatten  aller 
Kanten  zu  bestimmen.  Zunächst  ündet  man  mehrere  Eckpunkte, 
die  dem  Grenzpolygon  angehören,  indem  man  auf  dem  scheinbareu 
UmriS  der  ersten  Projektion  diejenigen  Punkte  aufsucht,  in  denen 
eine  Parallele  zu  t  diesen  Umriß  streift  ohne  ihn  zu  schneiden.  In 
der  Figur  sind  dies  die  Punkte  Jf  und  G',  ihre  Schatten  £^  un<I  G* 


Fig.  126. 

mtiSBen  notwendigerweise  auf  dem  Randpolygon  des  Schlagschattens 
gelegen  sein.  Denn  der  Lichtstrahl  ans  B  kann  das  Vieltlach  nicht 
schneiden,  da  ja  sonst  seine  Projektionen  die  Projektionen  des  Vie!- 
Hachs  schneiden  müßten,  was  fdr  t  nicht  eintritt.  Ebenso  bestimmen 
sich  vermittels  des  Aufrisses  die  Punkte  i>,  und  J^  als  Eckpunkte 
des  Schlagschattenpolygons.  Von  den  Kanten  aus  £  gehören  zwei 
dem  Grenzpolygou  an,  ea  sind  diejenigen,  deren  Schlagschatten  den 
Schatten  der  dritten  in  ihren  Winkel  einschließen.  Es  können  hier- 
nach die  beiden  Seiten  des  Grenzpolygons  aus  S  bestimmt  werden, 
und  ganz  analog  alle  übrigen  Seiten  desselben.  Auch  wenn  aus 
einer  Ecke  des  Vielflachs  mehr  als  drei  Kanten  ausstrahlen,  lassen 
sich  in  der  angegebenen  Weise  die  Seiten  des  Grenzpolygons  linden. 
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Der  Schlagschatten  wird  an  der  a;-Ach8e  gebrochen  in  den  Punkten 
R  and  S,  indem  die  Kanten  I/£  und  HJ  die  gebrochenen  Schatteo- 
linien  B^E*   und  IVSJ^  liefern  {D^E^  X  «  =  R,  U,J^  x  ^  =  5). 

165.  Den  Schlagschatten  einer  dreiseitigen  abge- 
stumpften Pyramide  auf  ein  Achtflach  zu  entwickeln 
{Fig.  126>.      Sind  Pyramide  und  Achtflach  gezeichnet. 


Fig.  12«. 

man  zunächst  den  Schlagschatten  beider  auf  die  Horizontalebene, 
ganz  abgesehen  davon,  ob  er  wirklich  zu  stände  kommen  kann  oder 
nicht.  Außerdem  zeichne  man  noch  den  Schlagschatten  derjenigen 
Flächen  des  Achtflachs,  die  Schlagschatten  von  dem  Pyramiden- 
stumpf  empfangen.  In  der  Fignr  sind  dieses  die  Flächen  A'i^iV, 
Ä'i:V,  zyfN  und  HMN,  die  in  N  zusammenstoBen.  Da  der  Schatten 
BF^  von   BF  den  Schatten  HN^Af^  in  S,  und  Ä,  durchschneidet, 
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so  muß  der  Schatten  von  BF  auf  die  Seitenfläche  IINM  fallen  und 
wird  dort  S*R*,  wo  -5*5^  [und  B*B^  parallel  zu  der  ersten  Pro- 
jektion des  Lichtstrahles  sind.  Ebenso  findet  man  den  Schatten 
von  FE  auf  die  Fläche  LMN;  hier  muß  man  F^E^  verlängern  bis 
es  zwei  Seiten  des  Dreiecks  LJ\r^N^  in  lj\  und  F^  schneidet,  dann 
ist  U*V*  der  Schatten  dieser  Geraden  auf  die  Fläche  LMN  und 
E^F""  derjenige  von  EF  auf  diese  Fläche  [E*E^\\r\\F*F^.  Die 
gleiche  Konstruktion  läßt  sich  überall  durchfahren.  Es  kommt  die 
Konstruktion  stets  auf  die  Aufgabe  hinaus,  den  Schatten  einer  Ge- 
raden a  auf  eine  Gerade  b  zu  finden,  indem  man  zunächst  die 
Schatten  a^,  b^  beider  Geraden  auf  den  Grundriß  bestimmt  und 
durch  ihren  Schnittpunkt  S^  eine  Parallele  zu  l  legt,  die  die  eine 
Gerade  im  Schatten  werfenden,  die  andere  im  Schatten  empfangenden 
Punkte  schneidet.  In  der  Zeichnung  zieht  man  natürlich  durch  S^ 
eine  Parallele  zu  f,  die  die  Horizontalprojektion  der  genannten 
Punkte  aus  a  und  b'  ausschneidet.  Das  Gesagte  wird  zur  Kon- 
struktion völlig  genügen  und  mag  nur  noch  bemerkt  werden,  daß 
die  Punkte  P*I)*Q*E*F''irS*  Horizontalprojektionen  sind,  ihre  Be- 
zeichungen  also  einen  Strich  erhalten  müßten,  was  jedoch  der  Ein- 
fachheit halber  unterblieben  ist. 


VIEETES  KAPITEL. 
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Centralprojektion  einer  Ebene  auf  eine  andere  Ebene. 

166.  Es  seien  im  Räume  zwei  Ebenen  E  und  TT  und  außerhalb 
beider  ein  Punkt  0  willkürlich  festgelegt.  Zieht  man  aus  0  durch 
alle  Punkte  einer  in  E  angenommenen  Figur  Strahlen,  so  schneiden 
diese  die  Ebene  TT  in  einer  zweiten  Figur,  welche  der  gegebenen 
eindeutig  entspricht.  Dieses  Abbildungsverfahren  heißt  Central- 
projektion, der  Punkt  0  das  Projektionscentrum,  die  Schnitt- 
linie e^  der  Originalebene  E  mit  der  Bildebene  TT  die  Pro- 
jektionsachse. Die  einander  entsprechenden  Figuren  werden  als 
projektiv  in  perspectiver  (centraler)  Lage  oder  kurz  als  per- 
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spektiv  bezeichnet.  Offenbar  entspricht  jedem  Punkte  P  (Fig.  127) 
der  Originalebene  ein  Punkt  P^  der  Bildebene,  jeder  Göraden  ff 
eine  Gerade  y^  nnd  umgekehrt.  Femer  entspricht  jeder  Punkt  G^j 
der  Projektionsachse  e^  sich 
selbst  und  je  zwei  ent- 
jprechende  Geraden  schnei- 
den sich  auf  der  Achse  oder 

sind  ihr  im  besonderen  beide 
parallel. 

167.  Die  Centralpro- 
jektion  einer  Ebene  auf 
eine  zweite  umfaßt  als  spe- 
zielle Fälle  die  Affinität 
mid  Ähnlichkeit  ebener 
Piguren.  Die  Perspektive 
Lage  geht  über  in  die  ähn- 
liche, wenn  die  Projek- 
tionsachse ins  Unendliche 
fallt,  d.  h.  wenn  die  Bild- 
ebene    zur      Originalebene 

parallel  wird;  sie  geht  über 
in  die  affine  Lage,   wenn 


Fig.  127. 


das  Projektionscentrum  in  unendliche  Entfernung  rückt,  d.  h. 
Tenn  die  projizierenden  Strahlen  parallel  werden.  Läßt  man 
beide  Annahmen  zu  gleicher  Zeit  eintreten,  so  ergeben  sich  kon- 
gruente Figuren,  wie  auch  bei  solcher  affiner  Lage,  wo  die 
projizierenden  Strahlen  auf  einer  der  beiden  Ebenen  senkrecht 
stehen,  welche  den  Winkel  zwischen  Original-  und  Bildebene  oder 
seinen  Nebenwinkel  halbieren.  Affine,  ähnliche  und  speziell 
kongruente  Figuren  sind  deshalb  ebenfalls  als  projektiv  zu  be- 
zeichnen und  ihre  gegenseitige  Lage  als  perspektiy,  wenn  sie  nach 
der  früheren  Bezeichnung  affin  oder  ähnlich  ist. 

168«  Die  durch  0  parallel  zu  E  und  TT  gelegten  Ebenen  mögen 
TT  nnd  E  in  den  Geraden  e^  und  e^  (beide  parallel  zur  Achse  Cj) 
schneiden  (Fig.  127).  Bewegt  sich  in  E  ein  Punkt  P  auf  der  Ge-  • 
niden  g  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  ins  Unendliche,  so  dreht 
sich  der  zugehörige  projizierende  Strahl  OP  in  der  Ebene  Off  um 
^  im  entsprechenden  Sinne  und  zwar  nähert  er  sich  in  jedem  Falle 
derselben  Grenzlage,  nämlich  der  Parallelen  zu  ff  durch  0.  Der 
Spurpnnkt  G^  der  letzteren  in  TT  liegt  auf  e^ ;  er  kann  als  das  Bild 

ins  Unendliche  fliehenden  Punktes  aufgefaßt  werden  und  heißt 

9* 
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darum  der  zu  ff  gehörige  Fluchtpunkt.  Offenbar  gehört  er  ebenso 
als  Fluchtpunkt  zu  allen  Geraden,  die  mit  ^  parallel  laufen.  — 
Der  Gesamtheit  aller  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene  E  ent- 
spricht die  eine  bestimmte  Gerade  e^,  die  Fluchtlinie  der  Ebene 
E.  —  Umgekehrt  verschwindet  das  Bild  des  Schnittpunktes  G^  der 
Geraden  ff  mit  e^,  d.  h.  es  liegt  auf  ^^  unendlich  fem;  G„  heißt 
darum  der  Verschwindungspunkt  von  ff.  Die  Gerade  e„  selbst, 
deren  Bild  ins  Unendliche  fällt,  heißt  die  Verschwindungslinie 
der  Ebene  E.  —  Allen  Parallelen  zu  ^  in  E  entsprechen  in  TT  alle 
Geraden  durch  den  Punkt  G^  der  Fluchtlinie  e.  und  allen  Geraden 
in  E  durch  den  Punkt  G^  der  Verschwindungslinie  e*,  die  Parallelen 
zu  ff^  in  TT. 

169.  Das  angegebene  Verhalten  der  unendlich  fernen  Punkte 
einer  Geraden  oder  einer  Ebene  gegenüber  der  Centralprojektion, 
nämlich  der  Umstand,  daß  sie  nur  in  einem  einzigen  Punkt  oder 
einer  einzigen  Geraden  abgebildet  werden,  begründet  die  Ausdrucks- 
weise, nach  welcher  einer  Geraden  nui*  ein  unendlich  ferner 
Punkt  (Richtung)  zugeschrieben  wird,  den  sie  mit  allen  parallelen 
Geraden  gemein  hat,  und  einer  Ebene  nur  eine  unendlich  ferne 
Gerade  (Stellung),  die  ihr  mit  allen  Parallelebenen  gemeinsam 
ist.  Erst  auf  Grund  dieser  Erklärung  dürfen  wir  das  umkehrbar 
eindeutige  Entsprechen  zwischen  den  Punkten  und  Ge- 
raden der  Originalebene  und  den  Punkten  und  Geraden 
der  Bildebene  als  ein  ausnahmslos  geltendes  Grundgesetz  der 
Centralprojektion  betrachten.  —  Im  Verfolg  dieser  Perspektiven 
Betrachtungsweise  hat  man  eine  Gerade  als  geschlossene  Linie 
aufzufassen,  weil  ein  Punkt,  der  sie  beschreibt,  sich  demselben 
unendlich  fernen  Punkte  nähert,  gleichviel  in  welchem  Sinne  er 
sich  bewegt. 

170.  Für  die  Centralprojektion  von  E  auf  TT  kann,  wenn  die 
Lage  dieser  Ebenen  zu  einander  fixiert  ist,  die  Angabe  des  Pro- 
jektionscentrums 0  offenbar  durch  die  zweier  entsprechender 
Punktepaare  A,  J9  und  y/p  B^  ersetzt  werden,  deren  Verbindungs- 
linien AB  und  A^B^  sich  auf  der  Achse  e^  =  ExTf  schneiden.  Es 
liegen  nämlich  dann  AA^  und  BB^  in  einer  Ebene  und  bestimmen 
0  als  ihren  Schnittpunkt. 

171.  Ist  nur  die  Achse  e^  fest  gegeben  und  sind  zwei 
einander  entsprechende  Dreiecke  ABC  und  A^B^C\  bekannt, 
deren  homologe  Seiten  sich  auf  e^  schneiden,  so  bestimmen  diese 
bei  jeder  noch  möglichen  Lage  ihrer  Ebenen  E  und  TT  ein  Centrum 
0,  in  Bezug  auf  welches  sie  perspektiv  liegen.     Denn  unter  jener 
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Voraossetztuig  liegen  BC  und  B^C^,  CA  und  C^A^^  AB  und  A-^B^ 
je  in  einer  Ebene  A,  B  oder  f;  diese  schneiden  sich  zu  zweien  in 
den  Geraden  AA^  =  B  X  f,  BB^  =  r  X  A,  CC^  =  A  X  B  und  diese  alle 
drei  in  dem  Centrum  O  =  A  x  B  X  f. 

173.  Hieraus  läßt  sich  der  weitere  Satz  folgern:  Gehen  die 
Ebenen  dreier  Figuren  g,  g^,  %^  durch  eine  und  dieselbe 
Achse  e^  und  sind  zwei  derselben  %  und  ^^  zur  dritten  %^ 
perspektivy  so  sind  sie  es  auch  zu  einander.  Die  drei 
Centren  liegen   in  gerader  Linie.  —  Die  Perspektivitatscentren, 
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Fig.  128. 

0  für  g  und  S,  Oj  flir  gj  und  g^»  <iöiike  man  sich  mittels  eines 
Punktepaares  A^,  B^  und  der  ihm  entsprechenden  Paare  A^  B  und 
Ä  B  bestininit.  Dann  ist  zu  zeigen:  erstens  daß  die  Geraden  AA^ 
und  BB  einen  Schnittpunkt  0  bestimmen^  zweitens  daß,  wenn 
einem  beliebigen  dritten  Punkte  C^  die  Punkte  C  und  Cj  entsprechen, 
auch  die  Gerade  CCy^  durch  0  geht.  Wenn  aber  das  Dreieck  A^B^C^ 
sowohl  zum  Dreieck  ABC  als  auch  zu  A^B^C^  perspektiv  liegt,   so 
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schneiden  sich  die  homologen  Seiten  aller  drei  je  in  einem  Punkte 
der  Achse  und  folglich  liegen  nach  171  auch  die  Dreiecke  ABC 
und  Ä^B^C^  perspektiv.  Das  zugehörige  Centrum  0  liegt  auf  AA^^ 
ebenso  0^  auf  Ä^A^  und  0^  auf  Ä^Ä^  folglich  alle  drei  Centren  auf 
der  Ebene  AÄ^A^,  desgleichen  auf  der  zweiten  Ebene  BB^B^y  folg- 
lich in  der  Schnittlinie  beider,  durch  welche  auch  die  dritte  Ebene 
CC^C^  gehen  muß  (Fig.  128). 

173.  Als  einen  wichtigen  Spezialfall  des  soeben  bewiesenen 
Satzes  heben  wir  folgenden  hervor:  Zwei  perspektiv  gelegene 
ebene  Figuren  bleiben  in  perspektiver  Lage,  wenn  man 
die  eine  derselben  um  die  Projektionsachse  beliebig  dreht. 
Die  zu  drehende  Figur  liegt  nämlich  zu  der  gedrehten  affin 
(vergl.  10),  d.  h.  perspektiv  mit  unendlich  fernem  Centrum.  Durch 
letzteres  geht  auch  die  Verbindungslinie  des  alten  und  neuen  Per- 
spektivitätscentrums,  sie  liegt  also  parallel  zur  Sehne  des  Kreis- 
bogens, den  irgend  ein  Punkt  der  beweglichen  Figur  beschreibt. 

174.  Es  mag  etwa  die  Originalebene  E  der  Drehung  unter- 
worfen werden.     Um  die  Lageveränderung  des  Projektionscentrums 

vollständiger  zu 
überblicken,  den- 
ken wir  uns  die 
Zeichenebene  nor- 
mal zur  Achse  e^ 
durch  das  Cen- 
trum 0  gelegt.  Die 
beiden  Perspekti- 
ven Ebenen  E  und 
TT,  die  Achse  e^, 
Verschwindungs- 
linie  e^j  Fluchtlinie 
e^  u.  s.  f.    stellen 

00 

wir  dann  durch  ihre 
senkrechten     Pro- 


Fig.  129. 


jektionen  auf  die  neue  Zeichenebene  dar  und  setzen  an  diese  die- 
selben Buchstaben,  welche  die  Elemente  selbst  bezeichnen  (Fig.  129). 
Die  Originalebene  E  werde  in  irgend  einer  durch  Drehung  um 
e^  erreichbaren  Lage  mit  E^,  ihre  Verschwindungslinie  mit  e^^  be- 
zeichnet. Das  neue  Centrum  0^  liegt  in  der  Schnittlinie  der  Ebenen, 
welche  durch  e^  parallel  zu  E^  und  durch  e^^  parallel  zu  TT  gelegt 
werden  können  und  überdies  wiederum  in  der  Zeichenebene.  Hieraus 
folgt,  daß  das  Centrum  eine  Drehung  um  die  Fluchtlinie  e     erleidet 
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von  gleichem  Sinn  und  gleichem  Drehwinkel,  wie  E  selbst  um  die 
Achse  «j. 

176.  Wird  die  Originalebene  durch  die  Drehung  mit  der 
Bildebene  zur  Deckung  gebracht,  so  gelangt  auch  das  Pro- 
jektionscentrum O  in  die  letztere  und  zwar,  je  nach  dem  Sinne 
der  Drehung,  entweder  nach  0^  oder  nach  0^  (Fig.  129).  Die  Ver- 
3chwinduDgslinie  e„  erhält  entweder  die  Lage  e^  oder  e^^.  Im  ersten 
Falle  schließen  in  der  Bildebene  Centrum  und  Achse  der  Projektion 
die  Flucht-  und  Verschwindungslinie  zwischen  sich  ein;  im  zweiten 
Falle  werden  sie  von  diesen  eingeschlossen.  Jedesmal  aber  bleibt 
der  senkrechte  Abstand  des  Centrums  von  der  Fluchtlinie 
dem  der  Verschwindungslinie  von  der  Achse  gleich.  Der- 
jenige Punkt  C  in  der  Originalebene  E,  welcher  nachmals  mit  dem 
neuen  Centrum  Oq  zur  Deckung  kommt,  liegt  auf  dem  Strahle  0^0; 
im  neuen  Centrum  fallen  daher  zwei  entsprechende  Punkte  der 
Ebenen  E  und  TT  zusammen,  was  —  von  den  Punkten  der  Achse 
abgesehen  —  für  kein  weiteres  Paar  entsprechender  Punkte  eintritt 
Analoges  gut  bei  umgekehrtem  Drehungssinn  fiir  C  und  0^, 

Centralprojektion  in  der  Ebene. 

176,  Durch  die  vorausgehende  Betrachtung  sind  wir  mittelbar 
zu  dem  Begriflfe  perspektiver  Figuren  derselben  Ebene,  also  zur 
Centralprojektion  in  der  Ebene  gelangt,  welche  noch  genauerer 
Erörterung  bedarf. 

Es  sollen  jetzt  in  einer  Ebene  zweierlei  Figuren  betrachtet 
werden,  die  wir  als  Original  und  Bild  unterscheiden  und  die 
einander  Punkt  für  Punkt  nach  folgenden  Gesetzen  entsprechen: 

a)  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  gehen 
durch  einen  festen  Punkt  0,  das  Centrum. 

ß)  Drei  Punkten  in  gerader  Linie  entsprechen  drei 
Punkte  in  gerader  Linie. 

y)  Jeder  Punkt  einer  festen  Geraden  e^,  der  Achse, 
entspricht  sich  selbst. 

Hieraus  folgt  sofort: 

9)  Entsprechende  Strahlen  schneiden  sich  auf  der 
Achse  tf^;  jeder  Strahl  durch  das  Centrum  0  ent- 
spricht sich  selbst  und  mithin  gilt  das  Gleiche  vom 
Centrum  selbst. 

Eine  solche  Verwandtschaft  zwischen  zweierlei  Figuren  wird 
als  Centralkollineation  in  der  Ebene  bezeichnet.     Indem  wir 
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zeigen,  daß  zwei  centrisch-kollineare  Figuren  einer  Ebene 
durch  Drehung  der  einen  um  die  Kollineationsachse  e^  in  eine  räum- 
liche Lage  übergeführt  werden  können,  bei  welcher  die  eine  als 
Centralprojektion  der  anderen  erscheint,  wird  die  Identität  unserer 
Kollineation  mit  der  aus  der  Centralprojektion  im  Räume  oben  ab- 
geleiteten geometrischen  Verwandtschaft  erwiesen  und  wir  können 
die  hier  erhaltenen  Gebilde  in  demselben  Sinne  wie  vorher,  als 
Perspektive  Figuren  bezeichnen. 

177.  Da  nun  die  Eigenschaften  a),  /?),  y)  auch  der  räumlichen 
Centralprojektion  zukommen,  so  ist  nur  zu  zeigen,  daß  sie  hin- 
reichen, um  in  Verbindung  mit  der  Angabe  gewisser  Bestimmungs- 
stücke eine  Kollineation  vollständig  zu  definieren.  In  der  That  be- 
steht aber  der  Satz: 

Die  Centralkollineation  in  der  Ebene  ist  bestimmt 
durch  Angabe  des  Centrums  0,  der  Achse  e^  und  zweier 
einander  entsprechender  Punkte  A  und  Ä^,  die  mit  O  in 
gerader  Linie  liegen  müssen.  Denn  dann  kann  zu  jedem  ge- 
gebenen Punkte  B  des 
Originals  der  entspre- 
chende B^  des  Bildes  auf 
Grund  obiger  Gesetze  ge- 
funden werden.  Der  Ge- 
raden AB  =  g  nämlich, 
welche  e^  in  G-^  schneiden 
mag  (Fig.  130),  entspricht 
die  Gerade  A^Gy^  =  g^ 
und  auf  dieser  wird  B^ 
durch  den  Strahl  OB 
ausgeschnitten. 

178.  Die  hier  zur 
Bestimmung  der  Kollinea- 
tion benutzten  Elemente 
entsprechen  genau  den 
Bestimmungsstücken  für 
die  Centralprojektion  ein  er 
Ebene  auf  eine  andere.  Denn,  denkt  man  sich  die  eine  der  centrisch- 
koUinearen  Figuren,  etwa  das  Original,  um  e^  aus  der  Ebene 
herausgedreht  in  den  Raum  und  bezeichnet  jetzt  C^  die  ursprüng- 
liche Lage  des  KoUineationscentrums,  C  die  neue  Lage,  so  ent- 
sprechen C  und  C^  einander  und  bestimmen  mit  A.  und  J^  zu- 
sammen   das    Centrum   der    räumlichen    Projektion,    durch   welches 


Fig.  130. 


Perspektivität  ebener  Figuren.     Harmonische  Oebüde.  187 

auch  die  Verbindangslinie  irgend  zweier  weiterer  entsprechender 
Punkte,  wie  B  und  B^  geht,  weil  die  Dreiecke  ABC  und  A^B^C^ 
den  Bedingungen  des  Satzes  in  171  entsprechen. 

179.  Die  aus  der  räumlichen  Konstruktion  gefolgerten  Eigen- 
schaften perspektiver  ebener  Figuren  müssen  sich  auch  aus  der 
Definition  der  Centralkollineation  herleiten  lassen.  Dieser  Gedanke 
soll  noch  mit  wenigen  Worten  ausgeführt  werden. 

Die  filr  das  Bild  eines  Punktes  gegebene  Konstruktion  läßt 
unmittelbar  erkennen:  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden^ 
entspricht  als  Fluchtpunkt  der  Schnitt  G^  der  Geraden  g^  mit 
d€r  Parallelen  zu  g  durch  0;  umgekehrt  entspricht  dem  unendlich 
fernen  Punkte  von  g^  als  Verschwindungspunkt  der  Schnitt  G^ 
von  g  mit  der  Parallelen  zu  g^  durch  0,  Mit  anderen  Worten: 
das  Bild  einer  Geraden  g  wird  erhalten,  wenn  man  durch  ihren 
Achsenschnittpunkt  Gy^  die  Parallele  zur  Verbindungslinie  G^O  ihres 
Verschwindungspunktes  mit  dem  Centrum  zieht.  Ebenso  findet 
man  zu  einer  Geraden  g^  das  Original,  indem  man  duixh  ihren 
Achsenschnittpunkt  G^  die  Parallele  zur  Verbindungslinie  G^  0  ihres 
Fluchtpunktes  mit  dem  Centrum  zieht. 

180.  Femer  ergiebt  sich,  daß  der  unendlich  fernen  Geraden 
im  Originalsystem  die  durch  G^  parallel  zu  e^  gezogene  Gerade  e^ 
als  Fluchtlinie  entspricht,  und  der  unendlich  fernen  Geraden  im 
Bildsystem  die  durch  G^  parallel  zu  e^  gezogene  Gerade  e„  als  Ver- 
«chwindungslinie.  Sucht  man  nämlich  auf  irgend  einem  weiteren 
Paare  entsprechender  Geraden  h  und  h^  (mit  dem  Achsenschnitt- 
ponkt  2/j)  wie  vorher  den  Verschwindungspunkt  H^  und  Flucht- 
punkt Ä^,  so  sind  die  Vierecke  06'„6'iG^^  und  OHJl^E^  als  Parallelo- 
gnunme  affin  (vergl.  16)  und  da  sich  entsprechende  Seiten  in  den 
Punkten  A^  O,  A^  einer  Geraden  schneiden,  affin  gelegen.  Folglich 
>ind  die  Verbindungslinien  xaffiner  Ecken,  nämlich  e^  =  G^II^^ 
%  =  GJI^^  €^=  G^H^  parallel,  w.  z.  b.  w.  —  Die  Vwschwindungs- 
ünie  tf,  und  die  Fluchtlinie  e^  werden  auch  als  die  Gegen  ach  sen 
^on  Original  und  Bild  bezeichnet,  ebenso  spricht  man  Yon  den 
Gegenpunkten  G^  und  G^  einer  Geraden  und  ihres  Bildes. 

181.  Wichtig  für  das  Folgende  sind  die  beiden  unmittelbar 
aus  der  Figur  zu  entnehmenden  Beziehungen:  Das  Bild  einer 
Geraden  schneidet  die  Fluchtlinie  unter  demselben  Winkel 
7.  wie  der  Strahl  aus  dem  Centrum  nach  dem  Verschwin- 
dungspunkt die  Verschwindungslinie,  und  andererseits:  Eine 
Gerade    schneidet    die    Verschwindungslinie    unter    dem- 
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selben   Winkel  i/^,   wie   der  Strahl  aus    dem  Centrum  nach 
dem  Fluchtpunkt  die  Fluchtlinie. 

183.  Es  mag  noch  erwähnt  werden,  daß  die  Centralkolli- 
neation  auch  durch  Angabe  des  Gentrums,  der  Achse  und 
einer  der  Gegenachsen  bestimmt  ist.  Denn  indem  man  an 
Stelle  zweier  entsprechender  Punkte  eine  Gegenachse  einfuhrt,  wird 
ihrem  Schnittpunkte  mit  irgend  einer  Geraden  der  Punkt  zugeordnet, 
welcher  auf  der  Verbindungslinie  des  ersteren  mit  dem  Centrum 
unendlich  fern  liegt.  — 

Perspektive  Grundgebilde. 

Wir  erklären  zuerst  einige  öfter  wiederkehrende  Benennungen. 

183.  Für  ein  aus  den  Punkten  einer  geraden  Linie  bestehendes 
Gebilde  wendet  man  den  Namen  Punktreihe  an  und  nennt  die 
Gerade  ihren  Träger.  Von  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen 
und  durch  einen  Punkt  gehen,  sagt  man,  daß  sie  einen  Strahl - 
büschel  bilden;  der  gemeinsame  Punkt  heißt  Centrum  (Scheitel) 
und  die  Ebene  der  Träger  desselben.  Ahnlich  sagt  man  von  Ebenen, 
die  eine  Gerade  gemeinsam  enthalten,  daß  sie  einen  Ebenen- 
büschel bilden  und  nennt  diese  Gerade  die  Achse  desselben.  — 
Die  Punktreihe,  der  Strahlbüschel  und  der  Ebenenbüschel  sind 
die  einfachsten  Gebilde,  welche  man  aus  Punkten,  Geraden  oder 
Ebenen  als  Elementen  zusammensetzen  kann.  In  ihnen  ist  das  ein- 
zelne Element  jedesmal  durch  eine  Bedingung  bestimmbar  (vergl.  2 17), 
weshalb  sie  auch  als  einförmige  Grundgebil'de  bezeichnet  werden. 

184.  Eine  Punktreihe  wird  aus  einem  außerhalb  gelegenen 
Punkte  durch  einen  Strahlbüschel  projiziert,  ebenso  ein  Strahl- 
büschel durch  einen  Ebenenbüschel.  Umgekehrt  wird  ein  Ebenen- 
büschel von  einer  nicht  in  ihm  enthaltenen  Ebene  in  einem  Strahl- 
büschel und  von  einer  Geraden  in  einer  Punktreihe  geschnitten. 
Zwei  Punktreihen  bezeichnen  wir  als  perspektiv,  wenn  sie 
Schnitte  desselben  Strahlbüschels  sind.  Ebenso  heißen  zwei  Strahl- 
büschel perspektiv,  wenn  sie  Schnitte  desselben  Ebenenbüschels 
sind,  oder  wenn  sie  eine  und  dieselbe  Punktreihe  aus  verschiedenen 
Centren  projizieren.  Endlich  werden  zwei  Ebenenbüschel  per- 
spektiv genannt,  wenn  sie  einen  und  denselben  Strahlbüschel  aus 
verschiedenen  Centren  projizieren.  Auch  zwei  verschiedenartige 
einförmige  Grund  gebilde  können  als  perspektiv  bezeichnet  werden 
(z.  B.  eine  Punktreihe  und  ein  Strahlbüschel),  nämlich  dann,  wenn 
das  eine  ein  Schnitt  des  anderen  ist. 

Es  gilt  jetzt  eine  Reihe  von  Sätzen  abzuleiten,  die  sich  auf  die 
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erwähnten  einfachen  Grundgebilde  beziehen  und  flir  die  Projektions- 
lehre von  grundlegender  Bedeutung  sind.  Wir  dürfen  uns  dabei 
größtenteils  auf  die  Betrachtung  von  Punktreihen  beschränken,  da 
die  Übertragung  der  betreffenden  Sätze  auf  Strahl-  und  Ebenen- 
blschel  keiner  Schwierigkeit  unterliegt. 

185.  Wir  gehen  aus  von  zwei  durch  Centralprojektion  Punkt 
für  Punkt  aufeinander  bezogenen  Geraden  ^  ^^^  9\  (Fig.  131).  Auf 
ihnen  ist  der  Schnitt-  / 

pünkt  beider    G^    als  / 

der  sich  selbst  ent-  / 

sprechende    Punkt                         O                   Jüv 
»  ^ -«-^-•i ^. 

ausgezeichnet,    femer  /  'oC^-^         / 

anfyderVerschwin-  /     \  \  ^""--^^ 

dangspunkt      ff»,  /          \  ^^^v/    ""^^- 

welcher  dem  unend-  /              \    /\             "^^ 

lieh  fernen   Punkt      ^ il — i^j lli^? ^ 

Ton  G\  entspricht,  und  /^"                ßi      ^                  B,         ' 

auf^j    der   Flucht-  /                   / 

punkt  (?g,,    das  Bild  /                   / 

des  unendlich   fer-  *^ 

nen    Punktes     von  Fig.  I3l. 

y.  —  Nach  dem  Früheren  bleiben  die  Geraden  perspektiv,  wenn 
eine  derselben,  etwa  g^^  beliebig  um  den  Punkt  G^  gedreht  wird. 
Das  Centrum  O  darf  daher  willkürlich  auf  einer  um  G^  mit  dem 
Badius  =  G^jG^^  beschriebenen  Kugel  angenommen  werden,  worauf 
sieh  die  Lage  von  g^  ergiebt. 

Sollen  zwei  Gerade  g  und  g^  perspektiv  liegen,  so  fragt  es  sich, 
zu  wieviel  gegebenen  Punkten  der  einen  die  entsprechenden  Punkte 
der  anderen  willkürlich  angenommen  werden  dürfen.  Hier  ergiebt 
sich  zunächst  folgender  Satz. 

186.  £ine  Gerade  g^  kann  zu  einer  anderen  g  stets  in 
solche  Lage  gebracht  werden,  daß  drei  gegebene  Punkte 
LB^Q  der  letzteren  mit  drei  beliebig  gegebenen  Punkten 
\,  B^,  Cj,  der  ersteren  perspektiv  sind.  Vereinigt  man  z.  B. 
zwei  entsprechende  Punkte  C  und  C^  im  Punkte  G^,  so  bestimmen 
die  Verbindungslinien  AA^^  und  BB^  der  übrigen  das  Projektions- 
eentmm  0  als  ihren  Schnittpunkt.  Dies  Beispiel  giebt  indeß  nicht 
die  allgemeinste  Art  der  Herstellung  der  im  Satze  geforderten  Lage. 
Vielmehr  kann  man  noch  die  Lage  des  Centrums  0  gegen  eine  der 
Geraden,  etwa  g^  willkürhch  fixieren.  Die  andere  Gerade  g^  muß 
dann  in  der  Ebene  Og  liegen,    die  wir  als  Zeichenebene  benutzen. 
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Für  die  Perspektive  Lage  der  beiden  Punktreihen  Ä^  £,  C  und  Ä^jB^^  C\ 
muß  z.  A^OB^  ==  /_  ÄOB,   z.  B^OC^  =  z.  J50Csein.   Man  lege  daher 

^  -  —  ^  ^  durch  die  Endpunkte  der 

/^  "".  Strecken  Ä^B^  und  B^C^ 

Kreise,    die  über   diesen 
Sehnen     die    Peripherie- 
winkel ^^05 und  L.BOC 
ÜGissen,  bringe  den  außer- 
halb g^  liegenden  Schnitt- 
punkt   Oj    derselben    mit 
0,     sowie     die     Winkel 
Z.  Ä^O^B^  und   L.B^O^C^ 
bezw.   mit    Z-  AOB    und 
Z.  ^OC  (oder  mit  deren 
Scheitelwinkeln)       zur 
Deckung,  so  ist  die  Per- 
spektive Lage  hergestellt 
(Fig.    182).       Die     ein- 
fachen  Abänderungen  des 
Verfahrens,    welche  not- 
wendig werden,  wenn  unter 
den   Punkten  ^j,  5j,  C^ 
der  unendlich  ferne  Punkt 
von  ^j,  eventuell  zugleich 
unter  den  Punkten  A^  J5,  C 
der  unendlich  ferne  Punkt 
von    g    vorkommt,    sind 
leicht  zu  übersehen. 
187.    Nach  dem  Vorigen  brauchen  drei  Punkte  einer  Geraden 
keinerlei  Bedingung  zu  erfüllen,  um  mit  drei  gegebenen  Punkten  einer 
anderen  Geraden  in  Perspektive  Lage  gebracht  werden  zu  können. 
Dagegen  müssen  vier  Punkte  auf  ^j  eine  gewisse  besondere  Lage  haben, 
damit  man  sie  als  Centralprojektionen  von  vier  gegebenen  Punkten 
auf  g  auffassen  kann.     Dies  erhellt  aus  dem  folgenden  Satze: 

Sind  bei  irgend  einer  Lage  der  Geraden  g  und  ^^  vier 
Punkte  A,  5,  6\  B  der  einen  perspektiv  zu  vier  Punkten 
Jj,  J9j,  6^^,  i>j  der  anderen,  so  sind  sie  es  in  allen  Lagen, 
bei  denen  drei  jener  vier  Punkte  mit  den  drei  ent- 
sprechenden perspektiv  sind. 

188«  Die  Punktreihen  y/,  5,  (7,  B  und  A^^  jB^,  (7j,  B^  auf  g 
und  g^  seien  ursprünglich  durch  Centralprojektion  aus  dem  Centrum 
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Oj  anfemander  bezogen  (Fig.  133).     Es  werde  nun  im  Räume  be- 
liebig ein  nenes  Centrum  0^  gegeben  und  —  was  nach  dem  Vorigen 
immer  möglich  ist  —  die  Gerade  ff^  so  gelegt,  daß  die  aus  A^,  B^j  C^ 
hervorgehenden    Punkte    A^,  £^,   C^  resp.    auf  die   Strahlen    O^A, 
O^B,  O^C  zu  liegen  kommen.     In  dieser  neuen  Lage  werde  die  Ge- 
rade durch  g^    bezeichnet;   ihr  Schnittpunkt  mit  O^B  sei  B^,     Es 
:st  zu  beweisen  7    daß  er  bei  der  vorgenommenen  Verschiebung  aus 
b^  hervorgegangen,    also    C^B^  =  C^B^  ist.     Man  ziehe  durch  die 
Punkte  A^,  JS^y  C^,  B^  Parallelen  zu  Oiö^;  diese  liegen  resp.  in  den 
Ebenen    O^O^A^  O^O^B,  O^O^C,  O^O^B  und  schneiden  folglich  resp. 
die  Greraden    O^Aj  O^B,  O^C,  O^B.     Die  fraglichen   Schnittpunkte, 
Jj.  ^3,  C^j  -Z>3,  liegen  in  der  Geraden  ^3,  welche  auf  der  Ebene  O^g^ 
Yon  der  parallel  zu  0^0^  durch  g^  gelegten  Ebene  ausgeschnitten  wird. 
Da  nun  A^B^  :  B^C,  =  A^B^  :  B^C,  =  A,B, :  B^C, 

ist,  liegt  y,   parallel  zu  g^,  folglich  ist: 

A^B^  :  C^B^  ==  ^3^3 :  C^B^  =  A^B^ :  C^B^,  Nun  ist  aber: 
Ä^B^  =  A^Bj    also  auch  C^B^  =  C^B^,  u.  z.  b.  w. 

189.     Ans    dem  bewiesenen  Satze  folgt,   daß   man,    um  zwei 


Fig.  133. 

• 
Gerade  a  nnd  ff^  in  Perspektive  Beziehung  zu  setzen,  nur  zu  drei 
gegebenen  Punkten  A,  B,  C  der  einen  die  entsprechenden  A^,  B^,  C^ 
der  anderen  ^willkürlich  annehmen  darf;  zu  jedem  vierten  Punkte  B 
st  dann  der  entsprechende  eindeutig  bestimmt  und  zwar  wird  er 
konstruiert,  indem  man  g  und  g^  auf  irgend  eine  Weise  in  perspek- 
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tive  Lage  bringt,  und  hierauf  den  aus  dem  Centrutti  0  durch  D  ge- 
führten Strahl  mit  ff^  in  D^  schneidet.  — 

Als  wichtiger  Spezialfall  des  letzten  Satzes  sei  folgender  her- 
vorgehoben: Hat  man,  ausgehend  von  irgend  einer  Lage  der  Ge- 
raden ff  und  g^ ,  bei  welcher  die  Punkte  A,  B,  C  der  ersten  mit  den 
ihnen  zugewiesenen  Ji,B^,  C^  der  anderen  perspektiv  liegen,  in  jeder 
Geraden  den  Gegenpunkt  bestimmt,  also  G^  auf  ff  und  G^  auf  ff^ , 
so  bleiben  G„  und  G^  die  Gegenpunkte,  bei  jeder  Lage  von  p  und 
ff^y  für  welche  A,  £,  C  resp.  mit  A^,  B^,  C^  perspektiv  sind. 

190.  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt: 

Sind  zwei  Punktreihen  zu  einer  dritten  perspektiv,  so 
können  sie  zu  einander  in  Perspektive  gesetzt  werden, 
indem  man  sie  aus  einem  und  demselben  Centrum  zur  dritten  Punkt- 
reihe perspektiv  legt.  Femer:  Wenn  zwei  Punktreihen  per- 
spektiv gelegt  und  überdies  drei  Punkte  der  einen  mit  den 
entsprechenden  der  anderen  vereinigt  werden  können,  so 
sind  sie  kongruent. 

191.  Den  Sätzen  über  die  Perspektive  Lage  von  Punktreihen 
in  186  bis  190  stehen  analoge  Sätze  gegenüber,  die  sich  auf  Strahl- 
büschel beziehen. 

Zwei  Strahlbüschel  S  und  S^  können  stets  in  solche 
Lage  gebrächt  werden,  daß  drei  gegebene  Strahlen  a,  6,  c 
des  einen  mit  drei  beliebig  gewählten  Strahlen  Oj,  Äj,  c,  des 
anderen  perspektiv  liegen,  d.  h.  sich  auf  einer  Geraden  —  der 
Perspektivitätsachse  —  schneiden.  Die  Lage  der  Perspek- 
tivitätsachse  gegen  einen  der  Büschel  kann  willkürlich 
angenommen  werden.  Schneidet  nämlich  diese  Axe  die  Strahlen 
a,  b,  c  resp.  in  A,  B,  C,  so  bestimme  man  wie  in  186  einen  Punkt  O 
von  der  Beschaffenheit,  daß  z_  AOB  =  /_a^b^  und  z.  BOC  =  /-b^c^ 
ist,  und  vereinige  den  Scheitel  8^  des  zweiten  Büschels  derart  mit 
0,  daß  ttj  durch  A  und  b^  durch  Bj  folglich  c^  durch  C  geht. 

Die  einfachste  Lösung  —  freilich  nicht  die  allgemeine  —  ist, 
daß  man  zwei  entsprechende  Strahlen  a,  a^  zusammenfallen  läßt;  die 
Schnittpunkte  bxb^  und  cxc  der  anderen  Strahlenpaare  bestimmen 
dann  die  Perspektivitätsachse  als  ihre  Verbindungslinie. 

193.  Sind  vier  Strahlen  a,  bj  c,  d  eines  Büschels  S  per- 
spektiv zu  vier  Strahlen  a^,  Äj,Cj,rfj  eines  zweiten  Büschels 
S^y  so  sind  sie  es  für  alle  Lagen,  in  denen  drei  derselben 
zu  den  drei  entsprechenden  perspektiv  sind.  Ursprünglich 
mögen  sich  a,  Ä,  c,  d  resp.  mit  a^,  *j,  Cj,  d^  in  den  Punkten  A^B,  C,  D 
der  Perspektivitätsachse  schneiden.     Sind  dann  fttr  eine  neue  Lage 
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des  zweiten  Büschels ,  bei  welcher  Oj,  ä^,  c^,  d^  resp.  in  a^,  b^,  c^,  d^ 
übergegangen  sein  mögen,  die  Schnittpunkte  ^'  =  0x^2»  B'=bxb^^ 
C'=  c  X  c^  wiederum  auf  einer  Geraden  ^  enthalten  (Fig.  134)  und 
setzt  man:  dXff=-iy,  d^xg^JDf',  so  sind  die  Reihen  ÄBCTf 
und  ÄBCV  beide  auf  die 
Punktreihe  ABCB  durch  Per- 
spektive bezogen  (resp.  be- 
ziehbar) und,  da  sie  drei  ent- 
sprechende Punkte  gemein 
haben,  kongruent,  d.  h.  B  ist 
//"  identisch,  w.  z.  b.  w. 

193.  In  zwei  Perspektiven 
Strahlbüscheln  S  und  S^  giebt 
es     zwei      einander      ent- 
sprechende  Paare    recht-  A  B 
winkliger    Strahlen.      Sie                           Fig.  134. 

werden  (vergl.  12)  gefunden,  indem  man  durch  die  Scheitel  Äund  &^ 
einen  Kreis  mit  dem  Centrum  auf  der  Perspektivitätsachse  legt; 
schneidet  dieser  die  Achse  in  X  und  7,  so  sind  x  =  SXj  y  =  SY 
und  Xj  =  S^Xy  yi  =  S^Y  die  gesuchten  Rechtwinkelpaare  (Fig.  135). 

Aus  dem  vorigen 
Satze  folgt  nun:  Hat 
man  in  zwei  perspek- 
ÜTen  Strahlbüscheln 
die  entsprechenden 
Bechtwinkelpaare  be- 
stimmt, 80  bleiben  sie 
als  solche  für  jede 
Perspektive  Lage  der 
Büschel  unverändert 
erhalten. 

194.  Wir  haben  fer- 
ner den  Satz:  Sind  zwei 

Strahlbüschel      zu  *^/ 

einem      dritten     per-  ^'^S- 135. 

spektiv,  so  können  sie  zu  einander  in  Perspektive  gesetzt 
werden,  indem  man  sie  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Achse 
zum  dritten  Strahlbtischel  perspektiv  legt.  Und  weiter:  Wenn 
zwei  Strahlbüschel  perspektiv  gelegt  und  überdies  drei 
Strahles  des  einen  mit  den  entsprechenden  des  anderen 
vereinigt  werden  können,  so  sind  sie  kongruent. 
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Fig.  136. 


196.   Wir  knüpfen  hieran  noch  einige  alsbald  verwertbare  Be- 
merkungen.    Wird  von  zwei  Perspektiven  Strahlbüscheln  S  und   S^ 
der  eine  durch  die   Gerade  ff  in  einer  Punktreihe  ABCD  .  .  .   ge- 
schnitten,  so   muß   nach 
191   der  andere  in  einer 
kongruenten       Punkt- 
reihe   ÄBC'B  ...     ge- 
schnitten werden  können , 
deren  Träger  /  sei.      Es 
müssen    dann  g    und    g 
resp.    zu   entsprechen- 
den Strahlen  h  und  h^ 
der  beiden  Büschel  par- 
allel    sein    (Fig.    136). 
Denn  vereinigt   man    die 
kongruenten  Punktreihen, 
so  daß    die  Büschel  wie- 
derum perspektiv  liegen , 
so  tre£fen  sich  h  und   h^ 
auf  der  neuen  Perspek- 
tivitätsachse,  nämhch  im 
unendlich  fernen  Punkte  derselben.  —  Die  Konstruktion  kongruenter 
Schnitte  von  Perspektiven  Punktreihen  ergiebt  sich  hiernach  von  selbst. 

196.  Zwei  Perspektive 
^  -^  ' "        "^  '  -  Strahlbüschel  dürfen    als 

ß,  ^.  perspektiv-affine    Fi- 

guren aufgefaßt  werden. 
Es  seien  S  und  S^  ihre 
Scheitel  und  a  ihre  Per- 
spektivitätsachse  (Fig. 
137).  Sind  dann  die  affinen 
Rechtecke  SACJB  und 
S^A^C^B^  so  bezeichnet, 
daß  für  die  Schnittpunkte 
X  und  Y  entsprechender 
Seiten  auf  a  die  Relation : 

S^X:S^Y<SX:Sr 
besteht,  so  folgt  (vergl.  1 4) : 

Zeichnet  man  femer  die  zu  SACB  ähnlichgelegenen  Rechtecke  SÄCB 
und  SÄ'C'B'  80,  daß  BC  ^B^C^  und  Ä'C'^A^C^  ist,  so  folgt: 
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miüiiii  unter  Benutzung  der  obigen  Relation:  A'C  <CA^C^,  F'C'yB^C^ 
oder:    SB  <  S^B^ ,  SA"  >  S^A^. 

197.  Die  Strahlbüschel  8  und  S^  werden  von  den  Geraden  BC 
nnd  B^C\  resp.  A"C  und  A^C^  in  paarweise  kongruenten  Punktreihen 
geschnitten.  Nach  Vereinigung  zweier  derselben  liegen  die  Büschel 
wiederum  peispektiy,  so  aber  daß  die  VerbindungsUnie  ^5^  der 
Scheitel  normal  zur  Perspektiyitätsachse  steht  und  zwar  liegt  S  im 
dnen  Falle  naher,  im  anderen  weiter  von  der  Perspektivitätsachse, 
als  ^.  Dreht  man  noch  eines  der  Büschel  um  die  Achse,  so  kann 
erreicht  werden,  daß  die  Gerade  88^  auf  der  Ebene  des  Büschels  8 
oder  auf  der  des  Büschels  8^  senkrecht  steht.  Man  entnimmt 
daraus  den  Satz:  Von  zwei  Strahlbüscheln  ahc  und  aih^i\ 
kann  jedes  als  orthogonale  Parallelprojektion  des  anderen 
dargestellt  werden. 

198.  Die  Betrachtung  kann  schließlich  ausgedehnt  werden  auf* 
die  Perspektive  Lage  von  Ebenenbüscheln.  Wir  erwähnen  die  bezüg- 
lichen ErgebYiisse  hier  der  Vollständigkeit  halber,  obwohl  wir  uns 
für  konstruktive  Zwecke  nur  derjenigen  Sätze  zu  bedienen  haben, 
die  sich  auf  Pnnktreihen  und  Strahlbüschel,  also  auf  die  einförmigen 
Gnmdgebilde  in  der  Ebene  beziehen. 

Zwei  Ebenenbüschel  mit  den  Achsen  s  und  s^  können 
stets  in  solche  Lage  gebracht  werden,  dass  drei  gegebene 
Ebenen   A,    B,   V    des    einen    mit    drei   beliebig    gewählten 
Ebenen  Aj,  B^,  r^    des   anderen   perspektiv   liegen,    d.  h.  so, 
daß  ihre   Schnittlinien   einen   Strahlbüschel   bilden,    dessen   Träger 
als  Perspektivitätsebene   bezeichnet   werden   mag.     Die  Lage 
der  Perspektivitätsebene  'gegen   einen   der   Büschel   kann 
willkürlich    angenommen    werden.      Schneidet    nämlich    diese 
Ebene  die  Ebenen  A,  B,  V  in  dem  Strahlbüschel  abc,  so  hat  man, 
um  die  Perspektive  Lage  der  Ebenenbüschel  s  und  s^  herzustellen, 
die  Ebenen  Ai,  Bj,  Fi  in  einem  kongruenten  Strahlbüschel  zu  schneiden 
und  diesen  mit  dem  vorigen  zu  vereinigen.     Um  aber  den  Ebenen- 
büschel AiBifj  in  dem  gegebenen  Strahlbüschel  abc  zm  schneiden, 
schneide  man  ihn  zuerst  normal  zu  seiner  Achse  s^  in  dem  Büschel 
ßjijCj  und  stelle  letzteren  nach   197  als  Orthogonalprojektion  von 
ahc  dar.     (Vergl.  die  schiefe  Ansicht  in  Fig.  138). 

Hieraus  folgen  analog  wie  oben  die  Sätze: 

199.  Sind  vier  Ebenen  A,  B,  f,  A  eines  Büschels  s  per- 
spektiv zu  vier  Ebenen'Ai,Bi,  fj,  ^i  eines  anderen  Büschels 

Bomr  u.  Papfebitz.    I.  10 
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Fig.  188. 


8^,  so  sind  sie  es  für  alle  Lagen,   in  denen  drei  derselben 
zu  den  drei  entsprechenden  perspektiy  sind. 

In  zwei  Perspektiven 
*^  Ebenenbüscheln  giebt  es 

zwei  einander  entspre- 
chende Paare  recht- 
winkliger Ebenen.  Sie 
entsprechen  einander  für 
jede  mögliche  Perspektive 
Lage  der  Büschel.  Man 
findet  sie  mit  Hilfe  der 
entsprechenden  rechten 
Winkel  in  den  beiden 
Strahlbüscheln  die  von  ir- 
gend zwei  zu  den  Achsen  s 
und  5^  senkrechten  Ebenen 
ausgeschnitten  werden. 
Sind  zwei  Ebenenbüschel  zu  einem  dritten  perspektiv, 
so  können  sie  zu  einander  in  Perspektive  gesetzt  werden, 
indem  man  sie  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Ebene  zum  dritten 
Ebenenbüschel  perspektiv  legt.  Wenn  zwei  Ebenenbüschel 
perspektiv  gelegt  und  überdies  drei  Ebenen  des  einen  mit 
den  entsprechenden  des  anderen  vereinigt  werden  können, 
so  sind  sie  kongruent. 

300.  Die  Ergebnisse  unserer  Untersuchung  über  die  Perspekti- 
vität der  Grundgebilde:  Punktreihe,  Strahlbüschel  und  Ebenenbüschel 
fassen  wir  dahin  zusammen:  Zwei  (gleichartige  oder  ungleich- 
artige) einförmige  Grundgebilde  können  auf  unendlich 
viele  Arten  in  Perspektive  Lage  gebracht  werden,  so  daß 
drei  gegebenen  Elementen  des  einen  drei  gegebene  Ele- 
mente des  anderen  entsprechen.  Das  gegenseitige  Ent- 
sprechen der  Elemente  beider  Gebilde  ist  für  alle  diese 
Perspektiven  Lagen  dasselbe.  Die  Perspektive  Lage 
gleichartiger  Gebilde  geht  über  in  ihre  Koinzidenz,  wenn 
sich  drei  Elemente  mit  ihren  entsprechenden  decken. 

Wir  kehren  zurück  zur  Centralprojektion  ebener  Figuren,  von 
der  wir  ausgegangen  waren,  um  mit  den  gewonnenen  Hilfsmitteln 
den  folgenden  Satz  zu  beweisen. 

301.  Je  zwei  ebene  Vierecke  ABCD  und  A^B^C^Dy^  können 
in  Perspektive  Lage  gebracht  werden.  —  Wir  weisen  zu- 
nächst nach,    daß  dies  in  einer  Ebene  möglich  ist.     Wird  dann 
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das  eine  der  Vierecke  nm  die  Eollineationsachse  aufgedreht,  so  er- 
geben sich  Perspektive  Lagen  derselben  im  Räume. 

Es  seien  M  =  ff  X  h  und 
Jfj=yjXAi  die  Schnittpunkte 
zweier  entsprechender  Gegen- 
seitenpaare ff  =  AB,  h  =  CD, 
Q^  =  A^B^,  Äj  =  C^J)^j  welche 
zusammen  alle  acht  Ecken 
enthalten  (Fig.  139).  Denken 
wir  uns  eines  der  Vierecke, 
etwa  ABCDy  fest,  so  ist  dem 
anderen  eine  solche  Lage  zu 
erteilen,  daß  die  Paare  von 
Punktreihen:  ABM  und 
A^B^M^,  CBM  und  C^B^M^, 
aus  einem  Centrum  0  per- 
spektir  liegen.  Legen  wir 
diese  Punktreihen  zunächst 
einzeln  irgendwie  perspektiv, 
so  können  wir  ihre  Gegen - 
pnnkte  bestimmen,  nämlich 
ff,  auf  g,  G^  auf  ff^j  Hj,  auf 
K  Äo  auf  Äj.  Hieraus  er- 
geben sich  die  Gegenachsen 
e,=  G^^  und  e^^G^H^  der 


Fig.  139. 


beiden  centrischkollinearen   Figuren.     Nach  181  müssen  femer  die 
Beziehungen  bestehen: 

Z.  OGJS^  =  Z.  ff^e^j  Z.  OG^H^  =  Z.  ge^, 
Z_  OH^G^  =  Z_  Äi^3, ,  z_  OH^  Öoo  =  ^  Ä^t;. 
Durch  Antragen  der  bekannten  Winkel,  welche  in  diesen  Gleichungen 
rechts  Torkommen,  an  den  Punkten  G„,  H^,  G^,  H^j  findet  man 
die  Lage  des  Eollineationscentrums  gegen  das  feste  und  das 
bewegliche  Viereck,  und  zwar  giebt  es  jedesmal  zwei  zu  der  he- 
trcffenden  Gegenachse  symmetrische  Lagen:  0  und  (7,  0^  und  0^. 
202.  Man  vereinige  nun  einen  der  Punkte  0^  oder  0^  mit  0 
oder  O  so,  daß  zugleich  die  Gegenachsen  e^  und  e^  unter  sich  parallel 
werden.  Das  bewegliche  Viereck  kann  acht  derartige  Lagen  an- 
nehmen; aber  nur  hei  vieren  zeigt  sich  zugleich  die  notwendige 
Bedingung  erfüllt,  daß  die  vom  Centrum  nach  G^^  H^j  G^,,  H^  lau- 
fenden Strahlen  den  Geraden  ff,  h,  ff^,\  parallel  werden.  Diese 
lalle  werden  erhalten,  wenn  man  0^  mit  0,  oder  0^  mit  O  vereinigt. 

10* 
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Man  denke  sich  0^  mit  0  yereinigt  und  die  aufgestellten    Be- 
dingungen erfüllt  (Fig.  140).    Sind  dann  G^  =  gx  g^  und  H^  =  hy<  h^ 

die  Schnittpunkte  der  sich 
entsprechenden   Geraden, 
so  hat  man  in  OG^G^G^ 
und  OHJI^H^  zwei  Paral- 
lelogramme ,    für    welclie 
zwei  Eckenpaare    G^„,   H^ 
und    G^j    H^    parallele 
Verbindungslinien  e^  und 
e^    haben,    während    ein 
weiteres  Paar  in  0  ver- 
einigt liegt.    Diese  Paral- 
lelogramme befinden  sich 
folglich  in   affiner  Lage; 
die  Schnittpunkte  M  und 
M^     affiner    Seiten     be- 
stimmen   die    Affinitats- 
achse,    welche   den    sich 
selbst        entsprechenden 
Punkt  0   enthält;    d.    h. 
Mj  M^    und  0  liegen    in 
gerader    Linie.      Außer- 
dem   liegt    die    Gerade 
G^IIy^  —  e^   parallel  zu   e^ 
und  e^.  —  Auf  jeder  der 
Geraden  g,hyg^j  h^  haben 
wir  jetzt  drei  Punkte,  die 
mit   den   ihnen   zugeord- 
neten aus  dem  Centrum 
0  perspektiv  liegen,  näm- 
lich je   einen    unendlich 
fernen  Punkt,    einen  der 
Gegenpunkte  G^,,  H„,  G^, 
11^  und  einen  der  Punkte 
M    und     .%.      Folglich 
werden  alle  einander  ent- 
sprechenden Punkte  dieser 
Reihen  aus  0  in  einander 
^'      '        O'  projiziert:    die    Vierecke 

äBCD  und  A^B^C\D^  befinden  sich  in  perspektiver  Lage. 
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203.  Aus  dieser  einen  ergeben  sich  im  Ganzen  vier  Perspektive 
Lagen  in  der  Ebene.  Man  kann  nämlich  erstens  das  bewegliche 
Tiereck  um  die  Perspektivitätsachse  «^  umlegen,  worauf  (7  das 
Centmm  wird  (Fig.  140);  zweitens  kann  man  es  durch  den  Winkel 
2  S  um  das  Centrum  0  in  der  Ebene  drehen ,  wodurch  die  Per- 
spektivitätsachse  die  neue  Lage  «/  erhält;  drittens  kann  man  beide 
Operationen  nacheinander  anwenden  (die  beiden  letzten  Lagen  sind 
in  Fig.  141  dargestellt).  Im  Eaume  sind  zwei  verschiedene 
Arten  perspektiver  Lagen  der  beiden  Vierecke  möglich.  Sie 
werden  erhalten,  wenn  man  das  bewegliche  Viereck  um  die  Achse 
fj  oder  um  die  Achse  e^'  aufdreht. 

Harmonische  Grundgebilde. 

804«  Projiziert  man  aus  einem  Centrum  0  die  Endpunkte  einer 
Strecke  A^Bi  und  ihren  Mittelpunkt  C^  auf  eine  beliebige  Gerade  p, 
so  bilden  die  erhaltenen  Punkte  ABC  mit  dem  auf  p  gelegenen 
Verschwindungspunkt  J)  (nach  unserer  früheren  Beziehungsweise  G„) 
vier  Punkte   von   harmonischer  - 

Lage     oder     eine     harmonische  ^ ^^/ 

Punktreihe  (Fig.  142).  \\"'''"'x^^     "^ 

Aus    dieser   Definition    ist  im-  '.  ^^  >/ 

mittelbar    klar:     Bei    jeder    Pro-  \   X^^^^ 

jektion   gehen    aus  vier  harmo-  Ä^       \ 

nischen  Punkten  einer  Geraden      ^* /       \ ~^^ ^    — » 

stets  wieder   vier  harmonische       «^  *     ^     *  '         ' 

Punkte   hervor.     Denn    die   neue  ^^' 

Punktreihe  kann  mit  derselben  Punktreihe  in  Perspektive  Lage  ge- 
bracht werden,  die  zur  Konstruktion  der  ersten  diente.  —  Projiziert 
man  die  harmonische  Punktreihe  ABCD  speziell  so,  daß  D  wiederum 
dem  anendlich  fernen  Punkte  D^  der  Bildgeraden  g^  entspricht,  so 
muß  von  den  Bildern  der  anderen  drei  Punkte,  Ä^^  B^,  C^  der  Punkt 
Cj  in  der  Mitte  zwischen  A^  und  B^  liegen.  Da  nämlich  in  der 
vorher  benutzten  Punktreihe  A^B^C^D^^  und  der  neuen  A^B^C^B^ 
die  unendlich  fernen  Punkte  B^  und  B^  einander  entsprechen,  so 
können  sie  dadurch  perspektiv  gemacht  werden,  daß  man  ihre 
Trager,  die  Geraden  g^  und  g^^  parallel  legt;  dann  aber  befinden 
sie  sich  in  ähnlicher  Lage  und  mithin  sind  die  Verhältnisse  ent- 
sprechender Strecken  gleich,  woraus  die  Behauptung  folgt. 

206.  Vier  harmonische  Punkte  ABGB  bilden  zwei  Paare 
^  und  CBy  80  daß  die  Punkte  jedes  Paares  durch  die  des 
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anderen  getrennt  liegen.  Man  kann  die  beiden  Paare  mit- 
einander und  die  Punkte  eines  oder  beider  Paare  unter 
sich  vertauschen,  ohne  daß  die  vier  Punkte  aufhören,  eine 
harmonische  Reihe  zu  bilden.  Dieselben  vier  Punkte  bilden 
also  acht  harmonische  Eeihen: 

äBCD,  JBäCJ),  äBBC,  BäDC,  CDäB,  CBBä,  BCAB,  BCBä. 
Zum  Beweise  dieses  Satzes  führen  wir  erstens  an:  Wenn  die  Punkte 
ABCB  bezw.  zu  den  Endpunkten  A^^  B^  einer  Strecke,  ihrem  Mittel- 
punkt C^   und  dem  unendlich 

^1 '^^ r -^ ^\         fernen  Punkte  B^   perspektiv 

gelegt  werden  können,  so  ist 
dies  —  wie  der  Anblick  der 
Fig.  143  lehrt  —  auch  nach 
Vertauschung  der  Punkte  A 
und  B  möglich.  —  Zweitens: 
Projiziert  man  die  harmonische 
Punktreihe  auf  eine  beliebige 
Gerade  g^  so,  daß  das  Bild  irgend  eines  der  vier  Punkte  unend- 
lich fern  fällt,  so  Hegt  stets  das  Bild  des  von  ihm  getrennten 
Punktes   in   der  Mitte   zwischen  den  Bildern   der   beiden  übrigen. 

0  sei  das  Projektionscentrum  und  es 


-r- 


-9— 


..._.;4.if  irr:..., 


falle  etwa  das  Bild  A^  von  A  ins  Un- 


g^  ist;  es  ist  zu 


k 


/ 


Fig.  144. 


endliche,  so  daß  OA 
zeigen,  daß  B^  die  Mitte  der  Strecke 
CJ)^  bildet.  Man  ziehe  (Fig.  144) 
durch  B  die  Parallele  zu  y^,  welche 
von  OB  in  P,  von  OC  in  Q  getroflFen 
werden  mag,  so  muß  die  Linie  ÄO 
von  (^B  im  Punkte  B  so  geschnitten 
werden,  daß  AO  ^  OR  ist;  denn  die 
harmonischen  Punkte  A,  B,  C  und  B  liegen  (von  Q  als  Centrum 
aus)  perspektiv  zu  A,  R,  0  und  dem  unendlich  fernen  Punkte  dieser 
Reihe.  Andererseits  liegen  die  Punktreihen  AOB  und  BPQ  ähnlich 
(ihr  Ähnlichkeitscentrum  ist  B)  und  BPQ  wiederum  ähnlich  mit 
B^B^C^  (Ahnlichkeitscentrum  0);  daher  ist  B^B^  =  B^C^,  w.  z.  b.  w.  — 
Aus  der  Verbindung  beider  Resultate  folgt  der  obige  Satz. 

306.  Vier  Strahlen,  die  eine  harmonische  Punktreihe 
aus  beliebigem  Centrum  projizieren,  bilden  einen  harmo- 
nischen Strahlbüschel,  umgekehrt  wird  ein  harmonischer 
Strahlbüschel  von  jeder  Geraden  seiner  Ebene,  die  nicht 
durch   sein   Centrum  geht,   in  einer  harmonischen  Punkt- 
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reihe  geschnitten.    Unter  den  vier  harmonischen  Strahlen  a,b,c,d 
sind  wiederum  zwei  Paare  getrennter  Strahlen  a,  b  und  c,  d.     Hal- 
biert ein  Strahl  des  harmonischen  Büschels,  z.  B.  c,  den  von  zwei 
Nachharstrahlen,    a  und  b,   gebildeten 
Winkel,   so  halbiert  der  von  ihm   ge- 
kennte  Strahl,   d,    den    Nebenwinkel; 
denn    eine    senkrecht    zu   c    gezogene 
Gerade  (Fig.  145)  schneidet  die  Strah- 
len a,  c,  b  in  Punkten  Äy  C,  JB  von 
gleicher  Entfernung,  folglich  den  vierten 
harmonischen  Strahl  d  im  Unendlichen, 
d.  h.  es  ist  d  J_  c,  woraus  die  Behaup- 
timg erhellt. 

207,  Vier  Ebenen,  die  einen  harmonischen  Strahlbüscjiel 
aus  beliebigem  Gentrum  projizieren,  bilden  einen  harmo- 
nischen Ebenenbüschel.  Umgekehrt  wird  ein  harmonischer 
Ebenenbüschel  von  jeder  nicht  durch  seine  Achse  gehenden 
Ebene  in  einem  harmonischen  Strahlbüschel  und  von  jeder 
zur  Achse  windschiefen  Geraden  in  einer  harmonischen 
Panktreihe  geschnitten.  Vom  harmonischen  Ebenenbüschel 
gelten  die  analogen  Bemerkungen,  wie  vom  harmonischen  Strahl- 
büschd. 

Es  braucht  nicht  näher  ausgefiiiirt  zu  werden,  wie  sich  die  für 
den  Fall  einer  harmonischen  Punktreihe  bewiesenen  Sätze  in  204 
und  205  auf  den  Fall  eines  harmonischen  Strahl-  oder  Ebenen- 
b&schels  übertragen  lassen. 

308.  Die  harmonische  Lage  von  vier  Elementen  einer 
Ponktreihe,  eines  Strahl-  oder  Ebenenbüschels  ist  eine  Beziehung 
Ton  fundamentaler  Wichtigkeit  nicht  allein  darum,  weil  sie  durch 
die  Operationen  des  Projizierens  und  Schneidens  unzerstörbar 
ist,  sondern  weil  sie  zugleich  rein  synthetisch  (d.  h.  ohne  jede 
Benutzung  von  Maßverhältnissen)  darstellbar  ist.  Es  geschieht 
dies  (wie  jetzt  gezeigt  werden  soll)  mit  Hilfe  sehr  einfacher  und  be- 
meikenswerter  Figuren,  die  nur  aus  geraden  Linien  bestehen. 

Wenn  man  —  was  nach  201  stets  möglich  ist  —  ein  be- 
liebiges Viereck  ÄBCD  in  Perspektive  Lage  zu  einem  Parallelo- 
gramm ^Ä^(7ji>i  bringt  (Fig.  146),  so  folgen  hieraus  Eigenschaften, 
die  für  jedes  Viereck  gelten. 

i99.  Vier  Punkte  einer  Ebene  Ä,  JB,  C,  D  bestimmen 
eioFolIständiges  Viereck  mit  sechs  Verbindungslinien  oder 
Seiten.    Letztere  gruppieren  sich  als  Gegenseiten  zu  drei  Paaren: 
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L, 


AB  und  CB,  AQ  und  BD,  AB  und  BC,  so  daß  jedes  Paar  alle  vier 
Ecken  enthält.  Die  Schnittpunkte  Z,  M^  N  der  Gegenseitenpaare 
bilden  das  Diagonaldreieck.     Die  vollständige  Figur  besteht  aus 

neun  geraden  Linien;  dieselben 
schneiden  sich  in  13  Punkten: 
A,  B,  (7,  B,  Z,  M,  iV,  P,  (2,Ä,  5,  T,  U 
und  zwar  so,  daß  jede  Gerade 
vier  Punkte  trägt. 

In  einem  Parallelogramm 
A^B^C^B^  bildet  der  Mittelpunkt 
M^  eine  Ecke  des  Diagonaldreiecks, 
die  beiden  anderen  L^  und  JV^ 
liegen  unendlich  fern.  —  Nun  liegen 
aber  je  zwei  Ecken  des  Parallelo- 
gramms zu  den  beiden  Schnitt- 
punkten ihrer  Verbindungslinie  mit 
_^  den   Seiten    des    Diagonaldreiecks 

f    ^rU  und  je  zwei  Ecken  des  Diagonal- 
^'^  dreiecks    zu    den    Schnittpunkten 

ihrer  Verbindungslinie  mit  den 
Seiten  des  Parallelogramms  har* 
monisch.     Daher  folgt  sofort: 

Je  zwei  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierecks  liegen  zu 
den  Schnittpunkten  der  sie 
verbindenden  Seite  mit  den  Seiten  des  Diagonaldreiecks 
harmonisch  und  ebenso  je  zwei  Ecken  des  Diagonaldrei- 
ecks zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie  mit 
den  Vierecksseiten. 

310.  Bei  der  Herstellung  der  Perspektiven  Lage  ist  es  statthaft,  . 
die  Ecken  des  Vierecks  ABCB  den  Ecken  des  Parallelogramms 
A^B^C\Bj^  in  irgend  einer  Anordnung,  deren  es  24  giebt,  ent- 
sprechend zu  setzen.  Hierdurch  kann  im  Besonderen  jede  der  drei 
Ecken  des  Diagonaldreiecks  dem  Mittelpunkt  M^  des  Parallelo- 
gramms zugewiesen  werden.     Bei  den  folgenden  acht  Anordnungen : 

ABCB,  ABCB,  BABC,  BCBA,  CBAB,  CBAB,  BABC,  BCBA 
entspricht  stets  die  Ecke  M  dem  Mittelpunkte  M^^ ;  ebenso  giebt  es 
aber  je  acht  Anordnungen,  für  welche  L  oder  N  jenem  Mittelpunkte 
entsprechen.  Die  Zulässigkeit  der  angegebenen  Vertauschungen 
zeigt:  vier  harmonische  Punkte  (Strahlen,  Ebenen)  können 
auf  acht  Arten  zu  sich  selbst  perspektiv  gelegt  werden. 
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211«  Der  obige  Satz  giebt  ein  einfaches  Mittel,  um  zudrei  ge- 
gebenen Punkten  A,  B,  C  einer  Geraden  g  den  vierten  har- 
monischen D  zu  konstruieren  (Fig.  147).  Man  lege  durch 
A,  By  C  je  eine  beliebige 


1// 


\  / 


'    I 


<?.' 


^^rf 


IC 


Fig.  147. 


^ 


Gerade  a^  b^  c.  Diese 
mögen  sich  in  den  Punk- 
ten: P=cXa,  Q=aXb, 
i?=4xc  schneiden.  Zieht 
man  noch  die  Geraden 
iÄund  BP,  welche  sich 
in  8  schneiden,  so  trifft 
die  Gerade  d  ==  SQ  die 
gegebene  ff  im  gesuchten 
Punkte  -ö.  —  Hierdurch 
ist  zugleich  eine  Methode 
gegeben,  um  zu  drei  gegebenen  Geraden  oder  Ebenen  eines  Büschels 
die  vierte  harmonische  zu  finden. 

212.  Der  obigen  Definition  des  vollständigen  Vierecks  stellen 
wir  noch  die  des  vollständigen  Vierseits  gegenüber. 

Vier  Gerade  einer  Ebene  a,  b,  c,  d  bestimmen  ein  voll- 
ständiges Vierseit  mit  sechs  Schnittpunkten  oder  Ecken. 
Letztere  gruppieren  sich  als  Gegenecken  zu  drei  Paaren:  a  x  b 
und  e  X  d,    a  X  c  und  ^ 

bxd,  axd  und  bxc,  ,'  ^^'^^^^ 

80    daß     durch    jedes  P,'  n'l^f-^ 

Paar  alle    vier    Seiten 
gehen.       Die    Verbin- 
dni^linien  der  Gegen- 
eckenpaare  bilden  das 
Diagonal  dreiseit 
(Fig.  148).      Die    voll- 
ständige  Figur  besteht 
ans  neun  Punkten;  die- 
selben haben    13  Ver- 
bindungslinien: a,b,Cfd, 
L  m, »,  p,  g,  r,  s,  t,  u,    von   denen  je  vier   durch  einen  der  Punkte 
gehen. 

Man  hat  dann  auch  folgenden  Satz: 

Je  zwei  Seiten  eines  vollständigen  Vierseits  liegen  zu 
(ieo  Ferbindungslinien  ihres  Schnittpunktes  mit  den  Ecken 
des  Diagonaldreiseits    harmonisch     und     ebenso   je    zwei 
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Seiten  des  Diagonaldreiseits  zu  den  Verbindungslinien 
ihres  Schnittpunktes  mit  den  Vierseitsecken.  —  Der  Be- 
weis des  Satzes  ist  leicht  zu  führen,  wenn  man  beachtet,  daß  die 
hier  vorkommenden  Strahlbüschel  über  Funktreihen  stehen,  die  nach 
209  als  harmonische  erkannt  werden. 

Metrische  Beziehungen  zwischen  perspeictiven  Grundgebilden. 

213.  Für  zwei  ähnliche  ebene  Figuren  gilt  das  Qesetz:  Alle 
Strecken  des  Originals  haben  zu  ihren  Bildern  einerlei  Verhältnis 
(gleichviel  in  welcher  Richtung  sie  gezogen  sind).  Für  affine  Fi- 
guren ergab  sich:  Alle  unter  sich  parallelen  Strecken  des  Origi- 
nals haben  zu  ihren  Bildern  dasselbe  Verhältnis  (aber  dieses  Ver- 
hältnis ändert  sich  von  einer  Eichtung  zur  anderen).  In  beiden 
Fällen  besteht  zwischen  den  Abständen  dreier  Punkte  A,  B^  C 
einer  Geraden  und  denen  der  entsprechenden  Punkte  J^,  Ä^,  C^ 
der  Bildgeraden  die  Verhältnisgleichung: 

ÄG  _  A,(\ 
Bö  ■"  B,G, ' 

Es  erhebt   sich  jetzt   die  Frage  nach  einem  analogen  Gesetze  für 

Perspektive  Figuren. 

314.  Zwischen  drei  Punkten  Aj  JB,  C  einer  Geraden  und  den 
entsprechenden  Punkten  A^,£^,  C^  irgend  einer  Perspektiven  Geraden 
kann  keine  Streckenrelation  bestehen,  denn  wir  haben  gesehen,  daß, 
wenn  erstere  gegeben  sind,  letztere  noch  willkürlich  angenommen 
werden  dürfen.  Dagegen  zeigt  der  in  187  bewiesene  Satz,  daß  vier 
Punkte  einer  Geraden  ^^  eine  Streckenrelation  erfüllen  müssen,  um 
mit  vier  gegebenen  Punkten  einer  anderen  Geraden  ff  in  Perspek- 
tive gesetzt  werden  zu  können.  Diese  Beziehung  kann  nicht  mehr 
in  der  Gleichheit  zweier  entsprechend  gebildeter  Streckenverhält- 
nisse bestehen,  wie  oben;  sie  drückt  sich  vielmehr  aus  als  Gleichung 
zwischen  Quotienten,  die  aus  entsprechenden  Streckenverhältnissen 
gebildet  sind  und  Doppelverhältnisse  heißen.  —  Obgleich  nun 
in  der  darstellenden  Geometrie  auf  die  Bestimmung  von  Doppel- 
verhältniswerten im  allgemeinen  nicht  Bezug  genommen  wird,  so 
soll  doch  hier  der  Begriff  des  Doppelverhältnisses  allgemein 
entwickelt  und  seine  Anwendung  auf  Perspektive  Figuren  erklärt 
werden.  Dies  kann  indeß  nicht  geschehen,  ohne  einige  allgemeine 
Bemerkungen  über  die  Messung  von  Strecken  und  Winkeln 
vorauszuschicken. 

215.  Eine  Strecke  ist  durch  ihre  Endpimkte  A  undB  eindeutig 
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bestimmt,  wenn  zugleich  die  Eichtang  gegeben  ist,  in  der  sie 
durchlaufen  werden  soll.  Ist  dies  die  Eichtung  von  A  nach  B, 
so  bezeichnen  wir  die  Strecke  durch  AB,  durch  BA  dagegen  im 
entgegengesetzten  Falle.  Wir  setzen  ferner  für  jede  Gerade  eine 
positive  Eichtung  fest  (welche,  ist  gleichgültig),  d.  h.  wir  stellen 
alle  in  der  einen  Eichtung  durchlaufenen  Strecken  der  Geraden 
als  positiv  in  Eechnung,  die  in  der  umgekehrten  Eichtung 
durchlaufenen  Strecken  aber  als  negativ.  Hiemach  besteht  fUr 
nrei  beliebige  Punkte  A  und  B  die  Gleichung: 

AB  +  BA  =  0  oder  BA  ^  --  AB; 
ebenso  besteht  f&r  drei  beliebig  auf  einer  Geraden  gelegene  Punkte 
A.  Bj  C  die  Gleichung: 

AB  +  BC+CA^Q  oder  AB  ^  CB -^  CA 
and  ähnliche  Gleichungen  gelten  für  mehr  Punkte. 

S16.  Der  von  zwei  Geraden  a  und  b  (in  einer  Ebene)  gebildete 
Winkel  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  angegeben  wird,  nach  welcher 
Richtung  vom  Scheitel  0  aus  die  Schenkel  gehen  und  in  welchem 
Drehsinne  der  Winkel  beschrieben  werden  soll.  Die  Schenkel- 
richtungen sollen  mit  den  positiven  Eichtungen  der  beiden  Geraden 
übereinstimmend  angenommen  werden.  Wir  setzen  femer  fiir  jede 
Ebene  willkürlich  einen  positiven  Drehsinn  fest,  d.  h.  wir  rechnen 
die  in  dem  einen  Sinn  beschriebenen  Winkel  positiv,  die  im  ent- 
gegengesetzten Sinn  beschriebenen  negativ.  Durch  z.  ab  be- 
zeichnen wir  den  Winkel,  welchen  ein  Strahl  beschreibt,  der  sich 
ans  der  Anfangslage  +  a  in  positivem  Sinne  bis  in  die  Endlage 
+  b  dreht     Es  ist  dann 

Z_  a&  +  Z.  Äa  =  4  E, 
wie  auch  die  Geraden  a  und  b  liegen  mögen.'    Wenn  wir  aber  ver- 
abreden,   daß   ganze   Umdrehungen   außer   Betracht    bleiben,   also 
Winkel,    die  sich   um  ganze  Vielfache  von  4  E  unterscheiden,  als 
gleich  angesehen  werden  sollen,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

L^  ab  +  ^  ba  =  0  oder   L^ba^  —  L.  ab. 
Ebenso  besteht  für  drei  beliebige  Gerade  a,  b,  c  einer  Ebene  die 
Gleichung: 

L  ab  +  L^bc  +  L.  ca^Q  oder  /__  ab  =  /_  cb  —  L.  ca\ 
ähnliche  Gleichungen  giebt  es  für  mehr  Geraden.  Wie  man  leicht 
ed^ennt,  ist  es  gleichgültig,  ob  die  betrachteten  Geraden  durch 
einen  Punkt  gehen  oder  nicht;  auch  bedarf  es  keiner  Erläuterung, 
wie  die  gegebenen  Erklärungen  auf  die  Bestimmung  der  Winkel 
»indsciiefer  Geraden  oder  der  Neigungswinkel  gegebener  Ebenen 
aoszodehiien  sind. 
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Wird  ein  Winkel  durch  seinen  Scheitel  0  und  zwei  auf  den 
Schenkeln  gelegene  Punkte  Ä  und  B  bestimmt,  so  bezeichnen  wir 
ihn  durch  z.  AOB^  wenn  er  von  einem  Strahle  beschrieben  wird, 
der  aus  der  Lage  OA  mit  positivem  Drehsinn  in  die  Lage  OB  über- 
geht.    Dann  ergiebt  sich,  ähnlich  wie  vorher: 

/_  ÄOB  +  /_  BOA  =  0  oder  z_  BOA  =  -  z_  AOB, 
L  AOB  +  i_  BOC+  z.  COA  =  0  oder  z_  AOB  =  z_  COB  -  z.  COA, 

u.  s.  f.,  wobei  die  Punkte  0,  A,  B^  C,  .  .  ,  beliebig  in  der  Ebene  ver- 
teilt sein  können. 

217.  In  einer  Punktreihe  ist  nach  Festlegung  zweier 
Grundpunkte  A  und  B  jeder  dritte  Punkt  C  durch  das 
Verhältnis 


X    =    ^-7Z 


Äö 

BG 


seiner  Abstände    von    den   Grundpunkten   bestimmt  (wobei 
vorausgesetzt  wird,  daß  x  auch  dem  Vorzeichen  nach  bekannt  sei). 

Durchläuft    das     Ab- 
i '-^ *-^ iL    Standsverhältnis  x  ste- 


Fig.  149. 


tig  alle  positiven  Werte 
von  +  00  bis  zu  +1 
und  von  -|- 1  bis  zu  0,  dann  alle  negativen  von  0  bis  zu  —  1  und  von 
—  1  bis  zu  —  00,  so  beschreibt  dementsprechend  der  Punkt  C  die 
Punktreihe  in  der  Richtung  der  Strecke  AB^  nämlich  vom  Punkte  B 

aus  bis  ins  Unendliche,  auf  der  anderen 
Seite  vom  Unendlichen  kommend  bis 
zum  Punkte  A^  dann  von  A  bis  zur 
Mitte  M  der  Strecke  AB  und  von  hier 
bis  wieder  zu  B  (Fig.  149). 

318.  In  einem  Strahlbüschel 
ist  nach  Angabe  zweier  Grundstrahlen 
a  und  h  (und  willkürlicher  Festsetzung 
ihrer  positiven  Richtungen)  jeder  dritte 
Strahl  c  durch  das  Verhältnis  der  senk- 
rechten Abstände  irgend  eines  seiner 
Punkte  von  den  Strahlen  a  und  h 
oder  —  was  dasselbe  ist  —  durch 
das  Sinusverhältnis 


Fig.  150. 


smac 
sinoo 


seiner  Winkel  mit  den  Grundstrahlen  bestimmt  bis  auf  die  Durch- 
laufungsrichtung,   welche  willkürlich  bleibt.     Das  Sinusverhältnis  « 
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hat  den  Wert  0,  oder  oo,  oder  —  1,  oder  +  1,  wenn  die  Gerade  c 
bezw.  mit  a,  mit  b,  mit  der  Halbierungslinie  m  des  Winkels  ab  oder 
mit  der  Halbiemngslinie  n  des  Nebenwinkels  zusammenfallt  (Fig.  150). 
Analoges  gilt  von  der  Bestimmung  der  Ebenen  eines  Büschels 
durch  ein  SinusTerhältnis. 

319.  Wir  schreiten  jetzt  zur  Ableitung  der  Relation,  die  zwischen 
zwei  Perspektiven  Punkt-  o 

reihen,  ABCD  auf  g  und  / 

o  / 

JjÄj(7j2>j  auf  ^1,  bestehen  ;^^- -fa^ 

maß.    Es  sei  O  ihr  Per-  /'  *'vVv       / 

spektivitatscentrom   (Fig.  /      \^ '\"y^ 

151):   man   bestimme   in  /         '^  \    r^  "n 

beiden  Geraden  die  Gegen-  /  \  X^    ^^,     "-^ 

punkte,  also  G^  auf  y  und  /'  )k  \        ^^     ^'-. 

^.,  auf  g^,    indem   man         '-^^  ^fe"Ä         C        %        '^ 

aas  0  die  Parallelen  zu  Pi«  251 

(\^  and  g    zieht.      Dann 

entstehen  zwei  Eeihen  ähnlicher  Dreiecke:   l^G^A^Or^  l\  G^OA^ 

t^Q^B^O^^  A  G^OBj  u.  8.  w.     Folglich  hat  man: 

G^d  "  OvÄ'    G^O   ■"  QvB' 
•ider  auch: 

fi    4  '  fi   K  '  (i  r  '  (i   />  —  —^    '  —    •  _  ^    •    ^ 
S^tzt  man  nun  in  der  Gleichung : 

fiir  die  rechts  vorkommenden  Strecken  die  ihnen  proportionalen 
firößen  aus  der  vorigen  Gleichung  ein,  wobei  der  Bruch  ungeändert 
bleibt,  so  ergiebt  sich  nach  einfacher  Reduktion  der  Wert: 

GvB      GvÄ  -  Gv G  _  GvB     AC 

OvA  '  GvB  -  GvC  ~  GvA  '  BC  ' 

Es  besteht  also  die  Gleichung 

A^C,        GvB     AC         .     .  AJ\        GvB     AD 

b;-C-  =  Gü  '  Bö  ^^^  ^^"^'^^   ^i  =  GVÄ  '  B-D  • 

Diirch  Division  ergiebt  sich  die  gesuchte  Relation  in  der  Form: 

AtCi  .  A^Di  _  iia  .  AI)_ 
BiCi  '  Bj^i  ""  BÖ  '  BD  ' 

280.   Der  Quotient  -j^p'-^rj  wird  das  Doppelverhältnis  der 
vier  Punkte    AjB,  C,  D  genannt  und  durch  {ABCD)  bezeichnet. 


158  PerspektivitcU  ebener  Figuren.     Harmonische  Gebilde. 


Das  Doppelverhältnis  zweier  perspektiver  Punktreihen 
JJBCD  und  A^B^C^D^  hat  den  gleichen  Wert: 

{ABCI))  =  {A^B^C^D;). 

Hierzu  kommt  der  Satz:  Durch  Angabe  des  Doppelverhält- 
nisses {ABCB)  ist,  wenn  drei  der  Punkte,  etwa  A,  j?,  C  ge- 
geben sind,  der  vierte  B  auf  ihrer  "Verbindungslinie  ein- 
deutig  bestimmt.      Denn    ist  A  der  Wert   von  {ABCB),    so    ist 

durch  die  Bedingung 

ÄD       AG   , 
:  A 


BD       BG 

das  Verhältnis  der  Abstände  des  Punktes  B  von  den  festen  Punkten 
A  und  B  mithin  B  selbst  festgelegt.  Aus  der  Verbindung  beider 
Resultate  folgt: 

Damit  zwei  Punktreihen  ABCB  und  A^B^C^B^  in  Per- 
spektive Lage  gesetzt  Werden  können,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  die  entsprechenden  Doppelverhältnisse 
gleich  sind. 

231.  Für  die  Bildung  des  Doppelverhältnisses  ist  eine  bestimmte 
Reihenfolge  der  Punkte  ABCB  zu  Grunde  zu  legen.  Wird 
diese  abgeändert,  so  ändert  sich  im  allgemeinen  der  Wert  des 
Doppelverhältnisses.  Bei  gewissen  Vertauschungen  der  vier  Punkte 
aber  bleibt  der  Wert  ungeändert.     Man  hat  nämlich: 

AG^.^_BD_^BG^_CA^GB_  DB  .  DA^ 
BG'    BD"  AD  '  AG   '^  DA   '  DB  "    CB  '  GA 

oder  {ABCB)  =  {BABC)  =  {CBAB)   =  {BCBA). 

Es  tritt  also  keine  Änderung  ein,  wenn  man  die  Punkte  des  Paares 
A,  B  und  gleichzeitig  die  des  Paares  C,  B  miteinander  vertauscht, 
oder  wenn  man  die  Paare  vertauscht,  oder  wenn  man  beides  zu- 
gleich ausführt.  Den  24  möglichen  Anordnungen  der  vier  Punkte 
entsprechen  daher  nicht  ebensoviele  sondern  nur  sechs  Doppel- 
verhältniswerte. Man  erhält  dieselben,  indem  man  die  Anord- 
nungen ABCB,  ABBC,  ACBB,  ACBB,  ABBC,  ABCB, 
oder  die  mit  ihnen  äquivalenten,  zu  Grunde  legt.  —  Hieraus  ist 
zu  schließen: 

Sind  vier  Elemente  zweier  Punktreihen  ABCB  und 
A^ByC^B^  auf  irgend  eine  Weise  projektiv,  so  sind  sie  es 
im  ganzen  auf  vier  Arten.  Es  kann  nämlich  die  Punktreihe 
A^B^C^B^  der  Reihe  nach  zu 

ABCB,  BABC,  CBAB,  BCBA 
in  Perspektive  Lage  gebracht  werden. 
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ä2S.  Das  Doppelverhältnis  vier  harmonischer  Punkte 
hat  den  Wert  —  1  oder  die  Abstandsverhältnisse  der 
Punkte  des  einen  Paares  von  den  Punkten  des  anderen  sind 

entgegengesetzt  gleich.    Nach  219  besteht  nämlich  die  Gleichung: 

Ä^  _  AG     DB 

B^Cy^  ^  Bö'  DA' 
(wo  wir,  wie  oben,  D  statt  6„  geschrieben  haben).    Wenn  nun,  wie 
hier  angenommen  wird,      ^  ^  .  ^ 

ist.  so  folgt: 

£t  Bezug  hierauf  sagt  man  wohl  auch:  die  Strecke  A3  (oder  CD) 
wird  dnrch  die  Punkte  C  und  D  {A  und  B)  harmonisch  (d.  i.  innen 
und  außen  nach  demselben  absoluten  Verhältnis)  geteilt.  —  Auf 
der  Verbindungslinie  eines  Punktpaares  Ay  B  gehört  zu  jedem  ge- 
gebenen Punkte  C  ein  bestimmter  Punkt  L,  der  mit  C  im  Vereine 
das  Punktpaar  A^  B  harmonisch  trennt;  insbesondere  gehört  zum 
Mittelpunkte  der  Strecke  AB  der  unendlich  ferne  Punkt  und  um- 
gekehrt; fallt  C  mit  A  oder  B  zusammen,  so  koinzidiert  I)  mit 
demselben  Punkte.  —  Daß  unter  den  vier  Punkten,  ohne  ihre  harmo- 
nische Lage  zu  zerstören,  die  weiter  oben  angegebenen  Vertauschungen 
stattfinden  können,  drückt  sich  darin  aus,  daß  man  schreiben  darf: 

[ABCD)  =  {BACD)  =  {ABBC)  =  [BADC)  =  [CDAB) 
=  \CBBA)  =  [BCAB)  =  \dCBA)  =  -  1. 
328,  Der  Begriff  des  Doppelverhältnisses  findet  nicht  allein  An- 
wendung auf  vier  Elemente  einer  Punktreihe,  sondern  ebenso  auch 
auf  Tier  Elemente  eines  Strahlbüschels  oder  Ebenenbüschels. 
Wir  definieren  das  Doppelverhältnis  von  vier  Geraden  eines 
Büschels  durch  .  , 

t    T     i\       8m  Z.  ac    sm  L  ad 
(aöcd)  =  ——     -:    . -  --^-z . 
*  '        Bin  Lbc    ain  Loa 

Dann  laßt  sich  leicht  zeigen:     Das   Doppelverhältnis  von  vier 

Strahlen    eines    Büschels    stimmt 

überein  mit  dem  von  vier  Punkten,  ■  j^^ 

die  auf  ihnen  von  einer  beliebigen 

Geraden    ausgeschnitten    werden.  ^, 

Die  Strahlen   ab  cd  mögen  die  Punkt-  / 

reihe  ABCB  (auf  der  Geraden  p)  aus  / 

iem  Centrum  0  projizieren  und  es  sei  — ^        B        C         D       ^ 

A  =  (ÖHi?)  (Fig.  152).    Das  Doppelte  ^^^ 

des  Flächeninhaltes  der  Dreiecke  OAC,  ^'      ' 

Ö5C,  OADy  OBB  läßt  sich  auf  zweierlei  Art  ausdrücken:  entweder 
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als  Produkt  der  in  ff  gelegenen  Basis  in  die  Höhe  A,  oder  als  Pro- 
dukt zweier  von  0  auslaufender  Seiten  in  den  Sinus  des  ein- 
geschlossenen Winkels,  Aus  den  durch  Gleichsetzung  der  beiderlei 
Ausdrücke  erhaltenen  Relationen: 

AC'h  =  OÄ  '  OC    sin /_ac 


folgt  aber: 


£C  'h  =  0£'OC'smi_  bc 
Aß  .  h  =  OA  '  OD  '  smi_  ad 
BD'h=OS'OJ)'^inA,  bd 

AO     AD        sin  Z.  ac     sin  Z.  ad 


^C  'BD  "  sin  Z.  6c  '  B^TLbd' 

324«  Zwei  Perspektive  Strahlbüschel  abcb  und  a^b-^c^d^ 
haben  gleiches  Doppelverhältnis.  Denn  projizieren  beide  aus 
ihren  Centren  0  und  0^  dieselbe  Punktreihe  ABCD^  so  stimmt 
deren  Doppelverhältnis  nach  dem  Vorigen  mit  dem  jedes  der  darüber- 
stehenden Strahlbüschel  überein.     Feme5r  gilt  offenbar  der  Satz: 

Damit  zwei  Strahlbüschel  abcd  und  <ii\c^d^  in  Per- 
spektive Lage  gebracht  werden  können,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  ihre  Doppelverhältnisse  gleich  seien. 

335«  Wir  definieren  das  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen 
eines  Büschels  durch 

fKrsr  Ä\        smZ.Ar    sinZ.AJ 

Dann  folgt  wieder: 

Das  Doppelverhältnis  eines  Ebenenbüschels  ABfzl  ist 
dem  eines  jeden  Strahlbüschels  gleich,  welches  von  einer 
beliebigen  Ebene  ausgeschnitten  wird.  Steht  nämlich  die 
Ebene  des  Strahlbüschels  abcd  normal  zur  Achse  des  Ebenen- 
büschels ABFJ,  so  sind  die  zur  Bildung  des  Doppelverhältnisses 
(ABfzJ)  zu  benutzenden  Neigungswinkel  z.  Af,  Z.  Bf,  Z-  Azl,  z_  BA 
bezw.  mit  den  Winkeln  Z-  ac,  z_  bc,  z_  ad,  Z»  ^^  identisch.  Daher  ist: 

(ABfzl)  ^[abcd) 
Ist  femer  der  Strahlbüschel  «1*1^1^1  ein  beliebiger  ebener  Schnitt 
des  Ebenenbüschels  ABfJ,  so  liegt  er  perspektiv  zu  abcd,  denn, 
beide  Strahlbüschel  projizieren  die  Punktreihe,  in  welcher  die  Schnitt- 
linie ihrer  Ebenen  den  gegebenen  Ebenenbüschel  beschneidet. 
Hieraus  folgt  schließlich: 

236.  Zwei  Perspektive  Ebenenbüschel  ABfJ  und 
AiBifi^i  haben  gleiches  Doppelverhältnis. 

Damit  zwei  Ebenenbüschel  ABFzJ  und  K^E-^V^A^  in  Per- 
spektive Lage  gebracht  werden  können,  ist  notwendig  und 
hinreichend  daß  ihre  Doppelverhältnisse  gleich  seien. 
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Alles  Gesagte  läßt  sich  dahin  zusammenfassen:  Das  Doppel- 
verhältnis von  vier  Elementen  einer  Punktreihe,  eines 
Strahlbüschels,  eines  Ebenenbüschels  bleibt  ungeändert, 
wenn  man  auf  diese  Gebilde  beliebig  die  Operationen  des 
Proiizierens  oder  Schneidens  anwendet. 


Involutorische  Grundgebilde. 

Wir  knüpfen  an  die  gewonnenen  Resultate  die  Erörterung  einer 
wichtigen  speziellen  Lagebeziehung  an,  die  man  zwischen  Perspektiven 
einiormigen  Grundgebilden  herstellen  kann. 

827.  Es  seien  zwei  Perspektive  Punktreihen  gegeben.  0  sei 
ias  Perspektivitätscentrum,  g  und  g^  ihre  Träger,  U  und  U^  die  un- 
endlich fernen  Punkte  derselben,  G„  und  G^  die  Gegenpunkte,  end- 
lich AB  und  Äy^B^  zwei  ent- 
bprechende  Strecken  (Fig.  153). 
Da  die  Punktreihen  ABG^U und 
A^B^U^G^  perspektiv  liegen, 
haben  sie   gleiches  Doppelver-  / 

hältDis:  /' 


FolgUcl 

AV 

i  hat 

B,ü, 
man, 

weü 

d 

JU, 

b 

iia 

BU 

B,ü, 

=  1 

Fig. 

153. 

ir.:   AG^:BG„  =  B^G^iA^G^.     Hiemach  sind  ABG^  und  B^A^G^ 
ähnliche  Punktreihen  und  es  ist  auch: 

A^B^ :  AB  =  G^A^ :  BG,  =  G^B^ :  AG^ . 

Sollen  die  entsprechenden  Strecken  AB  und  A^B^  einander  gleich 
werden,  so  muß  eine  der  beiden  Relationen 

Gao-^i  ~  ^^vj  Gr^B^  =  AGv 
erfüllt  werden,  woraus  wegen  der  angenommenen  Perspektivität  die 
andere  folgt.  Damit  irgend  zwei  entsprechende  Strecken 
AB  und  A^B^  in  Perspektiven  Punktreihen  gleich  seien,  ist 
nur  erforderlich,  daß  zwei  nicht  entsprechende  Endpunkte 
derselben  bezw.  vom  Gegenpunktc  ihrer  Reihe  den  gleichen 
Abstand  haben. 

228.  Trägt  man  also  in  den  Perspektiven  Reihen  auf  g  und 
^1  resp.  von  G„  und  G^  nach  beiden  Seiten  eine  willkürlich  ange- 
nommene  Strecke  ab,  und  sind  A  und  i>,  resp.  B^  und  C^  die  sich 

Boas  n.  Pappsbitz  I.  11 
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ergebenden  Endpunkte,  A^  und  -D^,  resp.  £  und  C  die  zu  ihnen  per- 
spektiv  gelegenen  Punkte,  so  sind 

"^"^^  AC^A^C\,    BB=:B^B^ 

gleiche  Strecken,  deren  Endpunkte  einander  entsprechen  (Fig.  154). 

Von  den  ersten  beiden  Paaren   schließt  jede  Strecke   den   Gegen- 

/        punkt  ihrer  Reihe  aus ; 

jfB       wenn  daher  ein  Punkt 

//  P  die  endliche  Strecke 

/  Jy  AB  durchläuft,   so   be- 

^\^/  schreibt     der    entspre- 

/,'\-'l  chende    Punkt    P,     die 

/^'.''      /  endliche  Strecke  A.B^, 

^;--- jdp.  —  Anders  beiden  bei- 

,yf ;  {\  ^^        /  den   zuletzt    genannten 

^''[''/    '    '\\  '\ /»  Strecken  paaren:       hier 

.''  .'/'      ;       \    \  /\  schließt    jede     Strecke 

.'^'   .-'    /'        /         \     w    '*^  den    Gegenpunkt   ihrer 

— ^ ^—^ 4; ^^"^"It ^Ä — -^  Reihe    ein;    durchläuft 

C.        f;    D,  a^      A,Ja,U,        4  also  P  die  Strecke  .4 C, 

/  so    beschreibt   P^    den 

y  von    der   Strecke    A^C\ 

Fig.  154.  ausgeschlossenen     Teil 

der  Reihe  g^.  Man  er- 
kennt hieraus:  In  zwei  Perspektiven  Punktreihen  giebt  es 
zwei  Systeme  gleicher  Strecken  mit  entsprechenden  End- 
punkten. Bei  dem  ersten  System  entsprechen  einander  die 
zwischen  den  Endpunkten  enthaltenen  endlichen  Strecken; 
bei  dem  anderen  System  entspricht  die  endliche  Strecke 
zwischen  den  Punkten  der  einen  Reihe  der  von  den  ent- 
sprechenden Punkten  der  anderen  Reihe  begrenzten  un- 
endlichen Strecke. 

339.    Die    beiden  Punktreihen   sollen  jetzt  auf  einer  und  der- 

.)      ^.        ^    ^.         d^      p.p.    V.         O.    Q.     selben  Geraden  so 

^      ^  daß     die     Gegen- 

punkte G^  und  G^ 
aufeinanderfallen. 


^J 


C,  V,     D,P,         ö.         ^,     U,         B,     ^, 

-o  o         0-0  o  00  o o^ 


^         U    Bit        O-v        C  y        2>    P     Hierbei   sind  noch 

Fiff.  155.  .     T 

^  zwei    Lagen    mög- 
lich:    Bei    der   einen   (Fig.  155  a)  fallen   die  entsprechend  gleichen 
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Strecken  des  ersten  Systems  Terkehrt  aufeinander  (z.  B.   fällt  JB^A^ 
auf  ABj  C^Dy^  auf  DC^  u.  s.  f.);    entsprechende  Strecken  haben  ent- 
gegengesetzte Richtung.     Bei  der  anderen  Lage  (Fig.  155^)   fallen 
•lie  Endpunkte  der  gleichen  Strecken  des  zweiten  Systems  verkehrt 
aufeinander  (z.  B.  fallt  C^  auf  Ä  und  J^  auf  (7,    B^  auf  B  und  B^ 
auf  2),  u.  s.  f.),    aber  jeder  endlichen  Strecke  (in  der  einen  Reihe) 
entspricht  die    von   ihr   ausgeschlossene  unendliche  Strecke  (in  der 
anderen  Reihe);  entsprechende  Strecken  sind  dabei  gleichgerichtet. 
In  beiden  Fällen  findet  zwischen  den  Punkten  auf  dem  gemeinsamen 
Tiiger  ein  vertauschbares  (doppeltes)  Entsprechen  statt,  d.  h. 
wenn  einem  Punkte  P  als  Original  P^  als  Bild  entspricht,    so  ent- 
spricht dem  mit  Pj  vereinten  Punkte  Q,  als  Original  der  mit  P  ver- 
einte Punkt  Qj  als  BUd. 

230«  Man  nennt  die  beiden  Perspektiven  Punktreihen  in  ihrer 
neaen  Lage  involutorisch  und  ihre  Vereinigung  eine  Involution 
Ton  Punkten.  Aus  der  Vereinigung  der  Gegenpunkte  G^  und  G^ 
entsteht  der  Mittelpunkt  der  Involution.  In  dem  ersten  der  obigen 
falle  heißen  die  involutorischen  Reihen  ungleichlaufend,  im  zweiten 
Falle  gleichlaufend. 

Aus  der  gegebenen  Konstruktion  folgt  unmittelbar:  Zwei  Per- 
spektive Punktreihen  liegen  nach  ihrer  Vereinigung  auf 
♦^iner  Geraden  involutorisch,  wenn  es  ein  Paar  getrennter 
Punkte  giebt,  die  einander  vertauschbar  entsprechen. 

231«  Femer  ergiebt  sich:  Bei  zwei  ungleichlaufenden  in- 
volutorischen Punktreihen  fallen  zwei  Paare  entsprechen- 
der Punkte  i7  und  J7j,  F^uhd  V^  zusammen;  sie  ergeben  die 
>ich  selbst  entsprechenden  Punkte  oder  Doppelpunkte  der 
Involution.  Bei  zwei  gleichlaufenden  involutorischen 
Pnnktreihen  giebt  es  solche  Punkte  nicht. 

Man  kann  die  Doppelpunkte  aus  der  ursprünglichen  Perspektiven 
We  der  beiden  Reihen  konstruieren.  Sind  nämlich  U  und  K 
zwei  Perspektive  Punkte,  so  ist  (Fig.  154): 

A  OG^  l\  ~  A  UGß 
mithin: 

G^U^:G^O=^OG,:UG,. 

Sollen  daher  U  und  U^  —  wie  es  hier  erfordert  wird  —  resp.  vom 

Gegenpunkte  ihrer  Reihe  den  gleichen  Abstand  haben,  so  hat  man: 

G^  U,  =  UG,  =  ]/OG,G^O 
^  nehmen.    Trägt  man  also  die  mittlere  Proportionale  der  Strecken 
OGp  und  G^O   von  G^  resp.  G^  nach  beiden  Seiten  ab,   so   findet 
man  zysei   Paare    von   Punkten    U  und   t/^,  V  und  ^,  die  der  ge- 
il* 
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.  stellten  Forderung  genügen.  Nach  der  Vereinigung  beider  Punkt - 
reihen  zur  Involution  deckt  sich  entweder  U  mit  L\  und  V  mit  J\ 
bei  ungleichlaufenden  Reihen)  oder  V  mit  V^  und  F  mit  l\  (bei 
(gleichlaufenden  Reihen).    . 

232.  Bei  zwei  ungleichlaufenden  involutorischen  Punkt- 
reihen werden  je  zwei  einander  vertauschbar  entsprechende 

Punktet  und  B  durch 

— o^ <> ^—^ p *"    dieDoppelpunkte  J7uncJ 

j,.     jgg  V  der   Involution   har- 

monisch getrennt  (Fi^- 
156).  Da  nämlich  das  Doppelverhältnis  A  der  vier  Punkte  A^  B^  U^  J\ 
bei  Vertauschung  von  A  mit  B  ungeändert  bleibt: 

BU  '  AV  ~  AU  ' BV' 
sein   Wert  X  also    mit  -r-  übereinstimmt,  so  muß  es  einen  der  Werte 

A  =  + 1  oder  A  =  —  1  haben;  ersterer  aber  stellt  sich  nur  ein,  wenn  ./ 
mit  B  zusammenfällt,  was  hier  ausgeschlossen  ist,  mithin  ist  A  =  —  1 , 
w.  z.  b.  w.  Speziell  halbiert  der  Mittelpunkt  M  der  Involution  die 
Strecke  UT,  weil  er  dem  unendlich  fernen  Punkte  doppelt  entspricht. 
333.  Die  obigen  Definitionen  und  Sätze  lassen  sich  mit  Leichtig- 
keit auf  die  übrigen  einförmigen  Grundgebilde  ausdehnen.  Ebenso 
wie  für  Punktreihen  auf  derselben  Geraden,  gelten  sie  auch  für 
Strahlbüschel  mit  demselben  Scheitel  und  in  derselben  Ebene  und 
für  Ebenenbüschel  mit  derselben  Achse.  Man  erhält  z.  B.  zwei 
involutorische  Strahlbüschel  oder  eine  Involution  von  Strahlen,  wenn 
man  zwei  involutorisch  liegende  Punktreihen  aus  einem  außerhal1> 
gelegenen  Centrum  projiziert  und  analog  erhält  man  durch  Projektion 
eine  Involution  von  Ebenen  aus  einer  Strahleninvolution.  Umgekehrt 
ergiebt  jeder  ebene  Schnitt  einer  Ebeneninvolution  eine  solche  von 
Strahlen  und  jeder  geradlinige  Schnitt  einer  Strahleninvolution  eine 
solche  von  Punkten.  Es  mag  hier  genügen,  das  Wichtigste  bezüg- 
lich der  involutorischen  Strahlbüschel  hervorzuheben. 

234.  Wir  denken  uns  die  Perspektiven  Strahlbüschel  S  und  S^ 
zuerst  in  solche  Perspektive  Lage  gebracht  (Fig.  157),  daß  die  Per- 
spektivitätsachse  e^  zu  zwei  entsprechenden  Rechtwinkelschenkeln 
y  und  y^  parallel  wird  (vgl.  195)  und  folglich  die  beiden  anderen 
Schenkel  x  und  x^  einander  decken.  Wir  tragen  ferner  am  Scheitel 
S  zu  beiden  Seiten  des  Strahles  x  und  am  Scheitel  5^  zu  beiden 
Seiten  des  Strahles  y^  den  willkürlich  angenommenen  Winkel  y  an. 
Die   so   erhaltenen   neuen  Winkelschenkel   mögen  durch  ö,  rf,  i^,  q 
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bezeichnet  •  werden  y  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Perspektivitätsachse 
durch  J,  jD,  J5,  C  und  die  zu  ihnen  perspektiv  liegenden  Strahlen 
durch  a^,d^,  bjC,  Dann 
sind  die  rechtwinkligen 
Dreiecke  SXÄ  und  -SXS^ 
ähnUch,  also: 

S^X.IÄ^  BXiXS; 

f  liglich  sind  die  recht- 
'nnkeligen  Dreiecke 
\XA  und  BXS  eben- 
falls ähnUch  und  es  ist: 

lbsx=  z.  AS^r. 

Bezeichnet  man  die 
(jröße  dieser  beiden 
Winkel  durch  rpy  so 
üudet  man: 


Fig.  157. 


denn  die  letztgenannten  vier  Winkel  sind  sämtlich  von  der  gleichen 
Größe:  t^— ^.    JSbenso  hat  man  auch: 
Z_  ac  =  Z.  fl^  Cj  ,      /^  bd  =  Z_  bj^d^. 
Mao  entnimmt  hieraus:  In  zwei  Per- 
spektiven   Strahlbüscheln    giebt 
e«  zwei  Systeme  gleicher  Winkel 
mit  entsprechenden    Schenkeln. 
Bei    dem     ersten    System     ent- 
sprechen einander   die  gleichen 
Winkel  selbst;  bei  dem  anderen 
System  entspricht  einem  Winkel 
ies  einen  Büschels  sein  Supple- 
mentwinkel im  anderen  Büschel. 
2S5«    Man   denke  sich  jetzt  die 
beiden  Strahlbüschel    am    nämlichen 
^beitel   so   vereinigt,    daß   die    ent- 
sprechenden rechten  Winkel  sich  mit 
vertauschten  Schenkeln  decken.    Dies 
ist  auf  zwei  Arten  möglich.     In   der 
einen  Lage  (Fig.  158  a)  fallen  die  ent- 
sprechenden  gleichen  Winkel  des  ersten 
-ystemes  verkehrt  aufeinander  (z.  B.  Fig.  158. 
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fallt  /^b^a^  auf  /^ab,  /^  d^c^  auf  Z-crfu.  s.  f.);  entsprechende  Winkel 
werden  in  entgegengesetztem  Sinne  beschrieben.  In  der  anderen  Lage 
(Fig.  158  b)  fallen  die  Schenkel  der  gleichen  Winkel  des  zweiten 
Systems  verkehrt  aufeinander  (z.  B.  fällt  Cj  auf  a  und  a^  auf  c, 
rfj  auf  b  und  b^  auf  d  u.  s.  f.),  aber  einem  Winkel  in  dem  einen 
Büschel  entspricht  der  im  gleichen  Sinne  durchlaufene  Supplement- 
winkel im  anderen  Büschel.  Beide  Male  aber  findet  zwischen  den 
Strahlen  der  beiden  Büschel  ein  vertauschbares  Entsprechen 
statt.  Wir  haben  also  im  ersten  Falle  ungleichlaufende,  im 
zweiten  gleichlaufende  involutorische  Strahlbüschel.  Hieraus 
folgt  sofort: 

Zwei  Perspektive  Strahlbüschel  liegen  nach  ihrer  Ver- 
einigung an  einem  Scheitel  involutorisch,  wenn  es  ein  Paar 
getrennter  Strahlen  giebt,  die  einander  vertauschbar  ent- 
sprechen. 

236.  Bei  zweiungleichlaufenden  involutorischenStrahl- 
büscheln  giebt  es  zwei  sich  selbst  entsprechende  oder 
Doppelstrahlen;  bei  gleichlaufenden  involutorischen  Bü- 
scheln giebt  es  solche  Strahlen  nicht.  Die  Doppelstrahleii 
lassen  sich  leicht  konstruieren,  wenn  man  von  der  in  234  an- 
genommenen Perspektiven  Lage  der  beiden  Strahlbüschel  8  und  S^ 
ausgeht.      Sind    nämlich   SU  und   Sy^U  zwei    Perspektive   Strahlen 

(Fig.  159)  und  sollen  die- 
selben bei  der  Vereinigung 
der  Büschel  zur  Involu- 
tion zur  Deckung  kom- 
men, so  müssen  die  recht- 
winkeligen Dreiecke  XSV 
und  XUS^  ähnlich  und 
folglich  L.  SUS^  ein  rech- 
ter Winkel  sein.  Be- 
schreibt man  daher  übei* 
SS^  als  Durchmesser  einen 
Kreis,  so  findet  man  als 
Schnittpunkte  desselben 
mit  der  Perspektivitäts- 
achse  zwei  Punkte  U  und  F,  deren  Verbindungslinien  mit  S  resp. 
Äj  die  gesuchten  Strahlen  m,  v  resp.  u^ ,  v^  sind.  Nach  der  Ver- 
einigung der  Strahlbüschel  zur  Involution  koinzidiert  entweder  t/ 
mit  u^  und  v  mit  v^  (bei  ungleichlaufenden  Büscheln)  oder  u  mit  v^ 
und  V  mit  u^  (bei  gleichlaufenden  Büscheln). 


Fig.  159. 
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337.  Schließlich  folgt  hier  aus  denselben  Gründen  wie  oben 
für  Panktreihen  der  Satz: 

Bei  zwei  ungleichlaufenden  involutorischen  Strahl- 
bascheln  werden  je  zwei  einander  vertauschbar  ent- 
sprechende Strahlen  a  nnd  b  durch  die  Doppelstrahlen  u 
und  r  der  Involution  harmonisch  getrennt.  Insbesondere 
halbieren  die  entsprechenden  Rechtwinkelstrahlen  a:  und  y  die  von 
den  Doppelstrahlen  u  und  v  gebildeten  Winkel. 

Sind  zwei  in volutorische  Punktreihen  oder  Strahlbüschel  gegeben 
—  was  durch  die  Angabe  zweier  Paare  voneinander  vertauschbar 
entsprechenden  Elementen  geschehen  kann  —  so  entsteht  die  Frage 
nach  der  Konstruktion  ihrer  Doppelelemente.  Die  einfachsten  Hilfs- 
mittel hierzu  ergeben  sich  aus  später  folgenden  Sätzen. 


FÜNFTES  KAPITEL. 


Die  Kegelschnitte  als  Kreisprojektionen. 

Projektioii  eines  Kreises  in  einen  Kreis.    Invoiutorisclie  Central- 
projeiition  in  der  Ebene.    Pol  und  Polare  beim  Kreise.    Scliiefer 

Kreisicegel. 

2S8.  Irgend  zwei  Kreise  k  und  k^  einer  Ebene  können 
auf  vier  Arten  als  Perspektive  Figuren  aufgefasst  werden. 
Das  Perspektivitätsspektrum  ist  jedesmal  einer  der  bei- 
den Ähnlichkeitspunkte  0  oder  (7.  Die  Perspektivitäts- 
achse  e^  liegt  entweder  unendlich  fern  oder  wird  von  der 
Chordale  der  beiden  Kreise  gebildet.  Die  erste  Annahme  be- 
züglich der  Achse  führt  auf  die  uns  schon  bekannten  beiden  Arten 
älinlicher  Lage  zurück  (vergl.  4),  die  zweite  liefert  zwei  neue  Arten 
perspektiver  La-ge. 

Zur  Erklärung  erinnern  wir  an  folgende  elementare  Sätze. 
Das  Streckenprodukt  SP,SQ  hat  für  alle  durch  einen  Punkt  S  ge- 
zogenen Sehnen  FQ  eines  Kreises  denselben  Werth  und  heißt  die 
Potenz   des   Punktes  S  in  Bezug  auf  den  Kreis.     Der  geo- 
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metrische  Ort  aller  Punkte  gleicher  Potenz  in  Bezug  auf  zwei 
Kreise  ist  eine  gerade  Linie,  welche  die  gemeinsame  Potenzlinie 
oder  Chordale  genannt  wird.  Sie  steht  auf  der  gemeinsamen 
Centralen  (Verbindungslinie  der  Kreismittelpxmkte)  senkrecht,  liegt 
ausserhalb  beider  Kreise,  wenn  diese  sich  nicht  treflfen  (Fig.  160 
und  Fig.  161),  wird,  wenn  sie  sich  berühren,  zur  gemeinsamen  Tan- 
gente oder  verbindet  die  Schnittpunkte  der  Kreise,  wenn  es  deren 
giebt  (Fig.  162). 

239,  Wir  beweisen  erstens,  daß  als  Perspektivitätsachse  e^ 
(außer  der  unendlich  fernen  Geraden)  nur  die  Chordale  beider 
Kreise  k  und  k^  auftritt.  (Fig.  160).  Man  erkennt  zunächst,  daß 
die  Achse  e^  auf  der  Centrale  MM^  senkrecht  stehen  muß;  denn  den 
zur  Achse  e^  parallelen  Sehnen  von  k  und  ihren  Mittelpunkten  ent- 
sprechen die  zu  «j  parallelen  Sehnen  von  k^  und  deren  Mittelpunkte;  d.  h. 

«^  die  zur  Achse  senkrech- 

ten Durchmesser  beider 
Kreise  entsprechen  sich. 
Da  sie  sich  auf  der  Achse 
(in  E)  schneiden  müssen, 
so  fallen  sie  zusammen, 
wenn    e^    im    Endlichen 


J>Ä 


L._.>.., 


Fig.  160. 


liegt;  den  Fall  aber,  daß 
e^  unendlich  fern  liegt, 
schließen  wir  hieraus, 
weil  er  auf  die  schon  be- 
sprochene ähnliche  Lage 
der  beiden  Kreise  führt. 
—  Die  Centrale  schneidet 
also  die  Kreise  in  ent- 
sprechenden Punkten  A 
und  ^j,  £  und  5j,  wo  J  und  £  die  auf  ä,  A^  und  B^  die  auf  Äj  be- 
findlichen Punkte  bedeuten.  Sind  ebenso  P  und  1\  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte,  so  liegen  die  Schnittpunkte  AP  x  A^P^  =,Ä  und 
BP  X  B^P^  =  T  auf  e^.     Da  ferner 

A  AEB^  A  TEB ,  A  A^ERr^  A  TKB^ 
ist,  folgt: 

AE.  BE=ER.  ET,  A^E,  B^E  =  ER .  AT; 

die  Gleichheit  der  Produkte 

AE.BE^  A^E.B^E 
aber  zeigt,  daß  e^  die  Chordale  ist. 
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840.  Wir  beweisen  zweitens,  daß  das  Perspektivitätscen- 
trum  0  ein  Ähnlichkeitspunkt  sein  muß.  Sei  PQ  irgend  eine 
Sehne  des  Kreises  k  und  P^Q^  die  ihr  entsprechende  des  Kreises  k^y 
so  liegt  der  Schnittpunkt  beider  nach  dem  Vorigen  auf  der  Chordale 
und  man  hat :  pg  Qg  _  P^S.Q.S, 

Die  vier  Punkte  P,  Q,  P^,  Q^  liegen  folglich  auf  einem  Kreise  und 

''^'*-  ^  PQQ,  ^  ^  PP,Q,. 

Die  Strahlen    OP  und  OQ  mögen  den  Kreis  k^  außer  in  Pj  und  Qi 

noch  in  Pj  und  Q^  schneiden;  man  hat  dann  auch: 

Z.  PP,Q,  =  Z.  P,Q,Q, 
und  findet  durch  Vergleich  beider  Relationen,  daß 

z.  PQQ,  =  z.  P,Q,Q, 
»der  PjQg    FQ   ist.     Da   die   Sehne  PQ   beliebig   gewählt  werden 
kann  und   zu    ihr    stets  eine  parallele  Sehne  P-Q«  gehört,    so  ist 
0  =  PPg  X  QQ2  ein  Ahnlichkeitspunkt. 

Hierdurch  ist  der  in  238  aufgestellte  Satz  bewiesen.  Die 
Fig.  161  und  162  dienen  ebenso  wie  Fig.  160  zu  seiner  Erläute- 
rung, beziehen  sich  aber  auf  andere  Lagen  der  gegebenen  Kreise 
gegeneinander. 


e. 


/ 


^-^^jp/ 


r 


Fig.  161. 


Fig.  162. 


241.  Es  giebt  unendlich  viele  Centralprojektionen  in 
der  Ebene,  die  einen  gegebenen  Kreis  in  sich  selbst  über- 
führen. Das  Centrum  oder  die  Achse  der  Projektion  kann 
beliebig  angenommen  werden. 


170 


Die  Kegelschnitte  als  Ereisprojektionen, 


Es  sei  etwa  das  Gentrum  0  außerhalb  oder  innerhalb  des 
Kreises  k  gegeben  (Fig.  163  und  Fig.  164).  Offenbar  müssen  bei  der 
in  Rede  stehenden  Centralprojektion  je  zwei  solche  Punkte  B  und 
B^  einander  entsprechen,  die  auf  k  durch  einen  aus  0  gezogenen 
Strahl  ausgeschnitten  werden,  und  zwar  vertauschbar,  so  daß  dem 
Punkte  B  als  Original  B^  als  Bild  und  dem  Punkte  B^  als  Original  B 
als  Bild  zugehört.  Die  Verbindungslinie  des  Kreismittelpunktes  M 
mit  dem  Centrum  0  mag  k  in  den  Punkten  A  und  A^  schneiden. 


e^ 


^A^^ 


^P/    ^  " 


-t-%\ 


K^ 


Fig.  163. 


Fig.  164. 


die  einander  wieder  vertauschbar  entsprechen.  Es  bestimmen  dann 
die  Punkte  (7=  AB  x  Ax^\  ^"^^  ^  ==  ^A  X  ^jB  als  Schnittpunkte 
entsprechender  Geraden  die  Perspektivitätsachse  e^.  Zu  zeigen  ist, 
daß  man  stets  dieselbe  Gerade  e^  als  Achse  findet,  gleichviel  von 
welchem  Paare  entsprechender  Punkte  B  und  B^  man  ausgeht. 

342.  Es  sei  E=^MO  x  CD.  Die  Punkt«  A,  A^,  B,  B^,C,I)  bilden 
die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits,  die  Punkte  JE  und  0  die 
Schnittpunkte  einer  Diagonale  desselben  mit  den  beiden  anderen 
Diagonalen.  Folglich  ist  IS  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A,  A^ 
und  0.  Femer  ist  Z»  ABA^  =  z_  AB^A^  =  ß  oder  die  Geraden 
AB^  und  Aj^B  sind  zwei  Höhenlinien  des  A  ACA^  und,  da  sich 
bekanntlich  die  drei  Höhenlinien  eines  Dreiecks  in  einem  Punkte 
schneiden,  ist  OH  die  dritte.     Hiemach  ist  die  Achse  e^  konstruierbar 
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als  die  Normale  zu  MO  in  dem  mit  0  zu  A  und  A^  harmonisch 
gelegenen  Punkte  E.  Man  bezeichnet  diese  durch  die  Lage  des 
Punktes  O  Yollständig  bestimmte  Gerade  als  die  Polare  des 
Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis. 

248«  Wird  umgekehrt  die  Achse  e^  der  Centralprojektion,  durch 
welche  der  Kreis  k  in  sich  übergeführt  werden  soll,  willkürlich  ge- 
geben, so  wird  das  zugehörige  Centrum  0  gefunden,  indem  man 
durch  den  Kreismittelpunkt  M  die  Normale  zu  e^  zieht  und  auf  ihr 
den  Punkt  O  bestimmt,  welcher  mit  dem  Achsenschnittpunkt  JE  zu 
den  Schnittpunkten  A  und  A^  mit  dem  Kreise  harmonisch  liegt. 
Dieser  durch  die  Lage  der  Geraden  e^  bestimmte  Punkt  heißt  der 
Pol  der  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kreis. 

244.  Eine  Centralprojektion  in  der  Ebene  heißt  invo- 
Intorisch,  wenn  je  zwei  als  Original  und  Bild  einander  zu- 
geordnete Punkte  sich  vertauschbar  entsprechen.  Aus  dieser 
Definition  folgt  unmittelbar:  Jede  Punktreihe,  welche  das  Centrum  0 
enthalt,  liegt  mit  ihrem  Bilde  (ungleichlaufend)  involutorisch;  das 
Centrum  und  der  Achsenschnittpunkt  bilden  die  Doppelpunkte  der 
Involution.  Jedes  Strahlbüschel,  welches  die  Achse  e^  enthält,  liegt 
mit  seinem  Bilde  (ungleichlaufend)  involutorisch;  die  Achse  und  der 
Strahl  durch  das  Centrum  bilden  die  Doppelstrahlen  der  Involution. 
Die  entsprechenden  Elemente  dieser  Punktreihen  und  Strahlbüschel 
liegen  nach  232  u.  237  durch  die  Doppelelemente  harmonisch  getrennt 
(z.B.  P,  Pj,  Q,  0,  vgl.  Fig.  163  u.  164).  Da  bei  jedem  Paare  invo- 
Intorischer  Punktreihen  die  Gegenpunkte  G„  und  G„  im  Mittelpunkte 
der  Involution  vereinigt  liegen,  ergiebt  sich  ferner:  Die  Verschwin- 
dungs-  und  Fluchtlinie,  e^  und  e^  einer  involutorischen  Central- 
projektion fallen  in  diejenige  Parallele  zur  Achse  zusammen,  welche 
deren  Abstand  vom  Centrum  halbiert. 

245.  Auf  Grund  der  vorangehenden  Erklärungen  kann  der  in 
241  ausgesprochene  Satz  dahin  vervollständigt  werden:  Ein  ge- 
gebener Kreis  wird  durch  jede  involutorische  Centralpro- 
jection  in  sich  übergeführt,  deren  Centrum  0  und  Axe  e^ 
einander  als  Pol  und  Polare  des  Kreises  entsprechen.  Denn 
jede  Punktreihe,  die  auf  einer  durch  0  gezogenen  Sekante  des  Kreises 
Hegt,  hat  mit  ihrem  (Perspektiven)  Bilde  ein  Paar  sich  vertauschbar 
entsprechender  Punkte  (die  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise)  gemein 
und  liegt  daher  (nach  230)  mit  ihrem  Bilde  involutorisch.  —  Ferner 
erkennt  man  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes:  Eine  gegebene 
inToIntorische  Centralprojektion  führt  alle  Kreise  der  Ebene 
in  sich  über,  für  welche  das  Centrum  und  die  Achse  resp. 


172 


Die  Kegelschnitte  als  Kreisprojektionen. 


Pol  und  Polare  bilden.  Diese  Kreise  werden  erhalten,  wenn  man 
aus  dem  Centrum  0  das  Lot  /=  0£  auf  die  Achse  e^  fällt,  auf 
demselben  irgend  zwei  harmonisch  zu  0  und  E  gelegene  Punkte  A 


nt 


und  A^    aufsucht   und  jedesmal   die  Strecke  AA^    als  Kreisdurch- 
messer wählt.     (Fig.  165). 

246.  Wir  wollen  das  System  der  Kreise,  die  bei  einer 
involutorischen  Centralprojektion  in  der  Ebene  in  sich 
selbst  übergehen,  noch  etwas  genauer  betrachten.  In  demselben 
sind  zwei  Kreise  von  verschwindendem  Radius  (Nullkreise)  enthalten, 
nämlich  die  Punkte  0  und  E.  ferner  ein  Kreis  von  unendlich  großem 
Radius,  nämlich  die  Gerade  m,  in  welche  die  Flucht-  und  Ver- 
schwindungslinie  zusammenfallen.  Die  Gerade  m  bildet  für  alle  Kreise 
des  Systems  die  gemeinsame  Chordale.  Ist  nämlich  N  irgend 
ein  Punkt  derselben,  so  schneidet  der  Strahl  ON  das  Kreissystem 
in  einer  Involution  von  Punkten,  deren  Mittelpunkt  N  ist  (die  Doppel- 
punkte sind  0  und  der  Achsen  Schnittpunkt  i?).  Sind  nun  Pund  P^, 
Q  und  Qi   die  Schnittpunkte,  des  Strahles  mit  irgend  zwei  Kreisen 
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des  Systems,  so  sind  FQJf  und  Q^P^N  (nach  227)  ähnliche  Punkt- 
reihea,  also  ist: 

und  folglich  ^V  ein  Punkt  der  Chordale  beider  Kreise,    w.  z.  b.  w. 

247.  Aus  der  letzten  Relation  folgt  ferner:  Zieht  man  von 
einem  Punkte  N  der  Chordale  an  alle  Kreise  des  Systemes  die 
Tangenten,  so  sind  die  Längen  derselBen  (von  N  bis  zum  Berührungs- 
punkte gemessen)  sämtlich  gleich  (=  Ynp  .  NP^)y  d.  h.  die  Be- 
rührungspunkte liegen  auf  einem  neuen  Kreise  mit  dem  Centrum  K 
Dieser  geht  durch  die  Punkte  0  und  E  (die  Nullkreise)  und  schneidet 
die  Kreise  des  Systemes  stets  unter  rechtem  Winkel  (d.  h.  in  jedem 
Schnittpunkte  stehen  die  beiderlei  Kreistangenten  aufeinander  senk- 
recht). Da  der  Punkt  N  auf  der  Geraden  m  willkürlich  angenommen 
werden  darf,  erhält  man  ein  zweites  System  von  unendlich  vielen 
Kreisen,  die  sich  wechselseitig  in  den  zwei  festen  Punkten 
0  und  E  schneiden  und  die  Kreise  des  ersten  Systems  rechtwin- 
kelig kreuzen.  Für  diese  Kreise  bildet  die  Gerade  /  die  gemeinsame 
Chordale;  sie  kann  als  der  zum  System  gehörige  Kreis  mit  unend- 
lichem Radius  aufgefaßt  werden.     NuUkreiso  treten  hier  nicht  auf. 

248.  Die  betrachteten  beiden  Kreissysteme  mit  fester 
Chordale  bezeichnet  man  als  Kreisbüschel.  Sie  liefern  die  Hilfs- 
mittel, um  die  in  237  aufgestellten  Aufgaben  zu  lösen,  die  die 
Involution  von  Punkten  betreffen.  Sind  nämlich  in  zwei  invo- 
lutorischen  Reihen  P  und  P^,  Q  und  Q^  irgend  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte,  so  gilt  für  den  Mittelpunkt  M  der  Involution 
die  Beziehung: 

MQ.MQ^  =:  MP.MP^ 
und  folglich  für  einen  Doppelpunkt   U  oder  F  derselben: 

MU^  =  Mn  =  MP '  MP^. 
Ist  nun  die  Involution  auf  der  Geraden  g  durch  die  beiden  Paare 
P  und  Pj ,  Q  und  Q^  gegeben  und  handelt  es    sich  um  die  Kon- 
struktion des  Mittelpunktes,  der  Doppelpunkte  und  überhaupt  ent- 
sprechender Punktepaare ;  so  schlage  man  über  den  Stecken  PP^ 
und  QQj  als  Durchmessern  Kreise  p  und  q.    Der  Büschel  der  Kreise, 
die  mit  diesen  beiden  dieselbe  Chordale  haben,  schneidet  die  Gerade 
g  in  den  Punktepaaren  der  gegebenen  Involution  und  insbesondere 
l)e8timmt  die  Chordale  selbst  den  Mittelpunkt  i¥der  Involution  auf 
g,  denn  für  denselben  und  für  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  P 
nnd  Pj  besteht  die  erste  der  obigen  Relationen.    Es  sind  aber  zwei 
fMe  zu  unterscheiden:  entweder  schneiden  sich  die  Kreise  p  und 
g  nicht   (Fig.    166)  und    es   liegen   ungleichlaufende   involutorische 
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Reihen  vor,   oder  sie  schneiden  sich  (in  zwei  Punkten  X  und  Yy 
Fig.  167)  und  man  hat  gleichlaufende  involutorische  Reihen. 

249«  Bei  ungleichlaufender  Involution  bestimme  man  zu- 


Fig.  166. 

erst  einen  Punkt  £  der  Chordale  mittels  eines  Hilfskreises  k,  der 
die  beiden  Kreise  p  und  q  in  A  und  B  resp,  C  und  D  schneidet, 
als:  jB  =  AJS  x  CD\  hierauf  zieht  man  die  Chordale  senkrecht  zu^ 
und  findet  damit  den  Mittelpunkt  M  der  Involution.  Legt  man 
aus  M  eine  Tangente  ^^I^  an  einen  der  Kreise,  so  schneidet  der  um 
^mit  dem  Radius  .WT beschriebene  Kreis  auf  ^  die  Doppelpunkte 
U  und   F  aus.     Derselbe  Kreis  schneide  die  Chordale  in  X  und  Y. 


Fig.  167. 

Verbindet  man  einen  auf  ff  beliebig  angenommenen  Punkt  E  mit  X 
und  den  Kreisschnittpunkt  Z  der  Verbindungslinie  BX  mit  Y,  so 
schneidet  ZY  die  Gerade  ff  in  dem  Punkte  B^,  welcher  B  in  der 
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InrolatioD  entspricht.    Man  erhält  nämlich  durch  diese  Konstruktion 
die  ähnlichen  rechtwinkeligen  Dreiecke:  A  BMX^--^  A  YMB^,  woraus 

JIM-  RM^  =  MX'  MY^MF^ 
füigt,  w.  z.  b.  w. 

250.  Bei  gleichlaufender  Involution  liefert  die  Verbindungs- 
lioie  der  Schnittpunkte  X  und  Y  der  Kreise  p  und  q  die  Chordale 
direkt  und  damit  zugleich  den  Mittelpunkt  M.  Für  die  Schnitt- 
punkte U  und  F  des  über  dem  Durchmesser  XY  beschriebenen 
Kreises  mit  ff  besteht  die  Relation: 

MM^  =  Mn  =  MF'  MP^\ 
sie  stellen  aber  keine  Doppelpunkte  dar,  sondern  entsprechen  sich 
vertaaschbar.      Zu  einem   willkürlich  auf  g  angenommenen  Punkte 
R  wird  der  entsprechende  R^  mittels  des  Kreises  RXY  oder  kürzer 
durch  die  Normale  XR^  zu  RX  gefunden. 

Die  Strahleninvolution,  welche  erhalten  wird  indem  man  die 
betrachtete  Involution  von  Punkten  aus  einem  der  Punkte  X  oder  Y 
projiziert,  hat  die  Eigenschaft,  daß  jedes  Paar  entsprechender  Strahlen 
einen  rechten  Winkel  einschließt  und  heißt  deshalb  eine  Involution 
rechter  Winkel. 

251.  Zw^ei  Punkte  P  und  §,  die  zu  den  Schnittpunkten  R  und  8 
ihrer  Verbindungslinie  mit  einem  Kreise  harmonisch  liegen,  heißen 
harmonische  oderkon-  ^ 
jugiertePole  des  Krei- 
se *5.  Denkt  man  sich 
durch  einen  gegebenen 
Punkt  P  (Fig.  168)  alle  -^ 
Strahlen  gezogen,  die  den 
Kreis  schneiden  und  zu 
jedem  Schnittpunktepaare 
lien  mit  P  harmonisch 
liegenden  Punkt  Q  be- 
stimmt, so  ergiebt  sich 
nach  244): 

Die  harmonischen 
Pole  eines  Punktes  P 
IQ  Bezug  auf  einen 
Kreis  liegen  auf  einer 
geraden  Linie  p,  der 
Polare  des  Poles  P. 

Wir  ^gen  hinzu,  daß  wir  der  Allgemeinheit  wegen  alle  auf 
üer  Polare  p  gelegenen  Punkte  Q  als  harmonische  Pole  von  P  be- 


Fig.  168. 
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trachten,  auch  wenn  die  Linie  PQ  den  Kreis  nicht  schneidet.  Der 
genannte  Satz  kann  statt  der  in  242  und  243  gegebenen  Erklärungen 
als  Definition  von  Pol  und  Polare  beim  Kreise  dienen. 

253.  Die  Polare  eines  Punktes  P  wird  am  einfachsten  con- 
struiert,  indem  man  durch  P  irgend  zwei  Strahlen  zieht,  die  den 
Kreis  in  B  und  S,  resp.  in  Ä'  und  S'  schneiden,  hierauf  die  Ver- 
bindungslinien jBjR'  und  SS\  HS'  und  RS  miteinander  in  U  resp. 
IT  schneidet  und  p  =  UF  zieht.  Letztere  ist  die  gesuchte  Polare, 
denn  nach  dem  Satze  vom  vollständigen  Viereck  (209)  schneidet  sie 
die  von  P  auslaufenden  Strahlen  in  Q  und  Q'  so,  daß  PQBS  und 
PQ'RS  harmonische  Reihen  sind.  —  Für  die  Konstruktion  ist  es 
gleichgültig,  ob  der  Punkt  P  außerhalb  oder  innerhalb  des  Kreises 
gegeben  wird, 

358.  Aus  der  Bemerkung,  daß  harmonische  Pole  eines  Kreises 
durch  den  Kreis  voneinander  getrennt  werden,  erkennt  man  so- 
gleich: Liegt  der  Pol  innerhalb  des  Kreises,  so  schneidet 
die  Polare  den  Kreis  nicht.  Im  Besonderen  wird  als  Polare 
des  Kreismittelpunktes  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene  erhalten.  Liegt  der  Pol  außerhalb  des  Kreises,  so 
schneidet  die  Polare  denselben.  Liegt  endlich  der  Pol  auf 
der  Kreisperipherie,  so  ist  seine  Polare  die  Tangente  des 
Kreises  im  Pole.  Alsdann  fällt  nämlich  der  Pol  P  mit  einem  der 
beiden  Schnittpunkte  B  und  S  einer  jeden  durch  ihn  gezogenen 
Kreissekante,  und  folglich  auch  mit  dem  auf  ihr  gelegenen  harmonischen 
Pole  Q  zusammen;  nur  wenn  die  Sekante  zur  Tangente  wird,  fallen 
P,  B  und  S  zusammen  und  folglich  ist  jeder  Punkt  Q  der  Tangente 
ein  harmonischer  Pol  von  P, 

354.  Ist  7' ein  Schnittpunkt  der  Polare  mit  dem  Kreise  und 
zieht  man  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Pole  P,  so  fällt  von  deren 
Schnittpunkten  mit  dem  Kreise  der  eine  B  und  folglich  wegen  der 
harmonischen  Lage)  auch  der  andere  /Smit  Z' zusammen;  die  Gerade 
PT  wird  zur  Tangente.     Daher  der  Satz: 

Die  Schnittpunkte  der  Polare  eines  Punktes  P  mit  dem 
Kreise  sind  die  Berührungspunkte  der  aus  Pan  ihn  gelegten 
Tangenten. 

Liegen  die  Punkte  Q  und  Q'  auf  der  Polare  des  Punktes  P  und 
bestimmt  man  von  beiden  die  Polaren  q  und  y,  so  müssen  sich 
dieselben  in  P  schneiden;  denn  als  harmonischer  Pol  von  Q  liegt 
P  auf  q  und  als  harmonischer  Pol  von  Q'  auf  q\  Man  folgert 
hieraus:  ' 

Beschreibt   ein   Punkt   Q  eine  Gerade  /?,  so  dreht   sieh 
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seine  Polare  q  um  den  Pol  P  der  Geraden;  dreht  sich  eine 
Gerade  q  um  den  Punkt  P,  so  beschreibt  ihr  Pol  Q  die 
Polare  p  des  Punktes. 

255.  Zwei  Gerade  p  und  q^  die  harmonisch  liegen  zu  den  aus 
ihrem  Schnittpunkt  an  einen  Kreis  gelegten  Tangenten  t  und  u^ 
heißen  harmonische  oder  konjugierte  Polaren  des  Kreises. 
Denkt  man  sich  aus  jedem  Punkte  M  einer  gegebenen  Geraden  p 
die  Tangenten  t  und  u  an  den 
Kreis  gezogen  und  zu  jedem 
Tangentenpaare  den  mit  p  har- 
monischen Strahl  q  konstruiert, 
so  schneiden  p  und  q  die  Polare 
m  des  Punktes  M  jedesmal  in 
harmonischen  Polen  Q  und  P  des 
Kreises.  Da  M  die  Gerade  p 
bföchreibt,  dreht  sich  m  um  den 
Pol  P  von  p  und  auf  m  ist  P  der 
harmonisehe  Pol  zu  Q^  p  x  m. 
Man  hat  daher  den  Satz: 

Die  harmonischen  Po- 
laren einer  Geraden  p  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  gehen 
darch  einen  Punkt  P,  den 
Pol  der  Polaren  p. 

Wir  fügen  hinzu,  daß  alle 
durch  P  gezogenen  Geraden  q  als 

harmonische  Polaren  von  p  betrachtet  werden  sollen,  auch  wenn  aus 
dem  Schnittpunkte  p  X  q  keine  Tangenten  an  den  Kreis  gezogen 
werden  können. 

Zu  einer  gegebenen  Geraden  p  wird  der  Pol  P  gefunden,  wenn 
man  die  Polaren  zweier  Punkte  Jlf  und  Q  auf  p  miteinander  schneidet. 
Hat  die  gegebene  Gerade  mit  dem  Kreise  zwei  Punkte  gemein,  so 
kann  man  auch  die  Kreistangenten  in  diesen  Punkten  benützen; 
ihr  Schnittpunkt  ist  der  Pol. 

356.  Wählt  man  auf  der  Polare  a  eines  Punktes  Ä  einen 
Punkt  £,  so  geht  dessen  Polare  ö  durch  A  und  schneidet  a  in  einem 
Punkte  C,  dessen  Polare  c  durch  A  und  P  gehen  muß.  In  dem 
Dreieck  APC  mit  den  Seiten  a,  J,  c  ist  daher  jede  Seite  die  Polare 
der  gegenüberliegenden  Ecke.  Man  nennt  ein  solches  Dreieck  ein 
Polardreieck  des  Kreises. 

Aus  den  bisher  gegebenen  Konstruktionen  ist  unmittelbar  er- 
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Fig.  170. 


kennbar,  daß  das  Diagonaldreieck  (vergl.  209)  irgend  eines 
dem  Kreise  eingeschriebenen  Viereckes  PQBS  ein  Polar- 
dreieck des  Kreises  ist 
(Fig.  170).  Fällt  eine  Ecke  C 
des  Polardreiecks  in  den  Mittel- 
punkt des  Kreises,  so  fällt  die 
gegenüberliegende  Seite  c  un- 
endlich fem  und  die  beiden 
anderen  Seiten  des  Polar- 
dreiecks stehen  aufeinander 
senkrecht.  Das  zur  Konstruk- 
tion des  Polardreiecks  zu 
benutzende  dem  Kreise  ein- 
geschriebene Viereck  geht  als- 
dann in  ein  Rechteck  über. 
Wird  eine  Ecke  auf  dem 
Kreise  selbst  angenommen, 
also  eine  Seite  zur  Tangente, 
so  erhält  man  kein  eigentliches 
Polardreieck  mehr.  —  Ebenso  erkennt  man  leicht,  daß  das  Dia- 
gonaldreiseit  (vergl.  212)  eines  dem  Kreise  umgeschriebenen 

Vierseits  pqrs  ein 
Polardreieck  des 
Kreises  bildet 
(Fig.  171). 

257.  Man  gelangt 
zur  Perspektivität 
eines  Kreises  mit 
sich  selbst  und  von 
C  ihr  aus  wiederum  zur 
Erklärung  der  Eigen- 
schaften der  Pole  und 
Polaren  eines  Kreises 
auch  auf  folgendem 
Wege. 

Es  sei  ein  Kreis 
k  und  eine  Gerade  e. 


^      V-- 


-^ 


, -'> 


Fig.  171. 


in  der  Ebene  gegeben 
(Fig.  172).  Man  zeichne  den  zu  k  in  Bezug  auf  ^^  symmetrischen 
Kreis  A'.  Soll  nun  k  sich  selbst  durch  eine  Centralprojektion  mit 
der  Achse  e^  entsprechen,  so  müssen  auch  k  und  K  (als  Umlegung 
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von  k)  Perspektive  Figuren  mit  der  Achse  e^  sein.  Daß  letzteres 
der  Fall  ist,  kann  einerseits  aus  238  geschlossen  werden;  denn  e^ 
bildet  die  Chordale.  Als  Centrum  der  Projektion  ergiebt  sich  der 
im  Schnitt  von  e^  mit  der  Centrale  c  liegende  Ahnlichkeitspunkt  0\ 
—  Andererseits  kann  der  Beweis  flir  die  Perspektivität  von  k  und  ä' 
auch  leicht   direkt  ^ 

erführt  werden. 
Denn  schneiden 
irgend  zwei  Strah- 
len durch  (7  den 
Kreis  A  in  P  resp. 
(?,  a  in  P'  resp. 
Q',  so  ist  das  Pro- 
dukt O'P'O'P' 
(oder  OFOE,  / 
vergL  Fig.  172)  \ 
gleich  der  Potenz  "\ 
des  Punktes  P  \ 
in  Bezug  auf  ä, 
also  auch  gleich 
^^(i'Oq,  d.h.  die 
Punkte  P,  «,  P,  q 
liegen  auf  einem 
Kreise  und  die 
(jeraden  PQ  und  PQ'  schneiden  sich  daher  auf  der  Chordale  von 
A  und  K.  Ist  nun  P^  der  in  Bezug  auf  e^  zu  P'  symmetrische 
Punkt  (oder  seine  ümlegung  um  e^  und  schneidet  PP^  die  Centrale  c 
in  0,  so  folgt  (nach  173),  daß  der  Kreis  k  durch  eine  Central- 
projektion  mit  dem  Centrum  0  und  der  Achse  e^  in  sich  übergeht. 
Ist  also  Qi  symmetrisch  zu  §',  so  geht  auch  QQ^  durch  0  und  die 
Schnittpunkte  Ä  =  PQ  x  Pi^i  und  T  =^  PQ^  x  P^Q  liegen  auf  der 
Achse  e^.  Nach  dem  Satze  vom  vollständigen  Vierseit  (212)  folgt 
weiter,  daß  die  Strahlen  SP  und  äP^  durch  SO'  und  50  harmonisch 
getrennt  werden,  u.  s.  f. 

258.  Im  Vorhergehenden  sind  Centralprojektionen  in  der  Ebene 
behandelt  worden,  die  einen  Kreis  in  einen  anderen  Kreis  oder  in 
sich  selbst  überführen.  Man  kann  von  ihnen  zu  Centralprojektionen 
im  Räume  übergehen,  die  einen  gegebenen  Kreis  in  einen  gegebenen 
anderen  oder  in  einen  kongruenten  Kreis  verwandeln.  Denn  denkt 
mÄD  sich  für  die  Perspektive  Lage  zweier  Kreise  in  einer  Ebene 
öder  für  die  eines  Kreises  mit  sich  selbst  Centrum  und  Achse  be- 

12* 


Fig.  172. 
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stimmt,  so  bleibt  nur  übrig,  die  eine  der  beiden  Perspektiven  Figuren 
um  ihre  Achse  aus  der  Ebene  herauszudrehen,  um  räumliche  Per- 
spektive Lagen  der  Kreise  zu  erhalten. 

Um  diesen  Gedanken  weiter  verfolgen  zu  können,  betrachten 
wir  eine  zu  unserer  Untersuchung  in  nächster  Beziehung  stehende 
Figur:  den  schiefen  Kreiskegel. 

259.  Alle  Strahlen,  die  durch  einen  festen  Punkt  S  des  Raumes 
nach  den  Punkten  eines  festen  Kreises  k  gezogen  werden  können, 
liegen  auf  einer  Fläche,  die  man  als  schiefen  Kreiskegel  be- 
zeichnet. Bei  dieser  Figur  werden  analoge  Benennungen  angewandt 
wie  bei  dem  geraden  Kreiskegel  (vergl.  104).  Der  Punkt  S  heißt 
also  die  Spitze,  k  der  Grundkreis,  die  gedachten  geraden  Linien 
die  Erzeugenden  oder  Mantellinien  (Kanten)  des  Kegels.  Die 
vollständige  Fläche  besteht  wie  dort  aus  zwei  Mänteln  (Kegel  und 
Gegenkegel);  eine  Ebene,  die  mit  dem  Kegel  nur  eine  Erzeugende 
gemein  hat,  heißt  Tangentialebene  u.  s.  f. 

Denkt  man  sich  aus  der  Spitze  S  einen  Strahl  nach  dem 
Mittelpunkte  M  des  Kreises  k  gezogen  und   femer  auf  die  Ebene 

S  des  Grundkreises  das  Lot  SN  gefällt  (vergl. 

Jdie  schiefe  Ansicht  in  Fig.  173),  so  be- 
stimmen  diese  Linien  eine  Symmetrie- 
ebene  A  =  SMN  des  Kegels,  d.  h.  zu  jeder 
Mantellinie  des  Kegels  giebt  es  eine  in 
Bezug  auf  A  symmetrische.  Trifft  erstere 
den  Grundkreis  in  P,  so  trifft  die  letztere 
ihn  in  P',  wo  P  und  P'  symmetrisch  zum 
Durchmesser  M  ä'  liegen.  —  Fallen  die 
Linien  SM  und  SN  zusammen,  so  geht  der 
schiefe  Kreiskegel  in  einen  geraden  oder 
Rotationskegel  über  und  alle  durch  SM 
pj    j^g  gezogenen  Ebenen  sind  Symmetrieebenen. — 

Kückt  die  Spitze  S  ins  Unendliche,  so  ver- 
wandelt sich  der  Kegel  in  einen  schiefen  Kreiscylinder,  dessen 
Mantellinien  sämtlich  parallel  liegen. 

260.  Alle  Parallelebenen  zur  Grundkreisebene  schneiden  den 
schiefen  Kreiskegel  in  Figuren,  die  mit  k  ähnlich  sind,  also  wiederum 
in  Kreisen.  Es  erhebt  sich  die  Frage,  ob  außer  diesem  System 
ähnlichliegender  Kreise  noch  weitere  auf  dem  Kegel  liegende  Kreise 
gefunden  werden  können.  —  Gesetzt,  es  sei  ein  solcher  Kreis  vor- 
lianden,  so  folgt  daraus  die  Existenz  eines  zweiten  Systemes  von 
ähnlichliegenden  Kreisen  auf  dem  Kegel;  man  kann  sich  daher  die 
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Aufgabe   stellen,    unter  ihnen  denjenigen  Kreis  k^   zu   finden,   der 
mit  k  kongruent  ist. 

Da  der  gesuchte  Kreis  k^  aus  dem  Centrum  8  in  den  Grund- 
kreis k  projiziert  werden  soll,  so  muß  er  mit  k  in  perspektiver 
Lage  bleiben,  wenn  man  ihn  um  die  Projektionsachse  in  die  Grund- 
kreisebene umlegt.  Dies  kann  auf  zwei  Arten  geschehen:  im  ersten 
Falle  werden  nach  der  Umlegung  die  beiden  Kreise  symmetrisch 
zur  Achse  liegen,  denn  diese  muß  die  gemeinsame  Chordale  sein 
und  die  Chordale  zweier  kongruenter  Kreise  steht  in  der  Mitte 
zwischen  ihren  Centren  auf  der  Centrale  senkrecht;  im  anderen  Falle 
werden  sich  ersichtlich  beide  Kreise  decken  und  das  Perspektivitäts- 
centrum  wird  der  Pol  der  Achse  sein.  Von  der  Deckung  mit  k 
ausgehend,  muß  man  rückwärts  zu  der  gesuchten  Lage  des  Kreises  k^ 
auf  dem  Kegel  gelangen  können. 

S61.   Wird  k^  zuerst  mit  k  yereinigt  gedacht,  dann  um  eine 
auf  der  Ebene  des  Kreises  k  liegende  Gerade,  etwa  CD  (Fig.  174), 
gedreht,    so   bewegt    sich   das 
(an&ngs   im   Pol  von   C/J   ge- 
legene)   Perspektivitatscentrum 
0  beider  Kreise  in  der  durch 
den  Mittelpunkt  M  von  k  senk- 
recht  zu   CD  gelegten  Ebene. 
Zugleich   befindet  sich  0   (wie 
aus    Gründen    der   Symmetrie 
folgt)  in  der  Ebene,  welche  den 
bei  der  Drehung  beschriebenen 
Winkel      beider     Kreisebenen 
halbiert.    Da  0  in  S  übergehen 
soll,  so  muß  die  erste  der  ge- 
nannten Ebenen   die   oben  ge- 
fundene Symmetrieebene  A  des 
Kegels   sein.     Um   die   zweite 
Ebene  B    zu    bestimmen,   be- 
trachten wir  die  in  A  enthal- 
tenen   Durchmesser    AB    und 
^^ii?j  von  k  und   k^   und  den  Durchstoßpunkt  £  der  zu  A  normalen 
Dreiacise  CD.    Ist  -nun  A^  aus  B  und  J?^  aus  A  durch  die  Drehung 
^erroj^egangeu,  so  muß  S=AA^xBB^  auf  der  Halbierungslinie  des 
Winkeb  Z.  AEB^  =  Z.  A^EB  liegen.    Hiernach  findet  man  umgekehrt 
/  als  Schnittpunkt  der  Ebene  von  k  mit  der  Halbierungslinie   desr 
Winkels  ASB.     Mithin  erhält  man  B  als  die  Normalebene  zu  A  durch 
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die  zuletzt  genannte  Halbierungslinie  und  k^  als  den  in  Bezug  auf  B 
symmetrisch  zu  k  liegenden  Kreis.  Zugleich  erkennt  man,  daß  B 
eine  zweite  Symmetrieebene  des  Kegels  bildet  und  hieraus  folgt  so- 
fort eine  dritte  Symmetrie  des  Kegels  in  Bezug  auf  die  Ebene  r, 
die  durch  S  normal  zur  Schnittlinie  A  X  B  gelegt  ist. 

262.  Ein  schiefer  Kreiskegel  besitzt  drei  zu  einander 
senkrechte  Symmetrieebenen  A,  B,  f;  ihre  drei  in  der  Spitze  S 
aufeinander  senkrecht  stehenden  Schnittlinien  a  =  B  X  F, 
^  =  rxA,  c  =  AxB  heißen  die  Achsen  des  Kegels. 

Von  zwei  Ebenen,  die  aufeiner  Symmetrieebene  normal  stehen  und 
gleichzeitig  mit  einer  zweiten  Symmetrieebene  entgegengesetzt  gleiche 
Neigungswinkel  einschließen,  sagt  man,  daß  sie  Wechselschnitte 
des  Kegels  erzeugen.     Man  kann  daher  den  Satz  aussprechen: 

Bei  einem  schiefen  Kreiskegel  sind  alle  Kreisschnitte 
entweder  zum  Grundkreise  parallel  oder  Wechselschnitte 
desselben. 

363.  Schneidet  eine  Kugel  einen  Kegel  in  einemKreise  ky 
so  schneidet  sie  ihn  außerdem  in  einem  zweiten  Kreise  Aj 
(Wechselschnitt). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wii*  den  Kreis  ä  als 
Grundkreis   des   Kegels.     Er   werde   von   der   zu    seiner   Ebene  E 

normalen  Symmetrieebene  A  in  dem  Durch- 
messer AB  getroffen  (Fig.  175).  Die  Hal- 
bierungslinie SC  des  Winkels  A8B  ist  eine 
Achse  des  Kegels.  Ferner  enthält  A  den 
Mittelpunkt  Ä"  der  Kugel  und  schneidet  sie 
folglich  in  einem  größten  Kreise  A,  welcher 
durch  Ä  und  B  geht.  Schneidet  h  noch  auf 
SA  und  SB  die  Punkte  A^  und  B^  aus,  so  ge- 
hört der  über  depi  Durchmesser  A^B^  in  der 
Normalebene  E^  zu  A  beschriebene  Kreis  der 
Kugel  an.  Es  ist  zu  zeigen,  daß  er  gleich- 
zeitig auf  dem  Kegel  liegt.  Es  ist  aber: 
Z.  ASC  =  z.  B^SC\  und  /__  CAS  =  l.  C^B^S, 
A  B^SC^  und  folgUch:  l_  SCA  =  ^  SC^B^,  Die 
Gleichheit  der  letztgenannten  Winkel  läßt  erkennen,  daß  die  Ebene 
Ej  auf  dem  Kegel  einen  Wechselschnitt  zum  Grundkreise,  also 
wieder  einen  Kreis  bestimmt.  Dieser  fällt  mit  k,  zusammen,  wie 
der  Satz  behauptet. 

Wir  drücken  unser  Ergebnis  noch  in  einer  zweiten  Form  aus: 
Durch   Centralprojektion    eines   Kreises  auf  eine  ihn  ent- 


d.  h. 


Fig.  175. 
A  ASC 
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haltende  Eugel  aus  einem  beliebigen  Punkte  des  Kaumes 
entsteht  wieder  ein  Kreis;  bei  Parallelprojektion  sind 
beide  Kreise  kongruent. 

364.  Mit  Hilfe  des  Vorangehenden  lassen  sich  mehrere  Sätze 
beweisen,  die  sich  auf  die  Projektion  eines  Kreises  in  einen  Ereis 
unter  gleichzeitiger  Erfüllung  besonderer  Bedingungen  beziehen  und 
die  fSir  die  Folge  von  Bedeutung  sind. 

Es  giebt  unendlich  viele  Centralprojektionen,  bei  denen 
einem  gegebenen  Kreise  k  ein  Ereis  und  einer  außerhalb 
des  Kreises  k  in  seiner  Ebene  E  gegebenen  Geraden  e^  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Bildebene  entspricht. 

Man  denke  sich  eine  dieser  Centralprojektionen  gefunden  (Fig. 
176).  0  sei  die  Spitze  des  projizierenden  Eegels,  A  die  auf  E  senk- 
rechte Symmetrie- 
ebene, JB  der  in  ihr 
enthaltene  Durch- 
messer von  h  und 
tolglich  die  Halbie- 
nmgslinie  O  C  des 
L  AGB  eine  Achse 
des  Kegels.  Wir  be- 
nutzen E  resp.  A  als 
ärondriß-  und  Auf- 
rißebene, AB  bildet 
dann  die  x-Achse. 
Letztere  schneide  die 

Achse    e^     und     die  Fig.  176. 

Verschwindungslinie 

«c  der  Centralprojektion  resp.  in  E  und  M\  y/^,  B^,  C^  seien  die 
Perspektiven  Bilder  von  A,  B,  C  und  endlich  sei  I)  auf  x  so  ge- 
wählt, daß  z_  COjD  =  R  ist.  Da  der  Bildkreis  k^  ein  Wechselschnitt 
Ton  Ä  sein  und  seine  Eben"e  E^  !|  0^^  liegen  muß,  so  ist  ^CEC\ 
gleichschenklig  und  A  CMO  ihm  ähnlich,  folglich  M  der  Mittelpunkt 
des  durch  C,  0  und  JD  bestimmten  Ereises  rn.  Da  femer  C  und  I) 
zu  A  und  B  harmonisch  liegen,  so  schneiden  sich  die  Ereise  m 
und  k  rechtwinklig  (vergl.  247).  —  Hieraus  folgt  die  Eonstruktion : 
nuin  findet  zuerst  M  als  Fußpunkt  des  Lotes  auf  e„  aus  dem 
Mittelpunkte  von  k,  dann  den  Radius  des  Ereises  m  gleich  der  Länge 
^fT  einer  aus  J/an  ä  gelegten  Tangente.  Denkt  man  sich  jetzt  den 
fceis  m  um  den  Durchmesser  CD  gedreht,  bis  seine  Ebene  auf  der 
von  k  senkrecht  steht,  so  kann  als  Centrum  0  ein  beliebiger  Punkt 


184 


Die  Kegdschnitte  als  Kreisprojektioneti, 


der  Peripherie  und  als  Bildebene  E^  eine  beliebige  Parallelebene  zu 
Oe^  gewählt  werden.  —  Durch  Niederlegung  des  Bildkreises  um  e^ 
(z.  B.  in  die  Lage  k^)  ergeben  sich  Centralprojektionen  in  der  Ebene, 
die  die  im  Satze  genannte  Eigenschaft  haben;  das  Gentrum  liegt 
entweder  in  C  oder  in  D. 

265.  Man   kann   den   obigen  Satz  auch  auf  die  folgende  Art 
beweisen  (Fig.  177).     Die  durch  den  Mittelpunkt  von  k  normal  zu 

<?„  gelegte  Ebene  A 
diene  wieder  als  Aufriß- 
ebene. Man  zeichne  in 
ihr  irgend  einen  Kreis, 
der  den  Durchmesser 
AB  von  k  zur  Sehne 
hat  und  ziehe  an  ihn 
aus  M=  A  X  e^  eine 
Tangente,  die  in  0  be- 
rühren mag.  Schneidet 
dann  eine  beliebige 
Parallele  zu  MO  die 
Strahlen  OA  und  OB 
resp.  in  A^  und  B^y  so 
ist:  L.BAO^  /_BOM 
=  Z.  A^B^O  und  folg- 
lich liegen  die  Punkte 
A,  B,  A^y  jBj  auf  einem  Kreise.  Hieraus  erkennt  man  (wie  in  263) 
daß  die  durch  A^B^  normal  zu  A  gelegte  Ebene  E^  auf  dem  Kegel 
mit  der  Spitze  0  und  dem  Grundkreis  k  einen  Wechselschnitt  zu 
ky  also  einen  Kreis  k^y  bestimmt  und  da  überdies  Ej  |!  0e„  ist,  so  hat 
die  durch  0  als  Centrum  und  E^  als  Bildebene  bestimmte  Central- 
projektion  die  oben  geforderte  Eigenschaft.  —  Alle  durch  unsere 
Konstruktion  erhältlichen  Centren  0  liegen  auf  einem  in  A  um  M 
beschriebenen  Kreise  m  (vergl.  247). 

266,  Es  giebt  unendlich  viele  Centralprojektionen, 
bei  denen  einem  gegebenen  Kreise  k  ein  Kreis  und  einem 
auf  der  Innenfläche  von  k  gegebenen  Punkte  C  der  Mittel- 
punkt des  Bildkreises  entspricht. 

Es  sei  AB  der  durch  C  gelegte  Durchmesser  des  Kreises  k 
(Fig.  178),  J)  der  durch  A  und  B  von  (7  harmonisch  getrennte  Punkt, 
e„  die  durch  ihn  gezogene  Normale  zu  AB.  Man  benutze  die  AB 
enthaltende  Normalebene  A  zu  e„  als  Aufriß  und  bestimme  wie 
vorher  das  Centrum   0  einer  Projektion,    bei  welcher  e„  die  Ver- 


Fig.  177. 
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schwiBdungslinie  bildet  and  k  in  einen  Kreis  k^  übergeht.    Werden 
dann  die  Punkte  Aj  Bj  (7  in  A^,B^,  C^  abgebildet,  so  entspricht  dem 
vierten     harmonischen 
Punkte  B    der   ersten 
B^ihe,    der    unendlich 
ime  Punkt  der  letzte- 
ren.   C^  ist  folglich  die 
Mitte  der  Strecke  A^B^ 
und,  da  A^B^  ein  Durch- 
nesser  ist,  der  Mittel- 
punkt des  Büdkreises. 
Die    Konstruktion 
wird    am     einfachsten 
&a5gefahrty  indem  man 
durch   C   die    auf  AB 
senkrechte  Sehne  des  Kreises  k  und  in  einem  ihrer  Endpunkte  F  die 
Tangente  zieht,  welche  AB  in  B  schneidet.    0  kann  auf  dem  in  A  um 
b  mit  dem  Radios  BF  beschriebenen 
Kreise  m  willkürlich  angenommen 
werden;  Ej  ist  ||  Oe^  zu  wählen. 

267.  Zwei  gegebene  Kreise 
^ondA^  lassen  sich  so  in  Per- 
spektive Lage  bringen,  daß 
drei  gegebenen  Funkten  A^  B,  C 
<ies  einen  drei  gegebene 
Punkte  A^j  B^j  C\  des  anderen 
entsprechen. 

Wir  nehmen  beide  Kreise  in 
^r  Ebene  gelegen  an  und  geben 
^  diesen  Fall  die  Konstruktion. 

Man  zeichne  den  mit  k  kongruenten 

CDd  mit  k^  koncentrischen  Kreis  k' 

God  bestimme  auf  ihm  die  Punkte 

(^B^C  durch  die  Radien  M^A^, 

\B^  und  M^C\  (Fig.  179).     Dann 

^  man  k  so  mit  k  zur  Deckung 

'>riDgen,  daß  die  Punkte  A,  B,  C  mit 

^>  fi',  C  resp.  perspektiv   hegen. 

ffäre  0  das  Centrum  der  fraglichen  Perspektive,  so  müßte    Z_  AOB 

=  L  ARB  —  ^  A'AB  sein.   Die  letzteren  beiden  Winkel  sind  aber 

als  Peripheriewinkel  über  den  Bogen  AB  und  A'B  von  k  bekannt. 


Fig.  179. 
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0  liegt  demnach  auf  einem  Kreise  der  über  der  Sehne  AB  beschrieben 
ist  und  den  bekannten  Winkel  =  Z.  AOB  als  Peripheriewinkel  über 
dieser  Sehne  faßt.  Ganz  ebenso  liegt  0  auf  einem  zweiten  Kreise 
über  der  Sehne  BC,  der  einen  bekannten  Winkel  BOC  als  zugehö- 
rigen Peripheriewinkel  faßt.  Somit  ist  0  konstruierbar  und  man  er- 
hält Ä\  Bj  C  in  der  gesuchten  Lage  auf  k  durch  die  Strahlen  O^, 
OB,  OC,  Bringt  man  schließlich  k^  samt  den  Punkten  A^,  B^^  Cj 
in  ähnliche  Lage  zu  k  und  den  Punkten  A\  B\ !  C\  indem  man  O 
als  Ahnlichkeitscentrum  wählt,  so  ist  auch  die  Perspektive  Lage  der 
Kreise  k  und  k^  und  der  auf  ihnen  gegebenen  Punkte  A,  j?,  C  resp. 
Jj,  J?j,  6\  hergestellt. 

Polygone,  die  einem  Kreise  ein-  oder  umgeschrieben  sind. 

268,  Wenn  einem  Kreise  k  ein  Viereck  ABCB  einge- 
schrieben, ein  anderes  Viereck  PQRS  umgeschrieben  ist, 
so  daß  die  Ecken  des  einen  die  Berührungspunkte  der 
Seiten  des  anderen  sind,  so  liegen  erstens  die  Schnitt- 
punkte Z  und  N,  T  und  U  der  Gegenseitenpaare  beider 
Vierecke  auf  einer  Geraden  w,  zweitens  gehen  die  Diago- 
nalen AC,  BD,  Pß,  QS  beider  Vierecke  durch  einen  Punkt 
J/,  drittens  enthält  jede  Diagonale  des  umgeschriebenen 
einen  Gegenseitenschnittpunkt  des  eingeschriebenen  Vier- 
ecks (Fig.  180).       . 

Um   dies    zu   beweisen,   gehen  wir   von  dem  eingeschriebenen 

Viereck  ABCD  aus, 
durch  welches  unsere 
ganze  Figur  bestimmt 
wird.  Die  Verbin- 
dungslinie der  Schnitt- 
punkte L  und  ^V 
seiner  Gegenseiten 
sei  m.  Nach  264 
giebt  es  Centralpro- 
jektionen,  die  den 
Kreis  k  und  die  Ge- 
rade m  resp.  in  einen 
Kreis  k^  und  die  un- 
endlich ferne  Gerade 
seiner   Ebene    abbil- 


Fig.  180. 


den.     Dabei  muß  dem  Viereck  ABCD  ein  dem  Kreise  k^  eingeschrie- 
benes Parallelogramm,  d.h.  ein  Rechteck  A^B^C\D^   entsprechen 
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«Fig.  181).  Ans  Gründen  der  Symmetrie  folgt  weiter,  daß  das  dem 
Kreise  k^  umgeschriebene  Viereck  P^Q^^^S^  mit  den  Berührungs- 
paukten  Ä^^  B^j  C^,  -ö,  ein 
Rhombus  ist.  Dieser  Khom- 
bns  entspricht  dem  Viereck 
PqRS.  Nach  den  Grundge- 
setzen der  Centralprojektion 
tolgen  jetzt  die  drei  Behaup- 
tungen des  obigen  Satzes,  wenn 

man    die     evidenten    Eigen-     (^/^ — ( — I — W^ — I — ^°^ — ^  }^f 
^chaften  unserer  neuen  Figur 
beachtet,     daß     erstens    die 
«^enseitenpaare   der    beiden 
Vierecke  sich  auf  der  unend- 
lich fernen  Geraden  schneiden, 
daß  zweitens  ihre  Diagonalen 
liorch  den  Kreismittelpunkt  J/^  gehen  und  daß  drittens  die  Diagonalen 
«ies  Rhombus  zu  je  zwei  Gegenseiten  des  Rechtecks  parallel  liegen. 
Zu  derselben  Figur  und  zu  denselben  Folgerungen  gelangt  man 
mter  Anwendung  des  Satzes  in  266  mit  Hilfe  einer  Centralprojektion, 
die  den  Kreis  k  in  einen  Ereis  ky  und  den  Diagonalschnittpunkt  M 
■Ies  k  eingeschriebenen  Vierecks  in    den 
Mittelponkt  Äf^  des  Bildkreises  verwandelt. 
Bemerkenswert  ist,   daß  das  Drei- 
eck LMN  ein  Polardreieck  des  ge- 
gebenen Kreises  k  bildet.     Man  kann 
Dämlich  LMN  sowohl  als  Diagonaldreieck 
des  eingeschriebenen   Vierecks,    wie   als 
Diagonaldreiseit  des  umgeschriebenen  Vier- 
seits  betrachten  (vgl.  256). 

269.  Wenn  einem  Kreise  k  ein 
Dreieck  PQR  umgeschrieben  ist,  so 
schneiden  sich  die  Verbindungs- 
linien seiner  Ecken  mit  den  Be- 
rührungspunkten AjB,C  der  gegen- 
überliegenden Seiten  in  einem 
Punkte  M. 

Nach  dem  Satze  in  267  können  Cen- 


^; 


Fig.  182. 

tnüprojektionen  gefanden  werden,  die  den  Kreis  k  in  einen  Kreis  k^ 
^  die  Punkte  A,  B,  C  in  die  Berührungspunkte  J^,  B^,  C^  eines 
tiem  Bildkreise  umgeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  P^Q^B^  ver- 
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wandeln.     Da  ftlr  diese  Figur  der  Satz  evident  ist.  folgt  seine  Gül- 
tigkeit auch  für  die  ursprünglich  angenommene  Figur. 

Aus  demselben  Grunde  erkennt  man  den  Satz:  Wenn  einem 
Kreise  k  ein  Dreieck  JJ?C  einbeschrieben  ist,  so  schneiden 
die  Tangenten  in  den  Ecken  die  gegenüberliegenden  Seiten 
in  Punkten  einer  Geraden. 

270.  Sechs  Punkte  einer  Ebene  bestimmen,  je  nach  der 
Reihenfolge,  in  der  man  sie  durch  gerade  Linien  verbindet,  60  Sechs- 
ecke. Wählt  man  nämlich  einen  Punkt  —  gleichviel  welchen  —  als 
erste  Ecke  aus,  so  können  die  übrigen  fünf  auf  1  •2- 8- 4-5  =  120  Arten 
in  eine  Reihe  angeordnet  werden,  deren  Anfangs-  und  Endpunkt 
mit  der  ersten  Ecke  zu  verbinden  ist.  Da  aber  f&r  die  Bildung 
des  Sechseckes  der  Durchlaufungssinn  gleichgültig  ist,  so  ergeben  sich 
nur  60  verschiedene  Figuren.  Ebenso  erkennt  man,  daß  durch 
sechs  Gerade  einer  Ebene  je  nach  der  Reihenfolge,  in  der  man 
sie  paarweise  zum  Schnitt  bringt,  60  Sechsseite  bestimmt  sind. — 
Beim  Umlauf  gelangt  man  von  jeder  Ecke  eines  Sechsecks  (Sechs- 
seits)  nach  Überschreitung  zweier  benachbarter  Eckpunkte  zur 
Gegenecke,  ebenso  von  jeder  Seite  über  zwei  benachbarte  Seiten 
zur  Gegenseite.  In  dem  Sechseck  12  8  4  5  6  (Fig.  188)  sind  also 
die  Punkte  1  und  4,  2  und  5,  3  und  6  Gegenecken,  die  Linien 
12  und  4  5,  2  8  und  5  6,  8  4  und  6  1  Gegenseiten. 

Nach  den  Entdeckern  ihrer  Eigenschaften  nennt  man  ein  Sechs- 
eck, dessen  Gegenseiten  sich  in  Punkten  einer  Geraden  schneiden, 
ein  Pascal'sches  Sechseck  und  ein  Sechsseit,  dessen  Gegenecken 
durch  Gerade  verbunden  werden ,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
ein  Brianchon'sches  Sechsseit. 

371.  Die  Gegenseiten  eines  einem  Kreise  eingeschrie- 
benen Sechsecks  schneiden  sich  in  Punkten  einer  Pascal'- 
sehen  Geraden  p. 

Es  seien  P=12x4  5,  Q  =  23x5  6,  ^  =  34x61  die  Schnitt- 

punkte  der  Gegen- 
seiten und  über- 
dies Ä=34  X  5  6. 
^^^=45x6  1.  Die 
aus  den  Punkten  1 
und  3  als  Schei- 
teln nach  2,  4, 5,i> 
gezogenen  Strah- 
len bilden  (wegen 
der  Gleichheit  der  Peripheriewinkel  über  demselben  Bogen)  kongruente 
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Büschel.  Die  Schnittpunkte  des  ersten  Büschels  mit  dem  Strahle 
4  5  sind  der  Beihe  nach :  P,  4 ,  5 ,  7^,  die  des  zweiten  mit  5  6 
aber:  Q,  5,  5,  6.  Diese  Punktreihen  sind  folglich  projektiv  und 
da  sie  den  Punkt  5  entsprechend  gemein  haben  in  perspektiver 
Lage,  d.  h.  die  Verbindungslinien 

p  =  PQ,  45  (oder  3  4),  ^6  (oder  6  1) 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  Ä,  w.  z.  b.  w. 

272.  Als  Spezialfall  des  vorigen  Satzes  sei  der  folgende  erwähnt. 
Hat  ein    dem  Kreise    eingeschriebenes   Sechseck   zwei 

Paare  paralleler  Gegenseiten,  so  sind  auch  die  beiden 
letzten  Gegenseiten  parallel. 

Der  Beweis  kann  leicht  direkt  erbracht  werden.  Sind  nämlich 
(Fig.  184)  1  2  und  4  5,  2  3  und  5  6  die  beiden  ersten,  nach  der  An- 
nahme parallelen  Gegenseitenpaare,  so 
^ind  die  Peripheriewinkel  Z.  1  2  3  und 
Z.  4  5  6  entweder  gleich  oder  um  2  E  ver- 
schieden. In  beiden  Fällen  sind  die  im 
gleichen  Sinne  durchlaufenen  Kreisbogen 
1  3  und  4  6  gleich  und  folglich  die  Sehnen 
3  4  und  6  1  parallel. 

Liegt  irgend  ein  dem  Kreise  einge- 
schriebenes Sechseck  vor,  für  welches  aber 
die  Verbindungslinie  zweier  Gegenseiten- 
schnittpunkte  den  Kreis  nicht  schneidet, 
so  kann  man  die  letztere  (nach  264)  als 
Verschwindungslinie  einer  Centralprojektion  wählen,  welche  den  Kreis 
in  einen  anderen  Kreis  verwandelt.  Man  gelangt  dabei  zu  einem 
Sehnensechseck,  für  das  der  letzte  Satz  zutrifft.  Damit  ist  für  alle 
Sechsecke   der   gedachten  Art   der  Pas-  ^ 

caFsche  Satz   (271)  aufs  neue  bewiesen. 
Man  kann   hieraus  einen   neuen   Beweis       -^^ 
des  allgemeinen  Satzes  ableiten. 

273.  Mit  Bezug  auf  den  oben  bereits  ^J 
benutzten  Satz:  Alle  Strahlbüschel, 
die  vier  gegebene  Punkte  A,  JB,  C,D 
<-ines  Kreises  aus  irgend  einem 
lünften  Punkte  S  desselben  proji- 
zieren, haben  dasselbe  Doppelver- 
hältnis (weil  sie  kongruent  sind),  spricht  ^^^'  ^^^' 

man  von  dem  Doppelverhältnis  [ABCIJ)  von  vier  Punkten 
t^ines   Kreises   und   versteht   darunter   das    Doppel  Verhältnis   der 
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Strahlen  irgend  eines  die  gedachten  Punkte  projizierenden  Büschels, 

dessen  Scheitel  S  auf  dem  Kreise  liegt  (Fig.  185). 

374.    Wir  stellen  diesem  Satze  einen  zweiten  gegenüber,  dessen 

Beweis    sich    auf    den    folgenden    elementaren   Satz    stützt.      Die 

Strahlen,  welche  von  den 
Schnittpunkten  A^  und  A^  einer 
beliebigen  Tangente  a  mit 
zwei  festen  Tangenten  f^  und 
t^  eines  Kreises  nach  dessen 
Mittelpunkt  M  gezogen  sind, 
schließen  gleiche  oder  sich  zu 
2B  ergänzende  Winkel  ein.  In 
der  That,  sind  A,  T^,  T^  die  Be- 
rührungspunkte der  Tangenten  a. 


^1,  t^  (Fig.  186),  so  ist: 


Fig.  186. 


Z.  AMA^  =  ZL  A^jMT^ 


und  folglich:    jL  A^MA^  =  i  Z-  T^MT^ . 

276.    Alle  Punktreihen,   die  von   vier  gegebenen  Tan- 
genten  ö,  Ä,  c,  d    eines    Kreises    auf   irgend    einer    fünften 

Tangente  t  desselben 
ausgeschnitten  werden, 
haben  dasselbe  Doppel- 
verhältnis. 

Ist  nämlich  M  das  Cen- 
trum und  werden  irgend 
zwei  Tangenten  t  und  t^  des 
Kreises  von  den  gegebenen 
Tangenten  a,  ä,  c,  d  resp.  in 
A,  B,  C,  D  und  A^,  B^,  C\,  J)^ 
geschnitten,  so  sind  die 
Winkel  i^  AMA^,   l_BMB^, 


B 


A 

Fig.  187. 

Z.  CMC^^  i_  BMB^  nach  dem  angeführten  Hilfssatze  sämtlich  von  der 
Größe  cc  (oder  2E — a)  und  folglich  gelangt  der  Büschel  der  aus 
M  nach  A^  -B,  C,  B  gezogenen  Strahlen  mit  dem  der  Strahlen  aus 
M  nach  A^^  B^,  C^,  B^  (oder  ihrer  Verlängerungen)  durch  Drehung 
um  den  Winkel  a  zur  Deckung. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  darf  man  von  dem  Doppelverhältnis 
{abcd)  von  vier  Tangenten  eines  Kreises  sprechen  und  versteht 
darunter  das  Doppelverhältnis  ihrer  Schnittpunkte  mit  irgend  einer 
fünften  Kreistangente. 


IXe  Kegelschnitte  als  Kreisprojektionen, 


191 


376.  Die  Verbindungslinien  der  Gegenecken  eines 
einem  Kreise  umgeschriebenen  Sechsseits  schneiden  sich 
in  einem  Brianchon'schen  Punkte  P. 

Es  seien  I,  II,  III,  IV,  V,  VI  die  Seiten,  /?  =  25,  y  =  3  6, 
r  =  4 1  die  Verbindungslinien  der  Gegenecken  und  ä  =  4  6,  ^  =  51 
;Fig.  188).  Die  auf  den  Strahlen  I 
cnd  in  von  den  Strahlen  II,  IV,  V,  VI 
aufgeschnittenen  Punkte  bilden  nach 
lern  Vorigen  zwei  projektive  Punkt- 
reihen. Die  Punkte  der  ersten  Reihe 
werden  aus  dem  Centrum  5  durch  die 
Strahlen  p,  IV,  V,  t,  die  Punkte  der 
zweiten  Beihe  aus  dem  Centrum  6 
durch  y,  *,  V,  VI  projiziert.  Diese 
Strählbüschel  sind  folglich  projektiv 
and,  da  sie  den  Strahl  V  entsprechend 
gemein  haben,  in  perspektiver  Lage, 
d.  h.  die  Schnittpunkte 

P  =  p  X  q,    IV  X  s  (oder  4) ,    ^  X  VI  (oder  1) 
liegen  auf  einer  Geraden  r,  w.  z.  b.  w. 

277.  Von  diesem  Satze  läßt  sich  wiederum  der  folgende  Spezial- 
fall leicht  direkt  beweisen. 

Gehen  bei  einem  dem  Kreise  umgeschriebenen  Sechs- 
seit  die  Verbindungslinien  zweier  Gegenecken  durch  das 
Centrum  My  so  geht  auch  die  Verbindungslinie  der  beiden 
letzten  Gegenecken  durch  M. 

Sind  1,  2,  3,  4,  5,  6  die  Ecken  des 
Sechsseits  und  bezeichnet  man  mit 
I.  n.  III,  IV.  V,  VI  die  Berührungs- 
punkte der  gleichnamigen  Seiten  (Fig. 
189),  so  folgt  aus  der  Annahme,  daß 
^ich  die  Linien  1  4  und  2  5  im  Centrum 
V  schneiden,  die  Relation: 

Z.  1  3/2  =  z.  4  Mb 
»ffld  hieraus 

Z.  3  3f  4  +  Z.  4  M5+  ^5  M6 
=  L  13/2  +  Z-  3  .¥4  +  Z.  5  3/6. 
Die  erste  Winkelsumme  ist  =  z_  3  M6j 
4ie  zweite  ist  halb  so  groß  als  z.  VI3/II  +  z.  II-¥IV  +  z.  IV.1/VI, 
ih.  =  2E;   es  ist  also  a.  3  3/6  =  2R,  w.  z.  b.  w. 


Fig.  189. 
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Liegt  irgend  ein  dem  Kreise  umgeschriebenes  Sechsseit  vor^ 
bei  dem  indeß  die  Yerbindnngslinien  zweier  Gegenecken  sich  inner- 
halb des  Kreises  schneiden,  so  kann  man  (nach  266)  diese  Figur 
einer  Centralprqjektion  unterwerfen,  bei  welcher  der  Kreis  in  einen 
Kreis  und  der  Schnittpunkt  jener  Verbindungslinien  in  das  Centrum 
des  Bildkreises  übergeht.  Man  erhält  damit  ein  Tangentensechsseit, 
für  welches  der  letzte  Satz  besteht.  Man  schließt  hieraus  die  Gül- 
tigkeit  des  Brianchon'schen  Satzes  (276)  für  alle  Tangentensechsseite 
des  Kreises  der  hier  angenommenen  Art  und  kann  dieses  Ergebnis 
zum  Ausgangspunkt  fiir  einen  neuen  Beweis  des  allgemeinen  'Satzes 
nehmen. 

Entstehung  der  Kegelschnitte  aus  der  Centralprojektion  des  Kreises. 

278.  Wird  ein  Kreis  aus  einem  außerhalb  seiner  Ebene  E 
gelegenen  Centrum  0  auf  eine  andere  Ebene  17  projiziert,  so  er- 
zeugen die  projizierenden  Strahlen  seiner  Punkte  einen  (im  allge- 
meinen schiefen)  Kreiskegel  mit  der  Spitze  0  und  das  Bild  des 
Kreises  ergiebt  sich  als  ein  ebener  Schnitt  desselben. 

Die  ebenen  Centralprojektionen  des  Kreises  heißen 
Kegelschnitte. 

Das  Wort:  Kegelschnitt  bedeutet  ursprünglich  den  ebenen 
Schnitt  eines  geraden  Kreiskegels.  Zwischen  den  ebenen  Schnitten 
eines  geraden  und  eines  schiefen  Kreiskegels  besteht  aber  (wie  noch 
zu  beweisen  sein  wird)  thatsächlich  kein  Unterschied. 

379.  Nach  den  Grundgesetzen  der  Centralprojektion  einer  Ebene 
auf  eine  andere  Ebene  (vergl.  166  bis  169)  tibertragen  sich  gewisse 
wesentliche  Eigenschaften  des  Kreises  ohne  weiteres  auf  alle  Kegel- 
schnitte. 

Durchläuft  ein  Punkt  P  den  Originalkreis,  so  bewegt  sich  mit 
ihm  sein  projizierender  Strahl  OP  und  dessen  Spurpunkt  P^  in  der 
Bildebene,  so  daß  P^  die  Bildkurve  von  einem  ihrer  Punkte  an  bis 
zu  demselben  zurück  in  einem  ununterbrochenen  Zuge  beschreibt. 
Man  darf  daher  jeden  Kegelschnitt,  ebenso  wie  den  Kreis,  als 
eine  stetige  geschlossene  Kurve  bezeichnen.  Hierbei  ist  nicht 
ausgeschlossen,  daß  in  der  geschilderten  Bewegung  der  projizierende 
Strahl  OP  zur  Bildebene  parallele  Lagen  durchläuft  und  der  Kegel- 
schnitt sich  folglich  ins  Unendliche  erstreckt.  Man  hat  ihn  dann, 
ähnlich  wie  die  gerade  Linie  (vergl.  169),  als  im  Unendlichen  ge- 
schlossen aufzufassen. 
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280.  Aus  dem  gegenseitigen  Entsprechen  der  geraden  Linien 
in  der  Original-  und  Bildebene  und  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem 
gegebenen  Kreise  resp.  mit  seiner  Projektion,  dem  Kegelschnitt, 
folgen  unmittelbar  die  Sätze: 

Ein  Kegelschnitt  wird  von  irgend  einer  Geraden  seiner 
Ebene  in  höchstens  zwei  Punkten  geschnitten,  die  man  für 
eine  Tangente  als  in  ihrem  Berührungspunkte  vereinigt  anzusehen  hat. 

An  einen  Kegelschnitt  können  aus  irgend  einem  Punkte 
seiner  Ebene  höchstens  zwei  Tangenten  gezogen  werden, 
die  in  eine  zusammenfallen,  wenn  der  Punkt  auf  der  Kurve  liegt. 

281.  Es  giebt  drei  Arten  von  Kegelschnitten,  auf  deren 
Unterscheidung  man  sofort  geflihrt  wird,  wenn  man  auf  die  Lage 
der  Bildebene  TT  gegen  den  Kegel  der  projizierenden  Strahlen  achtet. 
Ke  Ebene  TT  kann  entweder  nur  den  einen  Mantel  des  Kegels 
schneiden,  oder  sie  kann  beide  Mäntel  (Kegel  und  Gegenkegel) 
treffen;  zwischen  diesen  beiden  Fällen  aber  bildet  ein  dritter  den 
Übergang.  Von  solchen  Fällen,  wo  das  Projektionscentrum  in  die 
Original-  oder  Bildebene  fällt,  sehen  wir  ab,  weil  sie  keine  eigent- 
lichen Kegelschnitte  liefern.  Denkt  man  sich  durch  das  Centrum 
0  eine  Parallelebene  zu  TT  gelegt,  so  wird  sie  den  genannten  drei 
Fällen  entsprechend  entweder  keine  Mantellinie  des  Kegels  ent- 
halten, oder  deren  zwei,  oder  sie  wird  den  Kegel  längs  einer  Mantel- 
linie berühren.  Die  fragliche  Ebene  schneidet  aber  die  des  ge- 
gebenen Kreises  k  (die  Originalebene  E)  in  der  Verschwindungslinie  e». 
Wir  dürfen  daher  unsere  Unterscheidungen  auf  die  Lage  des  Ori- 
ginalkreises gegen  die  Verschwindungslinie  seiner  Ebene 
kziehen. 

282.  Die  Centralprojektion  eines  Kreises  auf  eine 
Ebene  ergiebt  drei  verschiedene  Kegelschnitte,  je  nach- 
dem der  Kreis  mit  der  Verschwindungslinie  seiner  Ebene 
keinen,  zwei  getrennte  Punkte,  oder  einen  Berührungs- 
punkt gemein  hat;    sie  heißen:   Ellipse^  Hyperbel^  Parabel, 

Aus  dieser  Erklärung  folgt: 

Die  Ellipse  ist  im  Endlichen  geschlossen.  Ihre  Über- 
einstimmung mit  der  afßnen  Kurve  des  Kreises  (vergl.  die  Defini- 
tion in  15)  wird  alsbald  nachgewiesen  werden. 

Die  Hyperbel  schneidet  die  unendlich  ferne  Gerade 
ihrer  Ebene  in  zwei  getrennten  Punkten;  sie  verläuft  also 
zweimal  durch  das  Unendliche.  Ihre  beiden  unendlich  fernen  Punkte 
sind  die  Bilder  der  Schnittpunkte  des  Originalkreises  mit  der  Ver- 
sciwindungslinie  e^.   Die  Tangenten  der  Hyperbel  in  diesen  Punkten 
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sind  die  Bilder  der  Tangenten  des  Kreises  in  seinen  beiden  Ver- 
schwindungspunkten  und  heißen  Asymptoten;  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Hyperbel  sind  durch  die  Asymptotenrichtungen  ver- 
treten. 

Die  Parabel  berührt  die  unendlich  ferne  Gerade  ihrer 
Ebene.  Der  Berührungspunkt  ist  das  Bild  des  Punktes,  in  dem 
der  Originalkreis  die  Verschwindungslinie  berührt. 

288.  Von  der  angegebenen  Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch 
eine  Centralprojektion  im  Baume  gehen  wir  über  zu  ihrer  Eonstruk- 


e^e. 


tion  mittels  einer  Centralprojektion  in  der  Ebene.  Zu  diesem  Zwecke 
haben  wir  uns  nur  die  Originalebene  und  Bildebene  durch  Drehung 
der  einen  um  die  Projektionsachse  e^  miteinander  vereinigt  zu  denken 
und  können  hierauf  die  in  176  bis  182  auseinandergesetzten  Prin- 
zipien der  CentralkoDineation  in  der  Ebene  in  Anwendung  bringen. 
Wir  erhalten  durch  Konstruktion  beliebig  vieler  ihrer  Punkte  die  drei 
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Kegekchnittarten :  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  als  centrisch- 
kollineare  Figuren  von  Kreisen,  die  die  Verschwindungslinie  e„  nicht 
schneiden,  schneiden  oder  berühren.  In  Fig.  190  sind  drei  koncen- 
trische  Kreise  in  derartiger  Lage  angenommen.  Hinreichend  viele 
Punkte  derselben  sind  als  Durchschnitte  solcher  Geraden  bestimmt 
gedacht,  welche  zur  KolUneationsaxe  e^  parallel,  bezw.  zu  ihr  normal 
iieges.  Durch  Abbildung  dieses  Liniensystems  sind  die  entsprechen- 
den Punkte  der  Kegelschnitte  bestimmt.  Außerdem  sind  für  die 
Hrperbel  die  Asymptoten  konstruiert. 


Pole  und  Polaren  eines  Kegelschnittes;  Mittelpunkt,  Durchmesser 

und  Achsen. 

284.  Zwei  Punkte  P  und  Q,  die  zu  den  Schnittpunkten  B  und 
^^  ihrer  Verbindungslinie  mit  einem  Kegelschnitte  harmonisch  liegen, 
heißen  harmonische  (konjugierte)  Pole  des  Kegelschnittes. 
Ebenso  heißen  zwei  Gerade  p  und  y,  welche  zu  den  aus  ihrem 
Schnittpunkte  an  einen  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  harmonisch 
liegen,  harmonische  (konjugierte)  Polaren.  Da  jeder  Kegel- 
schnitt der  Definition  gemäß  aus  einem  Kreise  durch  Central- 
Projektion  entstanden  zu  denken  ist,  und  da  andererseits  die  har- 
monische Lage  von  vier  Elementen  einer  Punktreihe  oder  eines 
Strahlbüschels  bei  jeder  auf  die  betreffenden  Figuren  angewandten 
Centralprojektion  erhalten  bleibt,  so  folgen  aus  den  flir  den  Kreis 
aufgestellten  Sätzen  (251  bis  256)  unmittelbar  die  entsprechenden 
Satze  für  einen  beliebigen  Kegelschnitt.  Wir  fassen  sie  im  Folgenden 
Zusammen. 

285.  Die  harmonischen  Pole  eines  gegebenen  Poles  P 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  liegen  auf  einer  Geraden 
p,  der  Polare  von  P,  Liegt  der  Pol  auf  dem  Kegelschnitt, 
so  ist  seine  Polare  die  Tangente  im  Pole.  Die  Schnitt- 
punkte der  Polare  p  mit  dem  Kegelschnitt  sind  die  Be- 
rührungspunkte der  aus  P  an  ihn  gezogenen  Tangenten. 

Liegt  ein  Kegelschnitt  gezeichnet  vor  (Fig.  191  bis  193),  so 
'^ird  die  Polare  p  eines  gegebenen  Punktes  P  konstruiert,  indem 
man  durch  P  zwei  Sehnen  BS  und  TU  des  Kegelschnittes  zieht  und 
die  Schnittpunkte  M  und  JV  der  beiden  letzten  Gegenseitenpaare 
dfö  vervollständigten  Vierecks  RSTU  miteinander  verbindet. 

286.  Die  harmonischen  Polaren  einer  gegebenen  Po- 
laren p  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  gehen  durch  einen 
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Punkt,  den  Pol  von  p.  Berührt  die  Polare  den  Kegel 
schnitt,  80  ist  ihr  Pol  der  Berührungspunkt.  Die  Tan 
genten  in  den  Schnittpunkten  der  Polare  mit  dem  Eegel 
schnitt  schneiden  sich  im  Pole. 


Fig.  191. 


Fig.  193. 


Fig.  192. 


Zu  einer  gegebenen  Geraden  p  wird  der  Pol  in  Bezug  auf  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  als  Schnittpunkt  der  Polaren  zweier  auf  p 
gewählter  Punkte  gefunden. 
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Beschreibt  ein  Punkt  Q  eine  Gerade  pj  so  dreht  sich 
seine  Polare  q  um  den  Pol  P  der  Geraden.  Dreht  sich  eine 
Gerade  q  um  einen  Punkt  P,  so  beschreibt  ihr  Pol  Q  die 
Polare  p  des  Punktes. 

287.  Ist  ein  Dreieck  J^C  so  beschaffen,  daß  jede  Seite  desselben 
die  Polare  der  gegenüberliegenden  Ecke  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt bildet,  so  heißt  es  ein  Polardreieck  des  Kegelschnittes. 
Soll  ein  eigentliches 
Polardreiek  erhalten 
werden,  so  darf  keine 
Seite  desselben  den 
Kegelschnitt  berüh- 
ren, folglich  auch 
keine  fkske  auf 
diesem  liegen.  Polar- 
dreiecke eines  Kegel- 
schnittes werden  mit 
Hilfe  von  einge- 
schriebenen oder  um- 
geschriebenen Vier- 
ecken erhalten.  Ist 
ABCL  ein  einge- 
schriebenes Viereck, 
so  ist  sein  Diagonal- 
dreieck LMN  ein  Po- 
lardreieck des  Kegel-  ^ 
Schnittes  (Fig.  194). 
Dasselbe  kann  aber 
auch  als  Diagonal- 
dreiseit  des  umge- 
schriebenen Vierseits 
PQÄS  betrachtet 
werden,  dessen  Seiten 
den  Kegelschnitt  in  Ä^  B,  C^B  berühren.  In  der  That  gilt  der  in  268 
für  den  Kreis  bewiesene  Satz  für  alle  Kegelschnitte. 

288.  In  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  können  die  Punkte  seiner 
Ebene  als  äußere  und  innere  unterschieden  werden,  je  nachdem  sie 
die  Bilder  Ton  äußeren  oder  inneren  Punkten  des  Originalkreises 
darstellen.  Hiermit  ist  folgende  Erklärung  gleichbedeutend.  Ein 
Punkt  auf  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  heißt  äußerer 
oder  innerer  Punkt,    je  nachdem  seine  Polare  den  Kegel- 


Fig.  194. 
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schnitt  schneidet  oder  nicht,  folglich  von  ihm  aus  zwei 
Tangenten  an  denselben  gezogen  werden  können,  oder 
keine  (vergl.  253). 

Nehmen  wir  den  Begriff  harmonischer  Pole  und  Polaren  im 
allgemeinen  Sinne,  so  können  wir  uns  in  jeder  geraden  Punktreihe, 
gleichviel  ob  ihr  Träger  g  den  Kegelschnitt  schneidet  oder  nicht, 
zu  jedem  gegebenen  Punkte  Ä  den  harmonischen  Pol  A^^-  a  y.  g 
bestimmt  denken,  wo  a  die  Polare  von  A  bedeutet.  Ebenso  wird 
in  jedem  Strahlbüschel,  gleichviel  ob  sein  Scheitel  S  außerhalb  oder 
innerhalb  des  Kegelschnittes  liegt,  zu  jedem  gegebenen  Strahle  a 
die  harmonische  Polare  a^  =  SA  jgefunden,  wo  A  den  Pol  von  a  be- 
zeichnet. Es  ergiebt  sich  hieraus  zwischen  den  Elementen  der  ein- 
förmigen Grundgebilde  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  ein  ver- 
tauschbares Entsprechen,  von  dem  die  folgenden  Sätze  handeln. 

389.  Schneidet  die  Gerade  g  den  Kegelschnitt,  so 
bilden  alle  auf  ihr  gelegenen  Paare  harmonischer  Pole 
zwei  ungleichlaufende  involutorische  Reihen.  Die  Doppel- 
punkte derselben  sind  die  Schnittpunkte  von  g  mit  dem 
Kegelschnitt. 

Ist  S  ein  äußerer  Punkt  des  Kegelschnittes,  so  bilden 
alle   durch    ihn    gezogenen    Paare    harmonischer    Polaren 

zwei  ungleichlaufende  in- 
volutorische Büschel.  Die 
Doppelstrahlen  derselben 
sind  die  aus  8  an  den 
Kegelschnitt  gezogenen 
Tangenten. 

Beide  Behauptungen  folgen 
direkt  aus  der  Definition  har- 
monischer Pole  und  Polaren 
mit  Rücksicht  auf  die  Sätze 
in  232  und  237.  Es  bleibt 
nur  übrig  die  folgenden  Er- 
gänzungssätze zu  beweisen. 

390.  Schneidet  die  Ge- 
rade g  den  Kegelschnitt 
nicht,  so  bilden  die  auf 
ihr  gelegenen  Paare  har- 
monischer Pole  zwei  gleichlaufende  involutorische 
Reihen.  ^ 

Ist  S  ein  innerer  Punkt  des  Kegelschiiittes,    so  bilden 


Fig.  195. 
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alle   darch     ihn     gezogenen    Paare    harmonischer    Polaren 
zwei  gleichlaufende  involutorische  Büschel. 

Es  genügt,  den  Beweis  für  den  Fall  eines  Kreises  zu  geben, 
da  die  in  Frage  kommenden  Eigenschaften  unserer  Figur  bei  jeder 
Centralprojektion  erhalten  bleiben.  —  Den  inneren  Punkt  S  und  die 
nichtschneidende  Gerade  ff  (Fig.  195)  fassen  wir  als  Pol  und  Polare 
des  Kreises  auf.  Zieht  man  durch  S  eine  feste  Sehne  PQ  und  be- 
liebige Sehnen  XU,  YF,  .  .  . ,  so  liegen  die  Gegenseitenschnittpunkte 
A  und  J^,  B  und  B^j  ...  der  Vierecke  PXQU,  PYQV,  ...  auf  y 
Tind  entsprechen  sich  vertauschbar  als  harmonische  Pole  des  Kreises. 
Ebenso  entsprechen  sich  die  Strahlen  a  =  SA^  und  o^  =  SA,  b  =  SB^ 
imd  Äj  =  SB^  ...  als  harmonische  Polaren  vertauschbar.  Unsere 
Behauptungen  sind  daher  (nach  230  und  235)  erwiesen,  sobald  wir 
zeigen,  daß  die  Punktreihen  A£  .  .  .  und  A^B^  .  ,  .,  mithin  auch  die 
Strahlbüschel  ab  .  .  .  und  a^&^  .  .  .  in  Perspektive  Lage  gebracht 
werden  können.  Dies  folgt  aber  aus  der  Kongruenz  der  beiden 
Strahlbüschely  die  die  betrachteten  Punktreihen  aus  P  resp.  Q  pro- 
jizieren und  zugleich  über  derselben  Reihe  von  Punkten  X,  Z,  .  .  . 
des  Kreises  stehen. 


Fig.  196. 

Die  Doppelstrahlen  der  Involution  harmonischer  Po- 
laren durch  einen  Punkt  S  des  Kegelschnittes  liegen  in 
der  Tangente  vereinigt.  Die  Doppelpunkte  der  Involution 
harmonischer  Pole  auf  einer  Tangente  g  fallen  im  Be- 
rührungspunkte zusammen. 
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Mit  Beziehung  auf  die  Art  der  Involution  harmonischer  Pole, 
die  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  ihrer  Ebene  bestimmt,  nennt  man  irgend  eine  Involution 
elliptisch,  hyperbolisch  oder  parabolisch,  je  nachdem  sie  keine, 
zwei  getrennte  oder  zwei  vereinte  Doppelelemente  besitzt. 

291.    Man  kann  den  Beweis  der  obigen  Sätze  noch  auf  eine 
zweite  Art  ableiten.     Statt  der  eingeschriebenen  Vierecke  PXQUy  .  .  . 
benutze  man  die  dem  Kreise  in  denselben  Funkten  umgeschriebenen 
YieTseitepxqu,  pyqv,  . . .  zur  Konstruktion  (Fig.  196).  Der  feste  Punkt 
p  Xq  und  seine  Gegenecken  in  den  verschiedenen  Vierseiten,  ar  x  w, 
y  X  ü,  .  .  . ,  liegen  auf  ff.     Die  Verbindungslinien  der  beiden  übrigen 
Gegeneckenpaare,  p  X  u  und  q  X  x,    p  X  x  und  q  x  u,  ,  .  .  gehen 
jedesmal  durch  S  und  gehören  als  harmonische  Polaren   a^  und   a, 
Äj  und  Ä,  .  .  .  zusammen ;    sie  schneiden  auf  g  harmonische  Pole   ji 
und  A^ ,  B  und  -B^ ,  ...  aus.   Hiernach  entsprechen  sich  die  Strahlen 
der   am   Scheitel   S  vereinigten  Büschel  ab  .  ,  .  und  cu^b^  ...  ver- 
tauschbar; daß  sie  zugleich 
projektiv   sind  und  folglich 
involu torisch    liegen,     folgt 
aus     dem     Verhalten     der 
Punktreihen,  welche  sie  auf 
den   Kreistangenten  p   und 
q  bestimmen.   Diese  werden 
nämlich  andererseits   durch 
die  wechselnden  Tangenten 
:r,  y,  . . .  ausgeschnitten  und 
sind  mithin  projektiv  (275). 
292.    In   den  Beweis- 
gründen  der   letzten  Sätze 
sind     folgende     beachtens- 
werte  Resultate    enthalten. 
Die    Verbindungslinien 
beliebigerPunkteX  J',... 
eines  Kegelschnittesmit 
zwei   festen   Punkten    Q 
undi2  desselben,  schnei- 
den   jede    harmonische 
Polare   p    der    Geraden 
QB      in     harmonischen 
Polen  Ä  und  A^^  B  und  B^,,..  des  Kegelschnittes  (Fig.  197). 
Die  Schnittpunkte  beliebiger  Tangenten  x,  y,...   eines 


Fig.  197. 
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Kegelschnittes  mit  zwei  festen  Tangenten  q  und  r  desselben^ 
geben  mit  jedem  harmonischen  Pole  P  des  Punktes  g  X  r 
verbunden  harmonische  Polaren  a  und  a^,  b  und  b^^  ..,  des 
Kegelschnittes  (Fig.  198). 

393.  Nach  289,  290  kann  man  sich  eine  Punktreihe  und 
einen  Strahlbüschely  deren  Träger  sich  als  Polare  und  Pol  in 
Bezng  auf  einen  Kegelschnitt  entsprechen ,  gleichzeitig  von  einem 
Pole  P  und  seiner  Polare  p  beschrieben  denken.  Von  diesen  Fi- 
guren gilt  der  Satz:  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlbüschel, 
die  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  durch  gleichzeitige 
Bewegung  eines  Poles  und  seiner  Polare  erzeugt  werden, 
Mnd  projektiv. 
Zum  Beweis  ge- 
nügt es,  auf  die 
Figuren  195  und 
196  hinzuweisen, 
in  d^en  sich  die 
Punkte  Ä,  B,  .  .  . 
mi  die  Strahlen 
a.  4,  .  .  .  (oder 
auch  Jj,  JSj,  .  .  . 
ind  Oj,  Äj,  .  .  .) 
gegenseitig  als 
Pole  und  Polaren 
des  Kreises  ent- 
sprechen. 

294.  Der  Mittel- 
punkt und  der 
unendlich  ferne 
Punkt  jeder  Sehne 
eines  Kegel- 

schnittes sind  har- 
monische Pole. 
Hieraus  folgt :  Die 
Mittelpunkte 
paralleler  Seh- 
nen eines  Kegelschnittes  liegen  auf  einer  Geraden,  der 
Polare  ihres  unendlich  fernen  Punktes  (ihrer  Richtung); 
dieselbe  heißt  ein  Durchmesser  des  Kegelschnitts. 

Der  Durchmesser  enthält  die  Pole  aller  der  gedachten  Sehnen, 
insbesondere   also  die   Berührungspunkte   der   zu   ihnen  parallelen 


Fig.  198. 
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Tangenten  des  Kegelschnittes.     Liegt  die  Kurve  gezeichnet  vor,    so 
wird  ein  Durchmesser  AB  mit  Hilfe  zweier  paralleler  Sehnen  FQ 

und  RS  konstruiert, 
indem  man  die  fehlen- 
den Gegenseitenpa&re 
des  Viereckes  PQHS 
zieht  und  ihre  Schnitt- 
punkte ü  und  V  V  erbin- 
det (Fig.  199,  200,  201). 
S96.  Alle  Durch- 
messer eines  Kegel- 
schnittes gehen  als 
Polaren  unendlich 
^^-  ^^^-  ferner  Punkte  durch 

den  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden;  dieser  heißt  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes. 

Der  Mittelpunkt   der  EUipse  hegt  in  ihrem  Inneren,   weil  sie 
von  der  unendlich  fernen  Geraden  nicht  getroffen  wird. 

Für  die  Hyperbel  ist,  da  sie  von  der  unendlich  fernen  Geraden 

geschnitten  wird,  der  Mittel- 
punkt ein  äußerer  Punkt.  In 
ihm  schneiden  sich  die  Asym- 
ptoten als  Tangenten  der  Hy- 
perbel in  ihren  unendlich 
fernen  Punkten. 

Der  Mittelpunkt  der  Pa- 
rabel fällt  mit  ihrem  unend- 
lich fernen  Punkte  zusammen, 
weil  dieser  als  Berührungs- 
punkt mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zugleich  der  Pol  der- 
selben ist.  Die  Parabeldurch- 
messer sind  sämtlich  nach 
ihm  gerichtet,  also  unter  sich 
parallel.  Weil  der  Mittel- 
punkt der  Parabel  nicht  kon- 
struierbar ist,  sagt  man  von 
ihr  wohl  auch,  sie  habe  keinen 
Fig.  200.  Mittelpunkt. 

S96«    Ein  Durchmesser  schneidet  entweder  den  Kegelschnitt 
und  wird  dann  durch  die  Schnittpunkte  begrenzt  (reeller  Durch- 
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Fig.  201. 


messer)  oder  er  trifft  den  Kegelschnitt  nicht  und  ist  unbegrenzt 
imaginärer  Durchmesser).  Im  ersten  Falle  ist  sein  unendlich  ferner 
Pol  ein  äußerer,  im  zweiten  ein  innerer  Punkt  des  Kegelschnittes 
;veigl.  288). 

Die  Durchmesser  der  Ellipse  sind  sämtlich  begrenzt,  weil  die 
imendlich     fernen     Punkte 
ihrer  Ebene  alle  außerhalb 
der  Kurve  liegen. 

Unter  den  Durchmessern 
der  Hyperbel  giebt  es  be- 
grenzte, und  unbegrenzte, 
weil  die  Punkte  der  unend- 
lich fernen  Geraden  durch 
die  unendlich  fernen  Punkte 
der  Hyperbel  in  äußere  und 
innere  Punkte  geschieden 
werden.  Zwischen  beiden 
Arten  von  Durchmesser  bil- 
den die  Asymptoten  den 
Ube^ang. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  werden  die  begrenzten  Durch- 
messer Yom  Mittelpunkt  halbiert. 

Die  Durchmesser  der  Parabel  sind  einerseits  durch  einen  end- 
lichen Punkt  derselben  begrenzt  und  erstrecken  sich  andererseits 
bi>  zu  ihrem  unendlich  fernen  Punkte. 

297,  Zwei  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  heißen 
konjugiert,  wenn  jeder  den  unendlich  fernen  Pol  des 
anderen  enthält.  Ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  bildet  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen  ein  Polardreieck,  dessen 
eine  Ecke  im  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  liegt.  Aus  der  ge- 
gebenen Elrklärung  folgen  sofort  die  Sätze:  Von  zwei  konjugierten 
Durchmessern  halbiert  jeder  die  zum  anderen  parallelen 
Sehnen.  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers sind  zum  konjugierten  Durchmesser  parallel. 

Konjugierte  Durchmesser  des  Kreises  sind  zu  einander  recht- 
winklig. —  Zu  irgend  einem  Durchmesser  der  Parabel  ist  als  kon- 
JDgierter  stets  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  betrachten.  Um  den 
scheinbaren  Widerspruch  zwischen  dieser  Aussage  und  den  beiden 
letzten  Sätzen  zu  lösen,  beachte  man  Folgendes:  Wenn  von  den 
Endpunkten  einer  Strecke  der  eine  unendlich  weit  rückt,  so  geschieht 
tlas  Gleiche  mit  dem  Mittelpunkt  der  Strecke;  die  beiden  unendlich 
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fernen  Punkte  aber  können  im  Sinne  der  Projektionslehre  niclit 
unterschieden  werden  (vergl.  169).  Der  unendlich  fernen  Geraden 
einer  Ebene  kann  keine  bestimmte  Richtung  zugeschrieben  werden, 
da  sie  alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene,  d.  h.  alle  in  ibi 
möglichen  Richtungen  enthält. 

898.  Die  Paare  konjugierter  Durchmesser  eines  Kegel- 
schnittes bilden  an  seinem  Mittelpunkte  als  Scheitel  zwei 
involutorische  Strahlbüschel;  denn  sie  entsprechen  sich  als 
harmonische  Polaren  (289,  290). 

Da  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  innen  liegt,  ist  bei  ihr  die  In- 
volution der  konjugierten  Durchmesser  eine  gleichlaufende.  Bei  der 
Hyperbel  dagegen  ist  diese  Involution  ungleichlaufend,  weil  ihr 
Mittelpunkt  ein  äußerer  Punkt  ist.  Die  Doppelstrahlen  der  Invo- 
lution sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel;  je  zwei  kongugierte  Durch- 
messer werden  durch  sie  harmonisch  getrennt. 

299.  Unter  den  konjugierten  Durchmessern  eines 
Kegelschnittes  giebt  es  stets  zwei  zu  einander  recht- 
winklige; sie  heißen  die  Achsen  des  Kegelschnittes  und 
ihre  Endpunkte  die  Scheitel.  Die  Achsen  sind  Symmetrie- 
linien des  Kegelschnittes. 

Die  Achsen  der  Ellipse  endigen  in  vier  Scheiteln.  Die  Achsen 
der  Hyperbel  halbieren  die  Winkel  zwischen  ihren  Asymptoten; 
die  eine  bestimmt  die  beiden  Scheitel  der  Hyperbel,  die  andere  ist 
unbegrenzt.  Von  der  Parabel  ist  nur  eine  Achse  (und  ein  Scheitel) 
konstruierbax;  sie  ist  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  die  Tan- 
gente im  Scheitel  zur  Achse  senkrecht  stehen  muß. 

Von  der  Konstruktion  der  Achsen  der  Kegelschnitte  wird 
weiterhin  noch  die  Rede  sein. 

800.  Nach  Früherem  (256)  erhält  man  ein  Polardreieck  eines 
Kegelschnittes  entweder  als  Diagonaldreieck  eines  eingeschriebenen 
Viereckes  PQHS,  oder  als  Diagonaldreiseit  eines  umgeschriebenen 
Vierseites  pgrs.  Geht  nun  das  Viereck  oder  Vierseit  in  ein 
Parallelogramm  über,  so  erhält  das  von  ihm  abhängige  Polardreieck 
eine  unendUch  ferne  Seite  und  die  beiden  anderen  Seiten  werden 
zu  konjugierten  Durchmessern  des  Kegelschnittes.  Hieraus  folgen 
die  Sätze: 

Die  Diagonalen  eines  dem  Kegelschnitte  eingeschrie- 
benen Parallelogrammes  schneiden  sich  im  Mittelpunkte, 
seine  Seiten  geben  die  Richtungen  konjugierter  Durch- 
messer an.     Die  Diagonalen  eines  dem  Kegelschnitte  um- 
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geschriebenen  Parallelogrammes  sind  konjugierte  Durch- 
messer. 

In  den  Figuren  202  und  203  sind  diese  beiden  Sätze  gleich- 
zeitig unter   der   Annahme   verdeutlicht,   daß  das   umgeschriebene 


Fig.  202. 


Fig.  203. 


Vierseit  pqrs  den  Kegelschnitt  in  den  Ecken  des  eingeschriebenen 
Viereckes  PQBS  berühre.  Es  werden  dann  die  Diagonalen  AC  und 
BD  des  umgeschriebenen  Vierseits  den  Seiten  des  eingeschriebenen 
Viereckes  parallel,    wie  aus  dem  Satze  in  268  geschlossen  werden 

kann. 


Die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  projektive  Strahlbuschei 

und  Punictreihen.  ^ 

801.  Zwei  einförmige  Grundgebilde  sind  als  projektiv  zu 
Weichnen,  wenn  sich  ihre  Elemente  paarweise  so  entsprechen,  daß 
ta«is  die  Möglichkeit  ihrer  Perspektiven  Lage  folgt;  befinden  sie 
sich  in  einer  Perspektiven  Lage,  so  werden  sie  schlechthin  per- 
spektiv  genannt,  anderenfalls  heißen  sie  projektiv  in  schiefer 
tage  (vergl.  166  und  167).  Während  nun  bisher  zumeist  nur  Per- 
spektive Grundgebilde  betrachtet  wurden,  bietet  die  Theorie  der 
Kegelschnitte  den  Anlaß  projektive  Grundgebilde  in  schiefer  Lage 
in  Betracht  zu  ziehen.  Dabei  haben  wir  uns  auf  Strahlbüschel 
lud  Punktreihen  in  einer  Ebene  zu  beschränken  und  die  Figuren 
2a  untersuchen,     welche  von    den    Schnittpunkten    entsprechender 
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Strahlen  projektiver  Büschel  oder  von  den  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  projektiver  Reihen  erzeugt  werden.  Welcher 
Art  diese  Erzeugnisse  sind,  wenn  der  spezielle  Fall  perspektiver 
Strahlbüschel  oder  Punktreihen  vorliegt,  ergiebt  sich  aus  184: 

Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  per- 
spektiver Büschel  in  einer  Ebene  liegen  auf  zwei  Geraden, 
nämlich  auf  der  Achse  der  Perspektivität,  und  der  Ver- 
bindungslinie beider  Scheitel  (in  welcher  zwei  entsprechende 
Strahlen  zusammenfallen). 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  zweier 
perspektiver  Reihen  in  einer  Ebene  gehen  durch  zwei 
Punkte,  nämlich  durch  das  Centrum  der  Perspektivität 
und  den  Schnittpunkt  beider  Träger  (in  welchem  zwei  ent- 
sprechende Punkte  zusammenfallen). 

Zu  den  Erzeugnissen  projektiver  Büschel  und  Reihen  bei 
schiefer  Lage  in  einer  Ebene  gelangen  wir  durch  folgende  Über- 
legungen. 

302.  Ein  Ereis  kann  auf  zweierlei  Art  erzeugt  gedacht  werden : 
entweder  indem  man  seine  Punkte^  oder  indem  man  seine  Tangenten 
als  Elemente  nimmt.  Im  ersten  Falle  denkt  man  sich  den  Kreis 
durch  einen  bewegten  Punkt  beschrieben,  im  anderen  von  einer 
bewegten  Geraden  in  allen  ihren  Lagen  umhüllt.  Diese  doppelte 
Erzeugungs weise  kann  natürlich  ebenso  auf  die  Kegelschnitte,  wie 
auf  andere  stetige  Kurven  angewandt  werden. 

Für  den  Kreis  gelten  folgende  beiden  Sätze  (vergl.  273  u.  275): 

Entsprechen  sich  in  zwei  Strahlbüscheln,  deren 
Scheitel  S  und  T^  auf  einem  Kreise  k  liegen,  die  nach  einem 
beweglichen  Punkte  des  Kreises  gezogenen  Strahlen,  so 
sind  die  Büschel  projektiv  (kongruent).  Der  Verbindungs- 
linie der  Scheitel  in  dem  einen  Büschel  entspricht  die  im 
anderen  enthaltene  Tangente  des  Kreises. 

Entsprechen  sich  in  zwei  Punktreihen,  deren  Träger 
i  und  Wj  einen  Kreis  ä  berühren,  die  von  einer  beweg- 
lichen Tangente  des  Kreises  ausgeschnittenen  Punkte,  so 
sind  die  Reihen  projektiv.  Dem  Schnittpunkt  der  Träger 
in  der  einen  Reihe  entspricht  der  in  der  anderen  enthal- 
tene Berührungspunkt  mit  dem  Kreise. 

303.  Denkt  man  sich  den  Kreis  k  einer  beliebigen  Central- 
projektion  unterworfen,  so  folgt  unmittelbar: 

Die    von   zwei   festen   Punkten  S  und  T^    eines  Kegel- 
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bchnittes  nach  beliebigen  Punkten  J,  J?,  (7,  .  .  .  desselben 
gezogenen  Strahlen  a,  b,  c,  ...  und  a^,  b^,  Cj,  .  .  .  bilden  zwei 
projektive  Büschel.  Der  Verbindungslinie  der  Scheitel 
{t  oder  s^)  in  dem  einen  Büschel  entspricht  die  Tangente 
i/i  oder  s)  des  Kegelschnittes  im  anderen  (Fig.  204). 


Fig.  204. 


Fig.  205. 


Die  auf  zwei  festen  Tangenten  t  und  «^  eines  Kegel- 
schnittes Yon  beliebigen  Tangenten  a,  b,  c^  ...  desselben 
ausgeschnittenen  Punkte  Ä,  £,  Cy  .  .  .  und  A^,  JB^,  ^i>  •  •  • 
bilden  zwei  projektive  Reihen.  Dem  Schnittpunkt  der 
Trager  U  oder  T^  in  der  einen  Reihe  entspricht  der  Be- 
rährnngspunkt  {U^  oder  T)  mit  dem  Kegelschnitt  in  der 
anderen  (Fig.  205). 

Yon  diesen  Sätzen  gelten,  wie  jetzt  bewiesen  werden  soll,  auch 
die  ümkehrangen. 

304.  Zwei  projektive  Strahlbüschel  8  und  T  einer 
Ebene  erzeugen  einen  Kegelschnitt  als  Ort  der  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen.  Der  Kegelschnitt  enthält 
üe  Scheitel  beider  Büschel. 

Die  gegenseitige  Zuordnung  der  Strahlen  der  projektiven  Büschel 
^  und  T  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  zu  irgend  drei  Strahlen  des 
QDen  die  entsprechenden  des  anderen  gegeben  werden.  Wir  wählen 
ZQ  der  Verbindungslinie  der  Scheitel  in  jedem  Büschel  den  ent- 
sprechenden Strahl  und  außerdem  irgend  ein  Paar  entsprechender 
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Strahlen.  Es  mögen  also  den  Strahlen  ST,  SA,  S£  die  Strahlen 
TA,  TS,  TB  (Fig.  206)  entsprechen.  Wählen  wir  femer  auf  irgend 
einem  Kreise  k^  beliebig  die  Punkte  S^,  T^,  B^  und  ist  A^  der 
Schnittpunkt  der  Tangenten  des  Kreises  in  S^  und  T^,  so  bestimmen 
die  Strahlen  S^T^,  S^A^,  S^B^  resp.  T^A^,  T^S^,  T^B^  zwei  kongraente 

Strahlbtischel.      Nach    201     können 
die  Vierecke  äS^TIS  und  S^A^T^JB^   in 
Perspektive   Lage   gebracht   werden. 
Man   gelangt  so    zu   einer    CentraJ- 
projektion,    welche  die  kongruenten 
Büschel  Äj  und  T^  in  die  gegebenen 
projektiven   Büschel   8   und    T   und 
den  Kreis  k^  in  einen  Kegelschnitt  k 
überführt.      Zu    irgend     zwei    ent- 
sprechenden Strahlen  der  Büschel  S^ 
und  T^  gehören  in  der  Perspektiven 
Figur  zwei  entsprechende    Strahlen 
der   Büschel   S  und  T.     Da  erstere 
sich  in  einem  Punkte  C^  des  Kreises 
Äj    schneiden,    gehört   der    Schnitt- 
punkt C  der  letzteren  einem  Kegel- 
schnitte k  an.    Die  Strahlen  SA  und 
TA   sind    die  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes in  S  und  T 
805.    Zwei  projektive  Punktreihen  ^  und«  einer  Ebene 
erzeugen    einen    Kegelschnitt     als    Umhüllungskurve    der 
Verbindungslinien    entsprechender    Punkte.      Der    Kegel- 
schnitt berührt  die  Träger  beider  Reihen. 

Um  in  den  Reihen  t  uhd  u  die  Zuordnung  der  Punkte  festzu- 
legen, wählen  wir  in  jeder  von  ihnen  den  Punkt,  der  dem  Schnitt- 
punkte A  =^  t  X  u  der  Träger  entsprechen  soll  und  überdies  ein 
beliebiges  Paar  entsprechender  Punkte.  Den  Punkten  A,  T,  B 
auf  t  mögen  also  die  Punkte  U,  A,  C  auf  u  entsprechen  (Fig.  207). 
Ferner  seien  t^  und  u^  zwei  Tangenten  irgend  eines  Kreises  A^, 
Ä^  ihr  Schnittpunkt,  T^  und  U^  ihre  Berührungspunkte,  J?j  und  C^ 
ihre  Schnittpunkte  mit  irgend  einer  dritten  Tangente.  Die  Vierecke 
BTUC  und  B^T^U^Cy^  denke  man  sich  wiederum  in  Perspektive  Lage 
gebracht.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  pro- 
jektiven Reihen  A^T^B^  ...  auf  t^  und  U^A^C^  ...  auf  «^  sind 
sämtlich  Tangenten  des  Kreises  k^\  folglich  berühren  die  zu  ihnen 
Perspektiven  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  projek- 
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tiven  Reihen  auf  t  und  u  den  Kegelschnitt  ä,  der  bei  der  gedachten 
Centralprojektion  aus  dem  Kreise  k^  hervorgeht. 

30«.  Fünf  Punkte  einer 
Ebene,  von  denen  keine  drei 
in  einer  Geraden  liegen,  be- 
stimmen einen  Kegelschnitt, 
der  sie  enthält.  Die  aus 
zweien  der  gegebenen  Punkte, 
J  mid  B,  nach  den  übrigen  C, 
D,  E  gezogenen  Strahlen  be- 
stimmen nämlich  zwei  projektive 
Büschel  und  diese  erzeugen 
einen  bestimmten  durch  Aj  B, 
f.  B  nnd  E  verlaufenden  Kegel- 
schnitt k.  Nun  sei  k^  ein  zu  k 
ptrspektiv  gelegener  Kreis;  den 
verschiedenen  Paaren  projektiver 
Strahibüschel,  die  sich  durch 
die  Punkte  A,  B,  (7,  B,  E  legen 
^ssen,  indem  man  je  zv^ei  der- 
selben als  Scheitel  auswählt, 
eLtsprechen  die  Paare  kon- 
gruenter Strahlbüschel,  die  durch 

ire  Perspektiven  Bilder  A^,  B^,  C^^,  B^,  E^  auf  k^  bestimmt  werden. 
Ik  letztere  alle  denselben  Kreis  Äj  erzeugen,  so  erzeugen  die  ersteren 
einen  und  denselben  Kegelschnitt  A. 

307.  Als  Spezialfälle  dieses  Satzes  können  die  folgenden  be- 
trachtet werden. 

Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  vier  Punkte  und 
lie  Tangente  in  einem  derselben  oder  durch  drei  Punkte 
und  die  Tangenten  in  zweien.  Fallen  nämlich  von  den  Punkten 
J-ß,  6',  i>,  J?  zwei  zusammen,  etwa  E  mit  Aj  so  wird  die  Verbin- 
iungslinie  AE  zur  Tangente  in  A.  Wird  daher  statt  des  Punktes 
^die  Tangente  a  in  A  gegeben,  so  sind  a,  AC,  AB  und  BA,  BC, 
fii  entsprechende  Strahlen  projektiver  Büschel,  die  den  Kegel- 
schnitt erzeugen  (vergl.  303).  —  Fallen  andererseits  die  Punkte  E 
^i  D  resp.  mit  A  und  B  zusammen  und  werden  statt  ihrer  die 
I^genten  a  und  b  in  A  und  B  gegeben,  so  bilden  die  Strahlen 
^.  A3^  AC  und  BAj  b,  BC  zwei  projektive  den  Kegelschnitt  er- 
äugende Büschel. 

2oHx  n.  Papperitz-    I.  14 


Fig.  207. 
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808.  Fünf  Gerade  einer  Ebene,  von  denen  keine  drei 
durch  einen  Punkt  gehen,  bestimmen  einen  Kegelschnitt, 
der  sie  berührt.  Zwei  der  gegebenen  Geraden,  a  und  b,  tragen 
projektive  Punktreihen,  die  den  Kegelschnitt  k  erzeugen.  In  diesen 
Reihen  entsprechen  sich  notwendig  die  Schnittpunkte  mit  den  drei 
übrigen  Geraden  c,  d,  e  und  dies  genügt,  um  ihre  projektive  Zuord- 
nung festzulegen.  Daß  man  zu  einem  und  demselben  Kegelschnitt  k 
gelangt,  gleichviel  welche  zwei  Geraden  man  zuerst  auswählt,  er- 
giebt  sich  ähnlich  wie  oben  (306),  wenn  man  einen  zu  k  Perspek- 
tiven Kreis  k^  und  seine  den  gegebenen  Geraden  entsprechenden 
Tangenten  betrachtet. 

309.  Hieraus  läßt  sich  weiter  folgern; 

Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  vier  Tangenten 
und  den  Berührungspunkt  einer  oder  durch  drei  Tangenten 
und  die  Berührungspunkte  zweier  derselben.  Fällt  nämlich 
von  den  Tangenten  a,  b,  c,  d,  e  etwa  e  mit  a  zusammen,  so  geht 
der  Schnittpunkt  a  x  «  in  den  Berührungspunkt  Ä  von  a  über. 
Wird  also  A  statt  e  gegeben,  so  erzeugen  die  projektiven  Reihen 
A,  a  X  c,  axd  und  bxa,  b  Xc,  bxd  den  Kegelschnitt  (vergL303). — 
Wird  überdies  d  mit  b  identisch  angenommen  und  demgemäß  statt 
d  der  Berührungspunkt  JB  von  b  gegeben,  so  sind  durch  A,  a  x  b. 
a  X  c  und  b  X  a,  £y  b  x  c  die  erzeugenden  projektiven  Punktreihen 
bestimmt. 

310.  Um  einen  Kegelschnitt  aus  fünf  Punkten  oder  aus 
fünf  Tangenten  oder  aus  fünf  gleichwertigen  Bestimmungsstücken 
(vergl.  307  und  309)  zu  konstruieren,  d.  h.  beliebig  viele  neue 
Punkte  oder  Tangenten  desselben  zu  finden,  hat  man  die  folgenden 
beiden  Aufgaben  zu  lösen:  Bei  schiefer  Lage  zweier  projek- 
tiver Strahlbüschel  oder  Punktreihen  in  einer  Ebene  aus 
drei  gegebenen  Paaren  entsprechender  Elemente  zu  jedem 
vierten  Elemente  des  einen  Grundgebildes  das  ent- 
sprechende Element  des  anderen  zu  finden. 

311.  Durch  die  Strahlen  a,  b,  c  und  die  ihnen  entsprechenden 
Oj,  3j,  Cj,  seien  zwei  projektive  Strahlbüschel  S  und  T  in 
schiefer  Lage  gegeben  (Fig.  208).  Die  Gerade  a  werde  von  den 
Strahlen  a^,  b^,  ^u  •  •  •  des  Büschels  T  in  der  Punktreihe  A^  By 
Cj,  .  .  . ,  die  Gerade  a^  von  den  Strahlen  a,  Ä,  c,  .  .  .  des  Büschels 
S  in  der  Punktreihe  A,  -B^,  Q,  .  .  .  geschnitten.  Diese  Punktreihen 
sind  der  Annahme  nach  projektiv  und,  weil  der  ihnen  gemeinsame 
Punkt  A  sich  selbst  entspricht,  zugleich  perspektiv  gelegen.  Das 
Centrum  0  der  Perspektivität  wird  als  Schnittpunkt  B^B^  x  Cy6\ 
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gefnnden.  Ist  nun  d  =  SD^  irgend  ein  vierter  Strahl  des  Büschels 
>•  -öp  sein  Schnittpunkt  mit  a,  und  wird  die  Verbindungslinie  OD^^ 
von  a  in  Dj  getroffen,  so  ist  d^  =  TD^  der  ihm  entsprechende  Strahl 
des  Büschels  T.  Der  Verbindungslinie  der  Scheitel  t  =  ST  im 
Büschel  S  entspricht  im  Büschel  T  der  das  Centrum  0  enthaltende 
Strahl  t^  =  TO;  umgekehrt  entspricht  dem  Strahle  s^  =  TS  der 
Strahl  s  =  SO. 

Man  kann  sich  die '  beiden  Strahlbüschel  durch  die  Punkte 
\  t  A  =  a  X  a^,  B  =  b  X  b^,  C  =  c  X  c^  gegeben  denken.  Jedes 
neue  Paar  entsprechender  Strahlen  d  und  d^  derselben  bestimmt 
dann  als  Schnittpunkt  B  einen  weiteren  Punkt  des  durch  die  Punkte 
>.  7.  J,  B,  C  gegebenen  Kegelschnittes;  die  Strahlen  s  und  /^  sind 
die  Tangenten  desselben  in  S  und  T. 


p 


Fig.  209. 


813.  Durch  die  Punkte  J,  J?,  C  auf  g  und  A^^  B^,  C\  auf  h 
seien  zwei  projektive  Punktreihen  g  und  h  in  schiefer  Lage 
gegeben  (Fig.  209).  Die  Strahlbüschel,  welche  diese  Punktreihen 
äiis  den  Centren  A^  und  A  projizieren,  sind  projektiv  und,  weil  der 
ihnen  gemeinsame  Strahl  AAy^  sich  selbst  entspricht,  zugleich  per- 
spektiv  gelegen.  Man  findet  ihre  Perspektivitätsachse  p  als  Ver- 
bindungslinie der  Schnittpunkte  B^  und  C^  der  Paare  entsprechender 
Strahlen  A^B  und  AB^,  A^C  und  AC^  Ist  nun  IJ^  irgend  ein  Punkt 
auf;?,  so  schneiden  die  Geraden  B^A^  und  B^A  auf  der  Geraden 

14* 
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ff  resp.  k  entsprechende  Punkte  J)  und  JD^  aus.  Dem  Schnittpunkte 
der  Träger  H  =  g  x  h  in  der  Reihe  ff  entspricht  in  der  Bei  he  h 
der  auf  der  Achse  p  gelegene  Punkt  H^  ^  h  x  p\  umgekehrt  ent- 
spricht dem  Punkte  6\  =  A  x  ff  der  Punkt  G  ^  ff  x  p> 

Denkt  man  sich  die  beiden  Punktreihen  durch  die  Geraden 
ff,  hj  a  =  ÄA^j  b  =  BB^,  c  =  CC^  gegeben,  so  ergiebt  jedes  weitere 
Paar  entsprechender  Punkte  D  und  D^  derselben  als  Verbindungs- 
linie BL^  eine  neue  Tangente  d  des  durch  die  Tangenten  <7,  A,  a,  b.  c 
bestimmten  Kegelschnittes;  die  Punkte  G  und  U^  sind  die  Berüh- 
rungspunkte der  Tangenten  ff  und  A. 

313.  Andere  (freilich  prinzipiell  nicht  neue)  Konstruktionen  eines 
Kegelschnittes  aus  fünf  Punkten  oder  aus  fünf  Tangenten  liefern 
die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon.     Diese  lauten: 

Die  Gegenseiten  eines  einem  Kegelschnitte  einge- 
schriebenen Sechseckes  schneiden  sich  in  Punkten  einer 
Geraden  (PascaPsche  Gerade). 

Die  Verbindungslinien  der  Gegenecken  eines  einem 
Kegelschnitt  umgeschriebenen  Sechsseites  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  (Brianchon'scher  Punkt). 

Da  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  bereits  für  den  Fall 
eines  Kreises  bewiesen  sind  (vergl.  271  und  276),  so  folgt  ihre  Gültig- 
keit in  der  jetzt  gegebenen  allgemeinen  Fassung  aus  der  einfachen 
Bemerkung,  daß  jedes  einem  beliebigen  Kegelschnitte  ein-  oder  um- 
geschriebene Sechseck  (Sechsseit)  als  Centralprojektion  eines  einem 

Kreise  ein-  oder  umgeschriebenen 
Sechseckes  (Sechsseites)  betrachtet 
werden  kann. 

314.  Die  fünf  gegebenen 
Punkte  eines  Kegelschnittes  seien 
in  irgend  einer  Reihenfolge  A,  J?, 
C,B,  E  (Fig.  210).  SoU  P  ein 
sechster  Punkt  des  Kegelschnittes 
sein,  so  müssen  die  Gegenseiten- 
jj    Schnittpunkte: 

0  =  AB  X  BE, 
F^^  BCx  Ei\ 


Fig.  210. 


i\  ^CB  X  FA 


des  Sechseckes  ABCBEF  auf  einer 
Geraden  f  liegen.  Von  diesen  drei  Punkten  ist  0  bekannt;  von  F^ 
und  F^  dagegen  steht  nur  fest,  daß  sie  resp.  auf  den  Geraden 
BC  =  ff^  und  CB  =  ff^  liegen  und  daß  ihre  Verbindungslinie  f  dui*ch 
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0  geht  Wählt  man  daher  auf  ff^  den  Punkt  F^  nach  Gefallen,  so 
ergiebt  sich  die  zugehörige  Pascal^sche  Gerade  als  f=F^O  und  als 
ihr  Schnitt  mit  ff^  der  Punkt  F^.  Ferner  bilden  F^E  und  F^A  die 
fehlenden  Seiten  des  Pascal'schen  Sechseckes  und  ihr  Schnittpunkt 
Fist  ein  neuer  Punkt  des  Kegelschnittes.  Um  die  Tangente  im 
Punkte  A  zu  konstruieren,  hat  man  AE  mit  ff^  in  A^  und  A^O  mit 
^^  in  ^3  zu  schneiden  und  A^A  zu  ziehen,  welches  die  gesuchte 
Tangente  ist.     Analog  findet  man  die  Tangente  in  E. 

315.    Dies  Ergebnis  läßt  sich  durch  folgenden  Satz  ausdrücken : 

Drehen  sich  drei  Gerade  f,  f^,  f^  je  um  einen  ihrer 
Punkte  [0,  A,  E  in  Fig.  210),  indem  zugleich  zwei  ihrer 
Schnittpunkte  F^=f^xfi  und  F^^fxf^  je  eine  Gerade 
j7j  und  ^j)  durchlaufen,  so  beschreibt  der  letzte  Schnitt- 
punkt F  =  f^  x^  einen  Kegelschnitt  ä,  der  die  Drehpunkte 
[1  und  B)  von  f^  und  f^  enthält. 

Einen  direkten  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  die  Bemerkung, 
h&  die  Ton  P^  und  F^  gleichzeitig  beschriebenen  Punktreihen  aus 
dem  Gentrum  O  perspektiv  liegen  und  folglich  die  von  f^  und  f^ 
gleichzeitig  durchlaufenen  Strahlbüschel  projektiv  sind. 

Slft.    Die  fünf  gegebenen  Tangenten  eines  Kegelschnittes  seien 
in  beliebiger  Anordnung:  ö,  ^,  c,  «?,  e  (Fig.  211).     Ist  /*  irgend  eine 
^hste.   Tangente     des    Kegel- 
schnittes,  so    müssen   die   Ver- 
bmdnngslinien    der   Gegenecken 
ff  =  a  X  b,  dx  e, 

f^=  b  X  c,  e  Xf, 

f^=^  c  X  d,  e  X  a, 
te  Sechsseites  abcdef  sich  in 
einem  Punkte  F  schneiden.  Die 
<jerade  g  ist  durch  die  Aufgabe 
bestimmt;  von  ^  und  f^  ist  nur 
bekannt,  daß  sie  resp.  durch  die 
Punkte  6  X  c  =  4Sj  und  c  x  d^  S^  gehen  und  daß  ihr  Schnittpunkt 
^  auf  ^  liegt.  Zieht  man  daher  durch  S^  willkürlich  einen  Strahl 
/i-  so  erhält  man  den  zugehörigen  Brianchon' sehen  Punkt  als 
^-fiXg  und  die  Gerade  ^  als  FS^.  Sodann  sind  f^Xe  und 
/jXfl  die  fehlenden  Ecken  des  ßrianchon'schen  Sechsseites  und 
äre  V'erbindungslinie  f  eine  neue  Tangente  des  Kegelschnittes.  Der 
B«rühning8punkt  der  Tangente  a  wird  gefunden,  wenn  man  a  x  e 
fflit  S^  durch   die   Gerade  a^  und  deren  Schnittpunkt  auf  g  mit  S^ 


Fig.  211. 
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durch  «3  verbindet;  der  Schnittpunkt  02  X  a  ist  der  gesuchte  Be- 
rührungspunkt. Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  der  Berührungs- 
punkt von  e, 

817.    Unsere  Konstruktion  läßt  den  Satz  erkennen: 

Bewegen  sich  drei  Punkte  Fy  F^,  F^  je  auf  einer  Geraden 
(<7,  a,  e  in  Fig.  211),  indem  sich  zugleich  zwei  ihrer  Verbin- 
dungslinien /j  =  F^F  und  ^  =  i^i^j  um  feste  Punkte  (S^  und  S^ 
drehen,  so  umhüllt  die  letzte  Verbindungslinie  /*=  -^i^a 
einen  Kegelschnitt  A,  der  die  Bahnlinien  {a  und  e)  von  I\ 
und  F^  berührt. 

Dies  ergiebt  sich  auch  direkt;  denn  die  von  f^  und/3  beschrie- 
benen Strahlbüschel  sind  in  perspektiver  Lage  in  Bezug  auf  g  als 
Achse  der  Perspektivität  und  folglich  sind  die  von  F^  und  F^  gleich- 
zeitig durchlaufenen  Punktreihen  projektiv. 

318.  Aus  den  in  314  und  316  gegebenen  Konstruktionen  folgt, 
unmittelbar,  daß  auch  die  Umkehrungen  des  Pascal' sehen  und  des 
Brianchon'schen  Satzes  gelten: 

Die  Ecken  jedes  Pascarschen  Sechseckes  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt. 

Die  Seiten  jedes  Brianchon'schen  Sechsseites  berühren 
einen  Kegelschnitt. 

Durch  fünf  aufeinanderfolgende  Ecken  A^  JB,  C,  D,  E  eines  ge- 
gebenen Pascarschen  Sechseckes  AB  CD  FF  läßt  sich  nämlich  nur 
ein  Kegelschnitt  legen.  Der  Schnittpunkt  desselben  mit  der  vor- 
letzten Seite  FF  wird  nach  314  mittels  der  vier  ersten  Seiten  A£. 
BC,  CD,  BF  und  der  Pascal'schen  Geraden  gefunden  und  fallt  daher 
mit  der  letzten  Ecke  F  zusammen.  —  Eine  ganz  ähnliche  Schluß- 
weise ist  bezüglich  des  Brianchon'schen  Sechsseites  anzuwenden. 

319.  Die  Kegelschnitte  geben  —  als  Erzeugnisse  projektiver 
Strahlbüschel  und  Punktreihen  aufgefaßt  —  die  Hilfsmittel  zur 
Lösung  einiger  Aufgaben,  die  sich  auf  projektive  einförmige  Grund- 
gebilde mit  vereinigten  Trägern,  insbesondere  auf  involutorische 
Grundgebilde  in  der  Ebene  beziehen.  Diese  sollen  jetzt  besprochen 
werden. 

Um  nach  früheren  Sätzen  (siehe  192  u.  193)  in  zwei  projek- 
tiven Strahlbüscheln  mit  demselben  Scheitel  zu  einem  Strahle 
des  einen  den  entsprechenden  des  anderen  zu  konstruieren  und  ins- 
besondere die  einander  entsprechenden  Rechtwinkelpaare  zu 
finden,  bedarf  es  der  Herstellung  einer  Perspektiven  Lage  der  Büschel. 
Gleiches  gilt  von  zwei  projektiven  Punktreihen  auf  derselben 
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Geraden  bezüglich  der  EonstruktioD  entsprechender  Punkte  und 
speziell  der  Gegenpunkte  (siehe  189).  Unter  Zuhilfenahme  eines 
Kegelschnittes  wird  die  Überführung  der  Grundgebilde  in  eine  neue 
Lage  überflüssig.  Als  Hilfskegelschnitt  wird  man  zweckmässig  einen 
Kreis  wählen;  seine  Wahl  wird  ohnehin  da  geboten  sein,  wo  es  sich 
um  die  Konstraktion  entsprechender  rechter  Winkel  handelt.  Die 
inzugebenden  Methoden  lassen  aber  auch  die  Frage  nach  den  sich 
selbst  entsprechenden  oder  Doppelelementen  beantworten,  die  bei 
projektiven  Grundgebilden  mit  demselben  Träger  gerade  durch  ihre 
L'egebene  Lage  bestimmt  sind. 

$20«     Daß    zwei    auf   einer   Geraden  p  vereinigte   projektive 
Panktreihen  einen  Doppelpunkt  haben  können,  ist  ersichtlich;  denn 
man  braucht  ja  nur  eine  derselben  auf  ff  zu  verschieben,    bis  zwei 
gegebene  entsprechende  Punkte  sich  decken.   Daß  femer  den  beiden 
Reihen  nicht  drei  oder  mehr  Doppelpunkte  zukommen  können,  ohne 
daß  sie  sich  Punkt  für  Punkt  decken,  folgt  aus  190.    Demnach  sind 
nur  drei  Fälle  möglich:  Zwei  projektive  Punktreihen  auf  einer 
iTeraden    haben    entweder    keinen,    oder    einen   oder   zwei 
Doppelpunkte.     Welcher   dieser   Fälle   eintritt,    wird   durch   die 
fulgende        Konstruktion 
entschieden.    Werden  die 
kiden  Reihen    von  zwei 
sich  entsprechendenPunk- 
ten  in  entgegengesetztem 
Sinne     durchlauf en,      so 
müssen  sich  diese  Punkte 
auf  ihrem  Wege  zweimal 
begegnen.     Daher   folgt: 
Zwei    ungleichlau- 
fende        projektive 
Pnnktreihen  auf  einer 
ijeraden      besitzen 
stets     zwei      Doppel- 
elemente.   Von  projek- 
tiven   koncentrischen 
Strahlbüscheln  gilt 
ans   ähnlichen    Gründen 
dasselbe. 

•321.  Zwei  projektive  Strahlbüschel  mit  demselben 
Scheitel  S  seien  durch  die  sich  entsprechenden  Strahlen  a,  ä,  c 
und  «1,  ^j,  Cj   gegeben  (Fig.  212).   Man  lege  durch  S  einen  beliebigen 
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Bülfskreis  ä,  der  die  gegebenen  Strahlen  in  A,  B,  Cresp.  A^,  B^,  C\ 
schneiden  mag.  Die  Büschel  der  Strahlen,  welche  von  A^  nach 
den  ersten  drei  Punkten  und  von  A  nach  den  letzten  dreien 
gezogen  sind,  sind  mit  den  gegebenen,  folglich  auch  unter  sich  pro- 
jektiv und,  weil  der  ihnen  gemeinsame  Strahl  AA^  sich  selbst  ent- 
spricht, zugleich  perspektiv  gelegen.  Man  bestimme  ihre  Perspek- 
tivitätsachse  p  mittels  der  Punkte  AB^  x  A^B  und  AC^  x  A^C, 
Entsprechende  Strahlen  der  Büschel  A  und  A^  schneiden  den  Kreis 
k  in  Punkten,  die  mit  S  entsprechende  Strahlen  der  gegebenen 
Büschel  bestimmen.  Schneidet  daher  die  Achse  p  den  Hilfskreis  k 
in  den  Punkten  U  und  F,  so  sind  u  =  SU  und  v  =  SV  die  gesuchten 
Doppelstrahlen.  Dieselben  fallen  in  einen  zusammen,  wenn  p 
den  Hilfskreis  k  berührt;  es  existieren  keine  Doppelstrahlen,  wenn 
p  außerhalb  k  liegt. 

um  die  sich  entsprechenden  ßechtwinkelpaare  x,  y  und 
jTj,  yj  zu  finden,  bestimme  man  in  den  Perspektiven  Strahlbüscheln 
A  und  A^  die  sich  entsprechenden  rechten  Winkel  (nach  193)  mittels 
eines  zweiten  Hilfskreises  ä^  der  durch  A  und  A^  geht  und  dessen 

Centrum  Kq  auf  der  Achs  e 
p  liegt.     Die  fraglichen 
rechten     Winkel      sind 
B'  Z.  X^A^  i;  und  z.  X^A Y^, 

wenn  X^  und  J'^,  die 
Schnittpunkte  von  A^, 
und  p  bedeuten.  Schnei- 
den ihre  Schenkel  den 
Kreis  ä  resp.  inA",  J'und 
Aj,  J^,  so  sind  X  =  SX^ 
y  =  SY  und  oTj  =  SX^, 
yj  =  SY^  die  entsprechen- 
den Rechtwinkelpaare 
der  gegebenen  Strahl- 
büschel. 

322.     Sind     zwei 
projektive  Punkt- 
reihen auf  derselben 
^^  Geraden  g   durch   die 
sich  entsprechend  en 

Punkte  A,  Bj  C  und 
Jj,  J?i,  Cj  festgelegt  (Fig.  213),  so  wähle  man  einen  Hilfskreis  k, 
der  den  gemeinsamen  Träger  g  berührt  und  lege  aus  den  gegebenen 


B 


I  « 


0 


d 


^\ 


If 


\v 


/a. 


w^ 


■if^' 


Fig.  213. 


I>ie  KegdschniUe  als  Kreisprojektionen,  217 


Punkten  an  ihn  die  Tangenten  a,  b,  c  und  Oj,  b^,  Cj.  Die  Punkt- 
reihen A\  Bj  C  und  Ä\  B^y  C(^  welche  von  den  drei  ersten 
Tangenten  auf  a^  resp.  von  den  drei  letzten  auf  a  ausgeschnitten 
werden,  sind  mit  den  gegebenen  Reihen,  folglich  miteinander  pro- 
jektiT  und,  da  der  ihnen  gemeinsame  Punkt  Ä  sich  selbst  entspricht, 
zu^eich  perspektiv;  das  Centrum  0  der  Perspektive  wird  als 
jPjBj'  X  C(7j'  gefunden.  Die  aus  entsprechenden  Punkten  dieser 
Perspektiven  Reihen  an  k  gelegten  Tangenten  schneiden  auf  g  ent- 
sprechende Punkte  der  gegebenen  Reihen  aus.  Die  Koinzidenz 
tritt  ein  für  die  beiden  aus  0  an  den  Kreis  k  gelegten  Tangenten 
I  ond  9;  diese  schneiden  also  auf  g  die  gesuchten  Doppelpunkte 
äas.  Dieselben  fallen  in  einen  zusammen  wenn  0  auf  dem  Hilfs- 
kreise k  liegt,  sie  kommen  in  Wegfall,  wenn  0  im  Inneren 
desselben  liegt. 

Um  die  Gegenpunkte  G^  und  G^  der  gegebenen  Punktreihen 
zu  finden,  lege  man  an  den  Kreis  ä  die  zu  ^  parallele  Tangente  m?, 
bestimme  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  a  und  a^  die  Perspektiven 
Punkte  auf  a^  und  a  und  lege  aus  letzteren  die  Tangenten  an  A, 
welche  g  in  G^  «-esp.  G^  treffen. 

323.  Den  Punktreihen  auf  einer  Geraden  (Punktreihen  erster 
(Ordnung)  und  den  Strahlbüscheln  durch  einen  Punkt  (Strahlbüschel 
erster  Klasse)  stellt  man  die  Punktreihen  auf  einem  Kegel- 
schnitt (Punktreihen  zweiter  Ordnung)  und  die  Tangentenbüschel 
eines  Kegelschnittes  (Strahlbüschel  zweiter  Klasse)  gegenüber. 
Für  letztere  beiden  Arten  ebener  Gebilde  bildet  der  Kegelschnitt 
'iea  Träger. 

Zwei  Punktreihen  auf  einem  Kegelschnitt  heißen  pro- 
jektiv, wenn  sie  aus  einem  und  folgUch  aus  allen  Punkten  desselben 
durch  projektive  Strahlbüschel  projiziert  werden.  Ebenso  heißen 
zwei  Tangentenbüschel  eines  Kegelschnittes  projektiv, 
wenn  sie  auf  einer  und  mithin  auf  allen  Tangenten  desselben 
projektive  Punktreihen  ausschneiden.  Femer  nennt  man  zwei 
Panktreihen  oder  zwei  Tangentenbüschel  eines  Kegelschnittes  in- 
»olutorisch,  wenn  sie  mit  einem  beliebigen  Punkte  resp.  auf  einer 
beliebigen  Tangente  desselben  involutorische  Strahlbüschel  oder 
Panktreihen  bestimmen. 

324.  Nach  292  ist  die  von  einem  Punkte  Q  beschriebene 
Punktreihe  p  projektiv  zu  dem  von  seiner  Polare  q  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  k  gleichzeitig  durchlaufenen  Strahl- 
buschel  P.     Ist  nun  f  eine  Tangente  des  Kegelschnittes,  mithin  P 
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ihr  Berührungspunkt  und  sind  A\  £",  C,  .  .  .  Punkte  der  Reihe  jp, 
a',  b\  c,  .  .  .•  ihre  Polaren,  so  stimmen  die  Schnittpunkte  AyB^C,  ... 

der   letzteren    auf  k    überein    mit 

■ 

den  Berührungspunkten  der  durch 
die  ersteren  gezogenen  Tangenten 
a,b,c,  ...  (Fig.  214). 

Hieraus  folgt  der  Satz:  Sind 
zwei  Punktreihen  auf  einem 
Kegelschnitt  projektiv  (oder 
insbesondere  involutorisch),  so 
gilt  dasGleichevon  den  beiden 
Tangentenbüscheln,  deren  Be- 
rührungspunkte sie  bilden. 

325.  Es  seien  A  und  A^,  B 
und  5j,  C  und  C^.  .  .  .  Paare  ent- 
sprechender Punkte  in  einer  In- 
volution auf  dem  Kegelschnitte  k  (Fig.  215);  zwei  derselben  genügen, 
um  die  Involution  festzulegen  (vergl.237).  Die  vier  Punkte -4,^1,  C,  Cj 
des  Kegelschnittes  und  die  ihnen  involutorisch  entsprechenden  Punkte 

A^^  B^  Cy^j  C  bestimmen  mit 
^  je  einem  fünften  Punkte  des 

Kegelschnittes       projektive 
Strahlbüschel  und  dies  gilt 
auch     nach     Vertauschung 
der  Punkte  des  ersten  und 
letzten  Paares  der  zweiten 
Reihe.     Hiemach   sind    die 
Büschel    der    von   B    nach 
Ay  J?j,  Cj  Cj  und  der  von  A 
nach  J?,  ^j,  C,  C^  gezogenen 
Strahlen  projektiv  und,    da 
der  ihnen  gemeinsame  Strahl 
^   AB   sich   selbst   entspricht, 
perspektiv     gelegen.       Die 
Schnittpunkte       M  =^  B£^ 
X  AA^^  C,  C\   der  entspre- 
chenden Strahlen  liegen  auf 
einer  Geraden  (Perspektivi- 
BB^  j  CC^    gehen   durch   einen 
Punkt  M,     Es  besteht  also  der  Satz:  j 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  in  zwei 


Fig.  215. 

tätsachse)  oder    die   Geraden    AA^ 
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iDTolatorischen     ßeihen    auf    einem    Kegelschnitt    gehen 
durch  einen  Punkt  M,  den  Mittelpunkt  der  Involution. 


326,    Sind  nun  a,  a^,  bjb^j 


C,  Cj, 


die  Tangenten  des  Kegel- 


schnittes k  in  den  Punkten  Ä,  Ä^,  B,  B^,  C,  C^,  .  .  .  der  vorhin  be- 
trachteten Involution  y  so  bilden  sie  entsprechende  Strahlen  zweier 
inrolutorischer  Tangentenbüschel.  Zugleich  bilden  die  Schnittpunkte 
flX  flj,  3  X  &!,  c  X  Cj,  .  .  .  die  Pole  der  Verbindungslinien  ÄA^,  -SJ?j, 
(X\. ...  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Da  letztere  durch  einen 
Punkt  M  gehen,  liegen  erstere  auf  seiner  Polare  m\  daher  gilt 
der  Satz: 

Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  in  zwei 
in?olntorischen  Tangentenbüscheln  eines  Kegelschnittes 
liegen  auf  einer  Geraden  nij  der  Achse  der  Involution. 

327.  Eine  Strahleninvolution  am  Scheitel  8  sei  durch 
zwei  Paare  a  und  a^,  b  und  öj,  sich  doppelt  entsprechender  Strahlen 
gegeben.  Man  konstruiere:  erstens  zu  einem  gegebenen  Strahle 
c  den  entsprechenden  Cj,  zweitens  das  Paar  rechtwinkliger 
Strahlen,  drittens  die  Doppelstrahlen  der  Involution. 

Die  gegebenen  Strahlen  schneiden  einen  beliebig  durch  S  ge- 
legten Kreis  k  in  Punktepaaren  Ä  und  A^^  B  und  J?j  einer  Invo- 
lution auf  demKreise  (Fig.  216). 
Man  findet  den  Mittelpunkt  M 
der  Involution  als  AA^  X  BBy 
Schneidet  der  Strahl  c  den 
Kreis  in  C,  so  triflft  ihn  der 
zugehörige  Strahl  c^  in  C^,  wo  ^ 
^i  den  zweiten  Schnittpunkt 
der  Linie  MC  mit  k  bedeutet. 
Schneidet  femer  die  Verbin- 
dungslinie von  M  mit  dem 
Kreismittelpunkte  K  die  Punkte 
I  und  Jj  aus,  so  sind  x  =  SX 
und  Xj  =  8X^  die  sich  ent- 
sprechenden rechtwinkligen 
Skahlen.  Sind  endlich  U  und 
y  die  Berührungspunkte  der 
aus  M  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten  (oder  die  Schnittpunkte 
mit  der  Polare  m  von  if),  so  bilden  u  =  SU  und  v^SV  die  Doppel- 
strahlen der  Involution. 

828,    ESne  Involution  von  Punkten  auf  einer  Geraden^ 
sei  durch  zwei  Paare  A  und  A^,  B  und  B^  sich  doppelt  entsprechender 


t>». 


ax  c 


Fig.  216. 


220  Die  Kegelschnitte  als  Kreisprojektionen. 

Punkte  gegeben.  Man  bestimme:  erstens  zu  einem  gegebenen 
Punkte  C  den  entsprechenden  C^,  zweitens  den  Mittelpunkt 
und  drittens  die  Doppelpunkte  der  Involution. 

Man  lege  an  den  Träger  ff  der  Involution  einen  berührenden 
Kreis  ä;  seine  durch  die  gegebenen  Punkte  verlaufenden  Tangenten 
a  und  flj,  b  und  Äj  bestimmen  eine  Involution  von  Tangenten  (Fig.  217). 


.<p 


Fig.  217. 

Die  Achse  p  derselben  ergiebt  sich  als  Verbindungslinie  von 
^^  =  a  X  «1  mit  B^^^bxhy  Je  zwei  Tangenten  c  und  c^  des  Hilfs- 
kreises, die  sich  in  einem  Punkte  C^  der  Achse  p  treffen,  schneiden 
auf  ff  entsprechende  Punkte  C  und  C^  aus.  Der  zu  ff  parallelen 
Tangente  m^  entspricht  auf  gleiche  Weise  die  den  Mittelpunkt  M 
auf  ff  bestimmende  Tangente  m.  Endlich  entsprechen  die  Tangenten 
u  und  V  in  den  Schnittpunkten  des  Kreises  mit  der  Achse  p  sich 
selbst  und  bestimmen  daher  auf  ff  die  Doppelpunkte  der  Involution. 

S39,  Die  Konstruktion  der  Doppelelemente  in  zwei  vereinigt 
liegenden  projektiven  Punktreihen  oder  Strahlbüscheln  und  speziell 
in  zwei  involutorischen  Reihen  oder  Büscheln  dient  zur  Losung 
einiger  Aufgaben  über  Kegelschnitte,  die  hier  besprochen  werden 
sollen. 

Ein  Kegelschnitt  k  sei  durch  fünf  Punkte  Ä,  5,  (7,  D,  E 
gegeben,  es  sollen  seine  Schnittpunkte  mit  einer  gegebenen 
Geraden^  gefunden  werden.  Zwei  den  Kegelschnitt  erzeugende 
projektive  Strahlbüschel  sind  z.  B.  durch  die  von  Ä  und  B  nach 
den  Punkten  Cy  -D,  E  laufenden  Strahlen  gegeben;  sie  schneiden  die 
Gerade  g  in  zwei  projektiven  vereinigt  liegenden  Punktreihen  C^^B^yE^ 
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und  Cj,  i>2,  iFj,  deren  Doppelpunkte  U  und  V  zu  bestimmen  sind. 
Da  sich  in  diesen  Doppelpunkten  entsprechende  Strahlen  der  er- 
zeugenden Büschel  treffen,  so  gehören  sie  dem  Kegelschnitte  an,  bilden 
also  die  Losung  der  Auf- 
gabe. Letztere  erfordert 
es  nicht,  den  definierten 
Kegelschnitt  selbst  zu 
verzeichnen  (Fig.  218). 

330.  Analog  wird 
die  Aufgabe  behandelt: 
Aus  einem  gegebenen 
Punkte  S  an  einen 
durch  fünf  Tangenten 
<2,  ^,  c,  d,  e  bestimmten  Kegelschnitt  die  Tangenten  zu 
ziehen.  Die  Schnittpunkte  zweier  der  gegebenen  Tangenten,  z.  B. 
a  und  b,  mit  den  drei  übrigen,  c,  d,  e,  bilden  die  erzeugenden 
Punktreihen  und  bestimmen  mit  S  als  Scheitel  zwei  vereinigte  pro- 
jektiTe  Strahlbüschel,  deren  Doppelstrahlen  u  und  v  die  gesuchten 
Tangenten  sind.  Hier  wie  dort  können  sich  je  nach  der  Lage  von 
;/  oder  S  gegen  den  Kegelschnitt  zwei  getrennte,  zwei  vereinte  oder 
keine  Doppelelemente  als  Lösung  ergeben. 

331.  Die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Geraden  g  mit  dem 
Kegelschnitte  ABCDE  lassen  sich  auch  als  Doppelpunkte  der  auf 
7  bestimmten  Involution  harmonischer  Pole  konstruieren  und  ebenso 
die  aus  dem  gegebenen  Punkte  S  an  den  Kegelschnitt  abcde  ge- 
zt^enen  Tangenten  als  Doppelstrahlen  der  Involution  harmonischer 
Polaren  am  Scheitel  &  Die  erste  der  gedachten  Konstruktionen 
beruht  auf  der  Bestimmung  der  Polare  eines  gegebenen  Punktes 
iü  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ABCDE,  welche  im  Folgenden  an- 
gegeben werden  soll.  Sind  nämlich  P  und  Q  irgend  zwei  Punkte 
auf  g^  so  schneiden  ihre  Polaren  p  und  q  auf  g  die  harmonischen 
Pole  Pj  und  Q^  aus,  die  in  Verbinduug  mit  den  angenommenen 
Punkten  P  und  Q  die  zu  benutzende  Involution  bestimmen.  Die 
zweite  Konstruktion  führt  auf  die  Bestimmung  des  Poles  einer  ge- 
gebenen Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  abcde  zurück. 
Zieht  man  nämhch  durch  den  Punkt  S  zwei  Strahlen  p  und  q  und 
liestimmt  ihre  Pole  P  und  Q,  so  bestimmen  die  Verbindungslinien 
?i  =  PS  und  jj  =  QS  mit  p  und  q  die  Strahleninvolution ,  deren 
Doppelstrahlen  zu  suchen  sind. 

333.  Die  Polare  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  einen 
durch  fünf  Punkte  ABCDE  gegebenen   Kegelschnitt  k  wird 
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konstruiert,  indem  man  P  mit  zweien  der  Punkte,  etwa  A  und  J?, 
verbindet  und  auf  den  erhaltenen  Strahlen  die  zweiten  Schnitt- 
punkte  F  und   G  mit  k  aufsucht.     Letzteres   geschieht   mit   Hilfe 


Fig.  219. 

des  PascaFschen  Satzes  (vergl.  314).  Betrachtet  man  A  und  jP, 
H  und  G  als  zwei  Gegeneckenpaare  eines  vollständigen  Vierseits, 
so  bildet  die  Verbindungslinie  seiner  beiden  letzten  Gegenecken 
Q  und  B  die  Polare  p  des  Punktes  P  (Fig.  219). 

833.  Analog  konstruiert  man  den  Pol  einer  Geraden  p  in  Be- 
zug auf  einen  durch 
^  fünf      Tangenten 

abcde  bestimmten 
Kegelschnitt  k.  Man 
schneide  nämlich  p  mit 
zweien  der  Tangenten, 
etwa  a  und  e,  bestimme 
mittels  des  Brianchon'- 
schen  Satzes  (vergl.  316) 
die  fehlenden  beiden 
Tangenten  f  und  g  aus 
den  Schnittpunkten  und 
wähle  a  und  /J  e  und  g 
als  zwei  Gegenseitenpaare  eines  vollständigen  Vierecks.  Das  letzte 
Gegenseitenpaar  q  und  r  bestimmt  als  Schnittpunkt  den  gesuchten 
Pol  P  von  p,     (Fig.  220). 
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334.  Wenn  man  (nach  331)  zu  einem  in  gegebener  Richtung 
uDendlich  fem  liegenden  Punkte  P  die  Polare  p  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ABCJ)E  konstruiert,  so  bildet  p  einen  Durchmesser 
desselben.  Ist  femer  P^  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Durch- 
messers p  und  Pj  seine  Polare,  so  bestimmen  p  und  /?j  den  Mittel- 
punkt M  des  Kegelschnittes  und  bilden  konjugierte  Durch- 
messer. Zwei  Paa-re  konjugierter  Durchmesser  p  uud  p^,  q  und  q^ 
bestinunen  am  Scheitel  M  eine  Involution,  deren  Bechtwinkelstrahlen 
r,  V  die  Achsen  nnd  deren  Doppelstrahlen  u^v  die  Asymptoten 
des  Kegelschnittes  ergeben  (vergl.  298).  Hiemach  können  die  ge- 
genannten  Elemente  aus 
f&nf  gegebenen  Punkten 
eines  Kegelschnittes  kon- 
struiert werden,  ohne  daß 
dieser  selbst  vorher  ver- 
zeichnet werden  müßte. 

Die  erforderlichen  zwei 
Paare  konjugierter   Durch- 
messer werden  am  einfach- 
sten   folgendermaßen     ge- 
funden.    Man    konstruiere,  ^' 
ausgehend  von  den  fünf  gegebenen  Punkten  Ä,  B,  Cy  L,  E  den  zweiten 
Endpunkt  F  der  Kegelschnittsehne  ÄF\\  BC  und  ebenso  den  End- 
punkt G  der  Sehne  BG  \\  ÄE.     (Diese   Konstruktion,   bei   der   man 
sich  des   Pascal'schen   Satzes   bedienen   kann,   ist  in  Fig.  221  als 


Fig.  222. 

bereits  vollzogen  angenommen).  Von  den  Gegenseitenschnittpunkten 
der  Yervollständigten  Vierecke  ABCF  und  ABGE  liegen  jedesmal 
zwei  im  Endlichen,   einer   unendlich   fern.     Die  Verbindungslinien 
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der  beiden  erreichbaren  Gegenseitenschnittpunkte  bilden  zwei  Durch- 
messer p  und  q  und  bestimmen  den  Mittelpunkt  M  des  Kegel- 
schnittes; die  konjugierten  Durchmesser /^^  ^^^?i  haben  die  Richtung 
der  parallelen  Vierecksseiten  (vergl.  300). 

335.  Ist  der  Kegelschnitt  durch  fünf  Tangenten  o,  by  c,  d,  e 
gegeben,  so  findet  man  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  p  und  p^ 
und  damit  den^  Mittelpunkt  M  in  folgender  Weise.  Man  konstruiere 
mittels  des  Brianchon'schen  Satzes  zu  zweien  der  gegebenen  Tangeu- 
ten die  Paralleltangenten  des  Kegelschnittes,  etwa  f]\ayg\\e  (Fig.  222). 
Die  Diagonalen  des  entstehenden,  dem  Kegelschnitt  umgeschriebenen 
Parallelogramms  afge  bilden  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser 
-p  und  p^  (vergl.  800).  Aus  zwei  solchen  Paaren  können  wiederum 
die  Achsen  des  Kegelschnittes  und  —  falls  eine  Hyperbel  vorliegt 
—  die  Asymptoten  abgeleitet  werden. 

336,  Um  auf  einer  gegebenen  Geraden^  die  Involution 
harmonischer  Pole  des  Kegelschnittes  ABCJDE  zu  konstruieren, 
hat   man   zu  zwei   beliebigen  Punkten  P  und  Q  auf  g  die  Polaren 

p  und  q  nach  332 
*^i^^  zu  suchen.     Diese 

schneiden  g  in  den 
konjugierten  Polen 
Pj  und  Qj  zu  P  und 
Q  und  bestimmen 
andererseits  als 
Schnittpunkt  S  den 
Pol  von  g.  Die 
Doppelstrahlen  u 
und  V  der  Involu- 
tion harmoni- 
scher Polaren, 
die  durch  die  Paare 

ÄP  =  /7,,     ÄP,   =/. 

und5Q=9i,5Qi  =  y 
bestimmt  ist,  sind 
die  Tangenten 
desKegelschnit- 


--^ 


9 

Fig.  223. 

tes  in  seinen  Schnittpunkten  ü  und  V  mit  der  Geraden 
g  (Fig.  223).  Zur  Vereinfachung  der  Konstruktion  wählt  man  etwa 
P  auf  dem  Strahle  CD  und  q  auf  CB. 

Analog  kann  man   verfahren,   um  die  Involution  harmoni- 
scher Polaren  des  Kegelschnittes  abcde  an  einem  gegebenen 


Die  Kegelschnitte  als  Kreisprojektionen. 


225 


Scheitel  S  zu  konstruieren.  Man  erhält  zugleich  auf  der  Polare 
q  Ton  1$  die  inTolution  der  konjugierten  Pole.  Die  Doppelelemente 
bilden  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  aus  dem  Punkte  8  resp. 
die  Sdinittpunkte  mit  der  Geraden  g. 

337.  um  zu  entscheiden,  welcher  Art  Yon  Kegelschnitten  das 
Erzeugnis  zweier  gegebener  projektiver  Strahlbüschel  angehört^ 
beachte  man,  daß  ein  unendlich  femer  Punkt  des  Kegelschnittes 
nur  erhalten  wird,  wenn  zwei  entsprechende  Strahlen  der  Büschel 
einander  parallel  liegen.  Verschiebt  man  den  einen  Strahlbüschel 
4cli  selbst  parallel,  bis  sich  sein  Scheitel  mit  dem  des  anderen 
deckt,  so  kommen  auch  die  sich  entsprechenden  Parallelstrahlen 
m  Deckung.  Daher  folgt:  Zwei  projektive  Strahlbüschel 
in  schiefer  Lage  erzeugen  eine  Hyperbel,  Parabel  oder 
Ellipse,  je  nachdem  sie  durch  Parallelverschiebung  an 
einem  Scheitel  vereinigt  zwei  getrennte,  zwei  vereinte 
oder  keine  Doppelstrahlen  bestimmen.  Die  Anwendung  dieses 
Kriteriums  ist  nur  bei  gleichlaufenden  Büscheln  erforderlich;  zwei 
ongleichlaufende  Büschel  erzeugen  offenbar  stets  eine  Hyperbel. 

33S.  Zwei  projektive  Punktreihen  erzeugen  eine  Parabel,  wenn 
sich  ihre  unendlich  fernen  Punkte  entsprechen,  oder  wenn  sie  ähnlich 
sind,  denn  alsdann  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  als  Verbindungslinie 
entsprechender  Punkte  eine  Tangente  des  entstehenden  Kegelschnittes. 


Pig.  224.  Fig.  225. 

Zur  Bestimmung  eines  Kegelschnittes  seien  zwei  (nicht  ähnliche) 
^^^inktreihen  ff  und  h  gegeben.  Ihre  imendlich  fernen  Punkte  seien 
r  und  CTj ;  man  konstruiere  die  Gegenpunkte  U  und  F^ ,  sowie  die 
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dem  Schnittpunkte  {G^  =  H)  der  Träger  entsprechenden  Bertihrung$=; 
punkte  G  und  ff^  und  ziehe  durch  sie  die  Parallelen  h'  und  j^r' 
Ä"  und  ff"  resp.  zu  h  und  ^.  (Fig.  224  und  225).  Der  unendlicl 
ferne  Punkt  jeder  Reihe  ist  ein  äußerer  Punkt  des  Kegelschnitte  5 
(siehe  288),  denn  durch  F  gehen  die  Tangenten  ff  und  ff\  durcl: 
ü^  die  Tangenten  h  und  k\  Die  unendlich  ferne  Gerade  lieg^i 
außerhalb  des  yon  den  parallelen  Tangenten  gebildeten  Streifen  «f 
Da  nun  in  einem  Büschel,  dessen  Scheitel  außerhalb  des  Kegel- 
schnittes liegt,  die  schneidenden  Geraden  von  den  nicht  schneidenden 
durch  die  beiden  in  ihm  enthaltenen  Tangenten  getrennt  werden, 
so  schneidet  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Kurve  nicht,  wenn  di€ 
Sekante  ^"  zwischen  ff  und  ff'  (oder  A"  zwischen  h  und  ä')  liegt  und 
schneidet  sie  im  entgegengesetzten  Falle.     Daher  folgt: 

Zwei  projektive  Punktreihen  in  schiefer  Lage  erzeugen 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  in  einer  der  Reihen 
der  Berührungspunkt  zwischen  ihrem  Gegenpunkt  und 
ihrem  Schnittpunkt  mit  der  anderen  Reihe  liegt  oder  nicht. 
Eine  Parabel  entsteht,  wenn  der  Gegenpunkt  unendlich 
fern  liegt. 

Gesetz  der  Dualität  Reciprokalflguren  In  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schniti    Aufgaben  zweiten  Grades.    Imaginäre  Lösungen. 

339.  In  den  vorausgehenden  Entwickelungen  weist  die  öfters 
bemerkbare  paarweise  Gegenüberstellung  von  Sätzen  auf  ein  all- 
gemeines geometrisches  Gesetz  hin,  welches  die  ebenen  sowohl  wie 
die  räumlichen  Figuren  beherrscht:  das  Gesetz  der  Dualität. 
Seine  Bedeutung  besteht  darin,  daß  aus  jedem  synthetisch-geometri- 
schen Satze  sofort  ein  anderer  abgeleitet  werden  kann,  indem  man 
gewisse  sich  entsprechende  Begriffe  durcheinander  ersetzt.  Es  ninunt 
zwei  verschiedene  Formen  an,  je  nachdem  man  Figuren  in  der 
Ebene  oder  im  Räume  betrachtet. 

340.  In  der  Ebene  bilden  der  Punkt  und  die  Gerade 
die  sich  dual  entgegenstehenden  Begriffe,  weil  beide  für  die 
Zusammensetzung  der  ebenen  Gebilde  als  Elemente  betrachtet  werden 
können  und  weil  die  hierbei  allein  zur  Geltung  kommenden  Grund- 
gesetze: 

Zwei    Punkte    bestimmen  Zwei    Gerade    bestimmen 

eine  Gerade;  einen  Punkt; 

durch   die   Vertauschung  beider  Begriffe  auseinander  hervorgehen. 
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Demnach  entsprechen  allen  Punkten  einer  Geraden  (einer  Punkt, 
reihe)  aUe  Geraden  durch  einen  Punkt  (ein  Strahlbüschel),  einem 
Tollständigen  ebenen  Viereck  mit  seinen  sechs  Seiten  ein  vollständiges 
ebenes  Vierseit  mit  seinen  sechs  IScken,  einem  durch  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  zweier  projektiver  Büschel  erzeugten 
Kegelschnitt,  ein  von  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
zweier  projektiver  Reihen  umhüllter  Kegelschnitt,  einem  Pascal'schen 
Sechseck  ein  Brianchon'sches  Sechsseit,  u.  s.  f. 

S41.  Im  Kanme  bilden  der  Punkt  und  die  Ebene  dual 
entgegengesetzte  Begriffe,  die  gerade  Linie  entspricht  der 
geraden  Linie.  In  der  That  lassen  die  für  die  Zusammensetzung 
der  Kaumgebilde  aus  diesen  Elementen  geltenden  Grundgesetze  die 
Vertanschung  der  als  dual  bezeichneten  Begriffe  zu.   Es  sind  diese: 

Zwei    Punkte    bestimmen  Zwei    Ebenen    bestimmen 

eine  Gerade;  eine  Gerade; 

Drei    Punkte    bestimmen  Drei    Ebenen    bestimmen 

eine  Ebene,  wenn  sie  nicht  einen  Punkt,  wenn  sie  nicht 

auf  einer  Geraden  liegen;  durch  eine  Gerade  gehen. 

Einfache  Beispiele  dualer  Sätze  sind  die  folgenden: 

Beliebig  viele  Geraden  liegen  Beliebig  viele   Gerade   gehen 

in  einer  Ebene,   wenn  je  zwei  durch  einen  Punkt,  wenn  je  zwei 

einen,  aber  nicht  alle  denselben  eine,    aber  nicht    alle    dieselbe 

Pnnkt  gemein  haben;  Verbindungsebene  haben. 

Eine  gemeinsame  Sekante  Eine  gemeinsame  Sekante 
dreier  windschiefer  Geraden  ist  dreier  windschiefer  Geraden  ist 
die  Schnittlinie  der  Verbindungs-  die  Verbindungslinie  der  Schnitt- 
ebenen zweier  der  Geraden  mit  punkte  zweier  der  Geraden  mit 
einem  Punkte  der  dritten.  einer  Ebene  durch  die  dritte. 

348.  Dem  Gesetze  der  Dualität  sind  nur  die  Eigenschaften 
d^  Figuren  unterworfen,  welche  reine  Lagebeziehungen  ihrer 
Elemente  ausdrücken  und  folglich  durch  Projektion  nicht  zerstört 
werden  (projektive  Eigenschaften).  Die  an  den  Figuren  stattfindenden 
metrischen  Relationen  unterliegen  jenem  Gesetze  nicht,  weil  sie 
B^riffe  enthalten,  für  die  wir  dual  entgegengesetzte  nicht  haben. 
Dämlich  den  Begriff  der  Strecke  und  den  des  Winkels.  Beispiels- 
weise entspricht  zwar  der  Konstruktion  der  Doppelstrahlen  zweier 
iQTolntorischen  Büschel  (327)  durch  Dualität  die  Konstruktion  der 
Doppelpunkte  zweier  involutorischen  Reihen  (328),  aber  diese  Korre- 
spondenz erstreckt  sich  nicht  auf  die  Bestimmung  des  Bechtwinkel- 
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paares  der  Strahleninyolution  und  die  des  Mittelpunktes  der  Punkt- 
involution. 

343.  Duale  Figuren  einer  Ebene  können  im  Besonderen,  die 
eine  aus  der  anderen,  nach  einem  bestimmten  Gesetze  entstandeTi 
gedacht  werden;  man  bezeichnet  es  als  das  Gesetz  der  ßeci- 
procität  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  und  nennt  letzteren 
die  Direktrix  (den  Leitkegelschnitt)  der  Beciprocität.  Denkt 
man  sich  nämlich  zu  allen  Punkten  und  Geraden  einer  ebenen 
Figur  5i  die  Polaren  und  Pole  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Leit- 
kegelschnitt k  konstruiert,  so  bilden  diese  eine  duale  Figur  g^,  von 
der  man  rückwärts  auf  die  gleiche  Art  wieder  zur  A.usgangsfignr 
5j  gelangt,  g^  und  %^  heißen  polarverwandte  oder  Reciprokal- 
figuren  in  Bezug  auf  die  Direktrix  k.  Jeder  Punktreihe  der  einen 
Figur  entspricht  ein  mit  ihr  projektiver  Strahlbüschel  und  um- 
gekehrt (293);  projektiven  und  speziell  involutorischen  Reihen  der 
einen  Figur  entsprechen  projektive,  bezw.  involutorische  Büschel 
der  anderen,  u.  s.  f. 

344.  Als  Beispiel  fuhren  wir  an,  daß  man  die  drei  Eegel- 
schnittgattungen  als  Beciprokalfiguren  eines  Kreises  k^  in  Bezug 
auf  einen  anderen  Kreis  k  als  Direktrix  erhält.  Indem  man  sich  h^ 
durch  zwei  projektive  (kongruente)  Strahlbüschel  erzeugt  denkt,  er- 
giebt  sich  für  die  Beciprokalfigur  eine  Erzeugung  durch  zwei  pro- 
jektive   Punktreihen ; 

,Vx^  sie   ist    daher   jeden- 

,-?.  '\ '\  falls  ein  Kegelschnitt. 

'   !\ 'A  '^^                                 Es  entspricht  aber  dem 

'  '  ^             "                 Centrum  M  des  Leit- 

jky^/  '---^IK'  '"  V -J^*hL^  kreises  k   die   unend- 

^s     .x\    .  \       ..-^^rr^-^jt,  ^^^      iern^      Gerade 

"^v^'   \^'""*"7^'''  '/^      "-  \         seiner  Ebene  als  Po- 

■^^      ^    ^'^4  ''M\i  1:^      '4       ^^^®'    ^^^   Tangenten 
..«        ,  .-o  -,         ^^^     Kreises    Äj    aus 

dem  Centrum  M  ent- 
sprechen die  Schnitt- 

^         / ^^"\^  punkte  des  reciproken 

^\  Kegelschnittes  k^  mit 

p.    22g  der   unendlich  fernen 

Geraden  und  den  Be- 
rührungspunkten Ä  und  B  auf  k^  die  Asymptoten  a  und  b  von  A^, 
ferner  den  gemeinsamen  Tangenten  der  Kreise  k^  und  h  ihre  Be- 
rührungspunkte auf  k   als  Schnittpunkte  von  k   und  k^   (Fig.  226). 
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Man  folgert  hieraus,  daß  die  Reciprokalkurve  eine  Hyperbel,  Parabel 
oder  Ellipse  wird,  je  nachdem  das  Centrum  M  des  Leitkreises  k 
aoBerhalb,  auf  oder  innerhalb  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises 
k^  li^ 

S4o.  Eine  Konstruktion,  die  nur  gerade  Linien  benutzt, 
heifit  linear;  ihr  Resultat  ist  unzweideutig  bestimmt.  Bei  allen 
Aufgaben,  die  nur  eine  bestimmte  Lösung  zulassen,  darf  man  um- 
gekehrt stets  eine  lineare  Konstruktion  erwarten;  sie  heißen  Auf- 
gaben ersten  Grades.  Probleme  dagegen,  zu  deren  Lösung  ein 
Kegelschnitt  erforderlich  ist,  besitzen  im  allgemeinen  zwei  Lösungen 
und  heißen  Aufgaben  zweiten  Grades,  zu  ihrer  Konstruktion  be- 
dient man  sich  in  der  Regel  eines  Kreises.  Da  die  Gerade  und 
der  Kreis  die  einzigen  Gebilde  sind,  die  sich  unmittelbar  zeichnen 
lassen,  so  ist  klar,  daß  man  jede  kompliziertere  Aufgabe  auf  solche 
Tom  ersten  und  zweiten  Grade  zurückzuführen  suchen  muß.  Wir 
haben  uns  hier  nur  ndt  den  letzteren  zu  beschäftigen. 

346.  Für   alle   Probleme  zweiten  Grades   bilden  die  fol- 
genden zwei  die  Grundlage: 

die     Schnittpunkte     eines  die    Tangenten    an     einen 

Kegelschnittes  (Kreises)  mit  Kegelschnitt      (Kreis)      aus 

einer  gegebenen  Geraden  zu  einem  gegebenen  Punkte   zu 

bestimmen;  bestimmen; 

sie  stehen  einander  dual  gegenüber  und  lassen  sich  unter  einem  ge- 
meinsamen Gesichtspunkte  betrachten.  Ihre  Lösungen  bilden  näm- 
lich bezw. 

die  Doppelpunkte  der  In-  die  Doppelstrahlen  der  In- 
volution, welche  der  Kegel-  volution,  welche  der  Kegel- 
schnitt auf  der  gegebenen  schnitt  an  dem  gegebenen 
Geraden  bestimmt;  Punkte  bestimmt. 

Die  Fundamentalaufgabe  lautet  daher  in  allgemeinster  Fassung  so: 
Gegeben  sind  zwei  projektive  einförmige  Grundgebilde 
mit  demselben  Tiräger;  man  soll  ihre  Doppelelemente  kon- 
^t^nieren. 

347.  Denkt  man  sich  die  gegebenen  Gebilde  nach  analytischer 
Methode  durch  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  ihrer  Punkte 
«jder  Geraden  dargestellt,  so  wird  jedes  geometrische  Problem  ab- 
hängig von  der  Auflösung  gewisser  Gleichungen.  Die  uns  vor- 
liegenden Aufgaben  zweiten  Grades  im  Besonderen  fuhren  aul 
algebraische  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  reellen  Koeffizienten. 
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Die  drei  möglichen  Fälle,  daß  die  betreffende  Gleichung  zweiten 
Grades  zwei  reelle  verschiedene,  zwei  reelle  gleiche  oder  zwei  kon- 
jugiert imaginäre  Wurzeln  hat,  entsprechen  genau  denen,  wo  sich 
auf  konstruktivem  Wege  zwei  getrennte,  vereinte  oder  keine  die 
Aufgabe  befriedigenden  Elemente  finden  lassen.  Die  nicht  kon- 
struierbaren, sondern  nur  analytisch  definierten  Lösungen  werden 
aus  Zweckmäßigkeitsgründen  auch  in  der  synthetischen  Geometrie 
mitgezählt  als  imaginäre  geometrische  Elemente. 

Indem  wir  es  als  selbstverständlich  ansehen,  daß  die  beiden 
Lösungen  einer  Aufgabe  zweiten  Grades  reell  oder  konjugiert  imaginär 
sein,  bezw.  durch  Koincidenz  eine  besondere  reelle  Lösung  bestinunen 
können,  wird  es  überflüssig,  dies  bei  den  einzelnen  Sätzen  aus- 
drücklich hervorzuheben.     Wir  sagen  also  z.  B.: 

Je  zwei  projektive  einförmige  Grundgebilde  mit  einerlei 
Träger  bestimmen  zwei  Doppelelemente. 

Auf  jeder  Geraden  der  Durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  liegen  zwei  Punkte  Ebene  gehen  zwei  Tangen- 
eines  gegebenen  Kegel-  ten  eines  gegebenen  Kegel- 
schnittes. Schnittes. 

348.  Konstruktiv  sind  nur  reelle  geometrische  Elemente  ver- 
wendbar; wenn  trotzdepi  von  einer  Konstruktion  aus  imaginären 
Elementen  gesprochen  wird,  so  ist  dies  nur  eine  abgekürzte  Aus- 
drucksweise. Man  sieht  dann  nur  reelle  Elemente  als  gegeben  an, 
die  durch  ihre  Beziehung  zu  einander  die  imaginären  ersetzen. 

Zwei  konjugiert  imaginäre  Zwei  konjugiert  imaginäre 
Punkte  werden  durch  hin-  Strahlen  werden  durch  hin- 
reichend vi-ele  reelle  Punkte-  reichend  viele  reelle  Strah- 
paare  gegeben,  die  auf  der  lenpaare  gegeben,  die  andern 
reellen  Verbindungslinie  reellen  Schnittpunkt  zwei 
zwei  projektive  (involuto-  projektive  (involutorische) 
rische)  Punktreihen  mit  den  Strahlbüschel  mit  den  ge- 
gedachten Punkten  als  Dop-  dachten  Strahlen  als  Doppel- 
pelelementen  bestimmen.  elementen  bestimmen. 

Die  hierauf  sich  gründende  Ausdrucksweise  bietet  außer  ihrer 
Kürze  den  weiteren  Vorteil,  daß  der  Zusammenhang  gewisser  Sätze 
untereinander  deutlicher  erkennbar  wird.  Die  Vergleichung  der 
nachfolgenden  Sätze  und  ihrer  dualen  mit  den  in  306  und  308  ge- 
gebenen liefert  Beispiele  hierfür. 

349.  Ein  Kegelschnitt  ist  konstruierbar  aus  drei  reellen 
Punkten  Ä^  B,  C  und  zwei  konjugiert  imaginären  (d.  h.  der 
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gleichlaufenden  Involution  seiner  harmonischen  Pole  J^iyJ^i 
und  .£^19 -i^,  auf  einer  Geraden  p). 

Man  bestimme  einen  Punkt  S  der  Ebene  so,   daß  die   durch 
die  Paare  J)^^  D^  und  £^f  E^  auf  der  Geraden  g  gegebene  Involution 
harmonischer   Pole   aus   8  durch    eine   Involution    rechter   Winkel 
projiziert  wird.     Dies   geschieht  mit  Hilfe  zweier  Ejreise,  die  über 
den  Durchmessern  D^O^  ^^^  ^\^%   geschlagen  werden  (Fig.  227). 
Schneidet  man  femer 
die  Strahlen  AB  und 
AC  mit  g  in  -B^  resp. 
C^  und  sind  B^  resp. 
(.\  die   harmonischen 
Pole  dieser  Punkte,  so 
bestimmen  die  Strah- 
len B^B  und  C^C  den 


zweiten  Schnittpunkt  ^ 
A'  der  durch  Ä  gehen- 
den harmonischen  Po- 
lare Ä  zu  ^  (vergl.  292). 
Die  Verbindungslinien 
irgend  zweier  harmo- 
nischer Pole  (i>i  und 


Fig.  227. 


Dj,  E^  und  ^2,  .  .  .)  mit  A  und  Ä  (oder  mit  Ä  und  A)  ergeben  neue 
Pnnkte  {B  und  iX,  E  und  E\  .  .  .)  des  gesuchten  Kegelschnittes. 
Die  Punkte  A,  B,  C,  B,  E,  ...  bilden  mit  A\  ff,  C\ B,E'  ...  eine 
Involution  auf  dem  Kegelschnitt,  deren  Achse  g  und  deren  Mittel- 
punkt ihr  Pol  G  ist  (325,  326). 

Das  Prinzip  der  Dualität  ergiebt  unmittelbar  die  Lösung  des 
Problems*..  Aus  drei  reellen  Tangenten  a,  ä,  c  und  zwei  kon- 
jugiert imaginären  (d.  h.  der  gleichlaufenden  Involution 
seiner  harmonischen  Polaren  an  einem  gegebenen  Scheitel 
S)  einen  Kegelschnitt  zu  konstruieren. 

350.  Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  einen  reellen 
und  zwei  Paare  konjugiert  imaginärer  Punkte  (die  durch 
die  gleichlaufenden  Involutionen  harmonischer  Pole  auf 
zwei  Geraden  g  und  h  vertreten  werden). 

In  jeder  der  Geraden  g  und  h  müssen  zwei  Paare  harmonischer 
Pole  gegeben  sein.  Es  seien  B^  und  B^  auf  g,  C^  und  C^  auf  h 
liannonische  Pole;  wir  nehmen  femer  an,  daß  zu  dem  Schnittpunkte 
f=g  X  h  der  harmonische  Pol  Q^  auf  g  und  R^  auf  h  bekannt  sei. 
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Dann  ist  /?  =  Qi^i  die  Polare  von  P  (Fig.  228).  Können  die  Schnitt-, 
punkte  Q  und  H  von  p  mit  dem  Kegelschnitte  angegeben  werden,  so 
ist  unser  jetziges  Problem  auf  das  vorige  zurückgeführt.  Ist  nun  A  der 
gegebene  reelle  Punkt  des  Kegelschnittes ,  so  schneiden  die  Strahlen 

AQ  =  q  und  AR  =  r 
A  sowohl  auf  ff  als   auf 

h    harmonische    Pole 
aus;    q    und    r     ent- 
sprechen   daher     ein- 
ander gleichzeitig    in 
zwei     Strahleninvolu- 
tionen  an   demselben 
Scheitel  A,  von  denen 
die  eine  die  auf  ^r  ge- 
gebene Involution,  die 
andere     die     Involu- 
tion  auf  h  projiziert. 
Man  konstruiert  diese 
Strahlen  p  und  q  mit 
Hilfe      irgend     eines 
Kreises  durch  Aj  auf 
welchem  die  genannten 
Strahleninvolutionen 
zwei    Punktinvolutio- 
nen bestimmen;  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  letzteren 
(325)  schneidet  den  Ejreis  in  den  nämlichen  Punkten  wie  p  und  q. 
Durch  das  Dualitätsprinzip  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz: 
Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  eine  reelle  und 
zwei  Paare  konjugiert  imaginärer  Tangenten  (die  durch  die 
gleichlaufenden  Involutionen  harmonischer  Polaren  an  zwei 
Scheiteln  S  und  T  vertreten  werden). 

351.  Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  einen  reellen 
Punkt  A  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Punkte  mit  den 
zugehörigen  konjugiert  imaginären  Tangenten.  Zur  Be- 
stimmung der  imaginären  Elemente  denke  man  sich  eine  reeUe 
Gerade  ff  und  ihren  Pol  G  gegeben  und  überdies  entweder  die  gleich- 
laufende Involution  der  harmonischen  Pole  des  Kegelschnittes  auf 
ff  oder  die  seiner  Polaren  am  Scheitel  G.  Von  diesen  Involutionen 
bestimmt  nämlich  eine  die  andere,  weil  sie  perspektiv  sind. 

Ist  ff  der  Schnittpunkt  der  Geraden  AG  mit  ff  (Fig  229),  so 
wird   deren  zweiter  Schnittpunkt  A'  als  der  zu  A  in  Bezug  auf  (/ 


Fig.  228. 
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und  G'  harmonisch  liegende  leicht  gefunden.     Sind  femer  JS^  und 
By  C^  und  C^y  .  .  .   Punktepaare  der  Involution  auf  y,   so    sind 


Fig.  229. 

B=iB^xA'B^j  b=^äb^xj:b^,  C=^äC^XÄC^,  C=AC^XÄ'C^,  . . . 

iieue  Ponkte  des  gesuchten  Kegelschnittes. 

852.  Wenn  eine  Strahleninvolution  zwei  Paare  rechtwinkliger 
Strahlen  enthält,  so  ist  sie  eine  Involution  rechter  Winkel.  Denn 
seimeidet  man  mit  den  gegebenen  Strahlen  auf  einem  durch  den 
Scheitel  gelegten  Hilfskreise  Paare  einer  Punktinvolution  aus,  so 
eigiebt  sich  als  Mittelpunkt  der  letzteren  der  Kreismittelpunkt  (und 
&iä  Achse  die  unendlich  ferne  Gerade).  Jeder  Durchmesser  bestimmt 
ein  neues  Punktepaar  auf  dem  Kreise  und  das  zugehörige  Strahlen- 
I»tf  schließt  wieder  einen  rechten  Winkel  ein. 

Betrachtet  man  irgend  zwei  Bechtwinkelinvolutionen  in  derselben 
Ebene,  so  liegt  zu  jedem  Strahlenpaare  der  einen  ein  Strahlenpaar 
der  anderen  parallel,  oder  beide  bestimmen  auf  der  unendlich  fernen 
ijeraden  dieselbe  gleichlaufende  Punktinvolution.  Die  imaginären 
Doppelstrahlen  zweier  Bechtwinkelinvolutionen  sind  daher  parallel,  sie 
gehen  durch  dieselben  beiden  imaginären  Punkte  der  unendlich  fernen 
Geraden,  die  Doppelpunkte  der  gedachten  Punktinvolution.  Man 
bezeichnet  diese  als  die  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene  und 
2var  deshalb,  weil  sie  auf  allen  Kreisen  der  Ebene  liegen.  In  der 
That  bilden  alle  rechten  Winkel  mit  einerlei  Scheitel  die  Involution 
«ier  konjugierten  Durchmesser  für  jeden  um  den  Scheitel  als  Centrum 
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beschriebenen  Ejreis  und  die  imaginären  Doppelstrahlen  sind  die 
Asymptoten  der  Ejreise  oder  die  Tangenten  in  ihren  unendlich  fernen 
Punkten. 

353.  Wenn  man  beachtet,  daß  alle  Kreise  einer  Ebene  dnrch 
die  imaginären  Ereispunkte  derselben  gehen,  so  erscheinen  die  beiden 
nachfolgenden  Sätze  als  Spezialfälle  des  Satzes  in  306. 

Drei  reelle  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen, 
oder  ein  reeller  Punkt  und  zwei  konjugiert  imaginäre  be- 
stimmen einen  Ereis.  Wir  geben  f&r  den  zweiten  Fall  noch  die 
Konstruktion  des  Kreises  an.  Es  sei  Ä  der  gegebene  reelle  Punkte 
^1  und  ^j,  Cj  und  C^  Paare  harmonischer  Pole  des  Ejreises  auf 
der  reellen  Geraden  ff.  Zieht  man  durch  den  Schnittpunkt  5  der 
über  den  Durchmessern  ^j^a  ^^^  ^1^2  geschlagenen  Kreise  die 
Senkrechte  zu  ff,  so  bestimmt. sie  den  Mittelpunkt  Jf  der  Involution 
auf  ff  und  bildet  als  Polare   des   unendlich   fernen  Punktes   von  ff 

einen  Durchmesser  des  ge- 
suchten Kreises.  Es  kommt 
also  nur  darauf  an,  die  End- 
punkte D  und  E  dieses  Durch- 
messers zu  finden.  Projiziert 
man  die  Punktepaare  B^  und 
jBj  ,  C^  und  C^  aus  Ä  auf  einen 
durch  Ä  gelegten  ELilfskreis  A, 
so  ergiebt  sich  eine  Involution 
auf  dem  Kreise,  deren  Mittel- 
punkt N  sei.  Eine  zweite  In- 
volution auf  dem  Hilfskreise 
wird  durch  die  rechten  Winkel 
;.','•'  am  Scheitel  Ä  bestimmt:   ihr 


Fig.  280. 


Mittelpunkt  ist  mit  dem  Kreis- 
centrum K  identisch.  Das 
beiden  gemeinsame  Punkte- 
paar  X  und  Y  bildet  die  Endpunkte  des  Durchmessers  K^  und 
wird  aus  Ä  in  die  gesuchten  Punkte  D  und  £  auf  SM  projiziert 
(vergl.  350). 

364.  Es  seien  zwei  Involutionen  von  Punkten  (oder  Tangenten) 
eines  Kegelschnittes  k  gegeben.  Sind  M  und  M*  ihre  Mittelpunkte 
(325),  m  und  m'  deren  Polaren,  also  die  Achsen  der  Involutionen, 
so  bestimmt  tn  auf  k  die  Doppelpunkte  der  einen,  rn  die  der  anderen 
Involution  und  die  Gerade  MÄT  das  beiden  gemeinsame  Punkte- 
paar.    Letzteres  wird  imaginär,  wenn  die  Gerade  MAf  den  Kegel- 
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schnitt  nicht  schneidet^  also  wenn  ihr  Pol  tn  x  m'  ein  innerer  Punkt 
ist  In  diesem  Falle  aber  hat  jede  der  Involutionen  ein  reelles 
Doppelpnnktepaar  und  die  Punkte  des  einen  trennen  die  des  anderen. 
Dieses  Ei^ebnis  überträgt  sich  auf  Paare  von  Punktinvolutionen  auf 
einer  Geraden  oder  von  Strahleninvolutionen  an  einem  Scheitel, 
denn  am  an  ihnen  die  entsprechenden  Konstruktionen  auszuftihren 
moB  man^  wie  oben  gezeigt  wurde,  zu  Involutionen  auf  einem  Hilfs- 
kegelschnitte übergehen.    Daher  gilt  allgemein  der  Satz: 

Zwei  Involutionen  auf  demselben  Träger  haben  ein 
Elementenpaar  gemeinsam,  welches  reell  ist,  sobald  nicht 
beide  Involutionen  reelle  Doppelelemente  haben,  die  ein- 
ander wechselseitig  trennen;  in  letzterem  Falle  ist  das  ge- 
meinsame Paar  imaginär.  Im  Besonderen  können  die  beiden 
Inrolntionen  ein  Doppelelement  gemein  haben.  Das  ge- 
meinsame Paar  liegt  zu  den  Doppelelementen  beider  In- 
solationen harmonisch. 

Perspektive  Kegelschnitte.    Gemeinsame  Elemente  zweier  Kegel- 
schnitte.   BQschel  und  Scharen  von  Kegelschnitten. 

$55«  Liegen  zwei  Kegelschnitte  einer  Ebene  k  und  k^ 
perspektiv,  so  bestimmen  beide  an  dem  Centrum  0  der 
Perspektive  dieselbe  Involution  harmonischer  Polaren  und 
auf  ihrer  Achse  a  dieselbe  Involution  harmonischer  Pole. 
Denn  bei  der  gedachten  Centralkollineation  entsprechen  die  Strahlen 
doich  0  und  die  Punkte  auf  a  sich  selbst  und  zugleich  gehen  har- 
monische Polaren  oder  Pole  des  Originalkegelschnittes  in  harmonische 
Polaren  oder  Pole  seines  Bildes  über. 

S56.  umgekehrt  gelten  fiir  zwei  gegebene  Kegelschnitte  einer 
Ebene  die  folgenden  dualen  Sätze: 

Bestimmen  zwei  Kegel-  Bestimmen  zwei  Kegel- 
schnitte k  und  h^  an  einem  schnitte  k  und  k^  auf  einer 
Scheitel  O  dieselbe  Involu-  Geraden  a  dieselbe  Involu- 
tion harmonischer  Polaren,  tion  harmonischer  Pole,  ist 
iät  ferner  eine,  und  folglich  ferner  ein,und  folglich  jeder 
jede  durch  0  gezogene  Se-  äußere  Punkt  von  k  auf  a 
kante  von  k  gleichzeitig  Se-  gleichzeitig  äußerer  Punkt 
kante  von  A^,  so  bildet  0  das  von  A^,  so  bildet  a  die  Achse 
Centrum  zweier  Projek-  zweier  Projektionen  mit  den 
üonen  mit  den  Achsen  a  und  Centren  0  und  ff,  die  k  in  k^ 
a\  die  k  in  k^  überführen.  überführen. 
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357.  Es  seien  o  und  o^  die  Polaren  des  Punktes  0  bezüglic! 
k  und  k^  und  M  ihr  Schnittpunkt.  In  der  beiden  Kegelschnitte: 
gemeinsamen  Involution  harmonischer  Polaren  am  Scheitel  O  ent 
spricht  dem  Strahle  OM  ein  Strahl  m,  der  für  beide  Kurven  di 
Polare  des  Punktes  M  büdet.  Sind  P,  F,  P^ ,  P/  die  Schnittpunkt 
eines  durch  0  gezogenen  Strahles  (in  Fig.  231   ist  der  Einfachhei 


<' 


Fig.  231. 

wegen  m  als  solcher  gewählt)  mit  k  und  k^,  so  kann  entweder  P 
oder  P'  dem  Punkte  Pj  entsprechen.  Liegen  femer  auf  o  und  o^ 
die  Punkte  Q  und  Q^  mit  0  in  gerader  Linie,  so  müssen  diese 
einander   und   endlich   der  Punkt  M  sich  selbst  entsprechen.     Ist 

iZ  =  P§  X  PiQi,  i^  =  P'§  X  Pi9i>  so  ergeben  sich  zwei  Central- 
projektionen  mit  dem  Centrum  0  und  den  Achsen  a  =  ME  und 
a  =  J!fi2',  je  nachdem  man  die  Punkte  M,  P,  Q  oder  Jlf,  P',  Q  den 
Punkten  JHf,  P^ ,  Q^  entsprechen  läßt.  Bei  jeder  dieser  Koliineationen 
geht  ein  reeller  Punkt  (P  oder  P')  von  k  in  einen  Punkt  von  Aj 
über,    fernen    gehen    die    gemeinsamen    (reellen    oder    imaginären) 
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Tangenten  aus-  dem  Gentrum  0  (als  Doppelelemente  der  gemein- 
samen PolareninTolution)  in  sich  über  und  endlich  entsprechen  sich 
deren  anf  o  und  o^  gelegene  Berührungspunkte  Tund  T^^  Umxd  U^. 
Da  die  Elemente  P  (oder  P'),  tj  ti,  Tj  U  den  Kegelschnitt  ä,  die 
Omen  entsprechenden  P^ ,  t,  u,  T^ ,  U^  den  Kegelschnitt  k^  vollständig 
bestimmen,  so  geht  der  eine  aus  dem  anderen  durch  jede  der  beiden 
Kollineationen  hervor.  —  Hierdurch  ist  der  erste  Teil  des  obigen 
Doppelsatzes  bewiesen;  der  Beweis  des  zweiten  Teiles  ergiebt  sich 
X1&  dem  Prinzip  der  Dualität. 

858.  Sind  S  und  q  (Fig.  231)  die  Schnittpunkte  von  o  mit 
den  Str&hlen  m  und  RR,  so  ist  OSPF  eine  harmonische  Reihe  und 
ebenso  Q^QfRR,  weil  sie  mit  der  vorigen  aus  dem  Centrum  Q  per- 
>pektiT  hegt.  Hieraus  folgt,  daß  a  und  a  zu  6  und  o^  harmonisch 
liegen.  Umgekehrt  ergeben  sich  zur  Achse  a  zwei  Kollineations- 
centra  0  und  (7  auf  m,  welche  die  Pole  Ä  und  A^  von  a  in  Bezug 
aaf  beide  Kegelschnitte  harmonisch  trennen.  Von  den  beiden  zum 
Centnim  (/  gehörigen,  in  M  sich  schneidenden  Kollineationsachsen 
i<  eine  mit  a  identisch;  daß  die  andere  mit  a  zusammenfällt  er- 
kennt man  folgendermaßen.  Jede  Kollineationsachse  trägt  zwei 
*reeDe  oder  imaginäre)  Schnittpunkte  von  k  und  k^.  Sollen  drei 
solche  Achsen  durch  einen  reellen  Punkt  M  gehen,  so  müßte  dieser 
ein  Schnittpunkt  von  k  und  k^  sein  und  auf  jeder  der  drei  Achsen 
noch  ein  weiterer  reeller  Schnittpunkt  liegen.  Da  aber  dem  Punkte 
X  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  dieselbe  Polare  m  zukon^mt, 
^  müßten  diese  im  gemeinsamen  Punkte  M  zugleich  dieselbe  Tangente 
R  blitzen,  d.  h.  k  und  k^  würden  zusammenfallen. 

359.    Aus  der  Verbindung  der  Sätze  in  256  folgt  hiemach: 

Jedes  der  beiden  Centren  0  und  (/  kann  mit  jeder  der 
beiden  Achsen  a  und  a  kombiniert  werden,  so  daß  sich 
ner  Eollineationen  ergeben,  die  k  in  k^  überführen.  Die 
Achsen  a  und  a  liegen  harmonisch  zu  den  Polaren  von  0 
and  2u  denen  von  (7,  die  Centren  0  und  (7  liegen  harmo- 
nisch zu  den  Polen  von  a  und  zu  denen  von  a  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte.  Der  Achsenschnittpunkt  jlf  und 
die  Verbindungslinie  m  der  Centren  entsprechen  sich  als 
Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  zugleich. 

Die  Centra  0  und  C/  bilden  zwei  Gegenecken  eines  beiden  Kegel- 
^<^tten  gemeinsam  umschriebenen  Vierseits  tufu,  dessen  Seiten 
reell  oder  imaginär  sein  können.  Ebenso  bilden  die  Achsen  a  und 
^  zwei  Gegenseiten  eines  beiden  Kegelschnitten  gemeinsam  einge- 
schriebenen Vierecks. 
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360.  Vier  Punkte  einer  Ebene  bestimmen  mit  jedem  beliebigen 
fünften  Punkte  einen  Kegelschnitt.     Man  sagt  daher: 

Durch Yier6randpiinkte^,^,(7yi>  einer  Ebene, Ton  denen 
keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  gehen  unendlich  Tiele 
Kegelschnitte;  die  Gesamtheit  derselben  heißt  ein  Kegel- 
schnittbüschel. Je  nachdem  vier  reelle  Grundpunkte  oder 
zwei  reelle  und  ein  Paar  konjugiert  imaginärer  oder  zwei 
Paare  imaginärer  gegeben  werden,  ergeben  sich  drei  ver- 
schiedene  Arten  von  Kegelschnittbüscheln.  Je  zwei  Kegel- 
schnittbüschel gleicher  Art  können  in  Perspektive  Lage 
gebracht  werden,  weil  dies  von  ihren  Grundpunkten  gilt. 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  bedarf  keines  Beweises  für  den  Fall, 
daß  alle  Grundpunkte  reell  sind  (vergl.  201).     Es  ist  nur  zu  zeigen, 
daß  jedes  ebene  Viereck  mit  zwei  reellen  und  zwei  konjugiert  ima- 
ginären   Ekiken    oder    mit    zwei 
Paaren     konjugiert     imaginärer 
Ecken  in  jedes   andere   Viereck 
derselben  Art  projiziert  werden 
kann.    Jedenfalls  hat  das  Viereck 
zwei  reelle  Seiten  ff  und  A,  welche 
reelle  oder  konjugiert  imaginäre 
Ecken  verbinden.  Letztere  werden 
durch   zwei   Paare   einer   gleich- 
laufenden   Punktinvolution    ver- 
treten,   etwa  Ay  Ä   und  B^  B 
(Fig.  232).   Ist  nun  S  ein  Schnitt- 
punkt der  Kreise  über  den  Durch- 
messern ÄÄ  und  BB y  so  schnei- 
den  je    zwei   Strahlen,    die    am 
Scheitel  8  einen  rechten  Winkel 
bilden  auf  dem  Träger  der  Invo- 
lution Funktepaare  derselben  aus. 
Sei  H  der  Schnittpunkt  der  reellen 
Seiten  ^,   h   des   vorgelegten  Viereckes,   so   bestimme   man   zu  E 
den    entsprechenden  Punkt  E'    und    zu   beiden    das    harmonische 
Punktepaar  F^  F*  derselben  Involution  durch  die  Strahlen,   welche 
den  Winkel  ESE'  und  seinen  Nebenwinkel  halbieren.    Verfährt  man 
in  dem  Viereck,    welches  dem  gegebenen  entsprechen  soll,    ajialog 
und  werden  die  Punkte   desselben,    welche   den  gezeichneten   ent- 
sprechen, durch  dieselben  Buchstaben  mit  dem  Index  1  bezeichnet, 
so   hat  man   das  Viereck  CD  FF  mit  dem  Viereck  C^D^F^Fy    per- 


Fig.  282. 
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spektiT  zu  legen  (201),  wobei  £  und  E^  als  Gegenseitenschnittpunkte, 
E'  und  E^'  als  ihre  zugeordneten  harmonischen  Punkte  in  Bezug 
auf  zwei  Ecken  ineinander  tLbergehen.  Wenn  aber  zwei  Punkte- 
l^iare  einer  Involution  in  solche  der  zugeordneten  Involution  über- 
gehen,  so  gilt  dies  von  den  Involutionen  selbst  (und  von  ihren  ima- 
ginären Doppelelementen). 

361.  Das  DiagonaldreieckZJfA^des  alleuKegelschnitten 

eines  Büschel  gemein- 
sam eingeschriebenen 
Viereckes  ABCD  ist  ein 
allen  gemeinsames  Po- 
lardreieck (vergL  287). 
Dasselbe  ist  reell,  wenn  alle 
Grundpunkte  reell  sind  (Fig. 
233).  Ist  letzteres  nicht  der 
Fall,  so  hat  es  wenigstens 
eine  reelle  Ecke  Z,  nämlich 
den  Schnittpunkt  der  beiden 
reellen  Seiten  des  Viereckes 
jtjg  233.  ABCD    und    folglich    auch 

eine  reelle  Seite  /,  die  die- 
sem Punkte  als  Polare  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels 


Fig.  234. 

entspricht   (Fig.  234).     Der   Schnittpunkt   P  von  /  mit   der   Seite 
AS=zg  liegt  mit  1  harmonisch  zu  A  und  B\   oder  P,  L  ist  ein 
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Punktepaar  der  Involutioii  barmonischer  Pole  auf  ff.  Ebenso  bildet 
der  Scbnittpunkt  Q  von  /  mit  der  reellen  Verbindungslinie  h  der 
konjugiert  imaginären  Grundpunkte  C  und  J)  mit  L  ein  Punkte- 
paar der  Involution  barmoniscber  Pole  auf  h  und  ist  hieraus  kon- 
struierbar. 

863.  Vier  Grundstrahlen  a,b,c,d  einer  Ebene,  von  denen 
keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  werden  von  unend- 
lich vielen  Kegelschnitten  berührt;  die  Gesamtheit  der- 
selben heißt  eine  Kegelschnittschar.  Je  nachdem  vier 
reelle  Grundstrahleji  oder  zwei  reelle  und  ein  Paar  kon- 
jugiert imaginärer  oder  zwei  Paare  imaginärer  gegeben 
werden,  ergeben  sich  drei  verschiedene  Arten  von  Kegel- 
schnittscharen. Je  zwei  Kegelschnittscharen  gleicher  Art 
können  in  Perspektive  Lage  gebracht  werden,  weil  dies 
von  ihren  Grundstrahlen  gilt. 

Das  Diagonaldreiseit  Imn  des  allen  Kegelschnitten  der 
Schar   gemeinsam    umschriebenen    Vierseits    abcd   ist    ein 


Fig.  235. 

allen  gemeinsames  Polardreiseit  (287).  Dasselbe  ist  reell  bei 
reellen  Grundstrahlen  (Fig.  235)  und  hat  wenn  diese  teilweise  oder 
sämtlich  imaginär  sind,  wenigstens  eine  reelle  Ecke  und  eine 
reelle  Seite. 

Die  zu  diesen  Sätzen  gehörigen  Beweise  und  Konstruktionen 
ergeben  sich  aus  den  vorigen  mittels  des  Prinzipes  der  Dualität. 
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368,  Sind  die  vier  Grundpunkte  eines  Kegelschnittbüschels 
imaginär,  also  durch  je  zwei  Punktpaare  A,  A^  und  Bj  B^  bezw. 
f,  r,  und  J9,  -Dj  gleichlaufender  Involutionen  auf  den  Geraden  g 
nnd  h  gegeben,  so  hat  das  gemeinsame  Polardreieck  drei  reelle 
Ecken.    Eine  derselben,  J/,  liegt  in  dem  Schnittpunkte  y  X  h.     Aus 


^^f 


--tu^-" 


Fig.  236. 

den  beiden  anderen,  1  und  N^  müssen  sich  die  auf  g  und  h  ge- 
gebenen Involutionen  ineinander  projizieren.  Man  konstruiert  daher 
in  der  Involution  auf  g  den  Punkt  M^ ,  der  M  entspricht  und  das 
Paar  P,  Pj,  das  zu  JJf,  M^  harmonisch  liegt;  ebenso  in  der  Involu- 
tion auf  h  den  entsprechenden  Punkt  M^  zu  M  und  das  mit  if,  M^ 
harmonische  Paar  P',  P/  (vergl.  360).  Die  Linien  PP'  und  P^P^ 
bezw.  PP^  und  P^P'  schneiden  sich  in  L  und  N  (Fig.  236). 

S64.    Die    Schnittpunkt-  Die   Tangentenpaare    an 

paare     der      Kegelschnitte       die      Kegelschnitte      einer 


eines  Büschels  mit  einer 
Geraden  seiner  Ebene,  die 
durch  keinen  Grundpunkt 
^eht,  bilden  eine  Involution. 


Schar  aus  einem  Punkte 
ihrer  Ebene,  der  auf  keinem 
Grundstrahle  liegt,  bilden 
eine  Involution. 


Wir  geben   den  Beweis  für  den  ersten  dieser   beiden  dualen 
Satze.    Es  seien  erstens  die  Gnindpunkte  A,  B,  C,  D  sämtlich  reell. 

fiOHS  IL  Pafpbritz.    I.  Iß 
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Fig.  237. 


Die  Schnittpunkte  der  drei  Gregenseitenpaare  des  Vierecks  ABCl) 
mit  der  Geraden^  seien  §,  Qj,  Ä,  Äj,  8^  S^,  die  Schnittpunkte  von 

ff  mit  irgend  einem  Kegel- 
schnitte des  Büschels 
P,  Pj  (Fig.  237).  Ver- 
bindet  man  jeden  der 
Punkte  A  und  B  mit 
den  Kegelschnittpunkten 
C,  JD,  P,  Pj  so  ergeben  sich 
projektive  Strahlbüschelj 
die  auf  ff  die  projektiven 
Punktreihen  S^Q^PP^  und 
QSPP^  bestimmen.  Ver- 
tauscht man  in  letzterer 
die  Punkte  Q  und  S,  P 
undPj,  so  ist  auch  SQP^P 
mit  iSj  §j  PP^  proj  ekti  V 
(221).  Daher  bilden  je 
zwei  Punkte  P,  Pj  ein  Paar  der  Involution,  in  der  sich  Q  und  Q^, 
S  und  aS'j  wechselseitig  entsprechen. 

Ist  zweitens  ein  Paar  der  Grundpunkte  imaginär,  so  kann  der 
Kegelschnittbüschel   in  einen   Kreisbüschel  projiziert   werden.     Ein 

solcher  besitzt  stets  eine 
gemeinsame  Chordale  m, 
gleichviel  ob  ihm  außer 
den  imaginären  Kreis- 
punkten der  unendlich 
fernen  Geraden  noch 
zwei  reelle  oder  ein  Paar 
imaginärer  Grundpunkte 
zukommen.  Sind  nun 
P,  P, ,  Q,  Q„  R,  R^  die 
Schnittpunkte  dreier 

Kreise/?,  q^  r  des  Büschels 
mit  einer  beliebigen  Geraden  ff  und  ist  M  =  ff  xm,  so  hat  man: 

MP.  MP^  =  MQ .  MQ^  =  MB  ,MR^ ; 
und  hieraus  folgt,    daß  die  genannten  Punkte  eine  Involution  mit 
M  als  Mittelpunkt  bilden  (vergl.  248).     Hiermit  ist  zugleich  der  all- 
gemeine Satz  bewiesen. 

365,    Als  spezielle  Fälle  sind  in  obigen  Sätzen  die  folgenden 
enthalten  ; 


Fig.  238. 
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Die  Gegenseitenpaare  Die  Gegeneckenpaare 
eines  Tollständigen  Vierecks  eines  vollständigen  Vierseits 
werden  von  jeder  Geraden  werden  mit  jedem  Punkte 
seiner  Ebene,  die  durch  seiner  Ebene,  der  auf  keiner 
keine  Ecke  geht,  in  Punkte-  Seite  liegt,  durch  Strahlen- 
paaren einer  Involution  ge-  paare  einer  Involution  ver- 
schnitten, bunden. 

Es  bildet  nämlich  jedes  Gegenseitenpaar  des  Vierecks  und  jedes 
G^eneckenpaar  des  Vierseits  eine  spezielle  (zerfallende)  Kurve  des 
Büschels  oder  der  Schar. 

366.  Besitzt  die  auf  einer  Geraden  (an  einem  Punkte)  durch 
uie  Kegelschnitte  eines  Büschels  (einer  Schar)  bestimmte  Involution 
reelle  Doppelelemente,  so  fallen  in  jedem  derselben  zwei  Schnitt- 
punkte (zwei  Tangenten)  eines  solchen  Kegelschnittes  zusammen, 
i'der  es  besteht  der  Doppelsatz: 

Ein    Kegelschnittbüschel  Eine     Kegelschnittschar 

enthält  zwei  oder  keineKur-  enthält  zwei  oder  keineKur- 

ven,  die  eine  gegebene  Ge-  ven,  die  durch  einen  gegebe- 

rade  seiner  Ebene  berühren.  nenPunktihrer Ebenegehen. 

Im  besonderen  giebt  es  im  allgemeinen  zwei  Kegelschnitte  eines 
Büschels,  die  die  unendlich  ferne  Gerade  seiner  Ebene  berühren, 
ih.  zwei  Parabeln. 

Geht  die  gegebene  Gerade  durch  einen  der  Grundpunkte  des 
Kegelschnittbüschels,  so  ist  die  auf  ihr  bestimmte  Involution  para- 
bolisch (290)  d.  h.  ihre  Doppelpunkte  sind  im  Grundpunkte  ver- 
einigt. Es  giebt  dann  nur  einen  Kegelschnitt  des  Büschels,  der  die 
ijerade  berührt  und  zwar  in  dem  Grundpunkte  selbst.  Almlich  ist 
es  in  dem  Falle,  wo  ein  Punkt  auf  einem  der  Grundstrahlen  der 
Kegelschnittschar  gegeben  wird.  Es  giebt  dann  nur  einen  Kegel- 
schnitt der  Schar,  welcher  den  Punkt  enthält  und  in  ihm  den  Grund- 
strahl berührt. 

367,  Zwei  Gerade  (/  und  A,  die  durch  reelle  Grund- 
pnnkte  A  und  B  eines  Kegelschnittbüschels  gezogen  sind, 
werden  von  den  Kurven  desselben  in  Perspektiven  Punkt- 
reihen geschnitten.  Denn  sind  die  übrigen  Grundpunkte  C  und 
b  reell,   so    sind   in  den   PascaFschen    Sechsecken  AEFBCB  und 

iE^F^BCB,  wo  B  und  B^^  F  und  F^  die  Schnittpunkte  zweier 
Kurven  mit  g  und  h  bedeuten,  die  Gegenseitenschnittpunkte 
'JXBC=.P,     h  X  BA  =  R    und    PR  x  OB  =:  Q   identisch,    d.  h. 

IG* 
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die  Strahlen  EF  und  E^F^  schneiden  sich  in  dem  festen  Punkte  Q 

(Fig.  239). 

Sind  die  beiden  übrigen  Grundpunkte  imaginär,    so  betrachte 

man  ein  Kreisbüschel  mit  den  Grundpunkten  Ä  und  B  (Fig.  240). 

Die  durch  Ä  und  B  gezogenen 
Strahlen  g  und  A  mögen  irgend 
zwei  Kreise  in  Ej  E^  und 
F,  F^    einander    aber    in    P 


Fig.  239. 

schneiden.     Man  hat  dann: 

PA. FE  =  PB.PF 

PA.PE^^PB.PF^ 
folglich: 

PE:  PE^  =  PF\  PF^ ,  u.  s.  f. 

Es  sind  also  hier  EF  und  E^F^  parallel  und  die  ausgeschnittenen 
Punktreihen  ähnlich. 

Aus  dem  Vorigen  folgt  noch:  Die  Punktreihen,  welche 
von  einem  Kegelschnittbüschel  auf  Geraden  durch  einen 
reellen  Grundpunkt  A  ausgeschnitten  werden,  sind  unter- 
einander projektiv.  Sie  sind  nämlich  perspektiv  zu  einer  Punkt- 
reihe, die  von  einer  Geraden  durch  einen  anderen  Grundpunkt  B 
ausgeschnitten  wird. 

368.    Den  vorigen  stehen  folgende  duale  Sätze  gegenüber: 

Zwei  Punkte  P  und  Q,  die  auf  reellen  Grundstrahlen 
a  und  b  einer  Kegelschnittschar  liegen,  bestimmen  mit 
den  Kurven  derselben  Perspektive  Tangentenbüschel 
(Fig.  241). 

Die  Tangentenbüschel,  welche  eine  Kegelschnittschar 
an  den  Punkten  eines  reellen  Grundstrahles  a  bestimmt, 
sind  untereinander  projektiv. 
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369.  Die  Polaren  eines  Punktes  U  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  eines  Büschels  gehen  durch  einen  Punkt  V\ 
umgekehrt  liegt  U  auf  allen  Polaren  von  /'.  Die  Punkte 
fand  /'heißen  konjugiert  in  Bezug  auf  das  Kegelschnitt- 
büschel. 


Fig.  241. 


Fig.  242. 


Sind  zwei  Grundpunkte  A  und  B  des  Kegelschnittbüschels  reell, 
sn  verbinde  man  sie  mit  dem  beliebig  angenommenen  Punkte  U 
Fig.  242).  Auf  den  Strahlen  AU  und  BU  schneiden  die  Kegel- 
^hnitte  ä,  ä',  .  .  .  des  Büschels  Perspektive  Reihen  E,  £\  .  ,  .  und 
F,F,.,.  aus.  Sind  femer  auf  A  U  die  harmonischen  Pole  von  U 
durch  Gy  G\  .  .  .  auf  BU  durch  H,  11%  .  .  .  bezeichnet,  so  läßt  sich 
Migen,  daß  die  Eeihen  C,  (?',...  und  H,  H\  .  .  .  resp.  zu  E^ E' ... 
und  F,  F'j  .  .  .  folglich  zu  einander  projektiv  sind.  Da  aber  für  den 
Kegelschnitt  des  Büschels,  der  U  enthält,  die  Punkte  Ej  F  mithin 
äQcli  (?,  //  mit  U  zusammenfallen,  so  haben  die  genannten  Reihen 
einen  Punkt  entsprechend  gemein  und  sind  perspektiv.  Die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  GH,  G'H%  .  .  .  oder  die  Po- 
laren von  U  schneiden  sich  daher  in  dem  Perspektivitätscentrum  V. 

Bei  diesem  Beweise  ist  von  folgendem  Satze  Gebrauch  gemacht: 
Sind  auf  einer  Geraden  die  Punkte  yf,  E  von  Gj  f^'^  harmonisch 
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getrennt  und  hierbei  A,  U  fest,  JtJ,  G  beweglich,  so  be- 
schreiben die  beiden  letzteren  projektive  Reihen.  Ist  näm- 
lich UBHF  eine  zweite  harmonische  Reihe,  die  mit  AEGU  ans  Aeir\ 
Centrum  0  perspektiv  liegt  und  fest  bleibt,  so  kann  man  die  von 
E  und  G  beschriebenen  Punktreihen  als  Projektionen  einer  von  O 
auf  AP  beschriebenen  Reihe  aus  den  Centren  B  und  II  auffassen. 

370.  Sind   alle   Grundpunkte    des   Kegelschnittbüschels    ima- 
ginär,   so   kann   man   statt   des  allgemeinen  den  Speziallfall   eines 
Kreisbüschels  betrachten  (Fig.  243).     Es  sei  m  die  gemeinsame  Chor- 
dale der  Kreise  des  Büschels, 
L  und  N  die   Grenzpunkte 
(Nullkreise)  desselben,  c  ein 
beUebiger  Ki-eis  und  C  dessen 
Centrum.       Ein    gegebener 
Punkt    U  bestimmt  mit    X 
und  N  einen  Kreis  ä,  dessen 
Centrum  K  auf  m  liegt  und 
der  den  vorigen   rechtwink- 
lig   schneidet    (vergl.  247). 
Der  zweite  Schnittpunkt   //' 
desselben   mit    UC   ist    auf 
dieser  Geraden  der  harmo- 
nische Pol  von  U  in  Bezug 
auf  c,  wie  aus  der  Beziehung : 

CU.CH'^  CA.CB=  CT^ 
folgt.     Die   durch   //"  senk- 
recht zu  UC  gezogene  Polare  u  von   U  geht  stets  durch  den  festen 
Punkt  /'  auf  k,    der  mit  U  einen  Durchmesser  dieses  Kreises  be- 
stimmt,    r  ist  der  konjugierte  Punkt  zu  U, 

Dem  bewiesenen  Satze  entspricht  durch  Dualität  der  weitere: 
Die   Pole   einer   Geraden   u   in   Bezug   auf  die   Kegel- 
schnitte einer  Schar  liegen  auf  einer  Geraden  i?;  umgekehrt 
geht  u  durch  alle  Pole  von  v.     Die  Geraden  ii  und  v  heißen 
konjugiert  in  Bezug  auf  die  Kegelschnittschar. 

371.  Je  zwei  in  Bezug  auf  ein  Kegelschnittbüschel 
konjugierte  Punkte  P  und  Q  liegen  harmonisch  zu  den 
Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie  mit  jedem  einzelnen 
Kegelschnitt.  Seien  nämlich  k  und  ä'  die  durch  P  und  Q  gehen- 
den Kegelschnitte  des  Büschels,  p  und  q  ihre  Tangenten  in  diesen 
Punkten,  so  müssen  letztere  als  Polaren  von  P  resp.  Q  durch  Q 
resp.  P  gehen,  fallen  also  beide  mit  PQ  zusammen.     Daher  sind  F 


Fig.  243. 
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ttüd  Q  reelle  Doppelpunkte  der  auf  FQ  durch  das  Kegelschnitt- 
buschel  bestimmten  Involution,  woraus  die  Behauptung  folgt. 

Der  duale  Satz  lautet: 

Je  zwei  in  Bezug  auf  eine  Kegelschnittschar  konju- 
gierte Strahlen  p  und  q  liegen  harmonisch  zu  den  Tangenten 
ans  ihrem  Schnittpunkte  an  jeden  einzelnen  Kegelschnitt. 

372.  Bisher  haben  wir  einen  Kegelschnittbüschel  direkt  durch 
seine  Gnindpunkte,  eine  Kegelschnittschar  durch  ihre  Grundstrahlen 
iletiniert  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  man  in  beiden  Fällen 
auch  Yon  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  ausgehen  kann.  Dies  führt 
auf  die  Erörterung  der  wichtigen  Frage  nach  den  gemeinsamen 
Elementen  zweier  gegebener  Kegelschnitte. 

Als  gemeinsame  Elemente  zweier  gegebener  Kegelschnitte  k 
and  tj  einer  Ebene  treten  außer  ihren  Schnittpunkten  und  ge- 
meinsamen Tangenten  auf: 

a)  Gerade  als  Träger  gleicher  Involutionen  harmonischer 

Pole  von  k  und  k^  (gemeinsame  Sehnen); 
I?)  Punkte  als  Träger  gleicher  Involutionen  harmonischer 

Polaren; 
/)  Seiten  und  Ecken   des  gemeinsamen  Polardreiecks, 
d.  h.  Gerade  und  Punkte,  deren  Pole  resp.  Polaren  in  Bezug 
auf  k  und  k^  übereinstimmen. 
Die  Geraden  gleicher  Punktinvolution  und  die  Punkte  gleicher 
Strahleninvolution  bilden  Achsen   resp.  Centren   der  Perspek- 
tifität  f&r  die  beiden  Kegelschnitte,  wenn  in  ersteren  jeder  äußere 
Punkt  von  k  auch  außerhalb  k^  liegt,  an  letzteren  jeder  k  schneidende 
Strahl  auch  k^  trifft  (vergl.  356). 

373.  Von  den  gemeinsamen  Elementen  gelten  folgende  Sätze. 
Zwei  Kegelschnitte  k  und  k^  haben  vier  Punkte  gemein; 

Jie  nicht  reellen  unter  ihnen  sind  paarweise  konjugiert 
imaginär.  Jedes  Paar  reeller  und  jedes  Paar  konjugiert 
imaginärer  gemeinsamer  Punkte  bestimmt  eine  reelle 
Gerade  gleicher  Punktinvolution  (gemeinsame  Sehne);  von 
solchen  Geraden  giebt  es  entweder  sechs  oder  zwei. 

Zwei  Kegelschnitte  k  und  k^  haben  vier  Tangenten 
gemein;  die  nicht  reellen  unter  ihnen  sind  paarweise  kon- 
jugiert imaginär.  Jedes  Paar  reeller  und  jedes  Paar  kon- 
jugiert imaginärer  gemeinsamer  Tangenten  bestimmt  einen 
reellen  Punkt  gleicher  Strahleninvolution;  von  solchen 
giebt  es  entweder  sechs  oder  zwei. 

Zwei   Kegelschnitte  k  und  k^    haben    ein   gemeinsames 
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Polardreieck  (oder  Polardreiseit).  Dasselbe  hat  entweder 
alle  Ecken  nnd  Seiten  reell  oder  es  bat  eine  reelle  Ecke 
und  eine  reelle  Gegenseite. 

Diese  Sätze  folgen  zum  Teil  unmittelbar  aus  dem  früheren, 
zum  Teil  bedürfen  sie  noch  des  Beweises,  bezw.  einer  Erklärung 
des  Zusammenhanges  der  gemeinsamen  Elemente  untereinander. 


Fig.  244. 

374.   Schneiden  sich  die  Kegelschnitte  k  und  k^  in  vier  reellen 
Punkten  Ä,  B^  C,  i>,  so  bilden  die  sechs  Seiten  des  Vierecks  ÄBCB 

gemeinsame  Sehnen  und  das 
Diagonaldreieck  LMN  desselben 
das  reelle  gemeinsame  Polar- 
dreieck. Es  giebt  dann  entweder 
of)  vier  reelle  gemeinsame  Tan- 
genten oder  ß)  keine  (Beispiele 
geben  die  Figuren  244  u.  245). 
Im  Falle  c^)  sind  alle  sechs  ge- 
meinsamen Sehnen  zugleich  Per- 
spektivitätsachsen  und  zu  jeder 
gehören  (nach  359)  zwei  Centra, 
die  unter  den  sechs  Schnitt- 
punkten der  gemeinsamen  Tan- 
genten zu  suchen  sind.  Im  Falle 
ß)   sind   nur   zwei   der   gemein- 


Fig.  245. 


Samen  Sehnen  zugleich  Achsen;    zu   ihnen   gehört  jeder  von   zwei 
Punkten  gleicher  Strahleninvolution  als  Centrum. 
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Haben  k  und  k^  vier  reelle  gemeinsame  Tangenten  a,  b^  c,  d, 
so  bilden  die  sechs  Ecken  des  Vierseits  abcd  Punkte  gleicher 
StiahleninTolution  und  das  Diagonaldreiseit  Imn  desselben  das  reelle 
gemeinsame  Polardreiseit.  Hier  sind  entweder  a)  vier  Schnitt- 
punkte reell  (Fig.  244)  oder  y)  keine  (Fig.  246).  Im  Falle  ;')  sind 
nor  zwei  der  Punkte  gleicher  Strahleninvolation  zugleich  Perspek- 
tiTitatscentra  und  da  zu  jedem  von  ihnen  zwei  Achsen  gefunden 
werden,  so  giebt  es  zwei  Geraden  gleicher  Punktinvolution,  die  je 
ein  Paar  imaginärer  Schnittpunkte  von  k  und  k^  tragen. 


.^ 


jff 


Fig.  246.  Fig.  247. 

375.  Haben  k  und  \  zwei  reelle  Schnittpunkte  A^  B^  so  ist 
die  gemeinsame  Sehne  AB  eine  Achse;  zu  ihr  gehören  zwei  Centra 
ind  da  umgekehrt  jedem  derselben  zwei  Achsen  zugehören,  so  muß 
noch  eine  zweite  Gerade  gleicher  Punktinvolution  existieren,  die 
das  Paar  der  imaginären  Schnittpunkte  trägt.  Die  Annahme  zweier 
reeller  gemeinsamer  Tangenten  a,  h  ergiebt  denselben  Fall  S) 
(^.  Fig.  247).  Das  gemeinsame  Polardreieck  hat  eine  reelle  Ecke 
und  eine  reelle  Seite. 

Haben  endlich  k  und  \  weder  reelle  Schnittpunkte  noch  reelle 
gemeinsame  Tangenten,  so  existieren  dennnoch  zwei  Gerade  gleicher 
Punkiinvolution  und  zwei  Punkte  gleicher  Strahleninvolution,  die  paar- 
weise als  Achsen  und  Centren  der  Perspektivität  einander  zugehören. 
Das  Polardreieck  hat  in  diesem  Falle  i)  reelle  Ecken  und  Seiten. 

Unsere  Behauptungen  bedürfen  für  den  Fall  a)  keines  Be- 
weises; für  die  übrigen  Fälle  /9),  y\  d)j  a)  ergiebt  sich  der  Beweis 
aus  den  folgenden  Betrachtungen. 

376.  Es  seien  zwei  Kegelschnitte  k  und  k^  einer  Ebene  beliebig 
gegeben.   Zu  jedem  Punkte  P  der  Ebene  gehört  dann  im  Allgemeinen 
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ein  konjugierter  Punkt  Q,  der  Schnittpunkt  seiner  Polaren  p  und  p^ 
bezüglich  k  und  Aj,  dessen  Polaren  q  und  q^  sich  umgekehrt  in  P 
schneiden.  Fallen  für  einen  Punkt  P  seine  Polaren  p  und  /?j  zu- 
sammen, so  bildet  er  eine  Ecke  und  p  die  Gegenseite  des  gemein- 
samen Polardreiecks.  In  Bezug  auf  k  entspricht  einer  Punktreihe 
auf  dem  Träger  ^  ein  mit  ihr  projektiver  Polarenbüschel  am  Scheitel 
G  und  in  Bezug  auf  k^  ein  projektiver  Polarenbüschel  am  Scheitel 
Gy  Beide  Strahlbüschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt  <7j„  welcher 
der  geometrische  Ort  der  konjugierten  Punkte  der  Punkte  auf  q  ist. 
Die  Punkte  von  ^  und  ^^  entsprechen  sich  wechselseitig  eindeutig. 
Sei  nun  h  eine  zweite  Gerade,  P  ihr  Schnittpunkt  mit  ff  und  7/^, 
der  ihr  entsprechende  Kegelschnitt.  Die  Kurven  y^  und  A^  haben 
notwendig  einen  reellen  Punkt  gemein,  nämlich  den  konjugierten 
Q  zu  P.  Von  ihren  weiteren  Schnittpunkten  ist  folglich  wenigstens 
noch  ein  weiterer  Z  reell,  eventuell  aber  alle  drei  L,  M,  N.  Einem 
reellen  Schnittpunkt  L  von  q^  und  h^  aber  entsprechen  zwei  kon- 
jugierte Punkte,  auf  (/  und  h  je  einer,  folglich  fallen  seine  beiden 
Polaren  in  ihre  Verbindungslinie  l  zusammen  und  er  bildet  eine 
Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks  von  k  und  k^  Die  beiden 
anderen  Ecken  des  letzteren  M  und  N  liegen  auf  l  und  sind  (gleich- 
viel ob  reell  oder  imaginär)  als  das  gemeinsame  Paar  der  beiden 
Involutionen  harmonischer  Pole  definiert,  welche  die  Kegelschnitte 
k  und  Äj  auf  l  bestimmen.  Hierdurch  ist  der  dritte  Satz  in  373 
bewiesen.  Die  beiden  letzten  Ecken  M  und  iV^  sind  gleichzeitig  zu 
den  Schnittpunkten  Ä",  A^',  K^,  Äj'  von  /  mit  k  und  mit  k^  harmonisch, 
sie  sind  nur  dann  imaginär,  wenn  A'  und  A'  durch  K^  und  A/ 
getrennt  werden  (vergl.  354),  was  auf  den  Fall  ^  zweier  reeller 
Schnittpunkte  von  k  und  k^  führt. 

Beschreibt  ein  Punkt  P  eine  Gerade  q,  die  durch  einen  reellen 
Eckpunkt  L  des  gemeinsamen  Polardreiecks  geht,  so  zerfällt  der 
Kegelschnitt  ff^  der  konjugierten  Punkte  in  die  Seite  l  des  Polar- 
dreiecks und  eine  zweite  Gerade  k  die  Z  enthält.  Je  zwei  solche 
Strahlen  ^  und  h  können  konjugierte  Strahlen  am  Scheitel  L  ge- 
nannt werden;  unter  dieselben  sind  auch  die  Seiten  m  und  n  des 
Polardreiecks  zu  rechnen.  Diese  konjugierten  Strahlen  bilden  am 
Scheitel  Z  eine  Involution,  deren  Doppelstrahlen  Linien  gleicher 
Punktinvolution  oder  gemeinsame  Sehnen  von  k  und  k^  bilden,  so- 
bald sie  reell  sind. 

377.  Besitzen  die  Kegelschnitte  k  und  k^  eine  Linie  s  gleicher 
Punktinvolution  (gemeinsame  Sehne),  so  muß  dieselbe  durch  eine 
reelle  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks  gehen.     Denn  ist  S  ihr 
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Sohnittpunkt  mit  der  reellen  Seite  /  des  Polardreiecks  und  S^  der 
dem  S  entsprechende  Punkt  in  der  gemeinsamen  Involution  auf  ä, 
^  sind  S  und  S^  konjugiert  in  Bezug  auf  k  und  k^  und  es  fällt 
entweder  S^  mit  der  Ecke  L  des  Polardreiecks  zusammen  oder 
:)^L  ist  gemeinsame  Polare  von  S,  so  daß  S  selbst  eine  Ecke  des 
Pülardreiecks  bildet. 

Zwei  gemeinsame  Sehnen  s  und  s  von  k  und  k^  schneiden 
^ich  entweder  in  einem  gemeinsamen  Punkte  dieser  Kegelschnitte 
(und  daraus  würde  die  Existenz  von  vier  reellen  Schnittpunkten 
folgen)  oder  in  einer  Ecke  des  Polardreiecks.  Es  ist  nämlich  die 
Verbindungslinie  der  dem  Schnittpunkte  s  x  s'  auf  s  und  «'  ent- 
sprechenden Punkte  dessen  gemeinsame  Polare  für  k  und  Äj,  also 
eine  Seite  des  Polardreiecks. 

Die  Schnittpunkte  zweier  gemeinsamer  Sehnen  s  und  s  (die 
sich  in  einer  Ecke  des  Polardreiecks  treffen)  mit  der  Verbindungs- 
linie je  zweier  konjugierter  Punkte  P  und  Q  liegen  zu  letzteren 
knnonisch.  Die  Doppelpunkte  der  auf  s  und  s  liegenden  In- 
Tolutionen  bestimmen  nämlich  ein  Kegelschnittbüschel,  zu  dem  außer 
k  und  k^  auch  das  Linienpaar  s,  s   gehört  (vergl.  371). 

Wenn  xmigekehrt  zwei  Gerade  s  und  s  durch  eine  Ecke  L  des 
gemeinsamen  Polardreiecks  gehen  und  je  zwei  konjugierte  Strahlen 
n  und  Ä  am  Scheitel  L  harmonisch  trennen,  so  sind  sie  gemeinsame 
Seimen  von  k  imd  k^.  Denn,  ist  P  irgend  ein  Punkt  auf  s  und  Q 
um  konjugiert,  so  fällt  der  Schnittpunkt  PQ  x  s  mit  P  zusammen 
und  folglich  entweder  Q  auf  P  oder  PQ  auf  s.  In  dem  ersten 
speziellen  Falle  ist  P  sich  selbst  konjugiert,  d.  h.  ein  Schnittpunkt 
Ton  k  und  k^,  in  jedem  anderen  Falle  hegt  der  konjugierte  Punkt 
Q  mit  P  auf«;  s  ist  also  Träger  einer  gemeinsamen  Polinvolution 
and  ebenso  s\ 

378.  Es  seien  von  dem  gemeinsamen  Polardreieck  LMÄ^  oder 
/«»  der  Kegelschnitte  k  und  k^  nur  Z  und  /  reell,  die  übrigen 
Elemente  aber  imaginär;  ferner  ^  und  h,  g'  und  1i  konjugierte 
Strahlenpaare  am  Scheitel  L.  Die  Doppelelemente  s  und  s  der 
\lurch  g  und  ä,  g  und  K  bestimmten  Involution,  in  der  auch  m 
und  n  einander  entsprechen,  sind  reell  und  bilden  gemeinsame 
Sehnen  von  k  und  k^  Dieselben  bilden  nämlich  zugleich  das  ge- 
meinsame Paar  je  zweier  Involutionen,  die  durch  Paare  konjugierter 
Strahlen,  wie  m  und  n  und  g  und  ä,  als  Doppelstrahlen  gegeben 
^ind  (vergl.  354). 

Es  sei  zweitens  das  gemeinsame  Polardreieck  LMN  völlig  reell, 
P  ein   innerer  Punkt  desselben  und  Q  sein  konjugierter.     Liegt  Q 
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ebenfalls  im  Innern  des  Dreiecks  LMN^  so  entsprechen  sich  die 
Verbindungslinien  von  P  und  Q  mit  irgend  einer  Elcke  des  Polar- 
dreiecks, sowie  die  in  ihr  zusammenstoßenden  Seiten  desselben 
als  konjugierte  Strahlen  und  bilden  eine  ungleichlaufende  Involution, 
deren  reelle  Doppelstrahlen  s  und  /  gemeinsame  Sehnen  von  k  und 
Äj  sind.  Es  giebt  also  dann  sechs  solche  Sehnen.  —  Liegt  Q 
außerhalb  des  endlichen  Dreiecks  LMN,  so  werden  die  Verbindungs- 
linien von  P  und  Q  mit  je  einer  Ecke  L,  M,  N  nur  in  einem  Falle 
zugleich  die  Strecke  zwischen  den  beiden  anderen  Ecken  treffen 
und  folglich  mit  den  anstoßenden  Seiten  eine  imgleichlaufende  In- 
volution bilden,  so  daß  sich  als  deren  reelle  Doppelstrahlen  nur 
zwei  gemeinsame  Sehnen  ergeben. 

Hierdurch  ist  der  erste  Satz  in  373  bewiesen  und  zugleich  der 
zweite,  welcher  ihm  als  dualer  entspricht. 

379.  Aus  dem  Vorigen  folgt  der  weitere  Satz: 

Zwei  Kegelschnitte  k  und  k^  einer  Ebene  liegen  stets 
zu  einander  perspektiv  und  zwar,  wenn  ihre  gemeinsamen 
Punkte  und  Tangenten  sämtlich  reell  sind,  auf  zwölf  Arten, 
in  jedem  anderen  Falle  auf  vier  Arten. 

Von  zwei  Linien  gleicher  Punktinvolution,  die  sich  in  einer 
Ecke  des  Polardreiecks  treffen,  gehört  nämlich  eine  jede  als  Per- 
spektivitätsachse  mit  jedem  der  beiden  Punkte  gleicher  Strahlen- 
involution, die  auf  der  Gegenseite  liegen,  als  Perspektivitätscentrum 
zusammen.  Zu  jeder  Achse  oder  auch  zu  jedem  Centrum  gehören 
also  zwei  Centralprojektionen,  die  k  in  h^  überführen. 

380.  Der  letzte  Satz  umfaßt  den  in  238  angegebenen  als 
Spezialfall.  Man  kann  den  jetzt  entwickelten  unter  der  Annahme, 
daß  wenigstens  zwei  Schnittpunkte  von  k  und  k^  imaginär  sind, 
auf  den  früheren  zurückführen.  Denn  ist  s  die  reelle  Verbindungs- 
linie dieser  imaginären  Punkte,  sind  P  und  Q,  Pj  und  Q^  auf  ihr 
gemeinsame  harmonische  Pole  und  0  ein  Schnittpunkt  der  über 
den  Durchmessern  FQ  und  PjQ^  geschlagenen  Kreise,  so  führt  jede 
Centralprojektion,  für  welche  s  die  Verschwindungslinie  und  0  das 
Centrum  bildet,  die  beiden  Kegelschnittte  k  und  k^  in  zwei  Kreise 
über.  Denn  da  sich  aus  0  alle  Paare  der  gemeinsamen  Involution 
auf  s  durch  Eechtwinkelpaare  projizieren,  so  gehen  ihre  Doppel- 
punkte in  die  imaginären  Kreispunkte  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  über  (vergl.  352). 

381.  Außer  den  Polardreiecken  oder  Polardreiseiten  eines 
Kegelschnittes  betrachtet  man  zuweilen  auch  Polvierecke  und  Pol- 
vierseite.    Man  definiert  dieselben  in  folgender  Weise: 
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Ein  vollständiges  Viereck, 
dessen  Gegenseiten  harmo- 
nische Polaren  eines  Kegel- 
schnittes sind,  heißt  ein  Pol- 
viereck desselben. 

Von  diesen  Gebilden  gilt: 

Wenn  zwei  Paare  Gegen- 
seiten eines  vollständigen 
Vierecks  harmonische  Po- 
laren  eines   Kegelschnittes 


Ein  vollständigesVierseit, 
dessen  Gegenecken  harmo- 
nische Pole  eines  Kegel- 
schnittes sind,  heißt  einPol- 
yierseit  desselben. 

Wenn  zwei  Paare  Gegen- 
ecken eines  vollständigen 
Vierseits  harmonische  Pole 
eines  Kegelschnittes  sind, 
so  ist  es  ein  Polvierseit. 


sind,  so  ist  es  ein  Polviereek. 

Um  den  ersten  dieser  dualen  Sätze  zu  beweisen,  betrachte 
man  die  Polare  p  irgend  eines  Eckpunktes  P  vom  Viereck.  Diese 
schneidet  seine  Seiten  a,  a ,  b, 
l/.CjC  in  Punkten  einer  Tnvo- 
Intion  Ä,Ä,B,B,C,  C\  Die 
beiden  ersten  Paare  Äj  Ä  und 
iß  sind  harmonische  Pole  des 
Kegelschnittes  k  (Fig.  248),  so- 
fern a  und  a ,  h  und  V  als  kon- 
jugiert angenommen  werden, 
bt  nämlich  etwa  F  ^  a'  x  h\ 
so  ist  J  der  Pol  von  a',  weil 
ieser  auf  a  liegen  muß  und,  da 
a  durch  P  geht,  ebenso  auf  p. 
Ans  gleichem  Grunde  ist  B  der 
Pol  Ton  h\  Hieraus  folgt,  daß 
äuch  c  und  c  harmonische  Pole 
Ton  A  bilden. 

Die  Ecken  eines  Polardrei- 
ecks bilden  mit  einem  belie- 
bigen Punkte  der  Ebene  ein 
PoWereck  des  gegebenen  Kegel- 
^hnittes  und  seine  Seiten  mit 
<jiner  beliebigen  Geraden  ein 
Polvierseit. 


Fig.  248. 


S82,  Zwei  Kegelschnitte  k  und  k^  einer  Ebene  haben 
unendlich  viele  Polvierecke  und  Polvierseite  gemeinsam. 
Denn  sind  a  und  h  irgend  zwei  Gerade  der  Ebene,  A  und  A^ ,  B  und 
5j  ilire  Pole  bezüglich  A  und  Ä^,  so  sind  d  =  AA^  und  b'  =  BB^  har- 
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monische  Polaren  von  a  resp.  b  in  Bezug  auf  beide  Kurven  und  e 
bilden  die  Schnittpunkte  a  x  b,  a  x  b\  a  X  b\  d  X  b  ein  Polvierec 
für  beide.     In  ähnlicher  Weise  sind  Polvierseite  konstruierbar. 

Auf  Grund  dieser  Erklärungen  dürfen  wir  sagen: 

Sind  zwei  Paare  von  Punk-  Sind  zweiPaare  von  Strali 

ten  in  Bezug  auf  ein  Kegel-  len  in  Bezug  auf  eine  Kegel 

Schnittbüschel     konjugiert,  schnittsch'ar  konjugiert,    s« 

so  bestimmen  sie  eingemein-  bestimmen   sie  ein   gemein 

sames  Polvierseit  aller  sei-  sames  Polviereck  aller  ihre 

ner  Kurven, d.h. es  sind  auch  Kurven,    d.h.   es    sind    auci 

die  beiden  letzten  Ecken  des  die    beiden    letzten     Seitei 

Vierseits  konjugiert.  des  Vierecks  konjugiert. 

383.     Dem  Satze  in  245  entspricht  der  allgemeinere: 

Eine  involutorische  Centralprojektion  in  der  Ebene 
deren  Centrum  und  Achse  resp.  eine  Ecke  und  die  Gegen- 
seite des  gemeinsamen  Polardreiecks  eines  Kegelschnitt- 
büschels (einer  Kegelschnittschar)  bilden,  führt  jeden 
Kegelschnitt  des  Büschels  (der  Schar)  in  sich  selbst  über. 

Eine  involutorische  Centralprojektion  kann  man  sich  immer 
durch  irgend  zwei  Paare  sich  vertauschbar  entsprechender  Punkte 
A,  A^  und  B,  B^  gegeben  denken.  Mit  dem  vollständigen  Viereck 
AA^BB^  ist  nämlich  zugleich  das  Diagonaldreieck  bestimmt,  dessen 
eine  Ecke  0  =  AA^  x  BB^  das  Centrum  der  Projektion  bildet, 
während  die  beiden  anderen  Ecken  AB  x  A^B^  und  AB^xA^B 
Punkte  der  Achse  sind.  Ebenso  bestimmen  zwei  Paare  sich  doppelt 
entsprechender  Geraden  a,  a^  und  ä,  b^  die  involutorische  Central- 
projektion; es  gehen  nämlich  zwei  Diagonalen  des  vollständigen 
Vierecks  aa^bb^  durch  ihr  Centrum  und  die  dritte  bildet  die  Achse. 
Ferner  erkennt  man  leicht: 

Drei  Paare  von  Punkten,  Drei  Paare   von  Geraden, 

die  sich  bei  einer  involuto-  die  sich  bei  einer  involuto- 

rischen      Centralprojektion  rischen      Centralprojektion 

entsprechen,  bestimmen  ein  entsprechen,  bestimmen  ein 

Pascarsches    Sechseck    mit  Brianchon'sches     Sechsseit 

der     Projektionsachse     als  mit  dem  Projektionscentrum 

Pascal'scher  Geraden.     Sie  als  Brianchon'schem  Punkt, 

liegen   daher    auf    einem  Sie    berühren    daher    einen 

Kegelschnitt,     der    in    sich  Kegelschnitt,     der    in    sich 

selbst  übergeht.  selbst  übergeht. 
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384,  Als  eine  Anwendung  des  ersten  dieser  Sätze  erscheint 
das  Verfahren,  welches  dazu  dient  einen  gegebenen  Punkt  P 
mit  dem  unzugäng- 
liehen  Schnittpunkt 
zweier  gegebener 
Geraden  g  und  h 
geradlinig  zu  ver- 
binden. Man  betrachtet 
die  gesuchte  Gerade  als 
Achse  einer  involutori- 
sehen  Centralproj  ektion , 
l)ei  welcher  das  Linien- 
paar g,  h  in  sich  tiber- 
geht Zwei  beliebig 
uorch  P  gelegte  Gerade 
schneiden  auf  dem- 
-sflben  Paare  Äj  A^  und 

lÄj  entsprechender  Punkte  aus,  welche  das  Centrum  0=AA^  xBB^ 
i'e^timmen.  Hieraus  findet  man  ein  drittes  Punktepaare  6',  C^  und 
einen  neuen  Punkt 
^i  =  BC^  X  Cß^  der 
Achse.  Die  Linie  PQ 
muß  Terlängert  durch 
•ien  Schnittpunkt  g  X  h 
gehen. 

S85.  Der  Satz  . 
Jber  die  Perspektive 
I^e  je  zweier  Kegel- 
schnitte einer  Ebene 
%^)  dient  als  Grund- 
Lige  zahlreicher  Kon- 
struktionen und  Sätze. 
Wir  wollen  ihn  zuerst 
l-enatzen,  um  den  Nach- 
weis des  Satzes  zu  er- 
bringen: Jede  als 
Centralprojektion 
eines  Kreises  ent- 
standene   Ellipse 


■-i" 


^  --i 


J'V^ 


-  e. 


■--*> 


Fig.  250. 


iäßt  sich  als  affine  Kurve  eines  Kreises  darstellen  (vergl.  282). 
Es  sei  0  das  Centrum,  e^  die  Achse  und  e^  die  Verschwindungs- 
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linie  einer  Centralprojektion,  die  den  Kreis  k  in  eine  gegebene 
Ellipse  Äj  überführt  (Fig.  250).  Nach  264  giebt  es  unendlich  viele 
Centralprojektionen,  bei  denen  dem  Kreise  k  ein  Kreis  A'  entspricht, 
und  e„  die  Verschwindungslinie  bildet.  Unter  ihnen  werde  eine 
solche  ausgewählt,  flir  welche  zugleich  e^  die  Achse  bildet.  Man 
erhält  das  Centrum  (7  derselben,  indem  man  aus  dem  Centrum 
von  k  das  Lot  auf  e„  fällt,  welches  in  E  treflfen  mag,  und  auf  das- 
selbe UCy  gleich  der  Länge  der  aus  ^  an  ä  gelegten  Tangente  £1 
abträgt.  Zu  einem  beliebigen  Punkte  P  des  Kreises  k  findet  man 
leicht  den  entsprechenden  P'  auf  ä'  und  P^  auf  ä^.  Da  aber  so- 
wohl Äj  als  Ä'  zu  k  perspektiv  liegen  und  zwar  mit  einerlei  Achse 
e^,  so  liegen  k!  und  k  zu  einander  in  Bezug  auf  e^  als  Achse  per- 
spektiv (172)  und  die  unendlich  ferne  Gerade  entspricht  sich  hierbei 
selbst,  weil  sie  in  der  Perspektive  beider  mit  dem  Kreise  k  der- 
selben Geraden  €„  entspricht.  Daher  sind  k'  und  k^  affin  und  affin- 
gelegen; die  Affinitätsstrahlen  P'P^  laufen  parallel  zu  0(7. 


9 


\0 


''.7 


Fig.  251. 

386.  Um  einen  Kegelschnitt  k  aus  fünf  gegebenen 
Punkten  A^  P,  C,  D,  E  mit  Hilfe  eines  Perspektiven  Kreises 
Äj  zu  konstruieren,  lege  man  letzteren  beliebig  durch  die  Punkte 
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A  und  B  und  benutze  AB  als  Projektionsachse  e^  (Fig.  251).  Wird 
letztere  von  CD  nnd  DU  in  F  und  G  geschnitten,  so  findet  man 
mit  Hilfe  der  vollständigen  Vierecke  ABCD  resp.  ABDE  leicht 
die  Polaren  f  und  g  von  F  und  (r  in  Bezug  auf  ä,  die  sich  in  dem 
Pole  F  der  Achse  e^  schneiden.  Femer  werde  der  Pol  P^  von  e^ 
b  Bezog  auf  den  Kreis  k^  bestimmt.  Da  bei  der  gesuchten  Central- 
projektion  P  und  P^  sich  entsprechen  müssen,  so  liegt  ihr  Centrura 
0  auf  dem  Strahle  PP^.  Schneidet  femer  CP  die  Achse  e^  in  /f, 
so  schneidet  P^H  den  Kreis  k^  in  dem  Punkte  C^,  welcher  C  ent- 
spricht. Der  neue  projizierende  Strahl  CC^  bestimmt  mit  PP^  das 
C^ntrum  0.  Nach  Auffindung  des  letzteren  können  beliebig  viele 
Punkte  des  Kegelschnittes  k  auf  die  gewöhnliche  Art  aus  Punkten 
tles  Kreises  k^  abgeleitet  werden. 

Eine  ähnliche  Auflösung  läßt  die  duale  Aufgabe  zu,  einen 
Kegelschnitt  k  aus  fünf  gegebenen  Tangenten  mit  Hilfe 
eines  Perspektiven  Kreises  k^  zu  konstruieren.  Man  wählt 
tier  als  Hilfskreis  k^  irgend  einen  solchen,  der  zwei  der  gegebenen 
Tangenten  a  und  b  berührt  und  deren  Schnittpunkt  als  Perspektivitäts- 
eentnun  0,  konstruiert  dessen  Polaren  in  Bezug  auf  k  und  Äj  und 
lestimmt  mittels  dieser  die  Centralprojektion. 

•387.    Wir  beweisen  schließlich  den  Satz  (vergl.  278): 
Durch  jeden   gegebenen  Kegelschnitt  lassen  sich   un- 
endlich viele  Eotationskegel  legen. 


Fig.  252. 

Man  erkennt   sofort,   daß   von   den  Symmetrieebenen   des  ge- 
dachten Botationskegels,   welche   dessen  Achse   enthalten,   eine  in 


BoH5  0.  Pafpkritz.    I. 
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der  Ebene  des  gegebenen  Kegelschnittes  k  eine  Achse  des  letzteren 
ausschneiden  muß  und  zwar  bei  einer  Ellipse  die  größere,  bei  einer 
Hyperbel  die  reelle  Achse.  Femer  ist  klar,  daß  die  gedachte 
Symmetrieebene  auf  der  des  Kegelschnittes  senkrecht  steht.  Wir 
wählen  letztere  als  Grundrißebene,  erstere  zum  Aufriß,  die  bezeich- 
nete Kegelschnittachse  also  als  Projektionsachse  x  (Fig.  252).  Dann 
ist  nur  anzugeben,  wie  in  der  Aufrißebene  die  Spitze  S  eines  pro- 
jizierenden Rotationskegels  gefanden  wird.  Es  sei  k^  ein  beliebiger 
Kreis  im  Grundriß,  dessen  Centrum  M  auf  x  liegt.  Ferner  sei 
0  (auf  x)  ein  Perspektivitätscentrum  flir  die  Kurven  k  und  k^ ,  e^ 
die  zugehörige  Achse,  e„  und  e^  die  Verschwindungs-  und  Flucht- 
linie. Diese  stehen  normal  zu  x  und  mögen  in  JE^ ,  E^^  E^  schneiden. 
Soll  Äj  der  Grundkreis  des  gesuchten  Kegels  werden,  so  wird  ein 
in  M  auf  x  errichtetes  Lot  m  die  Achse  desselben  bilden.  Wird 
die  Ebene  des  Kegelschnittes  k  um  e^  als  Achse  gedreht,  so  bleiben 
die  Kurven  k  und  k^  perspektiv  (173)  und  das  Centrum  0  beschreibt 
in  der  Aufrißebene  einen  Kreis  um  /T.     Letzterer  schneidet  m  in 

OD 

der  Kegelspitze  5.  Die  Achse  AB  des  Kegelschnittes  k  gelangt  bei 
der  Drehung  in  die  Lage  Ä^B^  auf  der  durch  E^  parallel  zu  ^S^^ 
gezogenen  Geraden. 


Brennpunkte  und  Leitlinien  einee  Kegeleclinittee. 

888.  Nach  387  kann  man  jeden  Kegelschnitt  k  als  Schnitt  eines 
ßotationskegels  auffassen.  Eine  dem  letzteren  einbeschriebene 
Kugel  berührt  ihn  längs  eines  Kreises,  dessen  Ebene  zur  Kegelachse 
senkrecht  steht  und  kann  so  gewählt  werden,  daß  sie  zugleich  die 
Schnittebene  berührt.  Solcher  Kugeln  giebt  es  im  Falle  der  Ellipse 
oder  Hyperbel  zwei,  die  resp.  zu  beiden  Seiten  der  Schnittebene 
oder  mit  der  Kegelspitze  S  auf  einerlei  Seite  liegen.  Im  Falle  der 
Parabel  giebt  es  nur  eine  solche  Kugel. 

Wir  wählen  die  Ebene  des  Kegelschnittes  k  zum  Grundriß 
und  die  auf  ihr  senkrechte  Symmetriebene  des  Kegels  zum  Aufriß 
(Fig.  253  fl,  Ä,  c),  K^,  K^  seien  die  Centra  der  Kugeln,  die  die 
Kegelschnittebene  in  F^  und  F^  und  den  Kegel  längs  der  Kreise 
^j*,  Äg  berühren;  von  letzteren  sind  die  Durchmesser  T^l\  und 
^2^2  gezeichnet,  die  jedesmal  zugleich  den  Aufriß  bilden.  Endlich 
seien  P^  und  1\  zwei  Punkte  auf  k^  resp.  A^,  die  mit  dem  beliebigen 
Kegelschnittpunkte  P  in  einerlei  Strahl  durch  S  liegen.  Die  ent- 
worfene Figur  läßt  eine  neue  wichtige  Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
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erkennen,  wenn  man  den  einfachen  Satz  beachtet:  Die  Länge  der 
Tangenten  einer  Kugel  aus  einem  beliebigen  Punkte,  von  diesem 
bis  zam  Berührungspunkte  gemessen,  ist  konstant.    Es  folgt  hieraus, 


Fig.  253  a.  Fig.  253  b. 

daß  die  von  F  nach  F^^  uÄd  Pj  resp. 
nach  /g  und  F^  gezogenen  Strahlen 
einander  gleicli  sind. 

Daher   ist  bei  der  Ellipse  (Fig. 
253a]  die  Summe: 

f/+  PF^  =  P,P+PF,  =  P,8^P,S, 

also  konstant. 

Ebenso    ist    bei    der    Hyperbel 
Fig.  253  Ä)  die  DiflFerenz: 

f,P^  F^P  =  PjP  -  P^P  =  P^S  +  SP^, 

^  konstant. 

Im  Falle  der  Parabel  endlich 
Tig.  253  c)  sei  F  der  Berührung  der 
Kagel  mit  der  Parabelebene,  TU  der  im  Aufriß  liegende  Durchmesser 
ihres  Berührungskreises  Aj  mit  dem  Kegel ,  ferner  2)  =  TU  x  ^, 
also  DE  j_  X  die  erste  Spur  d  der  Ebene  dieses  Kreises  und  schließ- 
lich L  PED  =  R.     Man  hat  zuerst: 

PF^PP^,    P^S^TS, 
weiter:  PFiTS  =  PP^:P^S  ^  FF^':P^'S^F'I):TS=PE:TS,  d.h. 

PF=PE. 

17* 


Fig.  253  c. 
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Hiernach  gilt  der  Satz: 

Für  jeden  Punkt  P  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ist 
die  Summe,  bezw.  Differenz  seiner  Entfernungen  von  zwei 
festen  Punkten  I\  und  F^  der  großen,  resp.  der  reellen 
Achse  (den  Brennpunkten)  konstant,  nämlich  dieser  Achse 
gleich.  Jeder  Punkt  einer  Parabel  ist  gleichweit  entfernt 
von  einem  festen  Punkte  F  ihrer  Achse  (Brennpunkt)  und 
einer  zu  ihr  senkrechten  Geraden  d  (Leitlinie,  Direktrix). 
Jeder  Brennpunkt  eines  Kegelschnittes  bildet  den  Be- 
rührungspunkt seiner  Ebene  mit  einer  Kugel,  die  irgend 
einem  den  Kegelschnitt  projizierenden  Rotationskegel  ein- 
beschrieben ist. 

Nachdem  uns  die  voranstehende  einfache  Betrachtung  direkt 
zu  dem  Begriffe  der  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  gefiihrt  hat, 
gehen  wir  zur  näheren  Besprechung  der  Eigenschaften  dieser  Punkte 
und  der  zu  ihnen  gehörigen  Leitlinien  über,  legen  aber  der  Unter- 
suchung eine  andere,  allgemeine  Eigenschaft  der  Brennpunkte  als 
Definition  zu  Grunde. 

389.  Ein  Punkt  der  Ebene,  an  dem  die  harmonischen 
Polaren  eines  Kegelschnittes  eine  Involution  rechter 
Winkel  bilden,  heißt  ein  Brennpunkt  (Fokus)  desselben 
und  seine  Polare  eine  Leitlinie  (Direktrix). 

Ln  Endlichen  finden  sich  Brennpunkte  nur  auf  einer  der  Achsen 
des  Kegelschnittes  k.  Denn  ist  F  ein  Brennpunkt,  a  der  ihn  ent- 
haltende Durchmesser  und  b  sein  konjugierter,  so  steht  in  F  die 
konjugierte  Polare  zu  a  auf  a  senkrecht  und  da  sie  zugleich  parallel 
zu  b  läuft,  sind  a  und  b  die  Achsen.  Sind  c  und  d  irgend  zwei 
konjugierte  Durchmesser,  so  liegen  die  Pole  aller  Parallelen  zu  c 
auf  d]  fallt  man  aus  ihnen  Lote  auf  diese  Parallelen,  so  erhält 
man  zwei  projektive  Parallelenbüschel  von  der  Eigenschaft,  daß  die 
Strahlen  des  einen  denen  des  anderen  konjugiert  sind  und  zugleich 
auf  ihnen  senkrecht  stehen.  Diese  Büschel  schneiden  auf  einer  der 
Achsen,  a  oder  b,  zwei  projektive  Punktreihen  aus  und  zwar  liegen 
diese  involutorisch,  da  in  jeder  Achse  der  Mittelpunkt  und  der  un- 
endlich ferne  Punkt  sich  vertauschbar  entsprechen.  In  den  beiden 
Doppelpunkten  F  und  I*^  der  Involution  auf  einer  Achse  schneidet 
sich  aber  je  ein  Strahl  des  einen  Büschels  mit  dem  rechtwinkligen 
konjugierten  des  anderen;  daher  sind  F  und  F^  Brennpunkte  des 
Kegelschnittes. 

Ein  reeller  Brennpunkt  kann  nur  im  Inneren  des  Kegelschnittes 
liegen;  denn  ein  Punkt,  von  dem  reelle  Tangenten  ausgehen,  kann 
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kein  Brennpunkt  sein,  weil  jede  Rechtwinkelinvolution  imaginäre 
rK)ppelstrahlen  hat.  Umgekehrt  kann  eine  reelle  Leitlinie  den 
Kegelschnitt  nicht  treffen. 

390.  Eine  Tangente  t  und  die  auf  ihr  im  Berührungspunkte 
/  errichtete  Normale  n  schneiden  in  jeder  der  Achsen  a  und  b  ein 
Ponktepaar  J,  A^  resp.  B^  B^  der  auf  der  Achse  liegenden  Involution 
aus,  welches  dieselbe  in  Verbindung  mit  ihrem  Mittelpunkte  M  voU- 
>tlndig  bestimmt  (Fig.  254).  In  der  einen  Achse  werden  die  sich 
entsprechenden  Punkte  der  Brennpunktsinvolution  durch  M  getrennt, 
in  der  anderen  nicht.  Es  ist  also  stets  die  Brennpunktsinvolution 
'iL  h.  die  Involution, 
deren  Doppelpunkte  die 
Breonpimkte  sind)  in  der 
einen  Achse  b  gleich- 
laufend, in  der  anderen 
1  nngleichlaufend.  Nur 
in  der  letzteren  liegen 
tiher  zwei  reelle  Brenn- 
punkte F^  F,  gleichweit 
Tom  Mittelpunkte  M\  zu 
ilmen  gehören  zwei  reelle 
Leitlinien  dy  d\  Bei  der 
Parabel  fallt  mit  dem 
Uttelpunkte  auch  einer 
1er  reellen  Brennpunkte 
mendlich  fem;  sie  be- 
sitzt nur  einen  erreichbaren  Brennpunkt  und  eine  Leitlinie.  Die 
Vtibindungslinie  der  beiden  reellen  Brennpunkte  heißt  Haupt-  oder 
Brennpanktsachse,  die  andere  Nebenachse. 

Die  Brennpunktsinvolution  auf  der  Nebenachse  wird  aus  den 
reellen  Brennpunkten  durch  je  eine  Rechtwinkelinvolution  projiziert. 

Es  sei  noch  erwähnt,  daß  die  imaginären  Kreispunkte  auf  der 
inendlich  fernen  Geraden  den  Brennpunkten  des  Kegelschnittes  zu- 
zuzählen sind.  Die  Scheitel  je  zweier  der  hier  betrachteten  Pa- 
rallelenbüschel, die  sich  aus  rechtwinkligen  konjugierten  Polaren 
insammensetzen,  bestimmen  nämlich  auf  der  unendlich  fernen 
•ieraden  eine  Involution,  in  deren  Doppelpunkten  —  und  dies  sind 
lie  imaginären  Kreispunkte  —  sich  alle  harmonischen  Polaren  recht- 
^üg  schneiden. 

Bei  einem  Kreise  fallen  die  beiden  Brennpunkte  zusammen  mit 
•iem  Mittelpunkt,  weil  durch  diesen  jede  im  Berührungspunkte  einer 


Fig.  254. 
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Tangente  auf  ihr  errichtete  Normale  geht.  Die  Leitlinie  wird  zui 
unendlich  fernen  Geraden.  Die  Involution  rechtwinkliger  harmoni- 
scher Polaren  am  Mittelpunkte  ist  die  der  konjugierten  Durchmesser 

Aus  dem  Gesagten  ergehen  sich  Konstruktionen  der  reellen 
Brennpunkte  eines  gegebenen  Kegelschnittes.  Sind  nämlich  ^  und 
//j  entsprechende  Punkte  der  ßrennpunktsinvolution  auf  der  Haupt- 
achse, so  besteht  zwischen  ihnen,  dem  Mittelpunkte  M  und  den 
Brennpunkten  F  und  F"  die  Relation: 

Man  schlage  daher  über  dem  Durchmesser  MA  einen  Kreis,  schneide 
ihn  mit  dem  in  A^  auf  der  Hauptaxe  errichteten  Lot  in  S  und  trage 
MF  und  MF'  =  MS  von  M  nach  beiden  Seiten  auf  der  Hauptachse 
ab.  Entsprechen  sich  in  der  Brennpunktsinvolution  auf  der  Neben- 
achse die  Punkte  B  und  B^  so  schneidet  der  über  BB^,  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis  auf  der  Hauptachse  die  Brennpunkte  aus. 
Dies  gilt  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  (einfachere  Konstruktionen 
findet  man  in  414).  Bei  der  Parabel  bildet  die  Mitte  die  Strecke 
AA^  den  im  Endlichen  liegenden  Brennpunkt  F,  denn  der  andere 
mit  ihm  die  Strecke  harmonisch  teilende  liegt  unendlich  fem. 

391.  Die  Verbindungslinien  eines  Kegelschnittpunktes  T  mit 
den  beiden  reellen  Brennpunkten  F,  F'  heißen  Brennstrahlen. 
Da  die  Tangente  t  und  die  Normale  n  des  Kegelschnittes  im  Punkte 
T  (Fig.  254)  auf  der  Hauptachse  entsprechende  Punkte  Ä  und  ./, 
der  Brennpunktsinvolution  ausschneiden,  die  zu  F  und  F  harmo- 
nisch liegen,  so  sind  auch  die  Brennstrahlen  f  und  f  des  Punktes 
T  harmonisch  zu  den  rechtwinkligen  Strahlen  t  und  n,  d.  h.  es  gilt 
der  Satz: 

Die  Brennstrahlen  eines  Punktes  auf  dem  Kegelschnitt 
bilden  mit  seiner  Tangente  (und  der  Normale)  gleiche 
Winkel.1 

Allgemeiner  gilt  folgender  Satz: 

Die  von  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes an  diesen  gezogenen  Tangenten  und  seine  Ver- 
bindungslinien mit  den  Brennpunkten  bilden  Winkel,  deren 
Halbierungslinien  zusammenfallen. 


*  Die  hierin  ausgedrückte  Eigenschaft  erklärt  den  Namen  der  Brennpunkte- 
Denkt  man  sich  nämlich  den  einen  Brennpunkt  F  als  Lichtquelle  und  den 
Kegelschnitt  als  spiegelnd,  so  werden  alle  aus  F  kommenden  Lichtstrahlen  nach 
dem  anderen  Brennpunkte  F'  reflektiert. 
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Die  Kechtwinkelstrahlen  x  und  y  der  Involution  harmonischer 
Polaren  am  Scheitel  P  halbieren  nämlich  den  Winkel  der  Doppel- 
Strahlen,  d.  h.  der  Tangen- 
ten t  und  t' ;  andererseits 
schneiden  sie  auf  der  Achse 
a  entsprechende  Punkte  X 
und  T  der  Brennpunkts- 
involution  aus,  die  zu  F  und  . 
F  harmonisch    liegen;    da- 

iier  halbieren  die  Strahlen  „.    ^55 

I  und  y   auch   die  Winkel 
der  aus  P  gezogenen  Brennstrahlen  /  und  f  (Fig.  255). 

392.  Wird  um  einen  reellen  Brennpunkt  F  des  Kegelschnittes 
i  ein  beliebiger  Kreis  k^  beschrieben,  so  bildet  F  einen  Punkt  von 
deicher  (rechtwinkliger)  Polareninvolution  für  beide  Kegelschnitte, 
also  ein  Perspektivitatscentrum  beider  (vergl.  356)  Die  Direktrix 
entspricht  als  Polare  des 
Punktes  F  in  Bezug  auf  k 
der  unendlich  fernen  Ge- 
raden als  der  Polare  des 
Kreismittelpunktes ;  sie  bildet 
«laher  die  Verschwindungs- 
linie  e^,  der  Centralprojek- 
don  mit  dem  Centrum  F, 
welche  A  in  Aj  überführt 
Die  Fluchtlinie  e^  (welche 
»rbenso  wie  die  Achse  e^ 
leicht  konstruiert  werden 
kann)  wird,  je  nachdem  der 
gegebene  Kegelschnitt  eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  ist,    den   Kreis   k,  ^'^'  256. 

nicht  schneiden,  schneiden  oder  bertthren  (Fig.  256,  257,  258). 

393.  Aus  der  Perspektivität  eines  beliebigen  Kegelschnittes 
mit  einem  um  einen  Brennpunkt  beschriebenen  Kreise  ergeben  sich 
alle  hauptsächlichen  Brennpunktseigenschaften. 

Ist  ff  ein  Strahl  durch  den  Brennpunkt  F,  sind  femer  G^  und 
^/'x  seine  Gegenpunkte,  U  sein  unendlich  ferner  Punkt  und  P,  P^ 
auf  g  entsprechende  Punkte  des  Kegelschnittes  resp.  des  Kreises, 
so  gilt  die  Doppelverhältnisgleichung: 
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oder  die  Proportion: 


ÜP,  '  FG^ 

FI\ 
FG 


FF      Gvü 
Fü 


GvP 


CO 


FP_ 
GvP 


Ist  m  der  senkrechte  Abstand   des   Brennpunktes  von  der  Flucht- 
linie e^,  T  der  Radius  des  Kreises  ä^,  d  der  Abstand  des  Punktes  I 


von  der  Direktrix  e^  und  f  sein  Abstand  vom  Brennpunkt,    so   hat 
man: 

PG^\G^P=m\d,  FP^  =r,  FF  =  f 

mithin  die  Relation:  f:d=  r:m. 
Da  nun  r  und  m  unveränderlich  sind, 
so  besteht  der  Satz: 

Das  Verhältnis  der  Ab- 
stände eines  den  Kegelschnitt 
beschreibenden  Punktes  von 
einem  Brennpunkte  und  seiner 
Leitlinie  ist  konstant.  Sein 
Wert  ist  für  die  Ellipse  kleiner, 
für  dieHyperbel  größer  alsEins, 
für  die  Parabel  gleich  Eins. 
Hieraus  ergeben  sich  neue  Kegel- 
Fig.  258.  Schnittkonstruktionen. 
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394.  Aus  einem  Brennpunkte  erscheint  die  auf  einer 
Tangente  vom  Berührungspunkte  bis  zur  Leitlinie  reichende 
Strecke  unter  rechtem  Winkel. 

Sei  BT  auf  t  die   fragliche  Strecke  (Fig.  259),    so  ist  D  der 
Pol  des  Strahles  FT,  mithin 
sind  FB  und  FT  konjugierte 
Polaren  und  bilden,  da  sie     - 
<ich  im  Brennpunkte  schnei- 
den, einen  rechten  Winkel. 

Dies  fuhrt  zu  einer  ein- 
üchen  Tangentenkonstruk- 
tiüQ  in  gegebenem  Kurven- 
poükte,  wenn  ^  und  d  be- 
kannt sind. 

Aus  der  in  274  bewiese- 
nen Eigenschaft  des  Kreises 
folgt  bei  Anwendung  der  in 
392  angegebenen  Central- 
projektion: 


Fig.  259. 


Die  auf  einer  beweglichen  Tangente  eines  Kegel- 
schnittes von  zwei  festen  Tangenten  begrenzte  Strecke 
erscheint  vom  Brennpunkte  aus  unter  konstantem  Winkel. 

Hiemach  können,  wenn 
Tun  einem  Kegelschnitte  die 
Brennpunkte  und  drei  Tan- 
genten gegeben  sind,  leicht 
beliebig  viele  neue  Tangen- 
ten desselben  konstruiert 
werden. 

395.  Es  seien  t  und 
« (Fig.  259),  die  aus  einem 
Pnnkte  F  an  eine  Ellipse 
gezogenen  Tangenten  mit 
den  Berührungspunkten  T 
und  U.  Die  auf  sie  aus 
den  Brennpunkten  F,  F  ge- 
tanen Lote  FQ  und  FB 
mögen  um  ihre  eigene  Länge 
re>p.  bis  G  und  H  verlängert  werden.  Dann  sind  (nach  391)  die 
Winkel  qPFxmdi  FPB,  folglich  auch  die  Winkel  GPF'  und  FPH 
Da   überdies   GP  =  FP  und   FP  =  IIP  ist,    so   folgt   die 


gleich. 
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Kongruenz  der  Dreiecke  GPI^  und  FPH,,  mithin  die  Gleichheit  der 
Seiten  VG  und  FH oder  der  Brennstrahlsummen  J^T+i^^T=  FU+TU. 
—  Bei  einer  Hyperbel  ergiebt  die  durchaus  analoge  Konstruktion 
(Fig.  260)  die  Gleichheit  der  Strecken  F'G  und  FIl  oder  der  Brenn- 
strahldifferenzen FT—  FT=  FU—F'U,  Demnach  dürfen  wir  sagen: 
Für  jeden  Punkt  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  die 
Summe  resp.  die  Differenz  seine-r  Brennstrahlen  konstant 
und  zwar  gleich  der  Länge  der  Hauptachse  AB  (vergl.  388). 

396.  Aus  den  vorigen  Figuren  entnimmt  man  noch,  daß 
Z.  FTQ  =  z.  GTQ  =  z.  PTF'  ist,  oder  daß  die  Punkte  F,  T,  G  und 
ebenso  Fj  f/,  H  je  auf  einem  Brennstrahl  liegen.  Hieraus  folgt  eine 
neue  Tangentenkonstruktion  in  gegebenem  Punkte  T  des  Kegel- 
schnittes: Verlängert  man  den  einen  Brennstrahl  J^'T  um  den  anderen 
FT  bis  G  und  ist  Q  die  Mitte  von  GF,  so  ist  QT  die  Tangente  in  T, 

Da  der  Mittelpunkt  M  des  Kegelschnittes  die  Strecke  FF 
halbiert  und  Q  die  Strecke  FG^  so  ist  die  Strecke  MQ  parallel  zu 
FG  und  halb  so  groß,  also  MQ==  MA,  d.  h.  es  gilt  der  Satz: 

Die  Fußpunkte  der  Lote  aus  einem  Brennpunkte  auf 
die  Tangenten  eines  Kegelschnittes  liegen  auf  einem 
Kreise,  der  die  Hauptachse  desselben  zum  Durchmesser  hat. 

397,  Bei  der  Parabel  liegen  die  Fußpunkte  der  Lote 

aus  dem  Brennpunkte 
auf  die  Tangenten  auf 
der  Scheiteltangente  s, 
Ist  nämlich  t  eine  Tangent« 
der  Parabel    mit   dem  Be- 

\^jr'  rührungspunkte  T,  Q  ihr 
Schnittpunkt  mit  der  Schei- 
teltangente s,  S  ihr  Scheitel 
und  F'  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  Achse  (oder  der 
andere  Brennpunkt),  so  sind 
die  Winkel  FQT  und  SQF 
gleich  und  da  letzterer  ein 
rechter  ist,  so  gilt  dies 
auch  vom  ersteren  (Fig.  261). 
Die  oben  angegebene  Tangentenkonstruktion  modifiziert  sich 
für  die  Parabel  folgendermaßen: 

Sind  der  Brennpunkt  F,  die  Leitlinie  d  und  ein  Punkt  T  der 
Parabel  gegeben,  so  fälle  man  aus  T  das  Lot  TG  auf  d,  halbiere 
GF  in  Q  und  ziehe  QT.     Die  Linie  QT  berührt  die  Parabel  in  T. 


a 

^^^^ 

\ 

Jyf 

ik 

X       iE 

Jr^ 

s\JF 

A 

TK 

Fig.  261. 
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Die  Tangenten  der  Parabel  aus  einem  Punkte  der 
Leitlinie  stehen  aufeinander  senkrecht.  Ist  i>  der  gedachte 
Punkt  der  Leitlinie  und  sind  T,  T  die  Berührungspunkte  der  aus 
ihm  gezogenen  Parabeltangenten  t  und  {,  so  ist  TT'  die  Polare  von 
B  und  geht  durch  den  Brennpunkt  F.  IT'  bildet  daher  mit  den 
Tangenten  dieselben  Winkel,  wie  diese  mit  den  Parabeldurchmessern 
J/\  TF  oder  auch  mit  DF.  Ist  also  E^  DF  x  IT,  so  sind  die 
Dreiecke  BET  und  BET  gleichschenklig,  daher  in  dem  Dreieck 
LW  die  Summe  der  Winkel  bei  T  und  T  dem  Winkel  bei  D 
deich  und  folglich  letzterer  ein  rechter. 

898,  Der  zweite  Satz  in  394  hat  für  die  Parabel  einen  spe- 
ziellen Satz  zur  Folge. 

Die  Schnittpunkte  dreier  Parabeltangenten  liegen  mit 
dem  Brennpunkte  auf  einem  Kreise. 


Fig.  262. 


Fig.  263. 


Sind  nämlich  a  und  h  zwei  Parabeltangenten  mit  dem  Schnitt- 
punkt C,  A  und  B  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  dritten  Tangente  c, 
Jx  und  B^  ihre  Schnittpunkte  mit  der  unendlich  feraen  Geraden, 
die  ebenfalls  Tangente  ist,  so  werden  aus  dem  Brennpunkte  F  die 
Strecken    AA^    und   BB^   unter   gleichem    Winkel   gesehen.      Man 

hat  daher: 

^  AFB  =  z.  Ä^FB^  =  Z.  ACB, 

woraus  die  Behauptung  folgt  (Fig.  262). 

Sind  A  und  B  die  Schnittpunkte  einer  Tangente  der  Hyperbel 
mit  ihren    Asymptoten,   so   wird  die   Strecke  AB  aus  den  Brenn- 
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punkten  /'und  F  unter  Winkelu  erscheinen,  die  sich  zu  2R  er- 
gänzen, dalier  iat  AFBF"  ein  Ereisviereck  {Fig.  263)  oder  es  gilt 
der  Satz : 

Die  beiden  Schnittpunkte  einer  Tangente  der  Hyperbel 
mit  ihren  Asymptoten  liegen  mit  den  beiden  Brennpankten 
auf  einem  Kreise. 

399.  Haben  zwei  Kegelschnitte  einen  Brennpunkt  gemeinsam, 
80  bildet  derselbe  für  sie  ein  Perspektiyitätscentrum. 

Haben  zwei  Kegelschnitte  beide  reelle  und  folglich 
alle  Brennpunkte  ge- 
meinsam, so  heißen  sie 
konfokal.  Sie  haben  näm- 
lich danu  ein  gemeinsam 
umschriebenes  Vierseit,  das 
von  den  beiden  Paaren  kon- 
jugiert imaginärer  Tangen- 
ten aus  den  reellen  Brenn- 
punkten gebildet  wird.  Die 
nicht  reellen  Gegen  eckcD 
dieses  Vierseits  bilden  die 
vier  weitereu  gemeinsamen 
Brennpunkte.  Die  Gesamt- 
heit aller  Kegelschnitte  mit 
denselben  ßrenopunkten  bil- 
Fig.  264.  ^^^  ^^^^  konfokale  Kegel- 

schnittschar. 
Liegen  beide  Brennpunkte  F  und  F  im  Endlichen  (Fig.  264), 
so  besteht  die  konfokale  Schar  aus  Ellipsen  und  Hyperbeln, 
deren  Achsen  zusammenfallen.  Die  doppelt  gezählte  Strecke  FF" 
ist  als  Ellipse  mit  verschwindender  Nebenachse,  ebenso  die  doppelte 
Strecke  außerhalb  FF'  als  Hyperbel  mit  verschwindender  Nebeu- 
achse,  endlich  die  doppelte  Nebenachse  des  Systemes  als  Hyperbel 
mit  verschwindender  Hauptachse  unter  (he  Kegelschnitte  der  Schar 
7.U  rechnen.  Man  findet  beHebig  viele  Punkte  der  Kegelschnitte  in 
der  konfokalen  Schar,  indem  man  um  die  Brennpunkte  F  and  F' 
Systeme  konzentrischer  Kreise  legt,  deren  Radien  Vielfache  einer 
und  derselben  Strecke  sind.  Die  Schnittpunkte  solcher  Kreise  der 
beiden  Systeme,  für  welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Radien 
gleich  groß  ist,  gehören  je  einer  Kurve  der  Schar  an. 

Liegt  ein  Breimpunkt  F  im  Endlichen,  der  andere  F'  unendlich 
fern  (Fig.  265),    so   enthält   die  konfokale   Schar  nur  Parabeln, 
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deren  Achsen  zusammenfallen  and  deren  Scheitel  entweder  recbts 
oder  links  Tom  gemeinsamen  Brennpunkte  F  liegen.  Die  doppelt- 
gezählte Strecke  von  F  nach  rechts  oder  links  bis  zum  unendlich 
feroen  Punkte  F  ist  den  Parabeln  der  einen  oder  der  anderen  Art 
luznreclinen.  Man  erhält  beliebig  viele  Punkte  der  konfokalen 
Paraheln,  indem  man  um  F  ein  System  konzentrischer  Kreise  legt, 
deren  Radien  Vielflache  j- 

Jerwiben  Strecke  sind 
ind  ein  System  von 
Pirallelen  senkrecht  zur 
Hauptachse  zieht,  deren 
Abstände  von  F  jenen 
Kreisradien  gleich  sind. 
Jfde  dieser  Parallelen 
Um  als  Leitlinie  dienen 
md  bestimmt  mit  F  zu- 
iammen  eine  Parabel 
'ler  konfokaJen  Schar. 
Die  Schuittpnnkte  der 
koDcentrisclien  Kreise 
mit  den  Parallelen,  deren 
Aktaad  von  der  ge- 
wählten Direktrix  dem  betreffenden  Kreisradine  gleich  ist,  liegen 
jedesmal  auf  einer  Knrve  der  Schar. 

100.  In  beiden  konfokalen  Kegelschnittscharen  schnei- 
len  sich  die  Kurven  der  gleichen  Art  nicht,  die  Kurven 
'erschiedener  Art  aber  unter  rechten  Winkeln.  Denn  da 
für  einen  Schnittpunkt  P  zweier  konfokaler  Kegelschnitte  die  Winkel 
htx  gemeinsamen  Brennstrahlen  f  und  f  durch  die  Tangente  und 
.S'ommle  beider  Kurven  halbiert  werden,  das  Znsammenfallen  der 
Tangenten  beider  aber  ausgeschlossen  ist,  so  koinzidiert  die  Tangente 
' i')  des  einen  mit  der  Normale  n   (n)  des  anderen  Kegelschnittes. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  391:  Die  Winkel  der  Tangenten- 
paareans  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an  die  Kegel- 
schnitte einer  konfokalen  Schar  haben  dieselben  Halbie- 
tangslinien, 

KrQmmungskreise  der  Kegelschnitte. 

401.  Liegen  zwei  Kegelschnitte  k  und  k^  einer  Ebene 
IIB  dem  Centrum  0  perspektiv  und  liegt  0  auf  einem  der- 
'''iben,  80  liegt  es  auch  auf  dem  anderen  und   beide  haben 


Fig.  aeö. 
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in  0  dieselbe  Tangente  oder  die  Kegelschnitte  haben  in  0 
eine  Berührung  erster  Ordnung.  Denn  das  Centrum  entspricht 
in  der  Perspektive  sich  selbst  und  ebenso  die  aus  ihm  an  die  Kegel- 
schnitte gezogenen  Tangenten,  die  hier  in  eine  zusammenfallen. 
Die  beiden  Kurven  haben  zwei  mit  0  zusammenfallende  Punkte 
gemein,  was  als  Merkmal  einer  Berührung  erster  Ordnung  gilt. 
Die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  können  reell 
sein,  falls  sich  in  der  Perspektive  solche  Punkte  entsprechen,  die 
durch  das  Centrum  nicht  getrennt  werden,  andernfalls  sind  sie  kon- 
jugiert imaginär.  In  beiden  Fällen  bestimmen  sie  die  Perspek- 
tivitätsachse  e^.. 

Berühren  sich  die  Kegelschnitte  k  und  Äj  im  Perspek- 
tivitätscentrum  0  und  geht  gleichzeitig  die  Perspektivi- 
tätsachse  e^  durch  0,  so  haben  sie  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung.  Es  fallt  nämlich  dann  von  den  beiden  auf  e^  gelegenen 
Schnittpunkten  der  Kegelschnitte  noch  einer  mit  den  beiden  bereits 
in  0  vereinten  zusammen,  der  vierte  von  0  verschiedene  ist  not- 
wendig reell.  Die  beiden  Kurven  haben  also  drei  mit  0  zusammen- 
fallende Punkte  gemein  und  dies  ist  das  Merkmal  der  Berührung 
zweiter  Ordnung  oder  der  Oskulation. 

Im  Besonderen  kann  auch  noch  der  vierte  gemeinsame  Punkt 
der  Kegelschnitte  mit  0  zusammenfallen,  wodurch  zugleich  die 
Achse  e^  zur  gemeinsamen  Tangente  in  0  wird.  Die  Berührung  // 
der  Kegelschnitte  heißt  dann  von  der  dritten  Ordnung.  Eine  Be- 
rührung höherer  Ordnung  können  zwei  Kegelschnitte  nicht  haben, 
ohne  ganz  zu  koinzidieren. 

402.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  0  eines  Kegel- 
schnittes läßt  sich  nur  ein  den  Kegelschnitt  in  0  osku- 
lierender  Kreis  legen.  Dieser  heißt  Krümmungskreis,  sein 
Radius  Krümmungsradius  und  sein  Centrum  Krümmungs- 
mittelpunkt. Das  Verhältnis  der  Längeneinheit  zum 
Krümmungsradius  bezeichnet  man  als  das  Krümmungs- 
maß  der  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte. 

Um  die  Richtigkeit  des  unserer  Definition  vorangestellten  Satzes 
zu  erkennen,  bedenke  man,  daß  ein  Kreis  durch  drei  Bedingungen 
bestimmt  wird.  Alle  Kreise,  die  den  gegebenen  Kegelschnitt  im 
Punkte  0  berühren,  erfüllen  aber  bereits  die  beiden  Bedingungen, 
daß  sie  durch  0  gehen  und  dort  die  Kegelschnittstangente  berühren 
(oder  ihr  Centrum  auf  der  Kegelschnittsnormale  haben).  Unter 
ihnen  wird  der  Krümmungskreis  durch  die  dritte  Bedingung  be- 
stimmt,   daß   von   den   ihm    und   dem    Kegelschnitt    gemeinsamen 
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Punkten  noch  ein  weiterer  mit  0  zusammenfallen  soll.  Für  be- 
wundere Punkte  des  Kegelschnittes  (nämlich  für  seine  Scheitel)  kann 
damit  zugleich  auch  der  vierte  Schnittpunkt  sich  mit  0  vereinen 
und  die  Oskulation  in  eine  Berührung  dritter  Ordnung  übergehen. 
403«  £s  seien  die  Achsen  a  und  b  (Fig.  266)  eines  Kegel- 
schnittes k  und  seine  Tangente  t  im  Punkte  0  gegeben.  Der  zu 
0  gehörige  Krümmungskreis  sei  k^  und  K^  sein  Centrum  auf  der 
Kegelschnittsnormale  n.    Die  Kurven  k  und  k^  liegen  perspektiv  aus 


Fig.  266. 

dem  Centrum  O  und  die  Achse  e^  geht  durch  0.  Der  unendlich 
ferne  Pnnkt  von  t  ist  der  Pol  von  n  in  Bezug  auf  ä^,  folglich  der 
Verechwindungspunkt  T„  der  Tangente  t  der  Pol  von  n  in  Bezug 
auf  Ä;  denn  n  entspricht  sich  selbst.  Der  unendlich  ferne  Punkt 
Ton  t  ist  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  k  der  Pol  des  Durchmessers 
ifO,  folgüch  der  Fluchtpunkt  T^  von  t  der  Pol  von  MO  bezüglich 
des  Kreises  k^ ;  denn  auch  MO  entspricht  sich  selbst.  Da  Ver- 
schwindungs-  und  Fluchtlinie  gleichweit  von  der  Achse  resp.  dem 
Centrum  abstehen,  letztere  aber  vereinigt  liegen,  so  besteht  die  Re- 
lation 07!^  =  07i,  durch  welche  sich,  nachdem  T„  als  Pol  von  n 
in  Bezug  auf  k  konstruiert  ist,  T^  bestimmt.  Das  Centrum  K^  des 
Krommungskreises  bestimmt  sich  daraus,   daß   seine  Verbindungs- 
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linie  mit  T^  auf  der  Polare  MO  dieses  Punktes  senkrecht  steht. 
Die  Perspektivitätsachse  e^  verbindet  0  mit  dem  vierten  gemein- 
samen Punkte  iV  von  k  und  ky  Sind  F  und  P^  die  Schnittpunkte 
von  k  und  ä^  mit  OM  {MF  =  MO),  so  entsprechen  sie  einander  und 
dem  Strahle  T^P^  die  Parallele  zu  t  durch  P;  die  Perspektivitäts- 
achse e^  geht  daher  durch  den  Schnittpunkt  beider.  Oder  man  kann 
e^  auch  mittels  des  Schnittpunktes  5=  T^K^  X  ^^^f  bestimmen,  oder 
endlich  durch  den  Mittelpunkt  der  Strecke  MP[\t, 

Aus  dem  Vorigen  ergeben  sich  die  verschiedensten  Kon- 
struktionen des  Krümmungsmittelpunktes  A'^  für  einen 
Punkt  0  des  Kegelschnittes.  ^ 

404.  In  dem  Kegelschnitte  k  ist  dem  Durchmesser  MT„  der 
Durchmesser  ML\\n  konjugiert.  Sind  femer  A'  und  J?  die  Schnitt- 
punkte der  Achsen  a  und  b  mit  der  Tangente  t,  so  bilden  A'  und 
£',  1\  und  L  Punktepaare  einer  Involution  mit  0  als  Mittelpunkt 
oder  es  ist:  qa'  .  OB  =  OT^.  OL. 

Ferner  ist 

A  Ä\ OT^  ^  A  OLM,     also:     K^ 0\OT^^OL\LM\ 

AOOB'  r^A  ÄLM,    also:      GO\OF  =  ÄL : Z3f. 

Hierbei  bezeichnet  G  den  Schnittpunkt  ä  x  w.  Aus  den  auf- 
gestellten Relationen  folgt  sofort: 

A'iO  ^  OL.OT^  __  OL     OTv  _  OÄ 
00  ~~  ÄL  .OB  ~  OB'  ÄL^  ÄL' 

Hieraus  ergiebt  sich: 

Erste  Konstruktion 
von  A'j.  Man  fälle  aus  dem 
Mittelpunkte  M  des  Kegel- 
schnittes das  Lot  ML  auf  die 
Tangente  t  des  Punktes  ö, 
'"'        ,    -'  trage  Oi  als  J'X' von ^' =  rt X ^ 

,--'  auf  die  Tangente  ab,  verbinde 

Z'     mit     dem     Schnittpunkt 
G  =:=  b  X  n  und  ziehe  durch  Ä 
die  Parallele  zu  L'G,  welche 
^^^'  ^^^'  auf     der     Normalen    n     den 

Krümmungsmittelpunkt  K^   ausschneidet   (Fig.   267). 


*  Eine  elegante  Ableitung  zahlreicher  solcher  Konstruktionen  gab  Hr.  Pelz 
in  der  Abhandlung:  „Die  Krümmungshalbmesserkonstraktionen  der  Kegelschnitte 
als  Korollarien  eines  Steinefschen  Satzes."  (Sitzgsber.  d.  k,  böhm.Ges.  d.Wis8. 1 879). 
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405.     Ist  F=^nxa  (Fig.  267),  so  folgt: 

OÄ  _  OF 
LM' 


a. 


ÄL 

Liegt  femer  der  Punkt  H  auf  OM  so,  daß  HG  i.  n,  und  ist  HK^ 

H>  wird: 

FO        K^O     MO       HO         ,  FO       K^O       ÄO 

OM        HO  '  ML"  QO'  ML        00  ""  Ä'L' 

wie  es  nach  der  Torstehenden  Relation  sein  muß.     Daher  folgt: 

Zweite  Konstruktion  von  JT^.  Im  Schnittpunkte  G  der  Nor- 
uale  n  mit  der  Achse  b  des  Kegelschnittes  errichte  man  auf  n  ein 
Ij:1  das  den  Durchmesser  OM  in  H  treffen  mag.  Die  Parallele  zur 
acderen  Achse  a  durch  H  schneidet  n  im  Krümmungsmittelpunkte 
A,  (Fig.  268). 

406«    Nach  dem  Vorigen  ist: 

K,0  _  OÄ' 
XO        OL  ' 


Fig.  268.  Fig.  269. 

Nach  Vertauschung  der  Achsen  a  und  b  gelangt  man   ebenso   zu 


Jer  Beziehung: 


K^O  _  OB 
K^F  ""  OL  ' 

KiF  _  OÄ' 


OB 


von  Ky     Man    ziehe    durch   0   die 


Aqs  beiden  Relationen  folgt : 

iind  hieraus: 

Dritte    Konstruktion 
Parallele  zu   einer  Achse  b,   schneide  sie   mit  GÄ  in  J  und  lege 
Iw^li  /die  Parallele  zur  anderen  Achse  a,  welche  n  im  Krümmungs- 
3iittelpunkte  K^  trifft  (Fig.  269).     Denn  man  erhält  dann: 

OÄ^_JÄ'  _  KiF 
OB      JG  "  K^Q' 
M7.    Endlich  ergiebt  sich  noch  folgende: 
Vierte   Konstruktion  von  K^    Man  errichte  im  Mittel^ 

^in  0.  Pappbute  I.  18 
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punkte  M  auf  dem  Durchmesser  MO  ein  Lot,  das  die  Normale  t 
in  JE  schneiden  mag  und  trage  auf  der  Normale  die  Strecke 
FH  vom  Punkte   G  =  n  x  b  aus  in   der  zu  FF  entgegengesetzter 

Richtung  ab.  Ihr  Endpunkl 
ist  K^  (Fig.  270).  Denn  di^ 
Figuren  MFFG  und  MB'OA 
sind  wegen  der  Gleichheit  ihrei 
entsprechenden  Winkel  ahn- 
lieh,  also: 

FG:FF=^OÄ:OB', 

andererseits  ist 

K^F:K^G=  OÄ'.OB-, 

woraus  die  Behauptung  EF  = 

K^G  folgt. 

408.  Es  sei  eine  Ellipse 

durch  die  konjugierten 
Durchmesser  OQ  und  FR  gegeben;  es  soll  der  Kriimmungsmittel- 
punkt  Zj  konstruiert  werden,  welcher  dem  Punkte  0  entspricht.  Ist  M 
der  Mittelpunkt,  t\\PR  die  Tangente  in  0  und  n  die  Normale  der 
Ellipse,  welche  den  Durchmesser  FR  in  D  treflfen  mag,  so  läßt  sich 
auf  n  durch  die  Beziehung  OM^  =  MF  das  Centrum  M^  eines  zur 
Ellipse  af&nliegenden  Kreises  bestimmen.  Denkt  man  sich  ferner 
durch  M  und  M^  einen  Kreis  gelegt,  dessen  Centrum  auf  der  Affini- 
tätsachse t  liegt;  so  schneidet  dieser  auf  t  die  Punkte  Ä  und  B 
aus,  welche  auf  den  Achsen  der  Ellipse  liegen  und  gleichzeitig  mit 


Fig.  270. 


Fig.  271. 

M^  einen  rechten  Winkel  bestimmen.  Durch  Ä  und  B  als  ent- 
sprechende Punkte  und  0  als  Mittelpunkt  ist  auf  t  eine  Involution 
bestimmt,  in  der  dem  Fußpunkte  L  des  Lotes  aus  M  auf  t  der 
Verschwindungspunkt  T^  und  dem  symmetrisch  zu  0  gelegenen  Punkte 
L'  [OB  =  0L=^  MD)  der  Fluchtpunkt  T^   entspricht  (403).     Da  0 
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und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  t,  ebenso  wie  A'  und  B'  aus 
M^  durch  rechtwinklige  Strahlen  projiziert  werden,  so  gilt  dies  auch 
von  L  und  T„  resp.  1/  und  T^,  Demnach  ergiebt  sich  folgende 
Konstruktion  (Fig.  271). 

Man  trage  von  0  aus  auf  die  Tangente  OZ'  =  MD  und  auf 
die  Normale  OäT^  =  MF  ab,  ziehe  zu  Z'M^  die  Senkrechte  durch 
l/jj,  welche  die  Tangente  in  T^  schneidet.  Das  Lot  aus  T^  auf 
OQ  gefallt,  schneidet  die  Normale  im  Krümmungsmittelpunkt  Ky 

109«  Trägt  man  von  0  aus  auf  die  Tangente  t  die  Strecke 
W  beiderseits  bis  P'  resp.  Ä'  ab,  so  entsprechen  sich  P'  und  JR^ 
in  der  Involution  und  man  hat: 

MB .  OT^  =^  MP^, 

denn  L  FM^R  ist  ein  rechter  Winkel.  Ferner  ist  A  0DM '^  A  T^  OK^ 


also: 


OK,==OZ    ^^      ^^ 


r  =    — ,  *  = 


1  "  'OD         OD  ' 

Bezeichnet  man  daher  mit  p  und  q  die  Längen  zweier  konjugierter 
Halbmesser  der  Ellipse,  mit  p^  und  q^  ihre  senkrechten  Abstände 
voQ  den  Endpunkten  des  konjugierten,  endlich  mit  r  und  s  die  zu 
diesea  Endpunkten  gehörigen  Krümmungsradien,  so  hat  man: 

Qi  Pi 

<rthen  die  konjugierten  Durchmesser  in  die  Achsen  über,  so  er- 
geben sich  für  die  Krümmungshalbmesser  in  den  Scheiteln  der 
Ellipse  die  Relationen: 

b  '  a 

410.  Aus  diesen  Bemerkungen  folgen  neue  Konstruktionen 
cer  Krümmungscentra  bei  der  Ellipse. 

Sind  OQ  und  PB  als  konjugierte  Durchmesser  gegeben  und  ist 
>  der  vierte  Eckpunkt  des  Parallelogramms  OMPS,  ist  femer  0' 
'iie  senkrechte  Projektion  von  0  auf  PJR,  F  die  von  P  auf  OQ,  so 
ziehe  man  die  Strecken  00"  und  PP"  resp.  den  Strecken  00'  und 
^^  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  und  SK^  J.  0"5  resp. 
%  1  F'Ä;  dann  sind  K^  auf  Off  und  K^  auf  PP'  die  Krümmungs- 
mittelpunkte  für  0  und  P. 

Der  Beweis  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  rechtwinkligen  Dreiecke 
^fiS  und  80O'  mit  den  Kathetenpaaren  r,  /?  und  /?,  y^,  sowie  der 
Dreiecke  K^PS  und  fi'PP"  mit  den  Kathetenpaaren  *,  5^  und  y,  p^ 
Fig.  272). 

18* 
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411.  Sind  die  Halbachsen  MA  und  MB  einer  Ellipse  gegeben, 
so  findet  man  die  Erümmungscentra  ihrer  Scheitel  in  folgender 
Weise.     Es  sei  S  der  vierte  Eckpunkt  des  Rechtecks  AMBS;    ftUt 


^rr^fV- 


Fig.  272. 


Fig.  273. 


man  aus  S  auf  die  Diagonale  AB  ein  Lot^  so  schneidet  dieses  aui 
den  Achsen  die  Krümmungsmittelpunkte  K^  und  K^  der  Scheitel 
A  und  B  aus.     Daß  hier  die  Berührung  zwischen  Krümmungskreis 

und  Ellipse  von  der 
dritten  Ordnung  wird, 
folgt  aus  der  Symme- 
trie gegen  die  Achsen. 
(Fig.  273). 

412.  Der  Krüm- 
mungsmittelpunkt K^ 
eines  Kegelschnittpunk- 
tes 0  ist  bezüglich  des 
Krümmungskreises  k^  Pol 
der  unendlich  fernen  Ge- 
raden; ihm  entspricht 
also  in  der  Perspektive 
zwischen  dem  Kegel- 
schnitt k  und  dem  Krüm- 
mungskreise k^  der  Pol 
K  der  Verschwindungs- 
linie  e„  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt.  Die  End- 
punkte irgend  zweier  DurchmesserPjQjXmdÄjiSj  des  Krümmungskreises 
werden  aus  0  durch  Kechtwinkelstrahlen  in  die  Endpunkte  der  ent- 


Fig.  274. 
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sprechenden  durch  K  gehenden  Sehnen  PQ  und  BS  des  Kegelschnittes 
projiziert.  Es  ist  also  K  der  Mittelpunkt  einer  Punktinvolution  auf 
dem  E^elschnitty  welche  aus  0  durch  Rechtwinkelstrahlen  projiziert 
vird.  Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion  des  Krtimmungs- 
mittelpanktes  JT^,  fOr  den  Fall,  daß  der  Kegelschnitt  gegeben  ist 
{z.  B.  durch  fünf  Punkte),  seine  Achsen  aber  nicht  konstruiert  sind. 

Man  ziehe  (Fig.  274)  aus  0  zwei  Paare  rechtwinkliger  Strahlen, 
die  den  Kegelschnitt  resp.  in  P  und  Q,  R  und  S  schneiden  mögen, 
b^timme  die  Polare  e^  des  Schnittpunktes  PQ  x  USf  ziehe  e^We^ 
iurch  0,  e^W  e^  in  gleichem  Abstand  mit  e^  und  suche  in  der  hier- 
iaith  bestimmten  Centralprojektion  den  entsprechenden  Punkt  K^ 
m  £    Dieser  ist  das  gesuchte  Krtimmungscentrum. 


Metrische  Eigenschaften  der  Kegelschnitte.    Spezielle 

Konstruktionen. 

413.    Die  Abschnitte,  welche  auf  zwei  parallelen  Tan- 
genten t  und   u    eines   Kegelschnittes   zwischen   ihren   Be 


Fig.  275  b. 


Fig.  275  a. 


Fig.  275  c. 

ruhrnngspunkten  7  und  ?7  und  ihren  Schnittpunkten  Pund 
9  mit  irgend  einer  dritten  Tangente  v  liegen,  haben  ein 
konstantes  Produkt: 

PT.  QU  =const. 
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Werden  nämlich  S  auf  t  und  B  auf  u  durch  irgend  eine  vierte 
Tangente  tr  ausgeschnitten,  so  schneiden  sich  PB  und  QS  auf  TU 
in  JV' (Fig.  275a)  und  man  hat:  PT:  UR^IS:  QU,  oder: 

PT.qU^^ST.RU. 

Läßt  man  bei  einer  Ellipse  die  Gerade  v  parallel  zu  TV 
werden,  so  findet  man  den  konstanten  Wert  des  Produktes: 

PT.qU=b\ 
wo  2Ä  den  zu  TU  =  2  a  konjugierten  Durchmesser  bezeichnet.    Gehen 
t,  u,  r,  IT  in  die  vier  Scheiteltangenten  der  Ellipse  über  (Fig.  275b), 
so  bedeuten  a  und  b  die  Halbachsen. 

Läßt  man  dagegen  bei  der  Hyperbel  die  Gerade  v  in  eine 
Asymptote  übergehen,  so  ergiebt  sich,  da  jetzt  PT  und  QU  ent- 
gegengesetzte Kichtung  haben: 

PT.QU=:   -Ä^ 

wo  2  b  die  Länge  der  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers TU  ^  2a  zwischen  den  Asymptoten  bezeichnet.  Gehen 
speziell  t,  u,  v,  w  in  die  Scheiteltangenten  und  Asymptoten  über 
(Fig.  275  c),  so  bedeutet  a  die  reelle  und  b  die  sogenannte  imaginäre 
Halbachse  der  Hyperbel. 

414.  Es  seien  J/Xund  Jfr  konjugierte  Durchmesser  des  Kegel- 
schnittes und  MY  parallel  zu  t  und  u.  Wir  legen  ihnen  (wie  in 
der  Figur  durch  Pfeile  angedeutet)  einen  bestimmten  Durchlaufungs- 
sinn  bei.  Die  parallel  zu  MX  resp.  zu  MY  gemessenen  Abstände 
irgend  eines  Punktes  der  Ebene  von  MY  resp.  ÄfX  nennen  wir 
seine  Koordinaten  x,  t/  und  geben  ihnen  das  positive  oder  negative 
Vorzeichen,  je  nachdem  sie  mit  MX  und  MY  von  gleichem  Sinn 
sind  oder  nicht.  X  und  Y  seien  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
betrachteten  konjugierten  Durchmesser.  Letztere  würden  in  der 
Sprache  der  analytischen  Geometrie  als  Achsen  des  schiefwinkligen 
Koordinatensystems  zu  bezeichnen  sein  und  ihr  Schnittpunkt  M 
als  Koordinatenanfangspunkt. 

Das  Dreieck  PQY  ist  dem  Kegelschnitt  umschrieben;  die  Ver- 
bindungslinien seiner  Ecken  mit  den  Berührungspunkten  der  Gegen- 
seiten: PU,  QTy  YF  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  L  (269). 
Ist  daher  noch  K  =  MX  x  YV,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen : 

KL       KU       VQ       LV       ,        ^.j        -TT-     KL        TK        ,  ,. 
TP^Tü^T^^  TP'  also  KL^L}\    -jjq^Yu  ^^^  hieraas: 

KL'     ^  KU.TK 
TP .  ÜQ  TU'     ' 

Setzt  man  x,  y  als  Koordinaten  des  Kegelschnittpunktes  V^   so   hat 
man  MK  =  x,  KV=  2  .  Äi  =  y,  KU  =  a  —  a:,  TK=^  a  +  x,  und  über- 
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dies  TP.  ?7Q  =  ±  i^  je  nachdem  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  vor- 
ließ.   Demnach  erhält  man: 


a" 


+  --=  1 


ab  Gleichung  der  Ellipse  und: 

?!  —  ?!. 


=  1 


^ils  Gleichung  der  Hyperbel,  beide  bezogen  auf  zwei  konjugierte 
Durchmesser  (oder  speziell  die  Achsen)  als  Koordinatenachsen. 

ias  395  folgt  für  die  Ellipse,  daß  der  Abstand  ihrer  reellen 
Brennpunkte  von  den  Scheiteln  der  Nebenachse  b  der  halben 
Hauptachse  a  gleich,  folglich  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkt 

e=  ±]/a*-Ä3 
ist  —  Wendet  man  andererseits  den  Satz  in  398  auf  eine  Scheitel- 
tangente  der  Hyperbel  an,  so  ergiebt  sich  der  Mittelpunktsabstand 
iker  Brennpunkte 

^=  ±y  a^  +  b^. 

Hiernach  können  die  Brennpunkte   beider  Kegelschnitte  leicht  aus 
den  gegebenen  Achsen  konstruiert  werden. 

415.    Konstruktion   der  Ellipse   aus    den   Achsen.      Es 
seien  OA  =  a,  OB  =  b  (Fig.  276  a)  die  gegebenen  Halbachsen  einer 
Qlipse  A.    Man  schlage 
um  0  zwei  Kreise  k^  und 
K  resp.  vom   Badius  a 
und  6.   Jeder  von  ihnen 
bnn  als  zur  gesuchten 
Ellipse  affingelegen  gel- 
ten, wenn  man  den  Halb- 
achsen der  letzteren  die 
anf  ihnen  gelegenen  ßa- 
(iien  von  Äj   und  k^  zu- 
ordnet, also  A  äOB  ent- 
weder zu  A  A^OB^  oder 
z^    C^AfiB^     entspre- 
chend setzt,  wobei  jedes-  ^'^-  ^'^  ^  *' 
mal  ein  Paar  affiner  Strecken  zusammenfällt.     Die  Affinitätsachse 
ist  entweder   OÄ  oder  OB^   die   Affinitätsstrahlen   sind  in   beiden 
Fällen  zu  ihr  rechtwinklig.  —  Zu   einem   Punkte  Pj  auf  k^  wird 
der  affine  Ellipsenpunkt  P  auf  PjÄ  JL  OA  mittels  der  Beziehung 

PSiP^S r^  BO:B^O  =  P^OiP^O 
gefunden,  indem  man  P^O  mit  k^  in  Pj  schneidet  und  P^P \0S  zieht. 
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Fig.  276  b. 


P  ist  zugleich  der  affine  Punkt  zu  P^  auf  k^.  —  Ist  /L  OP^T  =  ß, 
also  P^T  die  Kreistangente  in  P^,  so  ist  PT  die  Ellipsentangente 
in  P.  —  Ist  PN A_  PT,  also  die  Ellipsennormale,  so  liegt  ihr 
Schnittpunkt  N  mit  OP^^  auf  einem  Kreise  vom  Radius  {a  +  b)  um   O. 

Setzt  man  nämlich  P^^x  P2^= ^. 
so  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  von 
APPiT  mit  aPP^N  und  von 
APPiR  mit  APPa^i  die  Re- 
lation : 

P3P1 :  P^N=P^S  :RT=P^P^ :  OP, 
d.h.  P^N^  OP^^b. 

416.  Das  eingeschlagene 
Verfahren  ergieht  auch  die 
Lösung  der  Aufgabe:  zu  einem 
nur  der  Richtung  nach  ge- 
gebenen Durchmesser  der 
Ellipse  den  konjugierten  zu  bestimmen.  Ein  in  der  gegebenen 
Richtung  aus  0  gezogener   Strahl   (Fig.  276b)  schneide  die  Kreise 

Äj    und   ^2    '^^SP'  ^^    ^^^ 
Punkten   U  und   V\   man 

konstruiere  aus  diesen 
wie  vorher  den  Ellipsen- 
punkt W,  Zieht  man 
femer  durch  TJ  und  T 
Parallelen  zu  OA  und 
OB,  welche  sich  in  X 
schneiden  mögen,  so  ent- 
spricht, wenn  man  die 
Affinität  zwischen  k^  und 
k  zu  Grunde  legt,  der 
Punkt  X  dem  Punkte  T, 
weil  V  dem  W  entspricht, 
und  folglich  der  Strahl 
OX  dem  Strahle  Or. 
Schneiden  nun  k^  und  k^ 
OX  in  Pj  und  Pg,  einen 
zu  OX  rechtwinkligen  Strahl  07  aber  in  §j  und  Qj ,  so  findet  man 
hieraus  P  als  einen  Endpunkt  des  gegebenen,  Q  als  einen  Endpunkt 
des  konjugierten  Durchmessers  der  Ellipse. 

417.    Konstruktion  der  Achsen  aus  konjugierten  Durch- 


Fig.  277. 
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messern  der  Ellipse.  Irgend  zwei  konjugierte  Halbmesser  OC 
und  OD  einer  Ellipse  (Fig.  277)  werden  aus  rechtwinkligen  Halb- 
messern OCj,  OjDj  resp.  OC^,  OD^  des  um-  und  eingeschriebenen 
Kreises  (vom  Radius  a  und  b)  erhalten,  indem  man  resp.  zu  den 
Achsen  parallel  C^C,  C^C  und  -D^jP,  D^JD  zieht.  Wird  das  recht- 
winklige Dreieck  LB^D^  um  das  Centrum  0  durch  den  i_  JDOE  =  R 
gedreht,  so  erhält  es  die  Lage  EC^C^^  in  welcher  seine  Katheten 
wiederum  den  Achsen  parallel  liegen.  Ist  M  der  Schnittpunkt  der 
Diagonalen  des  Rechteckes  CC^EC^,  also  MC  =  MC^  =  ME  =  MC^, 
^  schneidet  ein  Ereis  um  M  vom  Radius  MO  den  Strahl  CE  in 
Punkten  Ä'  und  B  der  Achsen  und  überdies  folgt: 

OC^  =  EÄ  =.CF  ^a, 

OC^  =  Eff  =  CA  =  b. 

Sind  umgekehrt  OC  und  OD  als  konjugierte  Halbmesser  ge- 
geben, so  ergeben  sich  folgende  zwei  einfache  Konstruktionen 
der  Achsen.  Man  ziehe  OE  A_  und  =  OB,  halbiere  CEm  Jlf  und 
schneide  entweder  CE  mit  einem  Kreise  vom  Radius  MO  in  Ä  und 
B  oder  OM  mit  einem  Kreise  vom  Radius  MC  in  C^  und  C^.  Im 
trsten  Falle  sind  aus  0  die  Achsen  nach  Ä'  und  B  zu  ziehen  und 
Oi  =  ^J'  resp.  OB  =  EB  als  ihre  Längen  aufzutragen.  Im  zweiten 
^OA  EC^  und  =06^,  OB\\EC^  und  =0(73.  Die  erste  Kon- 
struktion ist  genauer. 

418.  Läßt  man  C  die  Ellipse  durchlaufen,  so  geschieht  dies 
auch  mit  dem  Endpunkt  B  des  zu  OC  konjugierten  Halbmessers 
hl).  Man  erhält  dann  durch  die  erste  der  vorigen  Konstruktionen 
andere  und  andere  Punkte  Ä  und  B  auf  den  Achsen;  immer  aber 
ist  BC  =  a,  ÄC  =  by  also  die  Strecke  AB  von  der  konstanten 
Länge  (a  +  3).  Hieraus  folgt  der  bekannte  Satz:  Gleitet  eine 
Strecke  AB  mit  ihren  Endpunkten  auf  zwei  rechtwinkligen 
Geraden,  so  beschreibt  ein  Punkt  C,  der  sie  in  die  Teile  a 
und  h  zerlegt,  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  b. 
Auch  dieser  Satz  kann  zu  einer  Konstruktion  verwertet  werden. 

419.  Da  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  von  je  zwei  kon- 
ugierten  Durchmessern  harmonisch  getrennt  werden,  so  liegt  die 
Mitte  einer  Sehne  AB  auf  demjenigen  Durchmesser,  zu  dessen  kon- 
jugiertem die  Sehne  parallel  läuft  und  bildet  zugleich  die  Mitte  der 
auf  ihr  von  den  Asymptoten  ausgeschnittenen  Strecke  CB  (Fig.  278). 
Daher  folgen  die  Sätze: 

Die  Strecken,   welche  auf  einer  Sekante  zwischen  der 
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Hyperbel    und    ihren    Asymptoten    liegen,    sind    einandei 
gleich. 

Hiemach  kann  die  Hyperbel  leicht  aus  ihren  Asymptoten  und 
einem  ihrer  Punkte  A  konstruiert  werden.     Auf  einem  Strahle  aus 


Fig.  278. 

A,  der  die  Asymptoten  in  D  und  JE  trifft,    erhält  man  den  zweiten 
Hyperbelpunkt  B  durch  die  Relation  AE  =  DJB. 

Die  Strecke  ÄÄ,  welche  die  Asymptoten  auf  einer  Tan- 
gente der  Hyperbel  begren- 
zen, wird  vom  Berührungs- 
punkte T  halbiert. 

420.  Aus  268  folgt:  Der 
Diagonalenschnittpunkt  U  eines 
einem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Vierecks  PQ7?5  liegt  mit  den  Be- 
rührungspunkten je  zweier  Gegen- 
seiten in  gerader  Linie.  Nehmen 
wir  bei  einer  Hyperbel  die  Asymp- 
toten als  zwei  Gegenseiten  PQ 
und  BS  eines  Tangentenvierecks 
und  zwei  beliebige  Tangenten  als 
die  beiden  anderen  Gegenseiten, 
so  liegen  die  beiden  Berührungs- 
punkte der  ersteren  unendlich 
fem  und  folglich  sind  die  Diago- 
nalen PE  und  SQ  einander  parallel 
(Fig.  279).  Hieraus  folgt  weiter,  daß  die  Dreiecke  PQH  und  PSB 
inhaltsgleich  sind  und  (wenn  man  von  beiden  das  Dreieck  MPIi 
abzieht),  daß  das  Gleiche  von  den  Dreiecken  MPS  und  MQB 
gilt.     Also: 


Fig.  279. 
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Das  von  einer  beliebigen  Tangente  der  Hyperbel 
and  ihren  Asymptoten  begrenzte  Dreieck  hat  konstanten 
Flächeninhalt. 

431.     Aus  dem  Parallelismns  von  Plt  und  SQ  folgt  femer: 

MF. MS  =^MQ.MR=^  cönst. 

Ximmt  man  daher  die  Asymptoten  als  Koordinatenachsen  und  setzt 
&  den  Hyperbelpuokt  T  die  Koordinaten 

x  =  Mr  ==\MS,    y^MT'  =^\MP 

an,  so  folgt  als  Gleichung  der  Hyperbel: 

xy  =  const. 

Das  Produkt  der  Abstände  eines  Hyperbelpunktes  von 
den  Asymptoten  ist  konstant,  wenn  diese  Abstände  jedes- 
mal in  der  Parallelen  zur  anderen  Asymptote  gemessen 
werden. 

Stehen  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  aufeinander 
senkrecht,  so  heißt  sie  gleichseitig.  In  diesem  Falle  folgt  näm- 
lich aas  414:    3  =  a. 

422.  Verbindet  man  die  Mitte  W  einer  Sehne  UVAqt  Parabel 
mit  ihrem    Pole  Z,    so  ergiebt  sich  ein  Durchmesser  LW.     Ist  O 


Fig.  280. 

sein  Schnittpunkt  mit  der  Parabel,  so  ist,  weil  der  zweite  Schnitt- 
punkt unendlich  fem  liegt,  0  die  Mitte  der  Strecke  LW,  oder  es 
besteht  der  Satz: 

Die  Strecke  zwischen  dem  Mittelpunkt  einer  Parabel- 
sehne und  ihrem  Pole  wird  von  der  Parabel  halbiert, 

Ist  m  eine  beliebige  Parabeltangente  und  M  ihr  Berührimgs- 
punkt,  sind  P  und  Q  ilu'e  Schnittpunkte  mit  zwei  anderen  Tangenten 
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u  und  ü,  endlich  S  und  B  deren  unendlich  ferne  Punkte,  so  bilde  1 
PQRS  ein  der  Parabel  umschriebenes  Viereck  mit  zwei  unendlicl 
fernen  Ecken  und  einer  im  unendlich  fernen  Punkte  X  der  Parabel 
beiührenden  Seite  RS.  Der  Diagonalenschnittpunkt  iV  =  PB  x  Q-^ 
liegt  auf  dem  Durchmesser  MX  und  ZFNQ  ist  ein  Parallelogramin, 
Ferner  ist  A  iVP?7  -^  A  J^Q^-     Hieraus  folgen  die  Beziehungen : 

UN  ^P}i^P£_       PN  _  LQ  _PU 
NV  "  QN  ~  LP  '      QV  ^  QV  "  LP 

Daher  ergiebt  sich: 

Auf  zwei  Parabeltangenten  werden  die  Strecken 
zwischen  ihrem  Schnittpunkt  und  ihren  Berührungspunkten 
von  jeder  dritten  Tangente  nach  demselben  Verhältnis 
geteilt. 

423.  Es  sei  Y  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Parabeltangente 
MP,  Wir  wählen  MX  und  MY  als  Koordinatenachsen  und  setzen 
als  Koordinaten  des  Parabelpunktes   U 

x  =  MU\    y=  U'U 
als  die  des  Punktes  F 

x'  =  MF,   7/'=  rr 

an.     Man  erhält  nun: 

LO         LQ       Ü'U 


folglich: 


oder  als  Gleichung  der  Parabel 


MV 

QV- 

vv 

MU' 
LO 

= 

Pü 

LP- 

V'U 

vv 

Mü' 

U'ü^ 

MV 

-    yy'i 

L  Oll  eil 

X 

x' 

^  y" 

oder,  wenn  man  y^  =  2px   setzt: 

y2  _-  2p  X, 

Mißt  man  die  Abstände  beliebiger  Punkte  der  Parabel 
von  einer  festen  Tangente  parallel  zu  dem  aus  ihrem  Be- 
rührungspunkt gezogenen  Durchmesser  und  die  Abstände 
von  diesem  parallel  zu  jener,  so  verhalten  sich  erstere 
wie  die  Quadrate  der  letzteren.  Oder:  Die  Abscissen  der 
Parabelpunkte  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  ihrer  Or- 
dinaten. 


SECHSTES   KAPITEL. 


Ebene  und  Banmknryen. 

Unendlich  kleine  Grörsen.    Erzeugung  ebener  Kurven. 

434.  Bei  dem  Studium  der  Kurven  wird  es  nötig  von  dem  Begriff 
der  unendlich   kleinen   Größen    Gebrauch   zu   machen;    es  er- 
scheint daher   als   unerläßlich  auf  diesen  Begriff  etvras  näher  ein- 
nigehen.     Als   unendlich   klein   haben   wir  jede   Größe  an- 
zusehen,   die   kleiner   als  jede  beliebig   kleine   angebbare 
Größe  ist.     Vergleichen  wir  zwei  endliche  Größen,  so  sagen  wir, 
<Iaß  dieselben  in  einem  Verhältnis  stehen,  dieses  Verhältnis  drückt 
sich  durch  eine  endliche  Zahl  aus.    Die  Zahl  kann  hierbei  entweder 
i?enau  angegeben  werden  oder   sie  liegt  innerhalb  zweier  Grenzen, 
Jeren    unterschied   den   Grad    der   Genauigkeit   für   das   wirkliche 
Verhältnis   der   beiden  Größen  angiebt.     Setzt  man  an  3telle  des 
wirklichen  Verhältnisses  einen  der  beiden  Grenzwerte,  so  begeht 
man  einen  Fehler,  der  jedenfalls  nicht  größer  ist  als  die  Differenz 
lier  Grenzwerte.     Steht   eine   Größe   zu   einer   endlichen  Größe   in 
keinem   endlichen   Verhältnis   mehr  —  oder   läßt   sich   dieses 
Verhältnis  nicht  mehr  in  endliche  Grenzen  einschliessen  —  so  ist 
jene   Größe   entweder  unendlich  klein    oder    unendlich    groß. 
Unendlich  kleine  Größen,  die  von  einander  abhängig  sind,  können 
ontereinander  verglichen  werden;    es  dient  dabei  eine  als  Maßstab 
der  übrigen,   die  mit  ihr  in  irgend  einem   festen  Zusammenhange 
stehen.     Von  mehreren  unendlich  kleinen  Größen  ist   stets  eine  als 
anabhängig,  die  anderen  sind  als  von  ihr  abhängig  zu  betrachten, 
liie  erstere   heißt   unendlich   klein   von   der    1.    Ordnung,   die 
letzteren   können   von  verschiedener  Ordnung  unendlich  klein  sein. 
Zwei  unendlich  kleine  Größen,  die  in  einem  endlichen  Verhältnisse 
stehen,  nennt  man   unendlich   klein   von  derselben   Ordnung. 
Großen  heißen  unendlich  klein  von  der  1.,  2.,  3.  . . .  m.  Ordnung, 
wenn  sie   zu    der  1.,  2.,  3.  .  .  .  wi.  Potenz    einer   unendlich   kleinen 
Große  1-  Ordnung  in  einem  endlichen  Verhältnis  stehen.    Die  Zahl 
m  kann   hierbei    auch  gebrochen   oder   irrational   sein;   für   unsere 
Untersncbungen    kommen    indeß    nur    ganze    Zahlen    in   Betracht, 
wenigstens    bei    geeigneter  Wahl   der   als  unabhängig   veränderlich 
^edacbten  Qröße. 
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Sollen  mehrere  Größen  zu  einander  addiert  werden,  so  kommen 
die  unendlich  kleinen  Größen  den  endlichen  gegenüber 
nicht  in  Betracht  und  ebenso  werden  unendlich  kleine 
Größen  höherer  Ordnung  gegenüber  solchen  niedrigerer 
Ordnung  weggelassen.  Denn  der  Fehler,  der  dadurch  begangen 
wird,  steht  in  keinem  endlichen  Verhältnis  mehr  zu  dem  beim  Weg- 
lassen der  genannten  Größen  erzielten  Resultate. 

435.  Bei  der  Untersuchung  bestimmter  Werte  können  unendlich 
kleine  Größen  in  zweifacher  Weise  ihre  Verwendung  finden.  Einmal 
kann  ein  bestimmter  Wert  als  Grenzwert  des  Quotienten  zweier 
voneinander  abhängiger  unendlich  kleiner  Größen  auftreten,  das 
will  sagen  als  derjenige  Wert,  den  der  Quotient  zweier  G-rößen 
annimmt,  wenn  man  die  eine,  und  damit  zugleich  die  zweite  davon 
abhängige  unendlich  klein  werden  läßt.  Zum  anderen  wird  naan 
durch  Teilung  einer  endlichen  Größe  in  eine  Anzahl  gleicher  oder 
ungleicher  Teile  zu  unendlich  kleinen  Größen  gelangen,  wenn  man 
die  Anzahl  der  Teile  unbegrenzt  vermehrt.  Von  beiden  BegriflFen 
werden  wir  weiterhin  Gebrauch  machen,  sowohl  vom  Grenzwert 
wie  von  der  unbegrenzten  Teilung. 

426.  Einige  Beispiele  von  unendlich  kleinen  Größen  verschiedener 
Ordnung,  die  weiterhin  ihre  Verwendung  finden  sollen,  mögen  zum 
besseren  Verständnis  des  Gesagten  gleich  an  dieser  Stelle  mit- 
geteilt werden.     In    einem    rechtwinkligen   Dreieck   ABC  mit    der 

Hypotenuse  AJB  werde  der  z_  A  unendlich  klein 
-^if2...___  von  der  1.  Ordnung,  dann  ist  auch  JBC  unendlich 

klein  1.  Ordnung,  aber  AB  ^  ACwird  unendlich 
klein  von  der  2.  Ordnung.  Denn  trägt  man 
AJD  =  AC  auf  der  Hypotenuse  auf,  so  ist  /L  BCB 
=  \  l^  A  und  folglich  der  Quotient  BB :  BC  eine  unendlich  [kleine 
Größe  1.  Ordnung.  Wird  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABC  mit 
dem  unendlich  kleinen  L.  A  auch  noch  die  Seite  AC  unendlich 
klein  von  der  1.  Ordnung,  so  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  dieses 
Dreiecks  mit  dem  früheren,  daß  BC  von  der  2.  Ordnung  und  xiB  —  AC 
von  der  3.  Ordnung  unendlich  klein  wird. 

Zwei  Ebenen  A  und  B  mögen  sich  in  einer  Geraden  t  schneiden; 
durch  einen  Punkt  Q  von  t  ziehen  wir  eine  Gerade  u  in  der  Ebene 
B  und  wählen  auf  u  einen  Punkt  R.  Der  Winkel  der  beiden  Ebenen 
sei  ?;,  der  der  beiden  Geraden  sei  €.  Werden  gleichzeitig  7/,  €  und 
Qß,  unendlich  klein  von  der  1.  Ordnung,  so  ist  das  Lot  von  R  auf 
t  unendlich  klein  von  der  2.  Ordnung,  der  Winkel  von  u  und  A 
ebenfalls  unendlich  klein  2.  Ordnung  und   das   Lot   von   R  auf   A 
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unendlich  klein  von  der  3.  Ordnung.  Die  Differenz  QE  —  QSf,  wo  -B' 
die  Projektion  Ton  H  auf  t  ist,  ist  unendlich  klein  3.  Ordnung,  und 
die  Differenz  QR  —  Q-ß",  wo  JB"  die  Projektion  von 
^  auf  A  ist,  ist  unendlich  klein  von  der  6.  Ordnung, 
Tie  man  sofort  aus   dem  ersten  Beispiel  erkennt. 

427.    Die  Entstehung  einer  ebenen  Kurve  kann 
man  sich  in  doppelter  Weise  vorstellen,  einmal  durch 
Bewegung  eines  Punktes,  zum  anderen  durch  Bewegung 
einer  (jeraden.    Wir  wollen  zunächst  die  ebene  Kurve 
als  die  Bahn  eines  bewegten  Punktes  auffassen.     Zwei 
onmittelbar    auf  einander  folgende   Lagen   des   be- 
wegten   Punktes    sollen    als    benachbarte,    konse- 
kutiTe  oder  Nachbarpunkte   der  Kurve  bezeichnet 
werden,  wobei    der   Abstand   benachbarter   Punkte 
ab  unendlich   klein   zu   denken   ist.      Zwei   Nachbarpunkte   be- 
grenzen einen    unendlich    kleinen   Teil  der   Kurve,    ein   Kurven- 
element.   £ine  Kurve  heißt  in  einem  Punkte  stetig,  wenn  es  zu 
diesem  nach  beiden  Seiten  Nachbarpunkte  gibt,  unstetig  dagegen, 
wenn  er  ein  freies  Ende  bildet.    Wir  betrachten  nur  stetige  Kurven. 
Eine   Gerade,    die   zwei   Kurvenpunkte    Ä  und  B  miteinander 
Terbmdet,  heißt   Sekante,    die   Strecke  AB   selbst  heißt    Sehne. 
Halt  man  den  Punkt  Ä  fest,   während   man   den  Punkt  B  auf  der 
Knrve  sich  stetig  bewegen  und  dem  Punkte  J  unbegrenzt  nähern 
ißt,  so  wird   auch  die  Sekante  AB  sich  stetig  um  ihren  Endpunkt 
i  drehen  und  schließlich  einer  bestimmten  Geraden  t  durch  A  sich 
unbegrenzt    nähern.     Diese  Gerade  t  heißt 
die  Tangente  der  Kurve  im  Punkte   A\ 
der  Winkel,   den  Tangente  und  Sekante  mit- 
einander einschließen,   wird  beim  Grenzüber- 
gang zugleich  mit  der  Strecke  AB  unendlich 
Uein.    Im    allgemeinen   ist   es   gleichgültig,  von  welcher   Seite  der 
Punkt  B  sich  dem  Punkte  A  unbegrenzt  nähert,  man   erhält  dabei 
die  nämliche   Grenzlage  t,   und  sagt  die  Kurve  sei  im  Punkte  A 
>tetig  in    Bezug   auf  ihre   Tangente.      In   Punkten,   wo   man 
zn  zwei  Grenzlagen  gelangt,  je  nachdem  sich  B  von  der  einen  oder 
anderen  Seite   dem  Punkte  A  nähert,    bildet  die   Kurve   eine  Ecke 
und  ist   dort  unstetig  in  Bezug  auf  ihre  Tangente;  solche  Fälle 
>chließen  wir  hier  zunächst  aus.     Eine  Tangente  hat  mit  der  Kurve 
z^ei  benachbarte  Punkte,  oder  ein  Kurvenelement  gemein. 

438.    Durch  Bewegung  einer  Geraden  in  einer  Ebene  entsteht 
eben&lls  eine  Kurve,  die  hierbei  als  Hüllkurve  aufeinander  folgender 


Fig.  283. 
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Geraden,  ihrer  Tangenten,  erscheint,  entsprechend  den  Lagen  der 
bewegten  Geraden.  Zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Lagen 
der  bewegten  Geraden,  liefern  benachbarte  oder  konsekutive 
Tangenten,  deren  Winkel  unendlich  klein  ist  und  als  Eontin- 
genzwinkel  bezeichnet  wird.  Diese  Erzeugungsweise  einer  Kurve 
ist  zu  der  erstgenannten  dual  und  nach  dem  Prinzip  der  Dualität 

(vergl.  340)  können  wir  aus  den  obigen  Re- 
sultaten die  folgenden  ableiten.  Betrachten 
wir  eine  feste  Tangente  t  unserer  Htillkurve 
und  eine  bewegliche,  die  sich  jener  unbe- 
Fiff  284  grenzt  nähert,  so  bestimmt  diese  auf  t  eine 

Punktreihe,  deren  Punkte  sich  bei  der  Be- 
wegung einer  bestimmten  Grenzlage  Ä  unbegrenzt  nähern,  die 
eben  den  Berührungspunkt  Yon  t  repräsentiert.  Die  Kurven- 
punkte sind  als  Sclmittpunkte  benachbarter  Tangenten  aufzufassen. 
Zwei  unendlich  nahe  Punkte  oder  zwei  Gerade  mit  unendlich 
kleinem  Winkel  sind  als  zusammenfallend  und  nicht  verschieden  an- 
zusehen. Nur  bei  dem  Grenzprozeß,  wenn  die  gegen  Null  ab- 
nehmende Strecke  oder  der  gegen  Null  abnehmende  Winkel  mit 
anderen  davon  abhängigen  Größen  verglichen  wird,  muß  auf  diese 
unendlich  kleinen  Größen  Rücksicht  genommen  werden. 

429.    Bildet  man  die  Punkte  und  Tangenten  einer  ebenen  Kurve 
durch  Parallel-  oder  Centralprojektion  ab,  so  erhält  man  Punkte  und 
Tangenten  einer  neuen  Kurve,  der  Projektion  der  ersteren.     Es  ist 
nach  den  vorausgegangenen  Definitionen  unmittelbar  klar,  daß  die 
Stetigkeit   einer  Kurve  eine   projektive  Eigenschaft  ist,  d.  h. 
sich    bei   beliebiger   Projektion   nicht   ändert.     Nur   fiir   unendlich 
ferne   Punkte    einer   Kurve    bedarf   dieses    noch   der   Erläuterung. 
Projiziert  man  einen  Kurvenpunkt  Q  unendlich   fern,   so   verlaufen 
die  Projektionen  der  beiden  Kurvenstücke,   die  in  ihm  zusammen- 
stossen,  ins  Unendliche.    Läßt  man  einen  Punkt  auf  dem  einen  oder 
anderen   unendlichen   Kurvenast   sich   nach   dem  Unendlichen  hin- 
bewegen, so  nähert  sich  die  zugehörige  Tangente  in  beiden  Fällen 
der   nämlichen   Grenzlage,   die   als  Asymptote  bezeichnet  wird 
und   die   Tangente   in   dem   unendlich    fernen   Punkte    der   beiden 
Kurvenäste  darstellt.     Sie  ist  eben  die  Projektion  der  Tangente  in 
dem  Punkte  Q   der   ursprünglichen   Kurve,   dessen   Projektion    ins 
Unendliche  fällt.     Da  die  Teile  der  ursprünglichen  Kurve  in  Q  zu- 
sammenhängen, so  sagt  man  auch  von  zwei  unendlichen  Asten  mit 
der  gleichen  Asymptote,  daß  sie  im  Unendlichen  zusammenhängen. 
Liegt  die  Kurve  in  der  Nähe  des  Punktes  Q  ganz   auf  einer  Seite 
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der  Tangente,  wie  z.  B.  beim  Kreise,  so  liegen  die  unendlichen  Aste 
der  Projektion  auf  verschiedenen  Seiten  ihrer  Asymptote,  wie  z.  B. 
bei  der  Hyperbel  (vergl.  169  u.  279). 

130.  Betrachten  wir  jetzt  gleichzeitig  die  doppelte  Erzeugung 
einer  ebenen  Kurve,  indem  wir  einen  Punkt  mit  seiner  zugehörigen 
Tangente  ins  Auge  fassen.  Geht  der  Punkt  in  eine  Nachbarlage 
über,  so  schreitet  er  auf  seiner  Tangente  fort  und  die  benachbarte 
Tangente  entsteht  aus  der  anfanglichen  durch  Drehung  um  ihren 
Berührungspunkt.  Auf  diese  Weise  rollt  die  Tangente  auf  der 
Kurve  ohne  zu  gleiten,  indem  sie  sich  nur  um  ihren  jeweiligen  Be- 
rührungspunkt dreht.  Das  Fortschreiten  des  Berührungspunktes 
iof  der  Tangente  kann  aber  in  zweierlei  Richtungssinn  erfolgen, 
ebenso  kann  die  Drehung  der  Tangente  um  ihren  Berührungspunkt 
in  zweierlei  Drehsinn  stattfinden.  Passiert  nun  der  bewegliche 
Punkt  einen  festen  Punkt  P  der  Kurve,  so  kann  ein  verschiedenes 
Verhalten  eintreten.  Entweder  bleiben  Fortschreitungssinn  und 
Drehsinn  beim  Passieren  von  Pimgeändert,  dann  ist  P  ein  gewöhn- 
licher Kurvenpunkt,  oder  der  Drehsinn  ändert  sich  allein,  dann 
i-tPein  Wendepunkt,  oder  der  Fortschreitungssinn  allein  ändert 
sich,  dann  ist  P  ein  gewöhnlicher  Rückkehrpunkt  oder  Spitze, 
oder  endUch  beide  ändern  sich  gleichzeitig,  dann  bildet  P  eine 
Schnabelspitze  (vergl.  die  Fig.  302). 

Zu  diesen  besonderen  oder  singulären  Punkten  der  Kurve 
gesellt  sich  noch  der  Doppelpunkt;  es  ist  ein  Punkt,  in  dem  die 
Kurve  sich  selbst  durchschneidet.  Im  Doppelpunkt  giebt  es  zwei 
Tangenten,  nämlich  an  jeden  Kurvenast  durch  ihn  eine.  Durch  das 
Gesetz  der  Dualität  gelangt  man  von 
den  Doppelpunkten  zu  den  Doppel- 
tangenten,  diese  besitzen  zwei  Be- 
rührungspunkte (Fig.  285).  Rückkehr- 
punkte und  Wendepunkte  entsprechen  „. 
sich  nach    dem  Gesetz   der  Dualität 

gegenseitig,  während  die  Schnabelspitze  sich  selbst  entspricht. 
Dorch  Vereinigung  mehrerer  solcher  Singularitäten  können  höhere 
singulare  Punkte  entstehen,  so  die  Selbstberührungspunkte,  die 
nelfachen  Punkte  u.  s.  w.;  die  aufgezählten  Vorkommnisse  werden 
indeB  fiir  unsere  weiteren  Untersuchungen  genügen. 

Es  ist  hier  noch  darauf  hinzuweisen,  daß  auch  gelegentlich 
einzelne  Punkte  —  die  keinem  Kurvenast  angehören  —  einer  Kurve 
zuzurechnen  sind,  indem  sie  dem  nämlichen  Gesetze  folgen  wie  die 
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übrigen  Kurvenpunkte.  Solche  Punkte  heißen  isolierte  Punkte  un 
sind  als  Doppelpunkte  aufzufassen,  durch  die  indeß  keine  reelle 
Eurvenäste  hindurchgehen. 


Konstruktion  von  Tangenten  und  Normalen. 

431.  In  vielen  Fällen  lassen  sich  direkt  aus  der  geometrische; 
Definition  einer  Kurve  beliebig  viele  Punkte  derselben  und  in  ihne] 
die  Tangenten  konstruieren.  Vermittelst  dieser  Punkte  und  Tangentej 
oder  auch  der  Punkte  allein  kann  dann  die  Kurve  mit  zienoliche 
Genauigkeit  gezeichnet  werden,  wenn  sie  in  den  Punkten  um 
Tangenten  stetig  ist,  und  nur  mit  solchen  Kurven  werden  wir  e* 
zu  thun  haben.  Durch  Übung  erlangt  man  ein  so  empfindliche* 
Gefühl  fllr  den  stetigen  Verlauf  einer  Kurve,  daß  man  sich  scher 
mit  verhältnismäßig  wenigen  Punkten  begnügen  kann  und  gleichwohl 
eine  genaue  Zeichnung  der  Kun^e  gewinnt.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
daß  man  gut  thut,  dort  wo  die  Kurve  schärfer  gekrümmt  ist,  mehr 
Punkte  zu  bestimmen  als  wo  sie  nur  wenig  gekrümmt  ist.  Da  die 
Bestimmung  einzelner  Kurvenpunkte  immer  mit  geringen  Fehlem 
behaftet  ist,  so  kann  es,  wenn  zu  viele  Punkte  bestimmt  sind,  vor- 
kommen, daß  eine  durch  diese  Punkte  gezogene  Kurve  eine  fehler- 
hafte wellige  Form  annimmt;  die  Kurve  muß  dann  so  gezeichnet 
werden,  daß  sie  einen  richtigen  Eindruck  macht,  wobei  die  be- 
stimmten Punkte  teils  auf  der  Kurve,  teils  rechts  und  links  in  kleinen 
Abständen  —  den  Fehlem  entsprechend  —  liegen  müssen.  Im  all- 
gemeinen ist  es  zweckmäßig  außer  Punkten  auch  einige  Tangenten, 
und  wo  es  leicht  ausführbar  ist,  Krümmungskreise  aufzusuchen. 

432.  Liegt  nun  eine  Kurve  gezeichnet  vor,  so  läßt  sich  die 
Aufgabe  lösen,  von  einem  Punkte  Ä  an  dieselbe  die  Tangente 
/  zu  legen  und  deren  Berührungspunkt  £  zu  bestimmen. 

Die  Tangente   zieht  man   direkt  durch  Anlegen   des   Lineals, 

was  sich  leicht  mit  großer  Schärfe 
ausführen  läßt.  Dagegen  wird  ihr 
Berührungspunkt  £  ungenau;  durch 
Bestimmung  einer  durch  ihn  ver- 
laufenden Fehlerkurve  kann  er 
indessen  mit  ziemlicher  Genauigkeit 
^^'      •  gefiinden  werden.  Zieht  man  nämUch 

durch  A  mehrere  Sehnen  —  gewöhnlich  zwei  oder  drei  —  die  der 
Tangente  ziemlich  nahe  liegen,  so  liegen  ihre  Mittelpunkte  auf  einer 
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Kurve,  die  verlängert  o£feiibar  durch  den  gesuchten  Berührungs- 
punkt B  verlaufen  muß.  Denn  die  Sehnen  durch  A  kann  man  als 
fehlerhafte  Tangente  nund  ihre  Mittelpunkte  M^,  M^,  .  .  ,  als  ihre 
Bernhningspunkte  auffassen,  da  die  wirkliche  Tangente  eine  unend- 
lich Meine  Sehne  und  ihr  Mittelpunkt  den  Berührungspunkt  bildet. 
Die  der  Tangente  am  nächsten  liegende  Sehne  muß  so  gewählt 
werden,  daß  sie  noch  brauchbare  Schnittpunkte  mit  der  Kurve 
bildet,  aber  sich  doch  nicht  zu  weit  von  der  Tangente  entfernt. 

Liegt  der  Punkt  A  unendlich  fem,  d.  h.  soll  t  eine  vorgeschriebene 
Richtung  aufweisen,  so  verfahrt  man  ganz  wie  vorher,  nur  werden 
ikon  die  benutzten  Sehnen  parallel.  Man  kllnn  auch  andere  Fehler- 
kurven benutzen,  doch  kann  man  sich  auf  die  angegebene  als  die 
einfachste  beschränken,  da  sie  nicht  weniger  genau  als  andere  ist. 

Ist  der  Punkt  £  ein  Wendepunkt  der  Kurve,  so  ist  die  Kon- 
striktion nicht  mehr  direkt  anwendbar,  weil  die  Strahlen  aus  A  die 
Kurve  in  der  Nähe  des  Wendepunktes  nur  in  je  einem  Punkte 
schneiden.  Man  zieht  dann  durch  A  zwei  Paar,  in  Bezug  auf  t 
symmetrische  Strahlen  und  bestimmt  die  zu  ihren  Schnittpunkten 
mit  der  KuiTe  symmetrischen  Punkte.  Jetzt  liegen  wieder  auf  jedem 
Strahl  zwei  Punkte  und  die  Mittelpunkte  ihrer  Strecken  ergeben  die 
Fehlerkurve. 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  die  Fehlerkurve  bei  einem  Kreise 
vieder  ein  Kreis,  bei  einem  Kegelschnitt  wieder  ein  Kegelschnitt  ist. 
433.   In  einem  Punkt  £  einer  Kurve,  die  gezeichnet  vor- 
liegt« die  Tangente  zu  ziehen. 

Um  B  als  Mittelpunkt  beschreibe   man   einen  Kreis  und  lege 

verschiedene  Geraden  durch  ß.     Auf  diesen  schneidet  die  gegebene 

Kurve  die   Sehnen   JBC^,  £C^,  ... 

ins.  während  der  Kreis  auf  ihnen 

die  Radien  BD^,  BJD^,  . . .  bestimmt, 

die  von  B  aus  nach  derselben  Seite 

liegen.     Verschiebt    man   nun    auf 

iiesen  Geraden    die   Sehnen   BC^, 

^f'j . . .  bis  ihr  Endpunkt  B  nach 

i'i,  Dj . . .  fällt,   so   definieren  ihre 

anderen  Endpunkte,  die  in  JS'j,  J?2  . . . 

Hegen,  eine  Fehlerkurve.  Auf  jedem 

Strahl  durch  B  ist  nun  die  Strecke 

zwischen    Kreis    und    Fehlerkurve  ^'^'  ^^^' 

gleich  der   Länge   der  bezüglichen  Sehne,    also  geht   die  gesuchte 

Tangente  t   durch  den  Schnittpunkt  £  von  Kreis  und  Fehlerkurve. 

19* 
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Schneidet  der  Kreis  die  gegebene  Kurve  in  C^  und  C^  =  2>^,  so  fällt 
E^  mit  B  zusammen  und  es  ist  BD^  =  I>^E^^  die  Fehlerkurve 
berührt  also  die  Gerade  BC^  im  Punkte  B,  Außer  den  Strahlen 
BC^  und  BL^  wird  man  noch  zwei  weitere  BC^  und  BC^  benutzeD, 
für  welche  BC^  =  BC^  nahezu  dem  halben  Kreisradius  gleich  ist 

Statt  des  Hilfskreises  kann  man  auch  jede  andere  Hilfskurve 
wählen,  z.  B.  mit  Vorteil  eine  Gerade,  die  mit  der  gesuchten  Tangente 
nahezu  einen  rechten  Winkel  einschließt. 

434«  Ein  anderes  zweckmäßiges  Verfahren  besteht  darin,  daß  man 
um  B  Kreise  schlägt,  «die  auf  der  gegebenen  Kurve  Punktepaare 
(7^2>j,  Cgjöj  .  .  .  ausschneiden.  Die  Geraden  C^ü^,  C^jjÖj  .  .  .  umhüllen 
dann  eine  Kurve,  die  auch  von  der  gesuchten  Tangente  berührt 
werden  muß.  Denn  die  letztere  ergiebt  sich  durch  Benutzung  eines 
Kreises   mit  unendlich   kleinem  Radius.     Es  sind  mindestens  drei 


Fig.  288. 

ELilfskreise  zu  benutzen;  durch  die  bezüglichen  drei  Geraden  wird  dann 
die  angenäherte  Lage  eines  Kurvenstücks  bestimmt,  das  sie  zu  Tan- 
genten hat,  und  mit  dessen  Hilfe  die  gesuchte  Tangente  sich 
zeichnen  läßt.  Die  durch  die  Hilfskreise  bestimmten  Geraden  schnei- 
den sich  zwar  unter  sehr  spitzen  Winkeln,  so  daß  ihre  Schnitt- 
punkte nicht  sehr  genau  werden;  das  hat  indessen  wenig  Einfluß 
auf  die  Genauigkeit  des  Resultates. 

Da  die  Normale  in  einem  Punkte  einer  Kurve  diejenige 
Gerade  ist,  die  auf  der  bezüglichen  Tangente  senkrecht  steht,  so 
kann  nach  dem  Vorausgehenden  mit  Hilfe  der  Tangente  die  Normale 
in  einem  gegebenen  Kurvenpunkte  gezeichnet  werden.  Dagegen 
bedarf  die  folgende  Aufgabe  noch  der  Erwägung. 

485.  Von  einem  Punkte  Ä  außerhalb  einer  in  Zeichnung 
vorliegenden  Kurve  an  dieselbe  eine  Normale  zu  ziehen. 

Man  ziehe  um  Ä  als  Mittelpunkt  mehrere  Kreise  mit  zu- 
nehmenden Radien,  von  denen  der  größte  die  gegebene  Kurve  bereits 
in  zwei  nahe  bei  einander  liegenden  Punkten  C^,  jÖj  schneidet.  Auch 
die  übrigen  Kreise   schneiden  Punktepaare  C^ß^y  .  .  .  aus  und  die 
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Uittelpaukte   der    SehDen  C^D^,  C^ß^  .  .  .  bilden  eine  Fehlerknrve, 

■lie  die  gegebene  Kurve  in  dem  Fußpankt  £  der  gesuchten  Normalen 

:-chneiden  maß.    Da  nämlich  die  Fehler-  ^ 

tane  der  Ort  der   Mittelpunkte    aller 

Seimen  ist,    die  darch    die  Kreise  um 

ita  Mittelpunkt  J   bestimmt    werden, 

■I)  muß  der  Kreis  durch  B  die  Kurve 

in  B  berühren,    sein  Radius  AB  steht 

iho  auf  der  Kreistangente  in  B,  die 

ingleich  Eurventangente  ist,  senkrecht. 

Man  muß  mindestens  drei   Hilfskreise 

iDTeadeo.  ^'g-  289- 

436.  Sind  die  Punkt«  einer  ebenen  Kurve  in  irgend  einer  Weise 
lanstruierbar,  so  koiDmt  dieses  stets  darauf  hinaus,  daß  jeder  solche 
Emrenpunkt  als  Schnittpunkt  zweier  Hilfskurven  erscheint,  und  zwar 
■ind  diese  Hilfsknrven  in  sehr  vielen  Fällen  Gerade  oder  Kreise. 
Es  lässt  sich  nun  eine  genaue  Tangentenkonstruktion  bei 
einer  ebenen  Kurve  auf  die  zur  Bestimmung  ihrer  Punkte 
'eivendeten  Hilfsknrven  gründen. 

Seien  P^  und  P^  zwei  Punkte  unserer  Kurve  c,  seien  femer  Aj,  ^ 
cie  Hilfskurven  durch  Pj  und  k^  ^  diejenigen  durch  P„  und  zwar 
lier  Art,  daß  bei  einem  stetigen  Uebergange  von  P^  in  P,  die  Kurven 
i,.i,  reap.  in  A^,  Zj  stetig  übergehen.  Bann  betrachten  wir  das  Viereck 
^i.tf?,.V  {wo  M  =  k^  X  l,  und  iV"  =  A^  x  ^),  dessen  Seiten  von 
SsckeD  der  Kurven  ä,,  A,,  /,,  ^  gebildet  ( 

wrden.    Wählen   wir  nun   den  Punkt 

^,  aaendlich  nahe  bei  P^,  so  wird  das  ^ 

genannte  Viereck  unendlich  klein;  wir 
tnimen  dann  seine  Seiten  als  geradlinig 
useben  und  seine  Diagonale  P^P^  fällt 

offenbar  mit  der  Tangente  t  von  c  im      ,  * 

PinJite  Pj  zusammen.  Femer  werden 
die  Knrven  Aj,  A,  —  und  ganz  ebenso 
Jie  Kurven  /|,  4  —  '"  ihrer  ganzen 
Erstrecfcüng  nur  unendlich  wenig  von-  p.     „ 

einander  abweichen,  deshalb  dürfen  wir 

lach  428)  PijffundPjA  und  analogPjiVundPjjM"  als  parallel  ansehen; 
äeiin  die  Neigungswinkel  der  Gegenseiten  sind  unendlich  klein.  Das 
^ierH;l[P,3/Pj3^wird  also  beim  Übergang  zur  Grenzlage  ein  Parallelo- 
"amm,  von  dessen  Seiten  zwei  in  die  Tangenten  y  und  k  der  Kurven 
'i  und  ^  im  Punkte  Pj  hineinfallen.    Wählen  wir  nun  auf  der  ge- 
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sachten  Tangente  t  einen  beliebigen  Punkt  Q  und  ziehen  durch  Q 
Parallelen  zu  ff  und  h,  so  entsteht  ein  Parallelogramm  P^MQN\ 
das  zu  dem  unendlich  kleinen  Parallelogramm  P^MP^N  ähnlich  und 
in  ähnlicher  Lage  ist.  Kann  man  umgekehrt  ein  Parallelogramm 
P^WQN*  zeichnen,  das  zu  dem  unendlich  kleinen  Parallelogramm 
P^MP^N  ähnlich  ist  und  ähnlich  liegt,  so  ist  Q  ein  Punkt  der  ge- 
suchten Tangente  t. 

Man  zeichne  deshalb  zunächst  die  Tangenten  ff  und  h,  die 
Parallelen  ff\  h'  zu  ff  und  A,  welche  einen  Punkt  Q  von  t  liefern, 
findet  man  dann  folgendermaßen.  Kennt  man  den  Wert,  den  das 
Verhältnis  MP^ :  NP^  in  der  Grenzlage  annimmt,  so  bestimmt  man 
einfach  M  und  N'  auf  ff  resp.  h  so,  daß  M'P^ :  N'P^^  diesem  Grenz- 
werte gleich  wird,  dann  geht  ff'  durch  N'  und  K  durch  M.  Meistens 
ist  es  einfacher  statt  der  Punkte  M  und  N'  zwei  andere  Punkte 
1/  und  K'  von  ff'  resp.  K  zu  konstruieren.  Durch  die  Kurven  l^  und  l^ 
wird  auf  jeder  Geraden  durch  P^  eine  Strecke  ausgeschnitten,  z.  B. 
auf  Pji'  die  Strecke  P^L\  ganz  analoges  geschieht  durch  die  Kurven 
Äj,  Äj  auf  den  Geraden  durch  Pj,  z.  B.  hat  man  auf  P^Jf'  die  Strecke 
PjjST.  Ist  nun  der  Grenzwert  P^Z:P^K  bekannt,  wobei  die  Kurven  k^,  k^ 
und  l^,  l^  einander  unendlich  nahe  gertlckt  sind,  so  bestimme  man 
L'  und  K'  so,  daß  P^L' :  P^K'  gleich  dem  genannten  Grenzwerte 
wird;    damit  ergeben  sich  dann  ff'  und  K  und  ihr  Schnittpunkt  Q, 

487.  Einige  Beispiele  werden  diese  Konstruktion  in  ihrer  Be- 
deutung richtig  erkennen  lassen.  Sind  F^  und  F^  die  beiden  Brenn- 
punkte einer  Ellipse,  so  erscheinen  ihre  Punkte  als  Durchschnitte 

je  zweier  Hilfskreise  mit  den  Mittel- 
punkten Pj  resp.  Pj  und  den  Radien  q^ 
resp.  (>2,  wobei  q^  +  q^  =  2a^  der 
großen  Achse  der  Ellipse,  ist.  Entsteht 
also  Pj  durch  Schnitt  zweier  Kreise  mit 
den  Badien  q^  und  q^,  so  entsteht  sein 
Nachbarpunkt  als  Schnitt  zweier  Kreise 
mit  den  Radien  (pj  +  S)  und  (pg  —  S) 
wo  8  eine  unendlich  kleine  Größe  ist. 
Die  beiden  Hilfskreise  um  F^  schneiden  also  auf  F^P^  eine  Strecke 
d  ab.  Gleiches  thun  die  Hilfskreise  um  F^  auf  PaPi-  Hiemach  ist 
IJP^^K'P^  beliebig  anzunehmen,  und  L'q\^FyP^  sowie  K'q  JL  F^P^ 
zu  ziehen.  Die  Tangente  P^Q  halbiert  also  den  Nebenwinkel  von 
F^P^F^^  ein  Resultat,  das  bereits  früher  abgeleitet  wurde. 

488,  Die  Cassini'sche  Kurve  ist  definiert  als  Ort  der 
Punkte,  für  welche  das  Produkt  ihrer  Abstände   von    zwei 
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festen  Punkten -^j/^,  konstant  ist.  Ist  slIso P^F^^ q^  und  P^F^^q^, 
so  besteht  die  Gleichung  Pi^Pg  =  c»  Ist  Pj  ein  zu  P^  benachbarter 
Earrenponkt ,  so  erscheint  er  als  Schnitt  zweier  Kreise  mit  den 
Radien:  ((>j  +  S)  und  (q^  —  e),  wo  S  und  e  unendlich  klein  sind. 
Die  Hilüskreise  um  i\  bestimmen 
auf  P^P^  eine  Strecke  S,  die 
Hilfskreise  um  F^  auf  P^F^  eine 
Strecke  c ,  wobei  ^  :  c  =  p^ :  q^ 
in.  Denn  aus :    ((^j  +  ^)  (p^  —  e) 

=  c  und  ?i  (^2  ~  ^  folgt: 
0,^'— Pj6— ^c  =  0  und  durch  Di- 
mion  mit  q^  e  die  voranstehende 
Relation,  da  das  letzte  Glied  un- 
endlich klein  ist  und  den  beiden 
anderen  gegenüber  weggelassen 
werden  darf.  Wir  tragen  dem- 
nach X'Pj  =  (>j  an  P^F^  an  und  K'P^  =  q^  auf  P^F^  auf,  so  daß  Z' 
mit  i;  zusammenfällt,  dann  ist  QL'±F^P^  und  QK'  ±  F^P^  und 
Q?^  die  gesuchte  Tangente  in  Pj. 

439.  Dreht  sich  ein  Strahl  um  einen  festen  Punkt  0  und 
tragt  man  auf  ihm  jedesmal  von  seinem  Schnittpunkte  mit 
einer  festen  Geraden  a  die  nämliche  konstante  Strecke  q 
nach  beiden  Seiten  auf,  so  erhält  man  eine  Conchoide.  Jeder 
Punkt  dieser  Kurve  erscheint  als  Schnitt  einer  Geraden  mit  einem 
Kreis  vom  Radius  q]   so  liegt  P^  auf  der  Geraden  OA^P^  und  auf 


Fig.  292. 


.v 


Fig.  293. 

einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  A^  und  dem  Badius  q.  Ist  nun 
Jj  ein  Punkt  von  a  in  der  Nähe  von  J^,  so  schneidet  OA^  den 
Kieis  mit  dem  Mittelpunkt  A^  und  dem  Badius  p  in  dem  Kurven- 
punkte  Pj.  Eine  Parallele  zu  a  durch  Pj  schneidet  diese  Gerade 
0^2  im  Punkte  N  und  diesen  Kreis  im  Punkte  M,  wo  J/Pj  =  A^A^ 
ist."(ijPj  =  .^3 jlf  =  q).    Es  ist  aber  MP^ :  iVP^  =  A^A^ : iVP^  =  ./^ OiP^O 
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von  der  Lage  des  Strahles  OP^  unabhäDgig,  repräsentiert  also  zu- 
gleich den  Grenzwert.  Wir  bestimmen  deshalb  auf  der  Parallelen 
zu.  a  durch  Pj  die  Punkte  M  und  N"  so,  daß  Jtf'Pj  =  A^O  und 
N'P^  =  P^O  ist,  dann  liefern  QJtf  ±P^0  und  QN'\\P^O  den  Punkt 
Q  der  gesuchten  Tangente. 

440.    Dreht  sich  ein  Strahl  um  einen  festen  Punkt  O  und 
trägt  man  auf  ihm  jedesmal  von  seinem  Schnittpunkte   mit 

einem  festen  Kreise 
a  durch  0  die 
nämliche  konstante 
Strecke  q  nach  bei- 
-^,jy'  den  Seiten  auf,  so 
erhält  man  einePas- 
cal'sche  Schnecke. 
Enthält  ein  Strahl  den 
Kurvenpunkt  P^  und 
schneidet  den  Kreis  a 
in  u4j,  so  ändert  sicli 
die  vorausgegangene 
Konstruktion     offenbar 
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nur  insofern  ab,  als  wir  im  Punkte  P^  eine  Parallele  zur  Tangente 
des  Kreises  a  im  Punkte  Ä^^  ziehen.  Auf  dieser  Parallelen  be- 
stimmen sich  W  und  iV^'  wieder  wie  vorher  und  auch  Q  wird  wie 
vorher  konstruiert. 

441.  Zum  Schluß  mag  hier  noch  eine  Anwendung  auf  eine  große 
Klasse  von  Kurven  gemacht  werden,  die  eine  gemeinsame  Entstehungs- 
weise haben.  Sind  zwei  beliebige  Kurven  u  und  v  gegeben 
und  bewegt  man  einen  Winkel  so,  daß  seine  Schenkel  fort- 
während die  Kurven  m  resp.  v  berühren,  so  beschreibt  sein 
Scheitel  eine  Kurve.  Als  Bülfskurven,  die  sich  in  den  Punkten 
unserer  Kurve  c  schneiden,  treten  hier  einerseits  die  Tangenten 
von  u,  andererseits  diejenigen  von  v  auf. 

Die  folgende  Konstruktion  ist  demnach  nur  dann  anwendbar, 
wenn  man  an  die  Kurven  u  und  v  Tangenten  legen  kann.  Zwei 
benachbarte  Tangenten  von  u  und  die  entsprechenden  benachbarten 
Tangenten  von  v  schließen  nun  den  gleichen  unendlich  kleinen 
Winkel  «  ein;  das  von  ihnen  gebildete  unendlich  kleine  Viereck 
kann  als  Parallelogramm  angesehen  werden,  da  sich  seine  Gegen- 
seiten nur  um  unendlich  kleine  Größen  2.  Ordnung  unterscheiden. 
Berühren  die  Tangenten,  die  sich  in  dem  Kurvenpunkte  Pj  schneiden. 
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die  EarTen  u  and  v  resp.  in  A  und  JB,  so  ist  der  Abstand  der 
Parallelogrammseiten y  die  u  berühren  gleich  P-^A-b,  ebenso  der  Ab- 
stand der  Seiten,  die  v  be- 
rühren, gleich  P^B-B.  Tragen 
wir  hiemach  P^M'  A.  P^A  nnd 
f^y  _L  P^B  anf ,  indem  wii* 
?,W^P^A  und  P^y  =  P^B 
machen  {in  der  Fig.  295  ist 
wegen  Mangel  an  Platz  P^M' 
=  \P,Ä  und  P^N'^^P^B) 
ind  ziehen  durch  Jtf  und  N' 
im.  Parallelen  zu  P^A  und 
P^B,  so  schneiden  sich  diese 
:q  dem  Punkte  Q  der  gesuchten 
Tangente.  Es  ist  das  zugleich 
cie  Tangente  des  Kreises,  der 
durch  die  Punkte  A,  B,  P^  geht.^ 
Sind  die  zu  Grunde  gelegten 
Konen  u  und  v  Kreise,  so  gelangt  man  wieder  zu  der  Pascarschen 
Schnecke,  wie  eine  einfache  Überlegung  zeigt.  Dabei  können 
irgend  zwei  Elreise,  die  die  Pascal'sche  Schnecke  zweimal  berühren, 
^  Ansgangskarven  gewählt  werden. 
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Krfimmung  der  Kurven,  Evoluten. 

442.  Eine  Kui*ve  ist  in  einem  Punkte  um  so  mehr  gekrümmt,  je 
rascher  sie  sich  von  der  Tangente  in  jenem  Punkte  entfernt.  Ein 
Kreis  zeigt  deshalb  in  allen  seinen  Punkten  die  gleiche  Krümmung, 
Jenn  er  verhält  sich  gegen  alle  seine  Tangenten  in  gleicher  Weise. 
E^  wird  mithin  geeignet  sein,  die  Krümmung  der  Kurven  in  ihren 
einzelnen  Punkten  durch  diejenige  entsprechender  Kreise  zu  messen. 
Die  Definition  der  Krümmung  bei  einem  Kreise  werden  wir  nun  so 
einzurichten  haben,  daß  sie  sowohl  für  endliche,  als  auch  für 
unendlich  kleine  Bogenstücke  des  Kreises  ihre  Gültigkeit  behält. 

Unter  der  Krümmung  A  verstehen  wir  beim  Kreise  den 

r^ciproken  Wert  seines  Badius  r,  also:  k  =  -. 


Ist  aber  /  die 


'  Die  Bewegung  eines  Winkels  von  einer  Lage  in  seine  Nachbarlage 
'^^  auch  durch  Drehung  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  £  geschehen, 
^ob«  der  auf  dem  Kreise  durch  ABP^  dem  Pj  diametral  gegenüberliegende 
^^t  0  fest  bleibt  (Momentancentrum). 
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Länge   eines   Kreisbogens  und  y   der   zugehörige   Centriwinkel,    so 
hat  man:  ä  ==  —  =  ^;  und  diese  letztere  Definition  gilt  ganz  ebenso. 

wenn   der    Kreisbogen   und  damit  der  zugehörige  Centriwinkel  un- 
endlich klein  werden. 

Die  Schenkel  des  genannten  Centriwinkels  sind  aber  nichts 
anderes   als   die  Normalen  in  den  Endpunkten  des  Kreisbogens  /, 

und  der  Winkel  dieser  Normalen  ist  auch  gleich 

A^^^s^i^Tß         groß   mit   dem  Winkel   der  Tangenten   in   den 

^^^"^^         ^\      Endpunkten  des  Bogens  /.     Diese  Verhältnisse 

lassen  sich  nun  sofort  auf  beliebige  Kurven  über- 

^'      '  tragen,   bei  denen  sich   freilich  die  Krümmung 

von  Stelle  zu  Stelle  ändert.    Man  nennt  deshalb  den  Ausdruck: 

Ä  =  ^  die  mittlere  Krümmung  eines  Kurvenbogens  von  der 

Länge  /,  dessen  Endtangenten  den  Winkel  y  einschließen. 

Geht  man  zur  Grenze  über,  indem  man  den  Kurvenbogen  un- 
endlich  klein,    d.  h.  zum   Kurvenelement  e  werden   läßt,    wobei 
dann  der  Winkel  der  Endtangenten  zum  Winkel  zweier  Nachbar- 
tangenten  oder   Kontingenzwinkel   t   wird,    so   heißt:   k  — 
die  Krümmung  der  Kurve  in  dem  betreffenden  Funkte. 

Ändert  sich  die  Krümmung  einer  Kurve  stetig,  wenn  der  zu- 
gehörige Punkt  sich  stetig  auf  der  Kurve  fortbewegt,  so  heißt  die 
Kurve  stetig  in  Bezug  auf  ihre  Krümmung  und  nur  mit  solchen 
Kurven  haben  wir  es  in  unseren  Problemen  zu  thun.  Auch  diese 
Eigenschaft  der  Kurven  bleibt  bei  einer  Projektion  ungeändert. 

443.  Für  das  Weitere  wird  es  gut  sein  folgende  Bemerkungen 
vorauszuschicken.  Ist  ein  Kurvenbogen  AB  gegeben  und  soll  man  den 
Winkel  der  Tangenten  in  den  Endpunkten  bestimmen,  so  verschlägt 
es  nichts,  wenn  man  an  Stelle  der  Tangenten  in  A  und  B  die  Se- 
kanten AA^  und  BB^  zu  Grunde  legt,  wobei  AA^  und  BB^  unendlich 
klein  sind.  Denn  diese  Sekanten  bilden  nur  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  mit  den  entsprechenden  Tangenten,  so  daß  der  begangene 
Fehler  als  unendlich  kleine  Größe  gegenüber  dem  endlichen  Winkel 
vernachlässigt  werden  kann.  Ist  dagegen  der  Bogen  AB  bereits 
unendlich  klein,  also  auch  der  Winkel  der  Endtangenten  ein  un- 
endlich kleiner  Kontingenzwinkel,  so  darf  man  nur  Fehler  be- 
gehen, welche  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  sind  als  der 
gesuchte  Kontingenzwinkel.  Teilt  man  aber  den  Bogen  AB  in 
n  Teile  und  läßt  die  Zahl  n  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen, 
wobei   AA^    den   ersten  Teil,    BB^    einen   gleichen   Teil    darstellt. 
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so  werden  AJ^  und  BB^  unendlich  klein  von  der  2.  Ordnung  und 
damit  auch  die  Winkel  der  Sekanten  ÄA^  und  BB^  mit  den  bezüg- 
lichen wirklichen  Tangenten.  Der  Winkel  der  Sekanten  AA^  und  BB^ 
unterscheidet  sich  also  nur  um  eine  unendlich  kleine  Größe  2.  Ord- 
DQDg  Tondem  gesuchten  Eontingenzwinkel,  und  man  kann  folg- 
lich den  ersteren  an  Stelle  des  letzteren  setzen. 

444.  Berührt  ein  Kreis  eine  Kurve  in  einem  Punkt  und  stimmt 
daselbst  bei  beiden  die  Krümmung  der  Größe  und  dem  Sinne  nach 
überein,  so  heißt  der  Kreis  der  Krümmungskreis  imd  sein  Mittel- 
punkt der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  betreffenden  Kurven- 
ponkt  Die  gegebene  Kurve  und  der  Kreis  müssen  an  der  bezüg- 
lichen Stelle  auf  der  nämlichen  Seite  der  zugehörigen  Tangente 
liegen  nnd  dieses  soll  dadurch  ausgedrückt  werden,  daß  wir  sagen 
(üe  Krümmung  beider  Kurven  stimmt  dem  Sinne  nach  überein. 
In  jedem  Kurvenpunkte  unterscheidet  man  eine  konvexe  Seite^ 
Dämlich  diejenige  auf  der  die  zugehörige  Tangente  liegt,  und  eine 
konkave  Seite.  Bei  einer  Kurve  wird  es  im  allgemeinen  einzelne 
Punkte  geben,  in  denen  ein  Wechsel  der  Krümmung  eintritt,  es 
sind  das  diejenigen  Punkte,  die  nach  430  als  Wendepunkte  be- 
zeichnet werden. 

445.  Wir  können  zu  dem  Krümmungskreis  durch  einen  ge- 
wissen Grenzproceß  gelangen  und  dieser  soll  uns  jetzt  etwas  näher 
beschäftigen.  Ist  der  Krümmungskreis  im  Punkte  P  der  Kurve  c  zu 
bestimmen,  so  fassen  wir  alle  die  Kreise  ins  Auge,  die  die  Kurve 
iaP  berühren,  deren  Mittelpunkte  also  auf  der  zugehörigen  Nor- 
malen n  liegen.  Wählen  wir  nun  in  der  Nähe  von  P  auf  der  Kurve 
einen  Punkt  Q^ ,  so  giebt  es  einen  Kreis  k^ 
der  c  in  P  berührt  und  in  Q^  schneidet. 
Liegt  Qj  nahe  genug  bei  P,  so  wird  der 
Kreis  den  Kurvenbogen  PQ^  nicht  mehr 
schneiden  und  es  liegt  dieser  Bogen  Q^P  und 
seine  nächste  Fortsetzung   über  P  hinaus  ^g-  ^^'^• 

ganz  innerhalb  des  Kreises  A^,  wie  die  Figur  zeigt.  Ganz  ebenso  läßt 
^ich  ein  Kreis  k^  angeben,  der  c  in  einem  Punkte  Q^  schneidet,  wo 
%  in  der  Nähe  von  P  aber  von  Q^  durch  P  getrennt  liegt.  Der 
Bogen  (^^P^  sowie  seine  nächste  Fortsetzung  über  P  hinaus  liegt 
luer  ganz  außerhalb  des  Kreises  h^  und  somit  liegt  auch  Ag  inner- 
Wh  A^.  Läßt  man  jetzt  den  Punkt  Q^  stetig  sich  nach  P  hin- 
gegen, bis  er  zu  P  unendlich  nahe  wird,  so  nähert  sich  der 
Kreis  Aj  unbegrenzt  einer  bestimmten  Grenzlage  A,  die 
nichts  anderes  als  der  Krümmungskreis  der  Kurve  c  in  P 
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sein  kann.  Ebenso  konvergiert  der  Kreis  k^  beim  üebergang  zi 
Grenze  unbegrenzt  gegen  k.  Dieser  Übergang  läßt  uns  zugleich  e] 
kennen,  daß  der  Erümmungskreis  in  seinem  Berühiningspankte 
von  einer  Seite  der  Kurve  c  auf  die  andere  übertritt,  oder  \¥ie  wi 
auch  sagen  können,  daß  k  drei  konsekutive  Punkte  mit  der  Kurv 
gemein  hat  (Berührung  2.  Ordnung,  Oskulation  vergl.  401). 

Den  Beweis  für  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung,  daß  k  de 
bezügliche  Krümmungskreis  ist,  erbringen  wir,  indem  wir  zeigeB 
daß  beim  Grenzübergang  der  Kurvenbogen  Q^P  gleich  dem  Kreis 
bogen  QjP  und  die  zugehörigen  Kontingenzwink'el  ebenfalls  einande: 
gleich  sind  —  abgesehen  von  unendlich  kleinen  Größen  höhere; 
Ordnung.  Da  die  Krümmung  in  einem  Kurvenpunkte  gleich  den 
Quotienten  von  Kontingenzwinkel  und  Kurvenbogen  ist,  so  ist  dam 
die  Übereinstimmung  der  Krümmung  von  k  und  c  in  P  bewiesen. 
4:4:6,  Die  Kurven  c  und  k^  berühren  sich  in  P,  ihre  gemeinsame 
Normale  ist  n,  sie  schneiden  sich  in  Q^,  Die  Kreistangente  in  Q^ 
sei  Q^S,  die  Kurventangente  Q-^T^  wo  Äund  T  auf  ti  liegen,  und  das 
Lot  von  Qj  auf  n  sei  Q^K  Nun  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck: 
iVig^y  offenbar:  Q^N <   Kurvenbogen  Q^P  <  Q^T.     Denn   teilt    man 

den  Bogen  Q^P  in  unendlich  viele  Teile  und 
zieht  durch  die  Teilpunkte  Parallelen  zu  w, 
so  teilen  die  Parallelen  auch  Q^iV^und  Q^T  in 
unendlich  viele  Teile.  Jedes  Element  des 
Kurvenbogens  ist  aber  kleiner  als  das  ent- 
sprechende Element  von  Q^  T,  da  dieses  gegen 
die  Parallelen  starker  geneigt  ist,  —  eine 
stetige  Bewegung  der  Tangente  längs  des 
*^*      '  Bogens  Q^P  vorausgesetzt;  hieraus  ergiebt  sich 

die  Richtigkeit  unserer  Behauptung.  Beim  Übergang  zur  Grenze 
erkennen  wir  nach  426,  daß  Q^T^Q^Nyoxi  der  3.  Ordnung  un- 
endlich klein  wird,  da  Q^Ä^  und  z.  NQ^T  von  der  1.  Ordnung  unendlich 
werden.  Daraus  schließen  wir  unmittelbar,  daß  der  Kurvenbogen 
QjP  und  der  Kreisbogen  Q^P  sich  in  der  Grenze  nur  um 
eine  unendlich  kleine  Größe  3.  Ordnung  unterscheiden, 
denn  sie  sind  beide  gleich  Q^N  bis  auf  solche  Größen. 

447.  Die  Kontingenzwinkel,  die  dem  Kreis-  und  Kurvenbogeu 
QjP  zugehören,  stimmen  bis  auf  unendlich  kleine  Größen  2.  Ordnung 
überein,  denn  die  Sehne  Q^P  schließt  mit  den  Kreistangenten 
in  ihren  Endpunkten  gleiche  Winkel  ein,  während  sie  mit  den 
Kurventangenten  beim  Grenzübergang  unendlich  kleine  Winkel  ein- 
schließt, die  sich  nur  um  ein  unendlich  Kleines  2.  Ordnung  unter- 
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scheiden.  Um  sich  von  Letzterem  zu  überzeugen,  teile  man  eine 
Kurve  in  lauter  gleiche  Elemente  und  verbinde  alle  Teilpunkte  mit 
einem  bestimmten  unter  ihnen  P,  Die  um  P  entstehenden  Winkel  sind 
alle  onendUch  klein  1 .  Ordnung,  und  wegen  der 
Torausgesetzten  Stetigkeit  ist  die  Differenz  zweier 
äoteinanderfolgender  Winkel  unendlich  klein 
2.  Ordnung;«  zu  den  Strahlen  durch  P  gehört 
uueh  die  Tangente  und  es  ist  deshalb  in  Fig.  299 
•he  Diffierenz:  z_  Q^PR^^  l.  Q,^PR^  unendlich 
klein  2,  Ordnung.  Aber  auch  die  Differenz:  /^  R^Q^P  —  jLB^PQ^ 
i^t  unendlich  klein  2.  Ordnung,  weil  PQ^  und  QgP  gleiche  Elemente 
md  beide  Winkel  gleichartig  definiert  sind,  und  folglich  ist 
!_  R^PQ^  —  Z_  PiQiP  unendlich  klein  2.  Ordnung. 

Das  Gesagte  läßt  weiter  erkennen,  daß  der  Krümmungs- 
nittelpunkt  der  Schnittpunkt  zweier  benachbarter  Kurven- 
normalen ist.  Denn  schneiden  sich  die  Kreisnormalen  in  P  und 
Q^  im  Punkte  M^,  die  bezüglichen  Kurvennormalen  in  Af,  so  ist 
-VjJT  unendlich  klein  von  der  1.  Ordnung,  da  z.  M^Q^M  =  Z^SQ^T 
von  der  2.  Ordnung  unendlich  klein  ist. 

448.  Denkt  man  sich  in  allen  Punkten  einer  Kurve  c  die  Normalen 
sezeichnet,  so  umhüllen  diese  eine  neue  Kurve  v,  welche  als  Evolute 
Tön  c  bezeichnet  wird,  während  c  selbst  die  Evolvente  heißt. 
Da    sich     benachbarte    Normalen    in    einem  ^^^^^ — .».^...^^ 

Erummungsmittelpunkte  schneiden,  so  bildet      «^^         ;    /    /"\ 
die  Evolute    der  Kurve  c  den  Ort  aller  \  '.  /   '  /'    \ 

ihrer  Krümmungsmittelpunkte.    Aus  dem  \  i  ///>'.'.. .--\ 

Früheren   geht   unmittelbar  hervor,    daß   die  \/  / 

Längen  zweier  Normalen  in  zwei  benachbarten  \ 

Survenpunkten ,  gemessen  von  der  Kurve  bis  *' 

zu  ihrem    Schnittpunkte    (dem    Krümmungs-  '^" 

mittelpunkt)  sich  nur  um  eine  unendlich  kleine  Größe  3.  Ordnung 
unterscheiden.  Daraus  können  wir  Folgendes  schließen.  Läßt 
man  eine  Tangente  der  Kurve  v  auf  ihr  abrollen,  ohne  daß 
dabei  ein  Gleiten  stattfindet,  so  beschreibt  jeder  ihrer 
Punkte  eine  Evolvente  zu  r.  Denken  wir  uns  also  um  die  Evo- 
lute p  einen  Faden  geschlungen  und  wickeln  ihn  von  ihr  ab,  wobei 
er  immer  gespannt  bleiben  muß,  so  beschreibt  sein  Endpunkt  eine 
Eiolvente. 

449.  Wie  wir  oben  gesehen  haben,  tritt  der  Krümmungskreis  in 
dem  zugehörigen  Kurvenpunkte  im  allgemeinen  von  der  einen  Seite  der 
Kurve  auf  die  andere  über.     Es  ist  indessen  hier  ein  Ausnahmefall 
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Fig.  301. 


ZU  erwähnen.    Berührt  ein  Kreis  Aj  die  Kurve  c  im  Punkte  F  und 
schneidet  sie  in  einem  nahe  hei  P  liegenden  Punkte  Q^,  so  kann 

es  eintreten,  daß  er  c  noch  in  einem  Punkte 
Q^  schneidet,  der  ebenfalls  nahe  bei  P  aber 
von  Qj  durch  P  getrennt  liegt.  Läßt  man 
nämlich  Q^  stetig  nach  dem  Berührungspunkte 
P  hinrücken  und  tritt  dabei  von  selbst  das 
Gleiche  für  Q^  ein,  so  daß  sich  in  der  Grenz- 
lage k  gleichzeitig  Q^  und  Q^  mit  P  vereinigen, 
dann  hat  der  Krümmungskreis  A  in  P 
vier  (nicht  nur  drei  wie  im  Allgemeinen)  be- 
nachbarte Punkte  mit  der  Kurve  c  gemein,  und  diese  liegt 
in  der  Nähe  von  P  ganz  auf  einer  Seite  von  k.  Ein  solches 
Verhalten  (Berührung  3.  Ordnung)  zeigen  z.  B.  die  Krümmungskreise 
in  den  Scheiteln  der  Kegelschnitte,  und  deshalb  sollen  derartige 
Punkte  auch  bei  anderen  Kurven  als  Scheitelpunkte  bezeichnet 
werden  (Fig.  301;  vergl.  401  und  411). 

Das  Verhalten  der  Evolute  im  vorliegenden  Falle  ist  leicht  zu 
übersehen.  Während  ein  Punkt  sich  auf  c  fortbewegt,  umhüllt  die 
-zugehörige  Normale  die  Evolute  und  der  zugehörige  Krümmungs- 
mittelpunkt durchläuft  dieselbe.  In  dem  Augenblick,  wo  die  Nor- 
male einen  Scheitelpunkt  passiert,  bleibt  ihr  Berührungspunkt 
mit  der  Evolute  still  stehen,  um  dann  seinen  Fortschreitungssinn 
auf  der  Tangente  umzukehren;  demgemäß  weiat  die  Evolute  an  der 
betreffenden  Stelle  nach  430  eine  Spitze  auf. 

450.    Verhalten   der  Krümmung  im  Wendepunkte,    bei 
4er  gewöhnlichen  und  bei  der  Schnabelspitze  (Fig.  302).  Beim 


Fig.  302. 


Wendepunkte  sehen  wir,  daß  der  Winkel  benachbarter  Tangenten. 
<1.  h.  der  Kontingenzwinkel  sein  Vorzeichen  ändert.    Stellen  -vrir  uns 
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Tor,  ckfi  die  Kurve  in  lauter  gleiche  Elemente  geteilt  sei,  so  ist  ja 
der  Drehsinn  der  Tangente  beim  Übergänge  von  einer  Lage  in  die 
Xachbarlage  (wenn  man  die  Kurve  in  demselben  Sinne  durchläuft) 
ein  verschiedener  je  nachdem  ihr  Berührungspunkt  vor  oder  hinter 
dem  Wendepunkte  liegt.  Der  Kontingenzwinkel  wird  deshalb  im 
Wendepunkte  selbst  gleich  Null  sein,  d.  h.  es  werden  zwei  benach- 
barte Kurvenelemente  in  dieselbe  Gerade  fallen,  die  Tangente  im 
Wendepunkte  enthält  drei  konsekutive  Kurvenpunkte  und 
der  zugehörige  Krümmungsradius  ist  unendlich  groß.  Die  Evolute 
hat  die  bezügliche  Normale  zur  Asymptote. 

Aus  analogen  Gründen  oder  aus  dem  Prinzip  der  Dualität 
abließen  wir,  daß  bei  gleichen  Kontingenzwinkeln  —  wobei  dann 
die  Kurvenelemente  ungleich  sind  —  in  einem  Bückkehrpunkte 
das  Knrvenelement  gleich  Null  wird.  Hieraus  ersieht  man,  daß  der 
fiuckkehrpunkt  ein  spezieller  Fall  des  Doppelpunktes  ist,  in  dem 
iwei  konsekutive  Kurvenpunkte  zusammenfallen.  Durch  den  Rück- 
kehrpunkt gehen  drei  konsekutive  Tangenten  und  der  zu- 
gehörige Krümmungsradius  ist  Null,  die  Evolute  berührt  also  die 
Normale  in  der  Spitze.  Bei  der  Schnabelspitze —  die  eigentlich 
eine  Vereinigung  von  Wendepunkt  und  Bückkehrpunkt  ist  —  wählt 
maa  eine  Hilfsvariable,  die  zu  den  Kurvenpunkten  in  einer  bekannten 
Beziehung  steht,  und  läßt  sie  sich  um  gleiche  unendlich  kleine  Größen 
indem,  unendlich  kleinen  Änderungen  der  Bülfsvariabeln  entsprechen 
im  allgemeinen  Kurvenelemente  und  Kontingenzwinkel,  die  zu  jener 
Änderung  in  einem  endlichen  Verhältnisse  stehen.  Für  den 
Wendepunkt  wird  das  letztere,  für  den  Bückkehrpunkt  das  erstere 
Verhältnis  gleich  Null;  für  die  Schnabelspitze  werden  beide  Ver- 
hältnisse unendlich  klein,  doch  wird  der  Quotient  von  Kontingenz- 
winkel und  Kurvenelement  endlich  bleiben,  und  somit  ist  auch  der 
Kriunmungsradius  für  die  Schnabelspitze  endlich.  Die  Evolute  hat 
die  zagehörige  Normale  zur  Wendetangente,  da  ja  die  Tangente  der 
Evolute,  d.  h.  die  Normale  der  Kurve  c  in  der  Schnabelspitze  rück- 
läufig wird  (Fig.  302). 

451.  Die  Aufgabe:  den  Krümmungskreis  für  einen  Punkt 
einer  gegebenen  Kurve  zu  konstruieren,  kann  nur  bei  wenigen 
Karren  im  Anschlüsse  an  ihre  geometrische  Definition  genau  gelöst 
werden,  wie  wir  das  bereits  bei  den  Kegelschnitten  gesehen  haben 
«nd  noch  bei  einigen  weiteren  Kurven  später  sehen  werden.  Indessen 
kann  man  bei  einer  Kurve,  die  gezeichnet  vorliegt,  den  Krümmungs- 
kreis mit  ziemlicher  Genauigkeit  durch  bloßes  Probieren  finden, 
indem  man  für  den  betreffenden  Punkt  zunächst  die  Normale  zeichnet 


304 


Ebene  und  Baumkurven» 


r. 


und  dann  denjenigen  unter  den  berührenden  Kreisen  auswählt,  der 
die  Kurve  im  Berührungspunkte  durchsetzt.  Man  muß  dann  bei 
geringer  Variation  des  Radius  Kreise  erhalten,  die  die  Kurve  an 
der  gegebenen  Stelle  berühren  und  außerdem  ganz  nahe  dabei  noch 
schneiden.  Dieser  weitere  Schnittpunkt  liegt  auf  der  einen  oder 
anderen  Seite  des  Berührungspunktes,  je  nachdem  der  Radius  größer 
oder  kleiner  als  der  gesuchte  Krümmungsradius  ist,  und  gerade  auf 
diesem  umstände  beruht  die  verhältnismäßig  gute  Genauigkeit. 

Man  kann  die  oben  beschriebene  Methode  des  Probierens  noch 
etwas  vervollkommnen,  indem  man  vier  die  Kurve  c  im  Punkte  P  be- 
rührende Hilfskreise  h^jh^y  k^^k^  be- 
,^''        'f.  nutzt  und  eine  Fehlerkurve  zeichnet 

(Fig303).  Wählt  man  auf  c  in  der 
Nähe  von  P  vier  Punkte  und  zwar 
Qj,  §2  aut  der  einen,  Qg,  Q^  auf  der 
anderen  Seite  von  P,  und  zeichnet  vier 
Kreise  Ä^,  Ä^, k^,k^  durch  Q^,  Q„  Q^,q^ 
respektive,  so  sind  ihre  Mittelpunkte 
M^j  M^,  M^,  M^  die  Schnittpunkte  der 
Normalen  n  mit  den  Mittelsenk- 
rechten der  Sehnen  PQ^ ,  .  .  .  PQ^. 
Zieht  man  nun  durch  M^^  ,  .  ,  M^ 
Parallelen  und  trägt  auf  ihnen 
M^N^  =  Pq^ ,  M^N,  =  PQ,  , 
M,N,^PQ„  M,N,  =  Pq, 
respektive  auf  (wobei  M^N^,  M^N^  gleiche,  ^^3,  M^N^  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  erhalten),  so  definieren  die  Punkte  N^^  ^j, 
iVg,  N^  eine  Fehlerkurve,  die  offenbar  die  Normale  n  im  Krümmungs- 
mittelpunkte M  schneidet. 

453,  Wir  legen  uns  noch  die  Frage  vor,  nach  der  Beziehung 
zwischen  der  Krümmung  einer  ebenen  Kurve  und  der 
ihres  Perspektiven  Bildes.  Nehmen  wir  an,  die  zu  Grunde  ge- 
legte Kurve  sei  c,  ihr  perspektives  Bild  c',  0  sei  das  Centrum  und 
a  die  Achse  der  Perspektive  (Fig.  304).  Dabei  können  wir  voraus- 
setzen, daß  die  Kurve  c  und  ihr  Bild  c'  in  der  gleichen  Ebene  liegen. 
PP^  =  e  sei  ein  Element  von  c,  t  und  t^  seien  die  Tangenten  in  P,  resp. 
Pj  und  s  die  Sekante  PP^^,  diese  Geraden  mögen  die  Achse  a  in  den 
Punkten  T,  1^,  S  respektive  schneiden.  Haben  FP^  =  e,  €.  t^  und 
s  die  analoge  Bedeutung  für  c ,  und  setzen  wir  PT  =  t^  P'T  =  f , 
so  kommt:  «       Qp    gp^       qp    f 

OF '  SP\^  "^  OF '  ?  ' 


Fig.  303. 
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abgesehen  von  unendlich  kleinen  Größen.     Femer  ist: 


8 


sin  ta 


nnd 


s 


Binfa 


also: 


7 


QTj^     TT^  ~    QT^ 

anta      QfT^       «a^^ta     Ü        RP     f* 


Binfa      QTi       sinfa     t        BP'     fi 
s^o:Q=txti,  Q^  =  f  X  t^'  B=OPx  a,  8=^  /Ltt^unde 


=  Z.^'V) 


Fig.  304. 

Nim  ist    aber  der  Erümmongsradias  im  Punkte  P  yon  c  be- 
stimmt durch:  r  =  e:e  und  analog  gilt:    r'=  «':«',  also  folgt: 

OP     BP 


r  = 


] 


OP'  '  BP* 
Zur  Konstruktion 
iieoe  Folgendes.  Zieht 
aiÄn  durch  P  eine  Pa- 
rallele zu  OT,  die  i  und 
.'  in  K  und  L  schneidet,  ^ 
^ist  nach  226: 

0?     RP  _  LK 
OF  '  RP'  -~  LP ' 

Zeichnet  man  femer 
•^  rechtwinkliges  Drei- 
eck mit  den  Katheten  t 
^d  ^,  und  errichtet  auf 
der  Hypotenuse  Senk- 
rechte    in      den     End- 

ßOHJ  OL  Pafpskuz.   I. 
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punkten,   so  schneiden  diese  auf  den  Verlängerungen  der  Katheten 

die    Strecken   ÄE  =  j   resp.  AD  = -^  ab,    deren  Verhältnis  ^  ist 

(vergl.  Fig.  305).  Macht  man  noch  LF  =  LK  und  FG\\ÄE,  so  wird: 
r:r  =  FG: LP\  wonach  sich  r  leicht  konstruiert  {FH  =  iP,  JF  =  r, 
FN=r).  Die  obige  Beziehung  r:r  wurde  zuerst  von  Geisen- 
heimer  aufgefunden;  sie  erleidet  einige  Vereinfachungen,  wenn  man 
statt  der  Centralprojektion  die  Parallelprojektion,  insbesondere  die 
orthogonale  Projektion  zu  (xrunde  legt.  Die  vorliegende  Beziehung 
kann  auch  dazu  verwendet  werden,  bei  Kegelschnitten  die  in  403 
bis  410  angeführten  Konstruktionen  des  Krümmungsradius  abzuleiten. 


Rektiflkation  von  Kurven. 

453.   unter  der  Rektifikation  eines  Kurvenbogens  versteht  man 
die  Bestimmung  seiner  wahren  Länge  gemessen  durch  eine  geradlinige 
Strecke,  wie  sie  sich  z.  B.  ergiebt,  wenn  der  Kurvenbogen  auf  einer 
geraden  Linie  ohne  zu  gleiten  abrollt.    Bei  unseren  Aufgaben  handelt 
es  sich  darum  einen  Kurvenbogen  näherungsweise  zu  rektifizieren, 
indem   man   auf  der   Kurve  eine   Beihe   von  Punkten  in  geringer 
gegenseitiger  Entfernung  annimmt,  je  zwei  aufeinanderfolgende  durch 
eine  Sehne  verbindet  und  nun  die  Länge  des  gebrochenen  Linien- 
zuges  der  Sehnen  bestimmt.     Dieser  giebt  dann  annäherungsweise 
die   gesuchte   Bogenlänge    und    zwar   müßte    das   Resultat   um   so 
genauer   werden,   je  dichter  man  die  Punkte  auf  der  Kurve  wählt. 
Denkt  man  die  gegenseitige  Entfernung  unendlich  klein,  so  stimmt 
die  Bogenlänge  mit  der  Länge  des  gebrochenen  Linienzuges  überein, 
da  ein  unendlich  kleiner  Bogen  und 'seine  Sehne  sich  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Grösse  3.  Ordnung  unterscheiden.     Bei  der  prakti- 
schen Durchfuhrung  einer  Rektifikation  trägt  man  in  den  Kurven- 
bogen, von  einem  Endpunkte  ausgehend,  lauter  gleiche  kleine  Sehnen 
ein  und  dann  diese  auf  einer  Geraden  auf.    Die  Länge  der  gleichen 
Sehnen  ist  natürlich  verschieden  zu  wählen,  je  nach  der  Stärke  der 
Krümmung  des  Kurvenbogens;  bei  stärkerer  Krümmung  wählt  mau 
die  Sehnen  kleiner,  bei  schwächerer  Krümmung  größer.    Nach  Unter- 
suchungen von  Wiener  ist  es  bei  Rektifikation  eines  Kreises  von  2, 
6,   10,   20  cm  Durchmesser   zweckmäßig   eine  Sehnenlänge   von  ^^, 
tV>  ^«^'  tV   ^^®   Durchmessers   zu   verwenden;   dieses   liefert    einen 
Anhaltepunkt  auch  für  andere  Rektifikationen. 

Eine    besondere    Bedeutung    hat    die    Rektifikation    eines 
Kreises;  der  Kreisumfang  ist  gleich  2;rr,  wo  r  den  Radius   and 
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I  die  Zahl  3,14159  .  .  .  bedeutet.  Hieraus  findet  sich,  daß  der 
Ereisom&ng  angenähert  gleich  3f  Durchmesser  ist;  der  Fehler  be- 
trägt bei  10  cm  Durchmesser  nur  etwa  ^mm.  Bei  Kreisen  mit 
vesendich  größeren  Durchmessern  wird  man  deshalb  den  umfang 
gleich  (3^  —  Thi)  ™*^  ^®™  Durchmesser  setzen. 


Raumkurven  und  ihre  Projektionen;  abwickelbare  Fliehen. 

m 

454.    Durch  Bewegung  eines  Punktes  im  Baume  entsteht  eine 
Ränmkurve,    die  hier  als  eine  Aufeinanderfolge  von  Punkten  er- 
v.beint     Zwei    benachbarte,    unendlich   nahe   Lagen   des  be- 
wegten Punktes  bestimmen  einEurvenelement  und  eine  Tangente, 
nämlich  die  Gerade,  die  das  Eurvenelement  enthält;  der  BeriQirungd- 
pimkt  der  Tangente  ist  eben  die  Stelle,  wo  sie  zwei  unendlich  nahe 
Punkte  mit  der  Kurve  gemein  hat.     Die  Tangente  kann  demgemäß 
als  Grenzlage  einer  Sehne  der  Baumkurve  angesehen  werden.    Läßt 
man  den   einen   Endpunkt  P  einer  Sehne  fest,   während  man  den 
anderen  Q  sich  auf  der  Baumkurve  fortbewegen  und  schließlich  mit 
dem  festen  Endpunkt  zusammenfallen  läßt,    so  geht  die  Sehne  in 
der  Grenzlage    in   die  Tangente   im  Punkte  P  über.     Jede  Ebene 
durch  die  Tangente  ^  in  P  ist  eine  Tangentialebene  der  Baumkurve. 
Legt  man   eine    solche   Tangentialebene   durch  einen  in  der  Nähe 
Ton  P  befindlichen  Punkt  E  der  Baumkurve  und  läßt  R  sich  nach 
P  bewegen,    so   nimmt  die   Ebene  durch  t  eine  gewisse  Grenzlage 
an,  sie  wird  zur  Schmiegungsebene.     Während  die  Baumkurve 
bei  einer  gewöhnlichen  Tangentialebene  in  der  Nähe  des  Berührungs- 
punhes  ganz  auf  einer  Seite  dieser  Ebene  liegt,  durchsetzt  sie  die 
Schmiegungsebene  im  Berührungspunkte;    denn   dieser   entsteht  ja 
durch  Vereinigung  des  Berührungspunktes  mit  einem  Schnittpunkt 
einer  Tangentialebene.     Die    Schmiegungsebene    enthält    zwei   be- 
nachbarte Eurvenelemente  oder  drei  benachbarte  Eurvenpunkte;  sie 
tann  auch  als  Grenzlage  einer  Ebene  gewonnen  werden,  die  durch 
drei  nahe  bei  einander  liegende  Kurvenpunkte  P,  Q,  R  geht,  die  sich 
vereinigen. 

Steht  eine  Gerade  auf  einer  Tangente  im  Berührungspunkte 
senkrecht,  so  heißt  sie  Normale;  alle  Normalen  in  einem  Punkte 
dtt  Raumkurve  liegen  in  einer  Ebene,  der  Normalebene.  Die 
Normale  in  der  Schmiegungsebene  heißt  Hauptnormale,  die  auf 
ihr  senkrechte  Normale  die  Binormale;  die  Ebene  durch  Tangente 
QBd  Binormale  nennt  man  rektifizierende  Ebene. 

20* 
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455.  Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  der  Baumkurve,  so  fuhren  gleich- 
zeitig die  zugehörige  Tangente  und  die  zugehörige  Schmiegungsebene 
Bewegungen  aus,  und  zwar  dreht  sich  die  Tangente  stets  um  den 
bezüglichen  Berührungspunkt  in  der  Schmiegungsebene  und  die 
Schmiegungsebene  um  die  bezügliche  Tangente.  Denken  wir  uns 
zunächst  ein  kleines  aber  endliches  Stück  PQ  der  Raumkurve,  so 
erhalten  wir  eine  bestimmte  Bogenlänge,  einen  bestimmten  Winkel 
der  Endtangenten  und  einen  bestimmten  Winkel  der  Schmiegungs- 
ebenen  in  den  Endpunkten.  Lassen  wir  den  Bogen  AB  unendlich 
klein  werden,  so  tritt  Gleiches  für  den  Winkel  der  Tangenten  und 
den  Winkel  der  Schmiegungsebenen  ein,  falls  die  Kurve  stetig 
ist,  wie  wir  voraussetzen  wollen.  Im  allgemeinen  —  d.  h.  abgesehen 
von  einzelnen  Punkten  —  sind  nun  die  Verhältnisse  der  genannten 
drei  unendlich  kleinen  Größen  endlich.  Zu  dem  Bogenelement  e 
gehört  hiemach  ein  bestimmter  Kontingenzwinkel  €,  Winkel  be- 
nachbarter  Tangenten,    und   ein   bestimmter   Torsionswinkel    t/, 

Winkel   benachbarter   Schmiegungsebenen.      Das   Verhältnis  ä  =  — 

wird  wie  bei  den  ebenen  Kurven  als  Krümmung,  das  Verhältnis 

T  =  -  als  Torsion  der  Raumkurve  an  der  betreflfenden  Stelle  be- 
e 

zeichnet.  Wie  bei  den  ebenen  Kurven  giebt  es  durch  drei  benach- 
barte Punkte  der  Eaumkurve  einen  Krümmungskreis,  er  liegt  in 
der  zugehörigen  Schmiegungsebene  und  sein  Mittelpunkt  auf  der 
Hauptnormale. 

456«  Bei  der  angeführten  Bewegung  beschreibt  die  Tangente  eine 
geradlinige  Fläche,  welche  die  zur  Raumkurve  gehörige  abwickel- 
bare Fläche  oder  kurz  die  abwickelbare  Fläche  der  Baumkurve  ge- 
nannt wird;  die  Tangenten  der  Raumkurve  heißen  die  Erzeugenden 
der  Fläche.  Gleichzeitig  führt  die  zugehörige  Schmiegungsebene  eine 
Bewegung  aus;  die  Schmiegungsebene  umhüllt  in  allen  ihren  Lagen 
die  abwickelbare  Fläche,  das  will  sagen,  dass  jede 
Schmiegungsebene  die  abwickelbare  Fläche  längs  der  in  ihr 
liegendenTangentederRaumkurveberührt.  um  die  Richtigkeit 
des  Gesagten  zu  erkennen,  ist  es  nötig,  näher  auf  die  gegenseitige 
Lage  benachbarter  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  einzugehen. 
(Fig.  306).  Seien  P  und  P^  zwei  benachbarte  Punkte  unserer  Raum- 
kurve, t  und  ^j  die  zugehörigen  Tangenten,  Z  und  Z^  die  Schmiegungs- 
ebenen, und  PP^  =  s  die  Sekante.  Dann  ist  nach  426  der  Abstand 
des  Punktes  P^  von  der  Schmiegungsebene  Z  unendlich  klein  von 
der  3.  Ordnung;  ganz  ebenso  ist  der  Abstand  der  Tangenten  t  und  ^ 
unendlich  klein  3.  Ordnung,  denn  die  Ebenen  durch  t  und  s  resp.  t^  und  »v 
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schlieBen  einen  unendlich  kleinen  Winkel  ein  nnd  zugleich  sind  /_  ts^ 
Li^t  und  PP^  unendlich  klein.  Ziehen  wir  auf  der  abwickelbaren 
Fläche  eine  Kurve,  die  t  und  ^  in  den  benachbarten  Punkten  Q  und 
Qj  schneidet,  so  ist  das  Lot  Q^Q^,  gefällt  von  Q^  auf  Z,  unendlich 
klein  2.  Ordnung  (nach  426),  folglich  schließt  QQ^  mit  Z  einen  un- 
endlich kleinen  Winkel  ein,  und  wir  können  deshalb  sagen,  daß  die 
Tangente  der  auf  der  abwickelbaren  Fläche  gezogenen  Kurve  im 
Punkte  P  in  die  Schmiegungsebene  Z  fällt  (in  der  Figur  ist  eine 
Hilfsebene  E  durch  QQ^  senkrecht  zu  Z  benutzt).  Die  Schmiegungs- 
ebene Z  tangiert  also  wirklich  die  abwickelbare  Fläche  längs  ihrer 
Erzengenden  t 


Fig.  306. 


Fig.  307. 


457.  Die  Baumkurve  bildet  auf  der  zugehörigen  ab- 
wickelbaren Fläche  eine  Riickkehrkurve  oder  Rtickkehr- 
kante,  d.  h.  jeder  ebene  Schnitt  der  abwickelbaren  Fläche  weist  in  den 
Dwchstoßpunkten  mit  der  Eaumkurve  Rückkehrpunkte  oder  Spitzen 
ani  In  der  That  schneidet  eine  Ebene  E  die  Raumkurve  c  in  8 
Fig.  307)  und  läßt  man  einen  Punkt  auf  dieser  fortwandem,  wobei  er 
acch  die  Lage  S  passiert,  dann  liefert  die  zu  dem  wandernden  Punkte 
gehörige  Tangente  und  Schmiegungsebene  die  Punkte  und  Tangenten 
der  Schnittkurve  u  von  E  mit  der  abwickelbaren  Fläche.  Passiert 
der  bewegte  Punkt  die  Lage  5,  so  behalten  Tangente  und  Schmie- 
sungsebene  ihren  Drehsinn  bei  —  falls  S  ein  gewöhnlicher  Punkt 
der  Raumkurve  ist.  Demnach  behält  auch  die  Tangente  der  ebenen 
Schnittkurve  ihren  Drehsinn  bei,  dagegen  ändert  der  sie  beschrei- 
tende Punkt  in  8  seinen  Fortschreitungssinn.  Denn  bezeichnen 
^r  die  beiden  Teile  der  Tangente  einer  Raumkurve,  vom  Berüh- 
ningspunkte  aus  gerechnet,  als  positiv  und  negativ,  so  wird  der  eine 
Teil  der  Schnittkurve  bis  zum  Punkte  8  hin  von  dem  positiven 
Teile  der  bewegten  Tangente  beschrieben,  der  andere  vom  negativen 
Teile,  wodurch  jene  Änderung  hervorgebracht  wird. 
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458*  Lassen  wir  nun  eine  Ebene,  welche  die  abwickelbare  Fläche 
längs  einer  Erzeugenden  berührt,  auf  dieser  fortwälzen,  wobei  wir 
indeß  nur  einen  der  beiden  Teile  der  Fläche,  die  längs  der  Rück- 
kehrkurve  aneinandergrenzen,  in  Betracht  ziehen.  Beim  AbwäUen 
oder  Abrollen  der  Ebene  auf  einem  Teile  der  abwickelbaren  Fläche 
werden  die  Erzeugenden  alle  nacheinander  zu  Berührungslinien  der 
wälzenden  Ebene,  die  sich  in  jedem  Augenblicke  um  die  Berührungs- 
linie ohne  zu  gleiten  dreht.  Indem  bei  dieser  Bewegung  jeder  Punkt 
der  Fläche  einmal  in  die  wälzende  Ebene  fällt,  liefert  jede  Er- 
zeugende und  jede  Kurve  unserer  Fläche  eine  Gerade  respektive 
eine  Kurve  in  der  wälzenden  Ebene;  sie  werden  als  die  Ab- 
wickelungen jener  Gebilde  bezeichnet.  Natürlich  kann  auch  die 
Ebene  festgehalten  und  die  abwickelbare  Fläche  ohne  Gleiten  auf 
ihr  abgewälzt  werden,  was  offenbar  darauf  hinauskommt,  daß  eine 
abwickelbare  Fläche  ohne  Dehnung  oder  Zerreißung  und 
ohne  Stauchung  oder  Faltung  in  eine  Ebene  ausgebreitet 
werden  kann.  Um  sich  die  geschilderten  Vorgänge  völlig  klar  zu 
machen,  denke  man  sich  auf  der  abwickelbaren  Fläche  eine  Keihe 
von  Erzeugenden  t^^t^t^  .  >  .  t^  .  .  .  gezogen,  die  einander  benachbart 

sind,  deren  Winkel   ßia  =  Z-  ^  ^a>  *23  =  ^  ^2  ^3  •  •  •    ^^^^   unendlich 
klein  sind.  Würde  nun  jede  Erzeugende  die  vorhergehende  schneiden, 

so  würden  sie  die  Verlängerungen  der  Seiten 
eines  räumlichen  Polygons  bilden  und  damit 
die  Abwickelbarkeit  in  eine  Ebene  unmittelbar 
klar  sein.  Denn  dazu  gehört  nur,  daß  man  die 
Winkel,  die  je  zwei  aufeinanderfolgende  Flächen- 
elemente ^  ^ ,  t^t^,  t^t^...  einschließen,  zu  2R 
ausstreckt,  so  daß  alle  Elemente  in  die  näm- 
^""^^"^"^'"^  "'  liehe  Ebene  zu  liegen  kommen.  Der  Flächen- 
Fig.  308.  streifen  zwischen  zwei  Erzeugenden,  etwa  ^  und 

t^,  der  abwickelbaren  Fläche  ist  nun  an  und  für  sich  nicht  eben, 
da  jedoch  die  gemeinsame  Normale  von  t^  und  t^  unendlich  klein 
von  der  3.  Ordnung  ist,  so  darf  man  sie  als  absolut  gleich  0  an- 
nehmen, ohne  daß  der  dadurch  begangene  Fehler  einen  Einfluß  auf 
das  Resultat  ausübt.  In  der  Figur  ist  die  abwickelbare  Fläche 
durch  eine  Kurve  u  begrenzt,  deren  Abwickelung  u^  ist. 

459.  Aus  dem  Vorgange  der  Abwickelung  einer  abwickelbaren 
Fläche  ergeben  sich  noch  unmittelbar  folgende  Beziehungen.  Der 
Winkel  konsekutiver  Erzeugenden  ändert  sich  bei  der  Ab- 
wickelung nicht,  ebensowenig  die  Länge  einer  Erzeugenden 
zwischen  irgend  zwei  auf  ihr  gewählten  Punkten.     Hieraus 
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folgt  dann  weiter,  -daß  jeder  Kurvenbogen  auf  der  abwickel- 
baren Fläche  gleich  lang  mit  seiner  Abwickelung  ist  und 
daß  eine  Erzeugende  den  Eurvenbogen  unter  dem  gleichen 
Winkel  schneidet,  wie  ihre  Abwickelung  die  abgewickelte 
Earve.  Beim  Abwickelungsprozeß  geht  hiernach  die  Bück- 
kehrkurve  c  der  abwickelbaren  Fläche  in  eine  ebene  Kurve 
r.  äbex,  die  mit  jener  an  entsprechenden  Stellen  stets  die 
gleiche  Krümmung  zeigt,  da  ja  Kurvenelement  und  Kontingenz- 
winkel  dabei  nngeändert  bleiben  (vergl.  Fig.  308). 

460*     Während  die  £j*ümmung  der  Eückkehrkante  beim  Ab- 
rkkeln  ungeandert  bleibt,  erfährt  die  Krümmung  aller  anderen  Kurven 
der  Fläche  eine  Änderung,  und  wir  wollen  uns  fragen,  in  welcher 
Beziehung    der    Krümmungsradius   r    im    Punkte  P    einer 
Korve  &  der  abwickelbarenFläche  zum  Krümmungsradius  r^ 
des  Punktes  Pq  der  abgewickelten  Kurve  k^  steht  (Fig. 309). 
Sind  P  und  Q  benachbarte  Punkte  von  k,  t  und  u  die  zugehörigen 
Tangenten,  e  und  f  die  durch  P  resp.  Q  verlaufenden  Erzeugenden, 
und  haben  P^y  Q^,  t^,  w^,  e^,  f^  die  analoge  Bedeutung  für  die  Abwickelung 
in  der  Ebene,  so  hat  man:  r :  r^  =  ß^  :  a,  wo  l^tu^  t  und  z_  t^  Uq  =  e^ 
ist;  denn  es  ist  ja  PQ  —  P^Q^^-     Bei  der  Abwickelung  ändert  sich 
Hirn  die  Lage  von  u  gegen  t  dadurch,  daß  die  Gerade  u  eine  un- 
endlich kleine  Drehung   um  e  macht,   bis  sie  in  die  Ebene  te  zu. 
liegen  kommt;  diese  Drehung  können  wir  durch  eine  Projektion  er- 
setzen, indem  wir  u  senkrecht  auf  die  Ebene  t  e 
Bach  u    projizieren,    der  hierdurch  entstehende 
Fehler  ist   ja   von  höherer  Ordnung  unendlich 
Mein-,  es  ist  demnach  JLtii  ^  /-t^u^=^  6^.  Nun 
i^t  aber:     i^tu  =^  /_  tu,GO%  v,     wenn   v   den 
Neigungswinkel  der  Ebene  tu  gegen  die  Ebene 
^e  bedeutet;    denn  ist  die  Ebene  UU'T±tj  so 
L  rw  =  Z-  «^  und  also  tg  a^,  =  tg  « .  cos  v.  Wir 
können  mithin  sagen:  Der  Krümmungsradius 
T  einer   Kurve   der   abwickelbaren   Fläche  in   einem  ihrer 
Punkte  ist  gleich  dem  Krümmungsradius  r^  der  abgewickel- 
ten Kurve   im    entsprechenden    Punkte    multipliziert    mit 
cosr,  wenn  v  den  Neigungswinkel   der   Schmiegungsebene 
jener  Kurve   mit  der  Tangentialebene   der  Fläche  in  dem 
genannten  Punkte  bedeutet. 

Ist  der  Neigungswinkel  v  =  B,,  d.  h.  steht  die  Schmiegungs- 
ebene der  Kurve  k  an  der  betreffenden  Stelle  P  auf  der  Tangential- 
ebene der  abwickelbaren  Fläche  senkrecht,  so  wird  die  Projektion 
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des  /L  <M  =  0  und  es  besitzt  k^  in  P^  einen  Wendepunkt;   in    dei 
That  giebt  auch  die  Formel:  r^  =  r:cos«r  den  Wert  r^  =:  oo. 

461.  Eine  Kurve  der  abwickelbaren  Fläche,  die  bei  der 
Abwickelung  in  eine  Gerade  übergeht,  heißt  geodätische 
Linie.  Wie  die  Gerade  in  der  Ebene,  so  ist  die  geodätische  L#inie 
auf  der  Fläche  die  kürzeste  Verbindungslinie  zweier  Punkte.  Aus 
dem  Vorausgehenden  ergiebt  sich,  daß  in  jedem  Punkte  einer 
geodätischen  Linie  die  Schmiegungsebene  auf  der  Tan- 
gentialebene der  Fläche  ^senkrecht  steht.  Diese  Eigen- 
schaffc  besitzt  auch  die  geodätische  Linie  auf  jeder  beliebigen 
kinimmen  Oberfläche. 

462*  Zu  jeder  Eaumkurve  gehört  eine  ebene  Kurve,  die  mit  ihr 
in  allen  entsprechenden  Punkten  gleiche  Ej*ümmung  hat;  letztere  ent- 
steht aus  der  ersteren  durch  Abwickelimg  ihrer  abwickelbaren  Fläche. 
Wobei  ja  Bogenelement  e  und  Contingenzwinkel  e  ungeändert  bleiben. 
Zu  jeder  Raumkurve  gehört  aber  auch  ein  bestimmter  Kegel  — 
der  Eichtungskegel  —  den  man  erhält,  indem  man  durch  einen 
beliebigen  Punkt  0  zu  den  Erzeugenden  der  Fläche  die  Parallel- 
strahlen zieht.  Hierdurch  werden  zugleich  die  Tangentialebenen 
des  Kegels  zu  den  entsprechenden  Schmiegungsebenen  der  Kanm- 
kurve  parallel,  so  daß  fiir  den  Bichtungskegel  und  die  Raumkurve 
Kontingenzwinkel  s  und  Torsionswinkel  rj  übereinstimmen. 

463*  Wir  haben  bereits  gesehen,  daß  die  Schmiegungsebenen  einer 
Raumkurve  ihre  abwickelbare  Fläche  umhüllen.  Es  kann  demgemäß 
die  abwickelbare  Fläche  als  Hüllfläche  aller  Lagen  einer  bewegten 
Ebene  erzeugt  werden.  Je  zwei  benachbarte  Ebenen  schneiden  sich 
in  einer  Erzeugenden  der  Fläche,  je  drei  benachbarte  Ebenen  in  einem 
Punkte  ihrer  Rückkehrkante.  Ebenso  bestimmen  alle  Normalebenen 
einer  Raumkurve  eine  abwickelbare  Fläche,  die  man  als  Evoluten- 
fläche der  Raumkurve  bezeichnet.  Läßt  man  auf  der  Evoluten- 
fläche eine  Ebene  wälzen,  ohne  daß  sie  dabei  gleitet,  so  beschreibt 
jeder  ihrer  Punkte  eine  Raumkurve  —  Evolvente  — ,  unter  denen 
sich  auch  die  ursprüngliche  Raumkurve  befindet.  Die  Evolventen 
durchsetzen  die  Tangentialebenen  der  Evolutenfläche  rechtwinklig. 

464.  Die  Parallel-  oder  Centralprojektion  einer  Raum- 
kurve ist  eine  ebene  Kurve,  deren  Tangenten  Projektionen 
der  Tangenten  der  Raumkurve  sind.  Es  ergiebt  sich  dieses  ein- 
fach daraus,  daß  die  Tangenten  als  spezielle  Sekanten  aufzufassen 
sind,  bei  denen  durch  einen  Grenzübergang  zwei  Schnittpunkte  mit 
der   Kurve   zusammengerückt   sind.     Liegt  das  Projektionscentrum 
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auf  einer  Tangente  t  der  Raumkurve,  so  projiziert  sich  ihr  Be- 
rühnmgspimkt  £  als  Spitze.  Man  kann  sich  hiervon  Rechenschaft 
geben,  indem  man  einen  Pankt  die  Raumkurve  durchlaufen  läßt  und 
zugleich  auf  die  Bewegung  der  zugehörigen  Tangente  achtet;  denn 
während  der  Punkt  die  Lage  £  passiert  (Fig.  310),  bleibt  seine  Pro- 
jektion einen  Augenblick  still  stehen^  um  dann  rückläufig  zu  werden. 
Man  kann  aber  auch  wieder  den  Grenzübergang 
leDQtzen.  Geht  die  Verbindungslinie  zweier 
Knirenpunkte  P  und  Q  durch  das  Projektions- 
centrom,  so  bildet  die  gemeinsame  Projektion 
einen  Doppelpunkt;  beim  Übergang  zur  Grenze 
iird  die  Sekante  zur  Tangente  und  der  Doppel- 
ponkt  zur  Spitze.  Ein  Eurvenpunkt,  dessen 
Sciimiegnngsebene  durch  das  Projektionscentrum 
geht,  liefert  in  der  Projektion  einen  Wende- 
punkt; da  zwei  benachbarte  Tangenten  die 
gleiche  Projektion  besitzen.    Hieraus  folgt,  daß  p.    «-^ 

bei  orthogonaler  Projektion  einer  Eaumkurve 
ins  einem  gewöhnlichen  Punkte  P  ein  gewöhnlicher,  ein  Wende- 
oder ein  Bückkehrpunkt  wird,  je  nachdem  man  auf  die  Schmiegungs-, 
die  rektifizierende  oder  die  Normalebene  projiziert. 

465*  Die  Kaumkurve  kann  verschiedene  Singularitäten  auf- 
weisen, von  denen  man  die  gewöhnlicheren  auf  folgende  Weise  erhält. 
Dorchlauft  ein  Punkt  P  die  Baumkur ve,  so  dreht  sich  die  zugehörige 
T^ente  t  um  diesen  Punkt  und  die  zugehörige  Schmiegungsebene 
Inm  die  Tangente  t  Während  in  einem  gewöhnlichen  Kurven- 
pnnkt  der  Fortschreitungssinn  von  P  auf  <,  der  Drehsinn  von  t  um 
i*und  der  Drehsinn  von  Z  um  t  ungeändert  bleiben,  werden  in 
speziellen  Punkten  einzelne  oder  mehrere  dieser  Sinne  sich  um- 
kehren; es  giebt  das  —  den  gewöhnlichen  Punkt  eingerechnet  — 
acht  Kombinationen.  Kehrt  die  Schmiegungsebene  ihren  Drehsinn 
oai.  so  muß  ihre  Drehung  an  einer  bestimmten  Stelle  gleich  Null 
'«in,  sodaß  dort  drei  Kurvenelemente  oder  vier  benachbarte 
Kurrenpunkte  in  einer  Ebene  liegen,  die  stationäre  Ebene  ge- 
^nt  wird.  Kehrt  die  Tangente  ihren  Drehsinn  tim,  so  fallen 
^ei  Kurvenelemente  oder  drei  konsekutive  Punkte  in  eine  Gerade, 
^d  es  entsteht  der  Wende-  oder  Streckungspunkt.  Kehrt  der 
P^kt  seinen  Fortschreitungssinn  um,  so  entsteht  die  Spitze  oder 
(ler  Bückkehrpunkt.  Hiemach  kann  man  sich  auch  über  die 
änderen  Kombinationen  Klarheit  verschaffen,  die  Besprechung  der 
'erschiedenen  Möglichkeiten  kann  hier  imterlassen  werden. 
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466.  Die  Tangente  und  Schmiegungsebene  sollen  ii 
einem  Punkte  einer  Kaumkurve  konstruiert  werden.  Natiir 
lieh  wird  es  bei  manchen  Raumkunren  infolge  der  Art  ihrer  Definition 
möglich  sein,  die  Tangente  und  Schmiegungsebene  in  jedem  Punkt< 
genau  zu  konstruieren.  Insbesondere  wird  man  bei  der  BestimmuD| 
der  Tangente  ganz  ähnlich  wie  in  436  verfahren  können,  indem  dei 
Kurvenpunkt  als  Schnitt  dreier  Hilfsflächen  erscheint,  wodurch  dam 
die  Tangente  als  Diagonale  eines  unendlich  kleinen  Parallelepipedoi 
definiert  ist,  das  durch  ein  ähnliches  endliches  Parallelepipedon  er 
setzt  werden  kann.  Es  ist  leicht,  Beispiele  in  grosser  Zahl  hierftj 
anzugeben,  doch  soll  hier  nicht  weiter  darauf  eingegangen  werden 
Wenn  die  Raumkurve  in  ihren  beiden  Projektionen  gezeichnet 
vorliegt,  so  läßt  sich  unsere  Aufgabe  in  folgender  Weise  konstruktiv 
durchführen  (Fig.  31 1).  Sind  c,  c"  die  Projektionen  der  Raumkurve  unc 

P',  F'  die  eines  Punktes 
auf  ihr,  so  bestimmt  ma£ 
nach  433  die  Tangenten 
f  in  P'  an  c  und  /"  in 
P"  an  c";  ^',  f  sind 
dann  die  Projektionen 
der  gesuchten  Tangente 
^  in  P  an  c.  Die  gesuchte 
Schmiegungsebene  Z  gehl 
dann  durch  t  und  kann 
durch  einen  Grenzüber- 
gang definiert  werden, 
Zieht  man  von  P  aus 
Strahlen  nach  allen 
Punkten  der  Raumkurvej 
so  erhält  man  einen 
Kegel,  dessen  Mantel- 
fläche auch  t  enthält, 
die  Tangentialebene  des 
Kegels  längs  der  Mantel- 
linie t  (vergl.  482)  ist  die  gesuchte  Schmiegungsebene.  Läßt  man 
nämlich  einen  Punkt  Q  auf  c  sich  nach  P  hin  bewegen,  so  schneidet 
die  Ebene  tQ  den  Kegelmantel  in  den  Erzeugenden  t  und  PQ;  sie 
wird  beim  Grenztlbergang  zur  Tangentialebene  des  Kegels  und  zu- 
gleich zur  Schmiegungsebene  von  c.  Man  wähle  deshalb  in  der 
Nähe  von  P  auf  beiderseitig  je  zwei  Punkte,  etwa  Q,B  resp.  M,^^ 
und  suche  die  Spurpunkte  der  Strahlen  Pß,  PP,  P3f,  PN  und  t  in 
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einer  der  beiden  Projektionsebenen,  etwa  TTi.  Dann  geht  die  Spur- 
kurre  der  Kegelfläche  durch  die  Punkte  R^,  Q^^  Ty^y  M^,  N^  und  kann 
hiernach  gezeichnet  werden;  die  Spurlinie  s^  von  Z  ist  jetzt  ala 
Tangente  der  Spurkurve  im  Punkte  T^  bestimmt. 

Krumme  Oberflächen. 

467.  Wir  haben  bereits  in  den  abwickelbaren  Flächen  einen  spe* 
ziellen  Fall  der  krummen  Flächen  kennen  gelernt,  und  wollen  nun 
zu  den   allgemeinen   krummen   Flächen    übergehen.     Wir   können 
dieselben  zunächst  als  Gebilde  definieren,    die  von  jeder  Ebene  in 
einer  Kurve  geschnitten  werden.    Diese  Kurven  können  freilich  auch 
aus  mehreren,    insbesondere   geradlinigen,   Teilen   bestehen.      Für 
iD>ere  Zwecke   ist  es  unerläßlich,   daß  wir  auf  einer  krummen 
Fläche    mindestens    ein   System   von   Raum-    oder    ebenen 
Kurven  angeben  können,     unter  einem  System  von  Kurven  ver- 
stehen wir   hierbei   unendlich  viele  Kurven,  die  die  ganze  Fläche 
überdecken,  sodaß  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  eine  oder  mehrere 
sicher  Kurven  hindurchgehen.     Zu  jeder  Kurve  giebt  es  demgemäß 
indem  System  zwei  benachbarte  Kurven,  die  sich  in  ihrer  Lage 
^d  zwar  der  ganzen  Erstreckung   nach   von  jener   nur   unendlich 
wenig  unterscheiden.     Die  Kurven   des   Systems   werden   entweder 
dlle  kongruent,  oder  ähnlich  oder  verschieden  sein;  im  letzten  Falle 
müssen  jedoch   zwei   benachbarte  Kurven  bis  auf  unendlich  kleine 
Unterschiede  übereinstimmen.    Im  ersten  Falle  wird  die  Fläche 
erzeugt   durch   stetige  Bewegung  einer  konstanten  Kurve. 
So  entstehen  z.  B.  durch  Bewegung  einer  Geraden   die   abwickel- 
baren Flächen  und  die  windschiefen  Begelflächen;    bei  den 
letzteren  steht  der  Abstand  je  zweier  benachbarter  Geraden  (Er- 
zeugenden) zu  ihrem  Winkel  in  einem  endlichen  Verhältnis,  bei 
ersteren  ist   dieses  Verhältnis  unendlich  klein.     So  entstehen  z.  B. 
durch   Bewegung    einer  Kurve   Translations-,   Rotations-   und 
Schranbenflächen,   wenn   die   Punkte   der   bewegten  konstanten 
Kur?e  kongruente  Bahnen,  Kreisbahnen  um  eine  feste  Achse  oder 
Schraubenlinien  um  eine  solche  Achse  beschreiben.    (Vergl.  darüber 
die  späteren  Kapitel).    Im  allgemeinen  Falle  wird  die  Fläche 
erzeugt  durch  stetige  Bewegung  einer  Kurve,  die  zugleich 
ihre  Form    stetig  ändert.     Dabei  müssen  natürlich  die  Gesetze 
tar  Bewegung  und  Formänderung  und  ihre  gegenseitige  Abhängig- 
keit gegeben  sein. 

468.   Die  Tangente  einer  Fläche  wird,  wie  bei  den  Kurven, 
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durch   einen   Grenzübergang   definiert ,    indem    man   zunächst     ein< 
Gerade   durch   zwei   getrennte   Punkte   der   Fläche  legt  und    dies< 
dann  sich  gegenseitig  nähern  und  schließlich  zusammenfalleii    läßt 
Zieht  man  auf  einer  Fläche  irgend  eine  Kurve,    so   ist  jede    ihrei 
Tangenten  auch  Tangente  der  Fläche   und   enthält  zwei   unendlici 
nahe  Punkte  derselben.     In  jedem  Punkte  P  einer  Fläche  gi  ebt 
es  unendlich  viele  Tangenten,  die  im  allgemeinen  in  einer 
Ebene  —  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  P  —  liegen. 
Zieht   man  nämlich  irgend  zwei  Tangenten  t^,  t^  im  Punkte  JP  der 
Fläche,  so  schneidet  die  Ebene  t^t^  die  Fläche  in  einer  Kurve,    die 
in  P  einen    Doppelpunkt   besitzt,    da   sowohl   t^  als  t^   mit    der 
Schnittkurve  im  Punkte  P  zwei  unendlich  nahe  Punkte  gemein  haben. 
Jede  Gerade  der  Ebene  ^^  t^  durch  den  Punkt  P  hat  mit  der  Kurve 
und  sonach  mit  der  Fläche  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein, 
d.  h.  sie   ist   Tangente   der   Fläche;   hiermit   ist   aber   imsere    Be- 
hauptung  erwiesen.     Es  kann  allerdings  in  einzelnen  Punkten  der 
Fläche  vorkommen,  daß  jede  Gerade  durch  ihn  die  Fläche  in  zwei 
zusammenfallenden  Punkten  schneidet;  ein  solcher  Punkt  heißt  dann 
Knotenpunkt  unserer  Fläche,  jede  Ebene  durch  ihn  schneidet  eine 
Kurve  aus,  die  in  ihm  einen  Doppelpunkt  besitzt.     Denn,  giebt  es 
eine  Gerade  t^  durch  P,    die   dort   die  Fläche  in  zwei   zusammen- 
fallenden Punkten  schneidet  und  nicht  in  der  Ebene  t^t^   liegt,    so 
enthält  jede   Ebene  durch  ^3  außer  ^3  noch  eine  weitere  Tangente 
der  Fläche  im  Punkte  P  und  damit  unendlich  viele  Tangenten. 

469.  Daß  die  Tangenten  in  einem  Punkte  P  einer  Fläche  im 
allgemeinen  in  einer  Ebene  liegen,  kann  noch  klarer  durch  folgende 
Überlegung  eingesehen  werden,  die  an  die  obige  Definition  der  Fläche 
anknüpft.  Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  dem  Kurvensysteme 
aus,  durch  das  die  Fläche  erzeugt  worden  ist,  und  betrachten  die 
durch  P  verlaufende  Kurve  k  des  Systems  und  ihre  Nachbarkurve  /. 
Wir  wählen  dann  auf  Z  zwei  unendlich  nahe  Punkte  A  und  £,  deren 
Entfernung  von  P  ebenfalls  unendlich  klein  ist,  so  daß  das  Dreieck 
APB  unendlich  klein  ist,  aber  endliche  Winkel  zeigt.  Theilen  w^ir 
jetzt  den  Kurvenbogen  AB  durch  Punkte  Cj,  C\,  Cg,  .  .  .  C„  —  wo  die 
Zahl  n  über  jede  Grenze  wachsen  mag  —  so  sind  die  Geraden 
PCp  PCjj  .  .  .  PCn  Tangenten  unserer  Fläche;  diese  schließen  aber 
mit  der  Ebene  APB  unendlich  kleine  Winkel  ein,  können  also  als 
in  dieser  Ebene  liegend  angesehen  werden.  Daß  eine  Gerade  PQ 
mit  der  genannten  Ebene  einen  unendlich  kleinen  Winkel  einschließt, 
folgt  daraus,  daß  die  Entfernung  des  Punktes  Q  von  der  Sehne  AB, 
und    damit   auch  von   der   Ebene  APB,   unendlich   klein   von   der 
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•J.  Ordnung  ist,  wenn  AB  und  damit  PA^  PB  und  PCi  unendlich 
klein  ron  der  1.  Ordnung  ist. 

170.  Die  Senkrechte  im  Berührungspunkte  P  der  Tangentialebene 
neißt  die  Flächennormale  im  Punkte  P;  die  Ebenen  durch  diese 
Nonnale  liefern  die  Normalschnitte.  Die  Krümmung  kann  nun 
tur  alle  Normalschnitte  den  gleichen  Sinn  haben,  d.  h.  ihre  Krümmungs- 
radien, die  ja  in  die  Normale  fallen,  sind  alle  von  P  aus  gerechnet 
gleich  gerichtet;  dann  liegt  die  Fläche  in  der  Umgebung  von 
i^ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tangentialebene  und  heißt 
dort  elliptisch  gekrümmt.  Die  Tangentialebene  schneidet  dem- 
sich  die  Fläche  in  einer  Kurve,  die  P  zum  isolierten  Doppel- 
pcnkt  hat;  das  einfachste  Beispiel  bildet  die  Kugel. 

Die  Exünmiung  kann  aber  auch  für  einen  Teil  der  Normal- 
vhnitte  im  Punkte  P  den  entgegengesetzten  Sinn  haben,  wie  flir 
LtrQ  anderen  Teil;  die  Normalschnitte  berühren  dann  die  Tangential- 
ebene im  Punkte  P  von  verschiedenen  Seiten.  Die  Fläche  liegt 
in  der  Umgebung  von  P  auf  beiden  Seiten  der  Tangential- 
ebene und  heißt  dort  hyperbolisch  gekrümmt.  Die  Tan- 
.'entialebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Kurve,  die  in  P  einen 
Joppelpunkt  mit  reellen  Asten  hat.  Den  Übergang  von 
•^rnein  Teil  der  Normalschnitte  zum  anderen  bilden  die  beiden 
N'ormalschnitte  mit  der  Krümmung  Null,  die  also  P  zum 
Wendepunkt  haben.  Die  beiden  eigentlichen  Tangenten  im  Doppel- 
;>nnkte  P  der  in  der  Tangentialebene  liegenden  Schnittkurve,  die 
vÜe  beiden  reellen  Knrvenäste  berühren,  haben  nämlich  mit  dieser 
~  wie  der  Übergang  zeigt  —  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein, 
^mit  haben  sie  auch  mit  der  Fläche  und  mit  dem  zugehörigen 
Xurmalschnitt  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein;  diese  Tangenten 
-\\Ä  demnach  Wendetangenten  der  zugehörigen  Normalschnitte  und 
werden  als  Haupttangenten  im  Punkte  P  bezeichnet. 

471,  Schneidet  die  Tangentialebene  in  einem  Punkte  P  die 
r lache  in  einer  Kurve,  die  P  zur  Spitzä  hat,  so  heißt  die  Fläche  in 
^^parabolisch  gekrümmt.  Alle  Normalschnitte  in  P  berühren  die 
Tangentialebene  von  der  nämlichen  Seite,  nur  ein  Normalschnitt 
Qat  den  Punkt  P  zum  Wendepunkt,  da  es  nur  eine  eigentliche 
Tangente  in  der  Spitze  giebt.  In  einem  Punkte  parabolischer 
&ünuQang  fallen  hiemach  die  beiden  Haupttangenten  zasammen. 
Die  Fläche  liegt  in  der  Umgebung  von  P  auf  einer  Seite 
der  Tangentialebene  bis  auf  eine  zugespitzte  Partie,  die 
^on  den  beiden  in  der  Spitze  zusammenlaufenden  Kurvenästen  be- 
grenzt wird. 
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Im  allgemeinen  bilden  auf  einer  Fläche  die  Punkte  parabo- 
lischer Krümmung  eine  Baumkurve,  die  allerdings  in  mehrere 
Teile  zerfallen  kann.  Bei  den  abwickelbaren  Flächen  und  bei 
den  Kegel-  und  Cylinderflächen  ist  die  Krümmung  in  jedem 
Punkte  parabolisch.  Denn  jede  Tangentialebene  berührt  längs 
einer  Geraden,  der  Erzeugenden;  für  jeden  Punkt  P  derselben  faUen 
die  beiden  Haupttangenten  zusammen,  nämlich  gerade  in  die  Er- 
zeugende. In  der  nächsten  Umgebung  jedes  solchen  Punktes  liegt 
die  Fläche  ganz  auf  einer  Seite  der  zugehörigen  Tangentialebene 
und  reicht  nur  längs  der  Erzeugenden  an  sie  heran. 

473*  Die  Tangenten,  die  man  von  einem  Eaumpunkte  Q  aus  an 
eine  Fläche  legen  kann,  bilden  eine  Kegelfläche  (vergl.  482)  d.  h.  ihre 
Berührungspunkte  liegen  auf  einer  Kurve  der  Fläche.  Die  Tangential- 
ebenen in  den  Punkten  dieser  Kurve  gehen  durch  Q  und  umhüllen 

jene  Kegelfläche.  In  der 
That  berührt  eine  Tangen- 
tialebene durch  Q  die  Fläche 
in  einem  Punkte  P,  so  ist 
dieser  flir  ihre  Schnittkurve 
ein  Doppelpunkt  und  die 
Verbindungslinie  QP  vertritt 
zwei  zusammenfaUende  Tan- 
genten, wie  der  Grenzprozeß 
unmittelbar  erkennen  läßt. 
Denn  dreht  man  die  Tan- 
gentialebene um  QP  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel,  so  liefert 
sie  in  ihrer  neuen  Lage  eine  Schnittkurve  ohne  Doppelpunkt,  die 
sich  von  der  Schnittkurve  mit  Doppelpunkt  in  der  Tangentialebene 
nur  unendlich  wenig  unterscheiden  kann,  nur  hat  sich  der  Doppel- 
punkt aufgelöst.  Die  entstehende  neue  Kurve  muß  dann  die 
Tangente  QP  und  eine  zweite  Tangente  aus  Q  aufweisen,  die  ihr 
unendlich  nahe  ist.  Die  Tiguren  zeigen  diese  Übergänge  beim 
isolierten  Doppelpunkt  zu  einem  kleinen  Oval,  beim  Doppelpunkt  mit 
sich  schneidenden  Asten  zu  zwei  getrennten  Asten,  bei  der  Spitze 
zu  einem  Kurvenast  und  einem  kleinen  Oval. 
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Kngel,  Cylinder,  Kegel. 

Kugel,  Cylinder  und  Kegel,  ihre  Projektionen,  Eigen-  und 

Schiagschatten. 

473.  Von  der  Darstellung  einer  krummen  Oberfläche  gilt  ganz 
d;is  Gleiche,  was  schon  £rüher  bei  der  Darstellung  einer  Ebene  oder 
eines  Stückes  einer  Ebene  gesagt  wurde.  Es  kann  nicht  unmittelbar 
•-atschieden  und  auch  nicht  direkt  aus  der  Zeichnung  entnommen 
Verden,  welches  die  beiden  Projektionen  eines  Punktes  der  Ober- 
Üäche  sind.  Vielmehr  muß  die  Gesetzmäßigkeit  der  Oberfläche  in 
einer  Form  bekannt  sein,  die  uns  gestattet,  ein  oder  mehrere  Eurven- 
sTsteme  derselben  in  ihren  beiden  Projektionen  zu  zeichnen.  Ist 
dann  die  eine  Projektion  eines  Punktes  der  Fläche  gegeben,  so 
zeichne  man  eine  durch  ihn  verlaufende  Kurve  auf  der  Fläche  in 
der  zugehörigen  Projektion,  sodann  ihre  andere  Projektion,  worauf 
^ich  auf  dieser  die  zweite  Projektion  des  gemeinten  Punktes  ergiebt. 
Ist  die  Oberfläche  durch  eine  Kurve  begrenzt,  so  werden  deren 
Projektionen  auch  die  Projektionen  der  Oberfläche  begrenzen. 

474.  Betrachten  wir  nun  das  Verhalten  einer  krummen  Ober- 
fläche gegen  die  projizierenden  Strahlen,  indem  wir  uns  hierbei  auf 
eine  einzige  Projektionsebene  und  das  dazu  gehörige  System  par- 
alleler projizierender  Strahlen  beschränken.  Wir  können  annehmen, 
daß  die  Oberfläche  aus  einem  einzigen  Teil  bestehe,  da  wir  für 
jeden  Teil  die  gleiche  Betrachtung  anstellen  können.  Trifft  jeder 
projizierende  Strahl  die  Fläche  in  einem  Punkte  oder  gar  nicht, 
so  ist  sie  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  sichtbar;  der  Flächenrand 
scheidet  die  Strahlen,  welche  die  Fläche  treffen  von  denen,  die  sie 
nicht  treffen.  Giebt  es  projizierende  Strahlen,  die  die  Fläche  in 
mehreren  Punkten  schneiden,  so  ist  sie  teilweise  sichtbar  und 
teilweise  unsichtbar.  Auf  dem  sichtbaren  Teil  der  Fläche  liegt 
der  erste  Durchstoßpunkt  S^  des  Strahles,  wenn  wir  diesen  in  der 
Projektionsrichtung  durchlaufen,  der  zweite  S^  auf  dem  unsichtbaren 
Teile.  Die  nächste  Umgebung  von  Äj  wird  sichtbar,  die  von  S^ 
Quaichtbar  sein;  beide  Bereiche  können  nun  weiter  und  weiter  aus- 
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gedehnt  werden,  wobei  ihre  Eandkurven  immer  von  dem  nänilichei: 
projizierenden  Cylinder  ausgeschnitten  werden  mögen.     Die  beiden 
Bereiche,    in   denen   S^   resp.    S^   liegen,    werden    im   allgemeinen^ 
wenn  so  weit  wie  möglich  ausgedehnt,  längs  einer  Kurve  aneinander 
grenzen;    diese   muß   man   überschreiten,   um   aus   dem   sichtbaren 
Bereich  in  den  unsichtbaren  zu  gelangen  und  umgekehrt.    Der  pro- 
jizierende Strahl  durch  jeden   Punkt   dieser  Kurve   muß   dort    die 
Fläche  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  schneiden  oder  tangieren. 
Es  kann  dieses  entweder  so  geschehen,  daß  der  Bereich,  in  dem  S^ 
liegt,  den  anderen  längs  einer  Kurve  durchdringt,  dann  vertauschen 
sich  Sichtbarkeit  und  ünsichtbarkeit  der  beiden  Bereiche  zu  beiden 
Seiten   der   Durchdringungskurve   —   die   man    als   Doppelkur ve 
bezeichnet.     Oder  die  Kurve,   die  den  sichtbaren  Teil  der  Bräche 
von  dem  unsichtbaren  scheidet,   hat  die  Eigenschaft,   daß  die  pro- 
jizierenden Strahlen  durch  ihre  Punkte  die  Fläche  berühren;   diese 
Strahlen  bilden  eine  Cylinderfläche,  welche  unsere  Oberfläche  längs 
jener  Kurve  berührt,  aber  außerdem  noch  durchdringen  kann.    G-anz 
ähnliche  Resultate  gewinnt  man,  wenn  man  den  zweiten  und  dritten 
Durchstoßpunkt   S^  und  S^    eines   projizierenden   Strahles   mit    der 
Oberfläche   und   die   sie   einschließenden   Bereiche   betrachtet,    nur 
kann  man  diese  Bereiche  nicht  mehr  als  sichtbare  und  unsichtbare 
unterscheiden.     Man  kann  demgemäß  den  Satz  aussprechen:    Alle 
projizierenden    Strahlen,    die    eine    Oberfläche    berühren, 
bilden  eine  Cylinderfläche,  welche  jene  längs  einer  Kurve 
berührt  (die  mehrteilig  sein  kann);   diese  Kurve  auf  der  Ober- 
fläche   heißt    der   wahre  Umriß   und    ihre   Projektion    der 
scheinbare   Umriß.     In   dem   wahren   Umriß   grenzen   zwei 
Flächengebiete  aneinander, derenProjektionen  aufeinander 
fallen;  jede  Kurve  der  Oberfläche,  die  den  wahren  Umriß 
schneidet   projiziert  sich  als  Kurve,    die   den    scheinbaren 
Umriß   berührt.     Im   allgemeinen   wird   es    schwierig   sein,    auf 
einer  Fläche  hiemach  den  wahren  Umriß  zu  bestimmen,  d.  h.  Punkte 
zu  finden,  in  denen  eine  Tangente  parallel  zur  Projektionsrichtung 
existiert.     Nun  liegen  aber  alle  Tangenten  in  einem  gewöhnlichen 
Punkte  einer  Oberfläche  nach  469  in  einer  Ebene  —  seiner  Tan- 
gentialebene, es  läßt  sich  also  auch  die  Definition  geben:  Auf  dem 
wahren  Umriß  liegen  alle  Punkte,  deren  Tangentialebenen 
der  Projektionsrichtung   parallel   sind.     Hierauf  werden  wir 
in  den  meisten  Fällen  die  Konstruktion  beliebig  vieler  Punkte  des 
Umrisses  basieren  können. 

475«     Setzen   wir  in  den  vorausgehenden  Untersuchungen  an 
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Stelle  der  projizierenden  Strahlen  parallele  Lichts trahlen,  so 
wird  das  Gesagte  zu  Recht  bestehen  bleiben,  wenn  wir  darin  ein- 
gehe Abänderungen  treffen,  die  leicht  zu  übersehen  sind.  Alle  die 
Fläche  berührenden  Lichtstrahlen  bilden  einen  Cylinder,  die  Kurve. 
längs  der  er  die  Fläche  berührt,  heißt  Lichtgrenze  oder  kurz 
Grenzkorve.  Die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  der 
jrenzkurye  sind  den  Lichtstrahlen  parallel.  Die  Grenz- 
kttrTe  trennt  immer  zwei  Flächenteile,  von  denen  der  eine 
im  Eigenschatten,  der  andere  entweder  im  Lichte  oder  im 
Schlagschatten  liegt.  Denn  von  den  Durchstoßpunkten  eines 
Lichtstrahles  mit  einer  Oberfläche  liegt  der  erste  im  Licht,  der 
TOte,  vierte  u.  s.  w.  im  Eigenschatten,  der  dritte,  fünfte  u.  s.  w. 
u  Schlagschatten. 

476.  Eine  Kugel,  die  Lichtgrenze  auf  ihr.  sowie  ihren 
Mhlagschatten  zu  zeichnen.  Da  jede  Tangentialebene  einer 
Kiigel  auf  dem  Radius  ihres  Berührungspunktes  senkrecht  steht 
m  also  auch  gleiches  für  jede  Tangente  gilt,  so  erkennt  man,  daß 
ler  wahre  Umriß  ein  größter  Kreis  ist,  dessen  Ebene  durch  den 
üugelmittelpunkt  geht  und  auf  der  Projektionsrichtung  senkrecht 
lebt,  d.  h.  der  bezüglichen  Projektionsebene  parallel  ist.  Ganz 
:i'en>o  bildet  die  Lichtgrenze  einen  größten  Kreis,  dessen  Ebene 
m  Lichtstrahlrichtung  senkrecht  ist. 

Sind  also  -ST,  if"  die  Projektionen  des  Kugelmittelpunktes,  so 
iJ  die  scheinbaren  Umrisse  ä'  und  i"  Kreise,  deren  Radien  dem 
Jügelradius  r  gleich  sind  und  die  M'  resp.  J/"  zu  Mittelpunkten 
taten.  Die  anderen  Projektionen  dieser  Kreise  sind  parallele  Linien 
nirr-Achse  durch  M"'  resp.  Jtf  (Fig.  313). 

Die  Lichtgrenze  u  ist  ein  größter  Kreis,  dessen  Ebene  f  senk- 
recht zum  Lichtstrahl  /  ist,  ihre  Projektionen  u'  und  u''  sind  Ellipsen. 
äd  JB  und  CD  zwei  Durchmesser  des  Kreises  u  und  ist  ^^||TTi 
^äe  Hauptlinie,  CD  _L  AB  eine  Falllinie  von  f,  so  ist  A'B" 
ttAB)  die  große  und  CD'{±Ä'B')  die  kleine  Achse  der 
Ülipse  u\  Legt  man  durch  M  den  Lichtstrahl  l  und  durch  ihn 
fe  erste  projizierende  Ebene,  so  schneidet  diese  auf  f  die  Gerade 
-i^aus.  Dreht  man  diese  Ebene  um  die  Horizontale  a  parallel  zuTTi» 
'^i  nimmt  M^  die  Lage  M^  {MJ^^^  =  [M"  -\  x)),  also  l  die  Lage 
'  =  ^'M^  und  CD  die  Lage  C^D^  ±_  l^  an.  Durch  Zurückdrehen 
^det  man  dann  CD^  (wo  C^C  J_  a).  Ganz  in  der  gleichen  Weise 
'^nn  man  die  Achsen  der  Ellipse  m"  finden.  Die  Aufrißprojektionen 
^on  i,  B,  C,  D  sind  offenbar  Ä\  B%  6'",  D"  (wo  C  H  a")  =  C^C\ 
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Der  Schlagschatten  w,  toq  «  auf  die  Horizontaiebene  ist  natüi 
lieh  wieder  eine  EUlipse;  die  Schlagschatten  der  rechtwinkUge 
DnrchmeBser  A£  und  CD  von  u,  nämlich  A^S^  und  C^B^,  stehei 
aufeinander  senkrecht,  bilden  also  die  Achsen  der  Ellipse  u^.  D: 
-^IlTTj  80  ist  A^B^-^A'B;  um  C^ß^  zu  finden,  suchen  wir  zners 
den  Schatten  tod  CS  auf  eine  Horizontalebene  durch  den  Kagel 
mittelpunkt.    Die  Lichtatrahlen  durch  C  und  i>  liegen  aber    mit 


Ji< 


Fig.  813. 


in  einer  Vertikalebene,  die  wir  bereits  oben  um  eine  Achse  a  parallel 
zu  TTi  gedreht  haben.  Bei  dieser  Drehung  werden  die  genannten 
Lichtstrahlen  parallel  zu  ^  und  ihre  Schnittpunkte  Cj,  D^  mit  a  sind 
zugleich  die  Schnittpunkte  jener  Lichtstrahlen  durch  C  und  D  mit 
der  horizontalen  Hilfsebene,  da  sie  sich  bei  der  Drehung  ja  nicht 
ändern.  Nun  hat  man  nur  noch  M^C,  =  ^»^^  =  ^0^  =  ^fßt 
zu  machen. 

FäUt  ein  Teil  des  Schlagschattens  in  den  An&iB,  so  kann  man 
entweder  ganz  wie  vorher  die  Achsen  der  Schlagschattenellipse 
im  Aufriß  bestimmen,  oder  man  konstruiert  zu  einzelnen  Punkten 
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den  Aii£rißschatteQ  aus  dem  im  Grundriß.  Sind  P^  und  P*  die  Schatten 
TOD  P  im  Qrand-  und  Aufriß,  und  projiziert  man  sie  auf  die  x-Achse, 
so  liegt  der  erste  mit  der  Projektion  des  zweiten  auf  einer  Parallelen 
zu  r  und  der  zweite  mit  der  Projektion  des  ersten  auf  einer 
Parallelen  zu  /". 

477.  Eine  Cjlinderfläche  entsteht,  wenn  eine  Gerade  parallel 
mit  sich  selbst  fortbewegt  wird;  die  einzelnen  Lagen  der  bewegt-en 
Geraden  heißen  Mantellinien.  Die  erzeugte  Fläche  wird  von  jeder 
Ebene,  die  den  Mantellinien  parallel  ist,  in  einer  Anzahl  Mantel- 
'iinien  geschnitten.  Man  kann  diese  konstruieren,  indem  man  die 
Cvlinderfläche  und  die  Ebene  mit  einer  Hilfsebene  schneidet; 
Spnrkurre  und  Spurgerade  in  dieser  schneiden  sich  dann  in 
Punkten  der  gesuchten  Mantellinien.  Hält  man  eine  Mantellinie  fest 
jmi  dreht  die  Ebene  um  sie,  so  bewegen  sich  deren  weitere  Schnitt- 
geraden. Setzt  man  die  Drehung  fort,  bis  die  erwähnte  Spurgerade 
der  Ebene  die  Spurkurve  der  Cylinderfläche  berührt,  so  fallen  zwei 
Schnittlinien  zusammen,  die  Ebene  berührt  in  dieser  Lage  die 
Flache  längs  einer  Mantellinie.  Li  der  That  tangiert  jede  Gerade 
dieser  Ebene  die  Cylinderfläche,  da  zwei  ihrer  Schnittpunkte  auf 
jener  ManteUinie  zusammenfallen. 

478.  Kennt  man  von  einer  Cylinderfläche  irgend  eine  ebene  oder 
Raamkurye  und  die  Richtung  ihrer  Mantellinien,  so  ist  sie  bestimmt. 
Der  wahre  Umriß  einer  Cylinderfläche  besteht  aus  einer  An- 
zahl Mantellinien,  da  in  den  Punkten  einer  solchen  die  nämliche 
Tangentialebene  berührt.  Sind  m',  m"  die  Projektionen  einer  Mantel- 
linie  und  «',  u"  die  einer  beliebigen  Kurve  der  Cylinderfläche  (die  alle 
Mantellinien  schneidet),  so  bestehen  die  scheinbaren  Umrisse  aus  den- 
jenigen Tangenten  von  u'  resp.  u\  die  zu  m'  resp.  rn'  parallel  laufen. 
Auch  die  Lichtgrenze  besteht  aus  einer  Anzahl  Mantellinien,  längs 
deren  die  Tangentialebenen  parallel  zum  Lichtstrahl  sind.  Ist  u^  und  m^ 
der  Horizontalschatten  von  u  und  m  (Fig.  314)  und  zieht  man  an  u^ 
Tangenten  parallel  zu  m^,  so  bilden  diese  die  Horizontalspuren  von 
Ebenen,  die  zu  den  Lichtstrahlen  parallel  sind  und  die  Cylinder«- 
fläche  tangieren.  Ist  a^  eine  solche  Tangente  und  A^  ihr  Berührungs- 
punkt mit  M^,  so  lege  man  durch  A^  einen  Lichtstrahl,  der  u  in 
einem  Punkte  A  schneidet;  die  Mantellinie  a  durch  A  bildet  dann 
einen  Teil  der  Lichtgrenze^  trennt  also  ein  im  Eigenschatten  liegen- 
des Flächengebiet  von  einem  anderen,  das  sich  im  Licht  oder  im 
Schlagschatten  befindet.  Ebenso  findet  man  die  Lichtgrenze  c,  ihr 
Sehlagschatten  c^  kommt  indessen  auf  der  Horizontalebene  nicht 
wirklich  zu  Stande,   da  er  in  das  Innere  des  Schlagschattens  des 
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Gylinders  fällt.  Es  giebt  deshalb  eine  zweite  MantelÜDie,  dere 
Schatten  ebeofaÜB  nach  c^  fällt,  sie  geht  durch  den  Punkt  P  vo 
u,  dessen  Schatten  ^,  =  i^,  X  u,  ist,  und  empfängt  von  c  Schlag 
schatten. 

Das  Verfahren  läßt  sich  vereinfachen,  wenn  die  Kurve  h  au 
der  Cylinderfläche  in  einer  Ebene  E  liegt.  Dann  bestimme  ma: 
den  Schatten  von  m  auf  E,  etwa  m*,  und  lege  an  u  Tangenten  paralle 


Fig.  814. 

ZU  m',  die  Mantellinien  durch  ihre  Berührungspunkte  bilden  dann 
die  Lichtgrenze.  Wirft  eine  Mantellinie  Schlagschatten  auf  einen 
Teil  der  Cylinderfläche,  so  ist  ihr  Schatten  wieder  eine  Mantellinie; 
beide  besitzen  in  der  Ebene  E  Spurpunkte  auf  k,  deren  Verbindungs- 
linie zu  m*  parallel  ist. 

479.  Nachdem  wir  hiermit  die  allgemeinen  Methoden  kennen 
gelernt  haben,  wollen  wir  dieselben  auf  einzelne  Fälle  anwenden. 
Wir  werden  dabei  annehmen,  daß  die  Cylinderfläche  von  zwei 
ebenen  parallelen  Schnitten  begrenzt  sei  und  sie  kurz  als  Cylinder 
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bezeichDen.  Wie  man  solche  ebene  Schnitte  findet,  davon  wird 
veiterhin  noch  die  Sede  sein. 

Sei  die  Grundebene  E  und  in  ihr  als  Grundknrve  eines 
Cyltnders  eine  Ellipse  u  durch  ihre  erste  Projektion  u,  so- 
wie die  Richtung  m  seiner  Mantellinien  gegeben;  es  sollen 
die  Projektionen  des  Cjlindera,  sein  Eigen-  und  Schlag- 
Debatten  gefunden  werden. 

Seien  «j,  e^  die  Spuren  von  E,  seien  femer  W  der  Mittelpunkt 
lad  !'£",  C'If  zwei  konjugierte  Durchmesser  von  u'  und  bilde  MN 


//->•■ 


E^g.  316. 

[ils  Parallele  zu  den  Mantellinien)  die  Gylioderachse.  Man  findet 
Jann  sofort  die  konjugierten  Durchmesser  Ä'S\  C'If'  der  Ellipse 
«"  (denn  AB,  CD  liegen  in  E)  und  kann  daraus  die  Ellipsen  a'  und 
i"  selbst  zeichnen.  Der  scheinbare  Umriß  in  TT,  wird  von  den 
Wdeo  Tangenten  von  u'  gebildet,  die  zu  jffiV'  parallel  laufen;  ihre 


326  Kugel,  Oylindery  Kegel. 


Berührungspunkte  aber  liegen  auf  dem  Durchmesser  J'K\  der  zi 
MN"  konjugiert  ist.  Zeichnet  man  demnach  in  Ä'  die  Tangente  um 
Normale  von  u  und  bestimmt  auf  der  letzteren  den  Punkt  P^,  sc 
daß  P^A'  =  M'C  =  M'J)'  wird,  so  ist  der  Kreis  um  P^  mit  den 
Radius  P^Ä'  zu  u'  affin  und  die  gemeinsame  Tangente  die  AfQnitätS' 
achse,  wodurch  sich  unmittelbar  zn  MN'  der  konjugierte  Durch« 
messer  J'K'  der  Lage  und  Länge  nach  ergiebt.  Ganz  ebenso  be- 
stimmt  sich  der  scheinbare  Umriß  in  TTg.  Um  die  Mantellinien  dei 
Lichtgrenze  und  ihre  Spurpunkte  F,  G  auf  «  in  E  zu  finden,  suchen 
wir  zunächst  den  Schatten  A'*  von  N  auf  E;  F  und  ff  sind  dann 
die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten  von  «',  die  zu  W  y* 
parallel  sind,  sie  liegen  also  auf  dem  hierzu  konjugierten  Durch- 
messer. 

Der  Schlagschatten  des  Cylinders  auf  die  Horizontalebene  be- 
steht aus  zwei  Halbellipsen  und  ihren  parallelen  gemeinsamen  Tan- 
genten. Konstruiert  man  den  Schatten  FJHJrJä^N^  von  FMGIiy^ 
so  sind  F^M^  und  U^M^  konjugierte  Halbmesser  der  Schattenellipse 
u^  und  die  Tangenten  in  F^  und  G^  an  m^,  die  parallel  zu  H^M^X^ 
sind,  bilden  die  Schlagschattengrenze.  Da  die  Ellipsen  mit  den 
Mittelpunkten  M  und  iV^  kongruent  und  parallel  sind,  so  sind 
auch  ihre  Schatten  kongruent;  u  und  u^  sind  affin,  e^  ist  die 
Affinitätsachse. 

Wäre  die  Grundkurve  u  des  Cylinders  keine  EUipse,  sondern 
eine  beliebige  Kurve,  so  wäre  die  Konstruktion  genau  dieselbe  ge- 
blieben, nur  hätten  wir  die  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte 
nach  den  im  vorigen  Kapitel  angeführten  Methoden  bestimmen 
müssen. 

480«  Denken  wir  uns  den  Cylinder  hohl,  so  wird  ein  Teil 
seines  oberen  Randes  v  Schatten  auf  die  innere  Cylinderfläche  werfen. 
Empfängt  eine  Mantellinie  den  Schatten  einer  anderen,  so  muß  sie 
mit  ihr  in  einer  Parallelebene  zum  Lichtstrahle  liegen,  d.  h.  in  einer 
Ebene,  die  zu  MNN*  parallel  ist.  MN^  ist  aber  die  Spur  dieser 
Ebene  in  E,  jene  Parallelebene  besitzt  also  in  E  und  in  der  Ebene 
der  Elüpse  v  Spuren,  die  zu  JHfiV^*  parallel  laufen.  Ist  demnach  die 
Sehne  Q^R  von  v  parallel  zu  M  N^^  so  wirft  die  Mantellinie  durch 
Q  und  damit  Q  selbst  seinen  Schatten  auf  die  Mantellinie  durch 
Ä,  wodurch  sich  Q*  sofort  ergiebt,  da  Q'Q*||/'  ist.  Der  Schlag- 
schatten r*  von  V  auf  dem  Cylinder  verläuft  offenbar  von  F^  nach  (j^ 
und  man  kann  in  der  geschilderten  Weise  beliebig  viele  Punkte 
von  ihm  zeichnen.  Es  bildet  indeß  i?*  eine  Halbellipse,  von  der 
F(h'  =  ü'  G{  und  E^W   ein  Paar   konjugierte   Halbmesser   sind 
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[H^L^'iMN^  und  H^'H^*\\r).  In  514  wird  nämlich  gezeigt,  daß 
zwei  CyliDder,  die  sich  in  einer  Ellipse  durchschneiden,  noch  eine 
zweite  Ellipse  gemein  haben;  die  beiden  Ellipsen  besitzen  einen 
seineinsamen  Durchmesser  und  sind  affin.  Durch  v  geht  nun  außer 
dem  gegebenen  Cylinder  noch  ein  Cylinder,  dessen  Mantellinien  den 
Lichtstrahlen  parallel  laufen,  sie  durchdringen  sich  —  abgesehen 
ran  V  —  noch  in  der  Schlagschattenellipse  v*. 

481.  Wir  wollen  uns  noch  die  Frage  nach  den  Tangential- 
tbenen  eines  Cylinders  aus  einem  gegebenen  Punkte  vor- 
igen. Die  Tangentialebene  in  einem  Punkte  des  Cylinders  berührt 
ihn  längs  der  Mantellinie,  die  jenen  Punkt  enthält;  alle  Tangential- 
>rV«enen  sind  also  den  Mantellinien  parallel.  Legt  man  demnach 
durch  den  gegebenen  Punkt  eine  Parallele  zu  den  Mantellinien,  so 
müfiseD  die  gesuchten  Tangentialebenen  diese  Parallele  enthalten. 
Die  Spuren  der  Tangentialebenen  in  E  sind  also  die  von  dem 
Si'hnittpunkt  der  Parallelen  mit  E  an  u  gelegten  Tangenten;  dadurch 
tTgeben  sich  denn  auch  die  Berührungslinien  jener  Ebenen.  Würde 
man  sich  den  gegebenen  Punkt  als  Lichtquelle  vorstellen,  so  würden 
iie  Berühmngslinien  die  Lichtgrenzen  auf  dem  Cylinder  bedeuten. 
In  der  Figur  315  ist  die  letzte  Konstruktion  nicht  durchgeführt. 

482.  Eine  Kegel  fläche  entsteht  durch  Bewegung  einer  Ge- 
raden, von  der  ein  Punkt  festgehalten  wird;  die  einzelnen  Lagen  der 
bewegten  Geraden  heißen  Mantellinien,  der  gemeinsame  feste 
Pankt  Spitze  oder  Scheitel  der  Kegelfläche.  Die  erzeugte  Fläche 
^rd  von  jeder  Ebene  durch  ihre  Spitze  in  einer  Anzahl  Mantel- 
Unien  geschnitten,  die  man  dadurch  konstruiert,  daß  man  Kegel- 
iäctie  und  Ebene  mit  einer  Hilfsebene  schneidet;  Spurkurve  und 
Sporgerade  schneiden  sich  dann  in  den  Spurpunkten  der  gesuchten 
Mantellinien.  Hält  man  eine  solche  fest  und  dreht  die  Ebene  um 
>ie.  so  bewegen  sich  die  anderen  Schnittgeraden.  Setzt  man  die 
Drehong  fort  bis  die  Spurgerade  der  Ebene  die  Spurkurve  der 
Eegelfläche  berührt,  so  fallen  zwei  Mantellinien  zusammen;  die 
Hbene  berührt  in  dieser  Lage  die  Fläche  längs  dieser  Mantellinie. 
In  der  That  tangiert  jede  Gerade  dieser  Ebene  die  Kegelfläche,  da 
zwei  ihrer  Schnittpunkte  auf  jener  Mantellinie  zusammenfallen. 

483.  Kennt  man  von  einer  Kegelfläche  irgend  eine  ebene  oder 
Baomkurve  und  ihre  Spitze,  so  ist  sie  bestimmt.  Der  wahre  Umriß 
^iner  Eegelfläche  besteht  aus  einer  Anzahl  Mantellinien, 
<la  in  den  Punkten  einer  solchen  die  gleiche  Tangentialebene  be- 
nhrl  Sind  Ä',  S"  die  Projektionen  der  Spitze  und  u,  u"  die  einer 
•beliebigen  Kurve  der  Kegelfläche  (die  alle  Mantellinien  schneidet), 
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Bo  bestehen  die  scheinbaren  Umrisse  aus  den  von  S'  resp.  S"  a 
die  Karre  u  resp.  a"  gelegten  Tangenten.  Auch  die  LichtgreDz 
besteht  aus  einer  Anzahl  Mantellinien;  längs  derselben  sind  di 
Tangentialebenen  parallel  zum  Lichtstrahl.  Sind  S^  und  u^  di 
Hohzontalschatten  von  S  und  u,  so  sind  die  Tangenten  von  S^  an  ti 
die  Horizontalspuren  von  Ebenen,  die  den  Lichtstrahl  SS^  durc. 
die   Kegelspitze    enthalten    und   die  Fläche  tangieren.     Ist  «^   ein 


Fig.  S16. 

solche  Tangente  and  A^  ihr  Berährnngspunkt  auf  »,,  so  lege  man 
durch  A^  einen  Lichtstrahl,  der  u  in  einem  Punkte  A  schneidet; 
die  Mantellinie  SA  bildet  dann  einen  Teil  der  Lichtgrenze. 

Liegt  die  Kurve  u  der  Kegelfläche  in  einer  Ebene  E,  so  ver- 
fährt man  am  bequemsten  in  folgender  Weise.  Man  suche  den 
Schatten  von  .S  auf  E,  etwa  5*,  und  lege  von  -S*  Tangenten  an  m, 
dann  bilden  die  Mantellinien  durch  ihre  Berührungspunkte  die  Licht- 
grenze.  Wirft  eine  Mantellinie  Schlagschatten  auf  einen  Teil  der 
Kegelääche,    so    ist   ihr   Schatti.>n    wieder    eine   Mantellinie;    beide 
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besitzen  in  der  Ebene  E  Spurpunkte  auf  w,  deren  Verbindungslinie 
dnrch  S*  hindurchgeht. 

484.  Eine  Xegelfläche,  die  durch  die  Spitze  und  einen  ebenen 
Schnitt  begrenzt  wird,  heißt  kurz  Kegel,  jener  Schnitt  seine  Grundkurve. 
Li  104 — 106  und  259 — 263  sind  ausführlich  die  Eigenschaften  der 
geraden  und  schiefen  Kreiskegel  behandelt  worden,  auf  die  hier 
nochmals  verwiesen  sein  mag.     Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe: 

Einen  geraden  Kreiskegel  zu  zeichnen,  wenn  die  Basis- 
ebene E,  seine  Höhe  A,  sowie  Mittelpunkt  0  und  Radius  r 
meines  Grundkreises  u  gegeben  sind;  Eigen-  und  Schlag- 
schatten zu  bestimmen. 

Man  legt  durch  0  eine  Hilfsebene  TT3  senkrecht  zu  e^  und 
zeichnet  in  ihr  einen  Seitenriß.  Zunächst  ergiebt  sich  e^  und  0"', 
dann  (/"S"'  JL  e^  und  =  A  und  als  Seitenriß  des  Kegels  das  Dreieck 
rS"S"\A:"F"  =  2r).  Hieraus  findet  man  unmittelbar  S',  S"  (in 
der  Figur  liegt  S  in  TTj)  und  die  Achsen  AB  und  C'iy  =  2r  von  u\ 
die  beiden  Tangenten  von  S'  an  u  bilden  dann  den  scheinbaren 
Umriß  im  Grundriß.  Um  die  Berührungspunkte  J\K'  dieser  Tan- 
genten zu  konstruieren,  lege  man  u  um  e^  nach  w^  nieder  und  be- 
natze  die  Af&nität  von  u^  und  u\  Sucht  man  zu  S'  den  affinen 
Punkt  iS^,  (Ä'iSj  1 1  Cj ,  Äj  iV  =  iSJ,J\^ ,  zieht  die  Kreistangenten  äS^/^  und 
\K^,  so  sind  die  affinen  Linien  5'/',  S'K'  die  gesuchten  Umriß- 
linien [ZqN  =  NL^ ,  J'K'  =  JqKq  durch  Z^ ).  Im  Aufriß  kann  man 
?anz  analog  verfahren.  Man  kann  die  Tangenten  5V  und  S'K' 
auch  noch  einfacher  durch  folgende  Überlegung  gewinnen.  Man 
liente  sich  eine  Kugel,  die  den  Kegelmantel  längs  u  berührt;  der 
Sfitenriß  ihres  Mittelpunktes  M  ist  jW  {Är'B"  ±  B^'S'"')  und  ihr 
Badius  =  M"B",  Grundriß  und  Aufriß  der  Kugel  sind  Kreise 
mit  dem  gleichen  Eadius  und  den  Mittelpunkten  M'  resp.  M'.  Die 
Tangenten  an  diese  Kreise  aus  den  Punkten  S'  und  Ä"  respektive 
und  ihre  Berührungspunkte  fallen  zusammen  mit  den  gesuchten 
Tangenten  an  u'  und  u"  respektive  und  ihren  Berührungspunkten. 
In  der  That  berührt  jede  Ebene,  die  den  Kegel  längs  einer  Mantel- 
linie berührt,  die  Hilfskugel  in  dem  auf  u  gelegenen  Endpunkte  der 
Mantellinie.  Ist  diese  Tangentialebene  zu  einer  Projektionsebene 
senkrecht,  so  liefert  sie  eine  Umrißlinie  des  Kegels  und  einen  Punkt 
auf  dem  Kugelumriß,  der  zugleich  dem  Kreise  u  angehört,  was  unsere 
Behauptung  beweist. 

Um  den  Horizontalschatten  des  Kegels  zu  konstruieren,  zeichnen 
^r  zunächst  den  Schatten  A^BjO^I)^ßJC^l)^=^  CB)-,  dann  sind 
^iß^  und  C^D^   zwei  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse  u^  und 
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die  Tangenten  von  S^  an  u^  bilden  die  Grenzlinien  des  Schlaß- 
schatteos.  Um  sie  zu  zeichnen  benutze  man  die  Affinität  von  i^ 
und  u,  [sj  Affinitätsacbse),  suche  zu  S^  den  affiiuB  Pnnkt  S^  und 
lege  an  tig  die  Tangenten  8^F^  und  S^G^.    Bestimmt  man  zur  Be- 


5"'— "ij; 


«-, 


Fig.  817. 

rUhningssehne  F^G^  lilckwärtB  die  affine  Strecke  FJ}^,  so  ist  sie 
die  BerUhrungssehiie  der  von  5,  an  m^  gelegten  Tangenten.  Aber 
auch  Ug  und  u'  sind  affine  Kurven  (ej  Affinitätsachse]  und  die  zu 
F^,  (?g  affinen  Punkte  F,  &  von  u'  ergeben  auf  dem  Eegel  die  Licht- 
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grenzen  S'F'  und  S'ff^  woraus  sich  dann  leicht  S"F'  und  ^"ff" 
nnden  lassen. 

185.  Nehmen  wir  an,  daß  der  Kegel  hohl  sei,  so  wirft  ein 
Teil  des  Randes  u  Schlagschatten  auf  das  Innere  des  Kegelmantels. 
Zwei  Mantellinien,  von  denen  eine  auf  die  andere  Schatten  wirft,  werfen 
ien  gleichen  Schatten  auf  TTj,  man  kann  also  mit  Hilfe  des  Horizontal- 
scbattens  zu  jeder  Mantellinie  die  von  ihr  Schatten  empfangende 
Mantellinie  des  Kegels  finden,  und  somit  beliebig  viele  Punkte  des 
Schattens  u*  von  u  auf  die  Kegelfläche.  Noch  besser  benutzt  man, 
im  Punkte  dieses  Schattens  m*  zu  konstruieren,  den  Schatten  S*  von 
^äof  E.  Empfangt  nun  eine  Mantellinie  den  Schatten  einer  anderen, 
m  liegen  ihre  Spurpunkte  auf  «  in  E  mit  S*  in  gerader  Linie. 

Nach  514  durchdringen  sich  Cy linder-  und  Kegelfläche,  die 
«inen  Kegelschnitt  gemeinsam  haben,  noch  in  einem  zweiten;  die 
semeinsame  Sehne  beider  Kegelschnitte  schneidet  die  Flächen  in 
zwei  Punkten,  in  denen  sie  die  gleiche  Tangentialebene  aufweisen. 
Der  Schatten  u*  erscheint  aber  als  Schnitt  der  Kegelfläche  mit 
einem  Cylinder,  dessen  Grundkurve  der  Kreis  u  ist  und  dessen 
Mantellinien  zu  den  Lichtstrahlen  parallel  sind.  Es  ist  deshalb  u* 
ein  Kegelschnitt  und  FG  ist  die  gemeinsame  Sehne  von  u  und  «*. 
Die  Kurven  u  und  u*  sind  affin,  da  sie  auf  dem  nämlichen  Cylinder 
li<1?en,  PG  ist  die  Affinitätsachse,  P  und  P*  sind  ein  Paar  affiner 
Pimkte  [P=u  X  OS*,  PP*  \\  Z,  S*P  x  SP*  ==  Q  liegt  auf  u).  Was  nun 
fiir  ü  und  u*  gesagt  wurde,  gilt  in  gleicher  Weise  für  u  und  u* 
resp.  fiir  u"  und  «"*).  Die  Affinitätsachse  ist  FG\  ein  Paar  affiner 
Punkte  sind  P'  und  P'*;  hiemach  ist  aber  die  Ellipse  u*  leicht 
als  afl£ne  Kurve  zu  u   zu  zeichnen. 

Liegt  noch  die  Frage  nach  den  Tangentialebenen  eines 
Kegels  aus  einem  gegebenen  Punkte  vor,  so  bemerkt  man 
zunädist,  daß  jede  solche  Ebene  längs  einer  Mantellinie  berührt, 
al^  durch  die  Spitze  S  hindurchgeht.  Die  gesuchten  Tangential- 
ebenen enthalten  demnach  die  Gerade  ST,  wenn  T  der  gegebene 
Pnntt  ist  Ist  U=  ST  xEf  so  müssen  die  Spurlinien  unserer 
Tangentialebenen  in  E  durch  U  gehen  und  die  Kurve  ?/  berühren, 
sie  können  mithin  gezeichnet  werden.  In  der  Figur  ist  diese  Kon- 
struktion nicht  durchgeführt. 

486,  Von  einem  Kegel  ist  der  Scheitel  5  und  die  Grund- 
hrve  u  bekannt,  die  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
sein  kann;  es  sollen  seine  Achsen  bestimmt  werden. 

Wir  haben  im  vorausgehenden  Kapitel  gesehen,  daß  die  Polar- 
eigenscliaften  eines  Kegelschnittes   bei  Centralprojektion  sich  nicht 
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ändern;  hieraus  lassen  sich  unmittelbar  die  Polareigenschaften  des 
Kegels   erschließen.     Hat  eine  Kegelfläche  den  Scheitel  S  und  die 
Grundkurve  u   und    stellen  A  und  a   irgend   einen   Pol   und    seine 
Polare  in  Bezug   auf  u  dar,   so   heißt  SA  =  a^  der  Polstrahl  der 
Ebene  5a  =  A  in  Bezug  auf  die  Kegelfläche  und  umgekehrt   heißt 
A  die  Polarebene  des  Strahles  «c»    Alle  Kegelsehnen,  d.  h.  Strecken, 
deren  Endpunkte  auf  dem  Kegel  liegen,  werden  falls  sie  selbst  oder 
verlängert  a^  schneiden  durch  Ac  und  A  harmonisch  geteilt.   Speziell 
werden  alle  Kegelsehnen,  die  zu  ae  parallel  sind,  durch  A 
halbiert.     Analog  werden  alle  Sehnen,   die  durch  einen  Punkt  M 
von  üc  gehen  und  zu  A  parallel  sind,  in  Jlf  halbiert,  oder  mit  anderen 
Worten:  die  Mittelpunkte  aller  zu  einer  Ebene  A  parallelen 
Kegelschnitte  liegen  auf  dem  zu  A  gehörigen  Polstrahl  a^. 
Diese  Kegelschnitte   sind   natürlich   ähnliche  und  ähnlich  gelegene 
Kurven  und  zwar  Ellipsen,  Parabeln  oder  Hyperbeln;   unter  ihnen' 
befindet   sich    der   Ebene   durch    S  entsprechend   ein   Punkt,    eine 
doppelte   Gerade   oder   ein   Geradenpaar.     Steht  ein  Polstrahl  auf 
seiner  Polarebene  senkrecht,  so  wird  er  zur  Achse  und  seine  Polar- 
ebene zur  Haupt-  oder  Symmetrieebene   des   Kegels;   letztere 
halbiert   alle    zu   ihr   senkrechte  Sehnen,    erstere  trägt  die  Mittel- 
punkte aller  zu  ihr  senkrechten  Schnittkurven.    Durch  jede  Kegel- 
achse gehen  zwei  Hauptebenen,  nämlich  die  Ebenen,  welche  die 
Achsen   der  zu  ihr  senkrechten  Kegelschnitte  enthalten,   denn  sie 
halbieren  die  zu  ihnen  senkrechten  Sehnen.    Analog  liegen  in  jeder 
Hauptebene   zwei   Kegelachsen,   sie   sind   den   Achsen   der   zu   ihr 
parallelen  Kegelschnitte  parallel.    Jeder  Kegel  besitzt  demnach 
drei   zu   einander   rechtwinklige  Achsen,    die  zu  zwei   und 
zwei  die  drei  Hauptebenen  bestimmen  (vergl.  262).     Zunächst 
haben  wir  dabei  vorausgesetzt,  daß  immer  eine  Achse  existiert,  die 
weitere  Darlegung  wird  die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  ergeben. 
487.     Zwei   Strahlen   durch  Ä,  von  denen  jeder   in  der 
Polarebene  des  anderen  liegt,  heißen  harmonisch  oder  kon- 
jugiert.   Zu  jedem  Strahl  durch  8  giebt  es  einen  harmoni- 
schen, rechtwinkligen  Strahl,  er  bildet  die  Schnittlinie  der  zu 
jenem  Strahl  durch  8  gelegten  Normalebene  mit  seiner  Polarebene. 
Nur  zu  den  Achsen  sind  alle  Strahlen  der  zugehörigen  Hauptebene 
rechtwinklig  und  zugleich  harmonisch.    Seien  nun  A  und  M  zwei  be- 
liebige Ebenen  durch  den  Scheitel  8  des  Kegels,  /  und  m  ihre  Spuren 
in  der  Ebene  TT  der  Grundkurve  m,  l^  und  m^  ihre  Normalen  in  Ä, 
Ir  und  nie  ihre  Polstrahlen;    die   Spurpunkte   dieser   Geraden  in  TT 
mögen  7/,^,  3/ ,  Lc,  Mc  respektive  sein.     Bezeichnen   wir  ferner  mit 
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J  den  Spurpankt  eines  Strahles  a  durch  Ä,  mit  A«  die  Normalebeiie 
m  a  m  Sy  mit  A«  die  Polarebene  von  a,  mit  a^  resp.  a«  die  Spur- 
liflien  dieser  Ebenen,  dann  ist  Oj  =  A»  X  Ac  der  harmonische  recht- 
raklige  Strahl  zu  a  und  A^  =  a^  X  «c  sein  Spurpunkt.  Beschreibt 
nun  a  einen  Strahlbüschel  in  der  Ebene  A  mit  dem  Scheitel  S,  so 
t^eschreibt  A«  einen  dazu  projektiven  Ebenenbtischel  mit  der  Achse 
4  and  Ac  einen  projektiven  Ebenenbüschel  mit  der  Achse  le.  In 
ler  Ebene  TT  durchläuft  dann  der  Spurpunkt  Ä  von  a  die  Punkt- 
reihe /,  während  der  Spurpunkt  A^  des  zu  a  harmonischen,  recht- 
winkligen Strahles  Oj  einen  Kegelschnitt  l^  durchläuft;  dieser  Kegel- 
schnitt wird  erzeugt  durch  zwei  projektive  Strahlbtischel,  deren  ent- 
sprechende Strahlen  a^  iiiid  ac  sich  um  die  Scheitel  Jy„  und  Z^  drehen; 
tf  enthält  deshalb  die  Punkte  i»  und  Zc .  In  gleicher  Weise  werden 
i^n  Punkten  einer  Geraden  m  von  TT  die  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes m^  entsprechen,  wenn  wir  die  Spurpunkte  harmonischer 
rechtwinkliger  Strahlen  kurzweg  als  entsprechende  Punkte  be- 
zeichnen {Fig.  318).  Dem  Punkte  H^=lxm  entspricht  ein  gemeinsamer 
P:mkt  //j  von  \  und  m^,  diese  Kegelschnitte  müssen  sich  deshalb 
mind^tens  noch  in  einem  weiteren  Punkte  X^  schneiden.  Zu  X^ 
?iebt  es  miüiin  je  einen  entsprechenden  Punkt  auf  l  und  m,  zu 
•^i  =  'i  giebt  es  also  zwei  harmonische  rechtwinklige  Strahlen, 
Lh.  Xj  ist  eine  Achse  unseres  Kegels,  der  nach  Obigem  noch  zwei 
weitere  Achsen  besitzen  muß.  Die  Kegelschnitte  l^  und  m^ 
schneiden  sich  —  abgesehen  von  dem  zu  /  x  wi  entsprechenden  Punkte 
-in den  Spurpunkten  Xj,  7j,ifj  der  drei  Kegelachsen  x^^y^^z^ 
Fig.  318;  vergl.  die  analoge  Untersuchung  in  376). 

488.  Hiemach  genügt  es  zu  zwei  beliebigen  Geraden  /  und  m 
iie  entsprechenden  Kegelschnitte  \  und  m^  wirklich  zu  zeichnen,  um 
toe  Schnittpunkte  und  damit  die  Achsen  des  Kegels  zu  gewinnen. 
Zur  Erzeugung  des  Kegelschnittes  \  dienen  zwei  projektive  Strahl- 
bfechel;  der  eine  hat  seinen  Scheitel  im  Pole  Le  von  /  in  Bezug 
ärf  tt,  seine  Strahlen  sind  die  Polaren  der  bezüglichen  Punkte  von  /; 
ler  andere  hat  seinen  Scheitel  in  i„,  seine  Strahlen  stehen  senk- 
recht auf  den  Verbindungslinien  der  bezüglichen  Punkte  von  l  mit 
^ .  wo  IS'  die  Projektion  von  S  auf  TT  bedeutet.  Ist  L^  der  Fuß- 
punkt  des  von  S'  auf  /  gefällten  Lotes,  so  liegt  Z„  auf  der  Ver- 
engerung dieses  Lotes  S'L^  über  8'  hinaus  und  genügt  der  Relation : 
S'Xj .  S'L^  =  Ä^,  wenn  man  unter  A  =  ÄS'  =  S'S^  die  Höhe  des  Kegels 
versteht,  da  ja  z.  L^SL^  ein  rechter  Winkel  ist.  Jeder  Geraden 
•ö n  entspricht  ein  Kegelschnitt  durch  die  Punkte  X^^  Y^,  Z^\  unter 
aDen  diesen   Kegelschnitten   wird   man   zwei  besondere  auswählen. 
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die  zur  genauen  Auffindnng  ihrer  Schnittpunkte  am  meisten  gc 
eignet  erscheinen.  Als  besonders  geeignet  ist  die  gleichzeitige  Hj 
perbel  anzusehen,  die  der  unendlich  fernen  Geraden  entspricht,  un 
der  Kreis  durch  die  Punkte  X^,  i^i^Z^;  auf  die  Konstruktion  un 
die  Eigenschaften  dieser  beiden  Kunren  wollen  wir  jetzt  nähe 
eingehen. 

Sei  /  die  unendUch  ferne  Gerade,  so  fallen  Lc  und  L^  respektiv 
mit  dem  Mittelpunkte  0  von  u  und  S'  zusammen.  Zu  einem  un 
endlich  fernen  Punkte,  d.  h.  zu  einer  Richtung,  erhSit  man  dei 
entsprechenden  Punkt,  indem  man  den  zu  dieser  Richtung  kon 
jngierten  Durchmesser  von  «  mit   der   zur  Richtung  senkrechtei 


-;>tf 


Fig.  318. 

Geraden  durch  8'  schneidet.  Dem  unendlich  fernen  Punkte  6  der 
Achse  AB  von  u  entspricht  demgemäß  der  unendlich  ferne  Punkt  G^ 
der  Achse  CD  und  umgekehrt;  dem  unendlich  fernen  Punkt  F  von 
S'O  entspricht  der  Punkt  F^,  wobei  F^S'  ±  SV  und  F^O,  FO  kon- 
jugierte Durchmesser  von  u  sind.  Der  unendlich  fernen  Geraden 
entspricht  deshalb  der  Kegelschnitt  Z^,  der  die  fllnf  Punkte  0,  S%  F^j  G,  G^ 
enthält;  demnach  ist  /^  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  zu  den 
Achsen  AJB  und  CD  von  u  parallel  sind;  eine  solche  Hyperbel  mit 
rechtwinkligen  Asymptoten  nennt  man  gleichseitig.  Nun  liegen 
je  zwei  konjugierte  Durchmesser  einer  Hyperbel  zu  ihren  Asymptoten 
harmonisch  (nach  298);   bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  liegen  des- 
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halb  je  zwei  konjugierte  Durchmesser  symmetrisch  zu  den  Asymp- 
toten. Der  Mittelpunkt  H  unserer  Hyperbel  l^  ergiebt  sich  hiemach 
als  Schnitt  zweier  Durchmesser,  von  denen  der  eine  durch  die  Mitte 
/  der  Sehne  S'O  geht  und  mit  der  Achse  AJB  den  gleichen  Winkel 
einschließt  wie  diese  Sehne,  während  der  andere  die  Mitte  K  der 
Sehne  F^8'  enthält  und  mit  dieser  gegen  die  Achse  AB  gleich 
geneigt  ist,  denn  jeder  Durchmesser  halbiert  die  Sehnen,  die  dem 
konjugierten  Durchmesser  parallel  sind.  Zeichnet  man  also  drei 
Rechtecke,  deren  Seiten  zu  AB  und  CD  parallel  und  deren  erste 
Diagonalen  S'O,  S'F^,  F^O  respektive  sind,  so  schneiden  sich  ihre 
zweiten  Diagonalen  im  Mittelpunkt  H  der  Hyperbel;  von  dieser 
tndet  man  beliebig  viele  Punkte  aus  ihren  Asymptoten  g  und  ff^ 
mi  den  bekannten  Punkten.  Weiterhin  wird  noch  eine  Methode 
angegeben,  um  beliebige  Durchmesser  der  Hyperbel  l^  direkt  zu 
b^timmen. 

489.  Zur  Elrlangung  des  Kreises  durch  die  Punkte  X^,  ^v  ^i 
bedärfen  wir  eines  Satzes,  der  zunächst  hier  abgeleitet  werden  soll. 
Einer  beliebigen  Geraden  i  entspricht  in  der  oben  geschilderten 
Weise  ein  Kegelschnitt  t^,  einer  Punktreihe  auf  i  entspricht  eine  zu 
ihr  projektive  Punktreihe  auf  i^.  Wählen  wir  auf  i  irgend  eine 
Pnnktinvoliition  mit  den  Doppelpunkten  /"  und  /**,  so  entspricht 
ihr  auf  i^  eine  Punktinvolution  mit  den  Doppelpunkten  /j«*  und  /j*; 
die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  dieser  Involution  auf  i^  gehen 
durch  das  Centrum  «/>'  der  Involution  (nach  325)  und  die  Schnitt- 
innkte  der  zugehörigen  Tangentenpaare  liegen  auf  der  Achse  j  der 
hiTolution;  dabei  ist  j  die  Polare  von  JJ  in  Bezug  auf  ^  und  geht 
durch  die  Doppelpunkte  c^"  und  /j"  der  Involution.  Der  Geraden 
;  entspricht  ein  Kegelschnitt  j^,  der  offenbar  durch  die  Pimkte  /" 
ond  J"  von  t  hindurchgeht;  der  Involution  auf  j  mit  den  Doppel- 
punkten e/j«  und  /j"  entspricht  auf  ^^  die  Involution  mit  den  Doppel- 
ponkten  /*  und  /",  d.  h.  für  diese  Involution  auf  J^  ist  i  =  /•*/*'  die 
Achse  und  der  Pol  /»  von  i  in  Bezug  auf  J^  ist  das  Centrum.  Hieraus 
fließt  der  Satz : 

Sacht  man  zu  zwei  beliebigen  Geraden  t  und  J  die  ent- 
sprechenden Kegelschnitte  t\  und  j\,  so  entspricht  der  In- 
volution der  Punktepaare  auf  i,  die  hinsichtlich  J^  kon- 
jugiert sind,  die  Involution  auf  i^,  deren  Achse  j  ist;  ebenso 
entspricht  der  Involution  der  Punktepaare  auf  J,  die  hin- 
sichtlich i^  konjugiert  sind,  die  Involution  aufjj,  deren 
Achse  t  ist.  Dieser  Satz  ist  allerdings  zunächst  nur  bewiesen, 
venn  i  und  j\,  also  auch  ^  und  j  sich  schneiden,  er  gilt  indeß  all- 
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gemein,  wie  unten  noch  gezeigt  werden  soll.  Die  Kegelschnitte  i^ 
und  jj  haben  die  Punkte  Xj,  Tj,  Z^  und  außerdem  den  zu  i  xj  ent- 
sprechenden Punkt  gemein. 

490.    Nun  betrachten  wir  die  unendlich  ferne  Gerade  /  und  auf 
ihr  die  Involution,  deren  Punktepaare  sich  aus  0  (und  also  aus  jedem 
endlichen  Punkte)  durch  rechtwinklige  Strahlen  projizieren;    dieser 
Involution  auf/  entspricht  eine  Involution  auf  der  Hyperbel  Z^,  von  der 
G,  G^  und  0,  F^  zwei  Punktepaare  sind.  Denn  (r,  G^  gehören  der  In- 
volution  auf  /  an,    also   die  entsprechenden  Punkte  ffj,  G  der  In- 
volution auf  Zj,  ebenso  bilden  i^  und  der  unendlich  ferne  Punkt  0, 
von  8'I\  {S'F  JL  ä'OJ  ein  Punktepaar  jener  Involution,  also  die  ent- 
sprechenden Punkte  jPj  und  0  ein  Punktepaar  der  Involution  auf  ^. 
Das  Centrum  der  Involution  auf  ^  ist  der  Schnittpunkt  GG^  x  OF^, 
d.  h.  der   unendlich   ferne   Punkt  M  auf  OFj^y   ihre  Achse  ist  die 
Polare  m  von  M  in  Bezug  auf  l^,    d.  h.   der   Hyperbeldurchmesser 
SN  {NO  =  NF^y     Dieser  Geraden  m  entspricht  ein  Kegelschnitt  ni^ 
durch  Xj,  Tj,  ^j,  für  den  die  Punktepaare  der  Involution  auf  l  kon- 
jugierte Punkte  sind,  für  den  also  je  zwei  konjugierte  Durchmesser 
aufeinander   senkrecht   stehen;    der   Kegelschnitt  m^  ist  mithin  der 
Kreis  durch  die  Punkte  Xj,  1^,  Z^, 

Die  Punkte  G,  G^,  0,  F^  bilden  aber  ein  der  Hyperbel  l^  ein- 
geschriebenes Viereck,  von  dem  sich  ein  Paar  Gegenseiten,  nämlich 
GG^  und  OF^  in  M  schneiden,  die  Punkte  P=  OG^  X  F^G  und 
Q  =  OG^  X  F^  G^  liegen  also  auf  der  Polaren  m  von  M  und  sind 
konjugiert  in  Bezug  auf  ^.  Nach  dem  vorausgeschickten  Satze  ent- 
spricht der  Involution  der  hinsichtlich  Zj  konjugierten  Punkte  von 
m  eine  Involution  auf  dem  Kreise  m^,  deren  Achse  die  unendlich 
ferne  Gerade  /  ist,  deren  Punktepaare  also  auf  den  Durchmessern 
von  »Wj  liegen.  Die  Punkte  Pj,  Q^,  die  jenen  Punkten  Pund  Q  ent- 
sprechen, sind  somit  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  des  Kreises 
mj.  In  Pj  schneiden  sich  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  w  und  die 
Gerade  ^Pj ,  wenn  ÄPj  _L  aST,  S'T.S'E  =  S'S^^^^h^,  T=ßS'xF^P. 
ET\\  0P\  ähnlich  findet  sich  Q^.  Der  Kreis  m^  und  die  gleichseitige 
Hyperbel  Z^  liefern  die  Spurpunkte  X^,  J^,  Z^  der  drei  Achsen  unseres 
Kegels;  sie  schneiden  sich  noch  in  einem  Punkte  IF^,  der  dem 
Punkte  m  X  /,  d.  h.  dem  unendlich  fernen  Punkte  von  PQ  entspricht 
[W^S'  _L  PQj  Z.  W^Oä  =  z.  S'Oä,  H=rPQx  W^S').  Eine  KontroUe 
für  die  Richtigkeit  der  Zeichnung  besteht  darin,  daß  5'  der  Höhen- 
schnittpunkt des  Spurendreiecks  X^Y^Z^  sein  muß. 

491«     Um  den  Beweis  des  oben  genannten  Satzes  in  aUgemein 
gültiger  Form  zu  erbringen,  können  wir  in  folgender  Weise  verfahren. 
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Zunächst  erinnern  wir  daran,  daß  die  Polaren  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  durch  vier  feste  Punkte  einen 
Punkt  gemein  haben  (vergl.  369);  zu  jedem  Punkt  giebt  es  also 
einen  weiteren,  der  jenem  in  Bezug  auf  alle  die  Kegelschnitte 
konjugiert  ist. 

Kommen  wir  nun  zurück  zu  den  Geraden  2  und  j  und  den  Eegel- 
^«'hnitten  t^  und  j\,  die  ihnen  in  dem  früher  angegebenen  Sinne  ent- 
sprechen. Legen  wir  durch  J —  den  Pol  von  J  in  Bezug  auf  t^  —  eine 
beliebige  Gerade,  die  i\  in  Ä^  und  B^  schneidet  (Fig.  319),  so  müssen 
wir  zeigen,  daß  die  entsprechenden  Punkte  A  und  £  auf  t  in  Bezug 
auf  Jj  konjugiert  sind.  Ist  C  der  Pol  von  A^JB^  in  Bezug  auf  ij,  so 
entsprechen  den  Geraden  durch  C  Kegelschnitte,  die  alle  die  vier 
Punkte  Xj,  l^i,  ^i,  C^  enthalten,  wenn  C^  der  entsprechende  Punkt 
zu  C  ist;  zu  diesen  Kegelschnitten  gehört  auch  j^,  da  C  auf  j  liegt. 
Sind  aber  k  und  l  zwei  Geraden  durch  C,  die  ij  in  den  Punkten 
Aj,  Äj'  respektive  Z^,  L^  schneiden,  so  schneiden  die  entsprechenden 
Kegelschnitte    Aj    und   \    die 

Gerade  t  in  den  entsprechen-  \^^ — -^ 

den  Punkten  JT,  K'  respektive 
4  i'.  Da  jedoch  auf  i^  die 
ftmktepaare  Ky^K(  und  ip  L( 
durch  J^,  B^  harmonisch  ge- 
trennt werden,  so  werden  auch 
aaf  i  die  Punktepaare  K,  K'  und 
4  V  durch  A,  B  harmonisch 
getrennt,  d.  h.  A  und  B  sind  Fig.  319. 

konjugierte  Punkte  in  Bezug 

aof  die  beiden  Kegelschnitte  k^  und  /^,  woraus  denn  nach  dem 
oben  citierten  Satze  folgt,  daß  A  und  B  auch  hinsichtlich  des 
Kegelschnittes  j^  konjugiert  sind. 
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Abwiclceiungen. 

492.  Eine  Ebene  E  von  vorgegebenen  Spuren  e^,  e^  mit 
einer  Kugel  zu  schneiden  (Fig.  320). 

Da  die  Schnittkurve  ein  Kreis  ist,  ihre  Projektionen  aber 
Ülipsen,  so  genügt  es  zwei  rechtwinklige  Durchmesser  dieses  Kreises 
zu  bestimmen,  deren  Projektionen  konjugierte  Durchmesser  der 
fflipsen  sind.  Wir  legen  nun  durch  den  Kugelmittelpunkt  0  eine 
Ebene  A  senkrecht  zu  e^-y  sie  ist  Symmetrieebene  für  die  Kugel  und 
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die  Ebene  E,  also  auch  für  den  Schnittkreis  n,  d.  h.  /"  =  E  X  ^ 
ist  ein  Durchmesser  von  u.  Seine  Endpunkte  A,  B  bestimmt  man 
am  besten,  indem  man  A  um  eine  horizontale  Achse  a  durch  O 
in  die  Lage  A^  parallel  zu  TTi  dreht.  Dabei  geht  der  Schnitt  von 
A  mit  der  Kugel  in  k'  und  f  in  f^  =  t\G'  über  {t\t\  =  (0"  H  .r), 
G  =fx  a).  Aus  ^Q  =  fo  X  k'  und  Bq  =  f^  X  k'  ergiebt  sich  sofort 
die  kleine  Achse  A'B  von  «';  ihre  große  Achse  ist  CD'  =  A^B^j  ihre 
Berührungspunkte  J',  Ä'  mit  ä'  liegen  auf  G'ir  (H  =  a  x  e^),  da  GJ/ 
die  Schnittlinie  von  E  mit  der  Ebene  des  Umrisses  k  ist.  Im  Aufriß 
bestimmt  man  entweder  die  konjugierten  Durchmesser  A"B"  und 
C"J/\  oder  man  verfährt  wie  beim  Grundriß. 

498.     Will   man   die    Schnittkurve    einer    Ebene    E    mit 
einer  beliebigen  Cylinderfläche  bestimmen,  so  sucht  man  die 

e^  Schnittpunkte  von  E  mit 

N  den  Mantellinien  des  Cy- 

linders,  indem  man  pro- 
jizierende Ebenen  durch 
sie  hindurchlegt.  Ist 
auf  der  Cylinderfläche 
eine  Raumkurve  «  ge- 
legen, deren  Projektio- 
''x  nen  u  und  u'  man  kennt, 

^N.        so     geht     durch    jeden 
/       Punkt   P    von    u     eine 
/'  Mantellinie  m.   Die  pro- 

/  jizierende     Ebene     mm' 

schneidet  E  in  einer  Ge- 
raden s  und  der  Aufriß 
des  Schnittpunktes  Q  = 
rw  X  E  ist  Q"  =  w"  x  >". 
Da  die  projizierenden 
Ebenen  durch  die  Man- 
tellinien parallel  sind, 
so  sind  es  auch  ihre 
Schnittlinien  mit  E,  wo- 
von man  Gebrauch  machen  kann,  dann  hat  man  nur  noch  ihre  ersten 
Spurpunkte,  die  ja  auf  e^  liegen,  nötig. 

Soll  eine  solche  Cylinderfläche  abgewickelt  werden,  so 
muß  man  zunächst  einen  ebenen  Schnitt  senkrecht  zu  den  Mantellinien 
ausfahren  und  erhält  so  eine  Kurve  r,  die  die  Mantellinien  senkrecht 
durchschneidet.  Beim  Abwickeln  des  Cylinders,  den  man  als  Prisma  mit 


W 


Iß"'-  h 


7^ 


Fig.  320. 
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sehr  vielen,  sehr  schmalen  Seiten  auffassen  kann,  werden  die  Mantel- 
linien  parallel^  und  der  Normalschnitt  v  geht  in  eine  zu  diesen  senk- 
rechte Gerade  über  (da  er  sie  alle  rechtwinklig  schneidet).  Man  wird 
deshalb  durch  Niederlegen  der  Normalebene  E  um  e-^  in  TTi  die  wahre 
Gestalt  Vq  tou  v  zeichnen  {v^  und  v  sind  affin),  dann  v^  nach  453 
durch  Teilen  in  kleine  Strecken  und  geradliniges  Aneinanderreihen 
derselben  rektifizieren.  Um  zugleich  mit  dem  Cylinder  die  Kurve 
s  abzuwickeln,   zieht  man   durch   die   Teilpunkte   von  v'  die  Pro- 


^- 


Fig.:  321. 

jektionen  der  Mantellinien  und  die  entsprechenden  Mantellinien  auf 
der  abgewickelten  Fläche;  auf  den  letzteren  sind  die  Strecken 
zwischen  den  abgewickelten  Kurven  proportional  den  Strecken 
zwischen  u  und  v  auf  den  ersteren.  In  der  Abwickelung  des 
Crlinders  bildet  die  Kurve  u  mit  den  Mantellinien  die  gleichen 
Winkel  wie  auf  der  ursprünglichen  Fläche. 

494.  Schnitt  eines  geraden  Kreiscylinders,  dessen 
Grundkreis  in  TTi  liegt,  mit  einer  Ebene  E,  Abwickelung 
dieser  Kurve  mit  dem  Cylindermantel  (Fig.  321  u.  322). 

22* 


340 


Kugel,  Cylinder,  Kegel, 


Die  Schnittkurve  ist  eine  Ellipse,  die  zu  dem  Grundkreise  affin 
ist;  man  erhält  zwei  konjugierte  Durchmesser  derselben,  wenn  man 
durch  die  Cylinderachse  irgend  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Hilfs- 
ebenen legt  und  diese  mit  E  schneidet.  Legt  man  speziell  durch 
die  Cylinderachse  eine  Ebene  senkrecht  und  eine  Ebene  parallel 
zur  Spur  Cj,  so  erhält  man  rechtwinklige  konjugierte  Durchmesser, 
d.  h.  die  Achsen  der  Schnittellipse  u.  Die  kleine  Achse  A£  ist 
als  Hauptlinie  gleich  dem  Durchmesser  2r  des  Grundkreises,  die  große 
Achse  CD  ist  als  Falllinie  gleich  2r:cosfl;,  wenn  cc  der  Neigungs- 
winkel der  Schnittebene  E  gegen  TTj  ist.  Um  die  zweite  Projektion 
der  Falllinie  zu  finden  ist  in  der  Figur  der  erste  Spurpunkt  I\ 
und  der  Punkt  B  benutzt,  durch  den  die  Hauptlinie  Dil  gelegt 
wurde.  Ä'B'  und  CD"  sind  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse 
m",  ihre  Berührungspunkte  /",  K"  mit  dem  Umriß  erhält  man  durch 
Anwendung  einer  Hilfsebene  durch  die  Cylinderachse  parallel  zu 
TTg  (e/'X"  II  e^),  denn  eine  solche  schneidet  den  Cylinder  in  Mantel- 
linien, die  im  Aufriß  als  Umriß  erscheinen. 

495.     Zur  Abwickelung  des  Cylindermantels  mit  der  Ellipse  u 


Fig.  322. 

ist  noch  in  der  Ebene  CD  CD'  ein  Seitenriß  gezeichnet  worden 
(D'D"'  =  (D"  H  x)),  in  der  die  Ellipse  als  Gerade  m"  erscheint.  Der 
abgewickelte  Cylindermantel  bildet  ein  Rechteck  von  der  Höhe  des 
Cylinders  und  von  der  Breite  2rn  (näherungsweise  6|r).  Die 
Horizontalebene  durch  31  schneidet  den  Cylinder  in  einem  Kreise, 
idcßsen  Abstand  vom  Grundkreise  gleich  M'" M'  ist;  die  Punkte 
Aj  7i?,  B,  S  (wobei  7f6,  SD  Mantellinien  sind)  teilen  diesen  Kreis  in  vier 
gleiebe  Teile,  deren  Lagen  in  der  Abwickelung  man  zunächst  ein- 
^rägtij  y.  In  dieser  bestimmt  man  C  und  D  (CR  =  DS  =  D"'S"')n 
dann  ^eht  die  abgewickelte  Ellipse  durch  CADBC\  ihre  Tangenten 
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in  C  und  2>  sind  parallel  der  Grundlinie  des  Rechtecks,  ihre  Tan- 
genten in  A  und  B  schließen  mit  dieser  den  Winkel  u^  L  M"F^M 
ein.  A  und  B  sind  Wendepunkte  der  abgewickelten  Kurve  nach  460, 
weil  die  Tangentialebenen  des  Cylinders  in  A  resp.  B  auf  der 
Ebene  der  Ellipse  \i  senkrecht  stehen.  Je  vier  symmetrische  Punkte 
von  u  haben  von  dem  Kreise  ARBS  gleichen  Abstand,  wie  man 
aas  dem  Seitenriß  ersieht;  die  abgewickelte  Ellipse  besteht  deshalb 
aus  vier  symmetrischen  Teilen.  Um  weitere  Punkte  von  ihr  zu 
erhalten,  teile  man  den  Viertelkreis  AB  in  mehrere  gleiche  Teile, 
ziehe  die  zugehörigen  Mantellinien,  entnehme  aus  dem  Seitenriß  die 
Abstände  der  auf  ihnen  liegenden  Ellipsenpunkte  von  dem  Kreise, 
and  trage  diese  Abstände  in  der  abgewickelten  Figur  in  den  bez. 
Teilpunkten  von  AB  senkrecht  zu  AR  auf  [AQ  =  Bog  AQ  =  Bog  ÄP\ 
^l?=q"F"y  Die  Tangente  in  einem  Punkte  P  der  Ellipse  u 
projiziert  sich  im  Grundriß  als  Tangente  des  Kreises  im  Punkte  P', 
ir  Spnrpunkt  T  liegt  auf  e^ ,  woraus  sich  dann  ihr  Aufriß  ergiebt. 
Der  Neigungswinkel  der  Tangente  FT  gegen  die  Mantellinie  be- 
stimmt sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  PP'T  und  ist  gleich 
L.  TPF,  und  da  derselbe  bei  der  Abwickelung  erhalten  bleibt,  hat 
man  in  der  abgewickelten  Figur  nur  das  genannte  Dreieck  ein- 
zutragen, um  die  bezügliche  Tangente  der  abgewickelten  Ellipse 
zu  erhalten. 

Der  Krümmungsradius  OC  im  Punkte  C  der  abgewickelten 
F-Iipse  ist  nach  460  gleich  dem  Krümmungsradius  q  der  Ellipse 
im  Punkte  C  dividiert  durch  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  der 
Ebene  E  gegen  die  Tangentialebene  des  Cylinders  in  (7,  oder  es  ist: 
OC=Q:Bma.     Da  aber  die  Halbachsen  der  Ellipse:  ricosa  und 

r  sind,  so  wird:  p  =  r* : =  r  cos  a.    und :    OC  =  r  cotg a.     Er- 

^  cos  ff 

richtet  man  demnach  in  jJT"  auf  C'B"'  eine  Senkrechte,  die  i)'"i)' 
in  X  schneidet,  so  ist  S"'X  =  r  cotg  a  =  OC. 

496.  Schnitt  eines  schiefen  Kreiscylinders,  dessen 
'nundkreis  in  TIi  Hegt,  mit  einer  Ebene  E,  Abwickelung 
iieser  Kurve  mit  dem  Cylindermantel  (Fig.  323  u.  324). 

Die  Schnittkurve  ist  wiederum  eine  Ellipse  ?/,  die  zum  Grund- 
kreis k  affin  ist,  ebenso  ist  ihre  Projektion  u  affin  zu  ä,  e^  ist  die 
Affinitätsachse.  Legt  man  durch  die  Cylinderachse  a  zwei  Ebenen, 
ieren  Spuren  in  TTi  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  sind  ihre  Schnitt- 
linien mit  E  zwei  konjugierte  Durchmesser  von  u.  Die  Endpunkte 
dieser  Durchmesser  liegen  auf  den  bezüglichen  Mantellinien,  die 
jene  Ebenen   aus   dem  Cylinder  ausschneiden.     Zur  Durchfuhrung 
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dieser  Konstruktion  benütze  man  eine  Hilfsebene  TT^  jj  TTi  durcl 
den  oberen  Grenzkreis  des  Cylinders  und  zeichne  die  Spur  e^  vor 
E  in  TT4.  So  z.  B.  schneidet  die  Ebene  durch  a  mit  der  Spur  N-i 
in  TTi  und  der  Spur  H^J^  in  TT4  die  Ebene  E  in  UU^,  wo  ^  =  HJ  X  e^ 
und  i?/  =  Äi'//  X  e/  ist  (<?/  II  i?i,  iy/e//  II  Äj/i).  Da  aber  II,  J  die 
Spurpunkte  der  ümrißlinien  des  Cylinders  sind,   so  schneidet   EE^ 


.1^ 


O 


nf 


-^'JC 


Fig.  828. 

ihre  Projektionen  in  den  Punkten  H^,  J^,  wo  sie  von  u  berührt 
werden,  zugleich  ist  0^  =  EE^  x  a  der  Mittelpunkt  von  u.  Legt 
man  durch  a  eine  Ebene,  deren  erste  Spur  zum  Aufriß  parallel  ist, 
so  schneidet  sie  den  Cylinder  in  den  Mantellinien,  die  in  TT^  als 
Umriß  erscheinen;  ihre  Schnittlinie  mit  E  hat  in  T[^  und  TT4  die 
Spurpunkte  F  und  F^  {O^F^\\OF\\x)  und  es  schneidet  F'F^'  die 
genannten   ümrißlinien   in   ihren   Berührungspunkten   R^'  und  S^' 
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mit  tt".  Die  angegebene  Konstruktion  wird  hinfällig  für  die  zu  TTi 
>eDkrechte  Ebene  Tlg  durch  «,  die  wir  deshalb  um  ihre  Spur  a 
umlegen.  Wir  bestimmen  zunächst  a "  durch  Umlegen  von  Oj  nach 
o;"  und  GG/"  durch  Umlegen  von  G^  nach  G'/"  {G^  =  TT3  X  e^), 
dann  trifft  GG'j  =  TT3  X  E  den  Cy  linder  in  den  Ellipsenpunkten  K^,L^j 
deren  Umlegungen  iT,'",  ij'"  sich  als  Schnittpunkte  von  GG^"  mit 
den  zu  «'"  parallelen  Mantellinien  Ä'ÄY"  und  iZj'"  ergeben.  Hieraus 
findet  man  dann  K^  und  L^  und  den  Mittelpunkt  0^  von  t«'  aus 
seiner  Umlegung  0^"  =  a'"  x  GG^".  J^H^  und  Z/Zg'  sind  kon- 
jugierte Durchmesser  der  Ellipse  vl^  die  sich  hiemach  konstruieren 
Mt.  Sucht  man  ihre  Aufrisse,  so  erhält  man  konjugierte  Durch- 
messer Ton  u\  oder  man  sucht  den  konjugierten  Durchmesser  zu 
^'8;\  der  in  d'  liegt. 

Die  Methode  des  Umlegens  kann  man  natürlich  auch  benutzen, 
nm  den  Schnittpunkt  P,  einer  beliebigen  Mantellinie  fP^  mit  E  zu 
bnstmieren.  Wie  die  Ebene  TT3  das  Dreieck  KK^G  enthält,  dessen 
umlegung  XK^"G  gezeichnet  wurde,  so  enthält  die  projizierende 
Ebene  durch  PP^  ein  zu  jenem  ähnliches  Dreieck,  dessen  Seiten 
beim  Umlegen  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  KK^"G  parallel  werden. 
Da  eine  Ecke  unseres  Dreiecks  in  P  auf  ä,  eine  zweite  auf  e^  liegt, 
so  ergiebt  sich  P^"  als  dritte  Ecke  desselben  und  daraus  dann 
Pj'  (in  der  Figur  ist  diese  Konstruktion  nicht  durchgeführt). 

Die  wahre  öestalt  w®  der  Ellipse  u  gewinnt  man  durch  Um- 
legen der  Ebene  E  um  ^j,  dadurch  gelangt  O3  nach  0^  ip^"^^ 
=  OjOj').  Die  gesuchte  Ellipse  u^  ist  aber  —  ganz  ebenso  wie  u 
"  zu  dem  Kreise  k  affin  und  e^  ist  die  Äffinitätsachse;  da  man 
nun  ein  Paar  affiner  Punkte  0  und  0^  kennt,  kann  man  hiernach 
^  zeichnen.  Den  Achsen  von  u^  entsprechen  beim  Kreise  zwei 
rechtwinklige  Durchmesser;  schneiden  die  Achsen  e^  in  den  Punkten 
I  und  Y^  so  sind  XO  und  YO  die  entsprechenden  Kreisdurchmesser. 
Es  werden  demnach  X  und  Y  aus  e^  durch  einen  Kreis  ausgeschnitten, 
dessen  Mittelpunkt  auf  e^  liegt  und  der  durch  0  und  0^  geht. 
Die  Endpunkte  der  Kreisdurchmesser  sind  A^  By  C^  i>,  die  affinen 
Punkte  ig«,  B^"^,  C;«,  J9/  sind  die  Endpunkte  der  Achsen  von  w^ 

497.  Zur  Abwickelung  der  Mantelfläche  des  Cylinders  führen  wir 
einen  Normalschnitt  mit  den  Spuren  n^  und  n^  in  TTi  resp,  TTj  aus; 
seine  Schnittellipse  v,  die  k  in  L  berührt,  schneidet  alle  Mantel- 
liiuen  rechtwinklig  und  geht  bei  der  Abwickelung  in  eine  Gerade 
über.    Wir  theilen  nun  den  Grundkreis  von  L  ausgehend  in  eine 

Anzahl  gleicher  Theile,  etwa  24,  und  bezeichnen  sie  mit:  1  =ii,  2, 3 , 

*  =  /,  8, . . .,   13  =  A',  14, . . .,  19  =  77,  20,  . . .  24;    die  zugehörigen 
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Mantellinien  schneiden  t;  in  den  Punkten:  1,,,  2«,,  3 


V7 


und 


U     111 


den  Punkten  l,^,  2^,  3^,  .  .  .  Die  wahre  Länge  yon  Ä'A'^ergiebt  sicli 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  KN'"Lj  das  in  Fig.  324  noch  einmal 
eingetragen  ist;  die  Strecken  22«,  33«,  44«,  . . .  verhalten  sich  zu 
KNj  wie  die  Abstände  der  Punkte  2,  3,  4,  . . .  von  n^  zu  KL,  Lote! 
man  also  die  Punkte  2,  3,  4,  . . .  auf  LK,  so  sind  die  Abstände  der 
Lotpunkte  von  LN  den  Strecken  22^,  33»,  44«,  . . .  resp.  gleich,  d.  h. 
die  abgewickelten  Punkte  2,  3,  4,  . . .  liegen  auf  den  durch  die  I^ot- 
punkte  gezogenen  Parallelen  zu  XA,  während  die  Abwickelung  vnii 


/»-iT 


Fig.  324. 

V  in  die  Verlängerung  von  LN  fällt  Bedenkt  man  noch,  daß  die 
gleichen  Kreisbogen  12,  23,  34,  ...  ihre  Länge  bei  der  Abwickelung 
nicht  ändern  (459)  und  daß  die  Bogen  sowohl  bei  k  als  bei  seiner 
Abwickelung  näherungsweise  durch  die  Sehnen  ersetzt  werden  können, 
so  ergiebt  sich  die  Gleichheit  der  Sehnen  12,  23,  34,  ...  des  ab- 
gewickelten Kreises  k.  Die  Abwickelung  von  k  besteht  aus  vier 
symmetrischen  Teilen  Z«/,  JK^  KII^  IlLj  dabei  sind  L  und  K  Scheitel-, 
H  und  /  Wendepunkte.  Die  Wendetangente  in  /  schließt  mit  den 
Mantellinien  den  z.  NKL  =  a  ein;  der  Krümmungsradius  in  K 
ist  gleich  dem  Badius  von  h  dividiert  durch  cosa. 
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Durch  die  abgewickelten  Punkte  1,  2,  3,  4,  ...  ziehen  wir  die 
MaateUinien  und  tragen  auf  ihnen  die  Strecken  11«,  22^,  33„,  . .. 
äßf.  so  erhalten  wir  Punkte  der  abgewickelten  Ellipse  u.  Die  Strecke 
II.  ist  =  LIj^"y  die  anderen  Strecken  werden  aus  Dreiecken  ge- 
wcniien,  die  zu  A  LL^"G  ähnlich  sind.  Die  zu  LG  homologen  Seiten 
ier  ähnUchen  Dreiecke  gehen  von  den  Punkten  2,  3,  4,  . . .  aus^  sind 
n  LG  parallel  und  haben  ihre  anderen  Endpunkte  auf  e^.  Zieht 
3an  also  durch  2,  3,  4,  . . .  Parallelen  zu  e^  und  durch  ihre  Schnitt- 
punkte mit  LG  Parallelen  zu  LL^'\  so  werden  auf  diesen  Parallelen 
linrch  die  Geraden  GL  und  GL^'"  Strecken  begrenzt,  die  den  ge- 
wünschten Strecken  22„,  33^,  44„,  . . .  gleich  sind.  Die  Abwickelung 
Tjn  ö  besteht  aus  zwei  symmetrischen  Teilen  L^J^K^  und  K^H^L^\ 
küü  zwei  benachbarte  Durchmesser  von  u  schneiden  auf  u  zwei 
Elemente  aus,  die  gleich  lang  sind  und  gegen  die  Mantellinien  die 
zkkhe  Neigung  besitzen. 

Ein  Punkt  P^  von  u,  in  dem  die  Tangentialebene  des  Cylinders 
ittf  E  senkrecht  steht,  liefert  bei  der  Abwickelung  einen  Wende- 
puikt.  Eine  zu  jener  Tangentialebene  parallele  Ebene  erhält  man 
akö,  wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt,  etwa  L^,  eine  Mantel- 
üiiie  und  eine  Normale  zu  E  zieht.  L  ist  der  erste  Spurpunkt  der 
Mantellinie,  M  der  erste  Spurpunkt  der  Normalen  [L^M ±_  e^, 
C  -If"  jL  GG^'\  M'"M  J_  a ),  LM  ist  demnach  zur  Spurlinie  jener 
Taogentialebene  parallel,  deren  Spur  fT  den  Kreis  ä  in  P  berührt 
/'r  Zilf,  PO  J_  LM\  Die  Tangente  von  ä  in  P  und  die  Tangente 
^"Q  «  in  Pj  schneiden  e^  in  dem  nämlichen  Punkte  T  und  bilden 
las  aPPj^;  in  der  Abwickelung  bilden  die  Tangenten  in  P  und  P^ 
las  kongruente  Dreieck  PP^T,  Dm  dieses  zu  zeichnen  verlängert 
m  die  Mantellinie  bis  P^  und  fällt  von  P^  auf  PP  das  Lot  P^  V 
JD  der  orsprünglichen  Figur,  bestimmt  die  Abwickelung  von  P  und 
überträgt  das  rechtwinklige  Dreieck  P^VP,  von  dem  man  PP^  und 
erkennt,  trägt  PT  von  Paus  auf  PU  an  und  verbindet  T  mit  Pg, 
'i  ist  P^T  die  gesuchte  Wendetangente  von  «,  PT  die  Tangente 
'^  abgewickelten  Kreises  k.  Die  gleiche  Konstruktion  läßt  sich 
tir  die  Tangente  in  jedem  Punkte  der  abgewickelten  Ellipse  u  an- 
wenden; der  Krümmungsradius  in  einem  solchen  Punkt  ergiebt  sich 
^Qs  452  und  460. 

498.  Schnitt  und  Abwickelung  eines  geraden  Kreis- 
"^ögels,  dessen  Grundkreis  in  der  ersten  Projektionsebene 
liegt  (Rg.  325  u.  326). 

Man  lege  durch  die  Spitze  S  des  Kegels  eine  Ebene  senkrecht  zu 
öer  ersten  Spur  e^  der  Schnittebene  E;   sie  enthält  die  Kegelachse 
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und  steht  auf  E  senkrecht,  auf  der  sie  eine  Falllinie  /  ausschoeid 
f  ist  dann  oiFenbar  Symmetrielinie  oder  Achse  des  gesuchten  Keg 
Schnittes  u.  Durch  Umlegen  jener  Ebene  in  TTi*  gelangt  S  nach 
und  der  Punkt  G  der  FalUinie  nach  G^ [G'H'  \\e^,  G'IH \\x,  G^G' ^  Ulk 
^1^0= /o  schneidet  dann  die  umgelegten  Mantellinien  S^AyS^B 
den  Punkten  J^  resp.  K^,  Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  beid 
Projektionen  der  Achse  JK  von  u  und  damit  der  Mittelpunkt 
von  u  als  Mittelpunkt   von   JK\   die   zweite  Achse   von   u   ist    c 


^K^ 


durch  0  gehende  erste  Hauptlinie  von  E.  Um  ihre  Endpunkte 
£,  M  zu  finden,  benutzen  wir  eine  Ebene,  die  durch  diese  Achse 
und  den  Scheitel  S  geht,  also  die  Gerade  80  enthält;  ihre  Spurlinie 
geht  durch  Q  (Q  =  ^o^o  X  /^),  ist  zu  e^  parallel  und  schneidet  den 
Grundki-eis  k  va  C  und  B.  Diese  Ebene  enthält  die  Mantellinien 
8C  und  &Z>,  auf  ihnen  liegen  die  Endpunkte  L  und  M  der  zweiten 
Achse,  deren  Projektionen  man  also  zeichnen  kann.  Die  Ebene 
durch  die  Eegelachse  parallel  zum  Aufriß  enthält  Mantellinien,  die 
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in  TTg  als  Umriß  erscheinißn;  die  Projektion  ihrer  Schnittlinie  mit 
E  schneidet  diese  in  den  Berühmngspunkten  J"  und  Y"  von  u\ 
Durch  Umlegen  von  u  um  e^  gewinnt  man  die  wahre  Gestalt  «® 
cer  Schnittkorve  {1*\0q  =  F^O^  etc.).  Beliebig  viele  Punkte  von  u 
käDD  man  einfach  dadurch  konstruieren^  daß  man  durch  S  irgend 
welche  Ebenen  d  legt,  diese  mit  der  Kegelfläche  und  E  schneidet  und 
^  jedesmal  zwei  Punkte  von  u  bekommt.  Man  gebraucht  dabei 
eine  horizontale  Hilfsebene  durch  8,  nimmt  die  erste  Spur  d^  von 
J  beliebig  an,  zieht  durch 
i'  ihre  zu  d^  parallele 
Hilfespur  d^  und  sucht  die 
Hiüsspur  e^  von  E;  die 
SchnitÜinie  J  x  E,  d.  h. 

die  Verbindungslinie   von  \,,  \  /C^ 

^Xe^  und  1^  X  ^,, 
schneidet  die  bezüglichen 
Xantellinien  in  Punkten 
der  Kurve  u.  Die  Kon- 
stniktion  ist  in  der  Figur 
nicht  durchgeführt,  da  sie 
schon  beim  Cylinder  be- 
iandelt  ist.  Der  Kreis 
&  und  die  Schnittkurve 
«'  ßind  nach  172  Per- 
spektive Figuren,  8'  ist 
dasCentrum,  e^  die  Achse 
der  Perspektivität,  ihre 
Verschwindungslinie  e^\\e^ 
geht  durch  E  {S^E  \\  fj. 
Dem  Pol  Q  von  e, 
in  Bezug  auf  k  ent- 
spricht der  Mittelpunkt 
ö^  von  tt^;  die  Tangenten 


'-^, 


Fig.  326. 


von  ^  an  Ä  berühren  in  C  und  P  und  diesen  Punkten  ent- 
sprechen die  Endpunkte  Z'  und  AT  der  zweiten  Achse  von  u. 
hr=e^x  ED,  80  ist  VM II  ES\  denn  E  ist  der  Verschwindungs- 
punkt  der  Kreistangente  DE.  Auch  die  Kurven  u^  und  k  sind  per- 
^pektiT,  ^j  ist  die  Achse,  das  Centrum  liegt  auf  f  um  die  Strecke 
-^ij^uber  £  hinaus  (vergl.  175). 

499.    Beim  Abwickeln  des  Kegelmantels  gehen  die  Mantellinien 
in  Strahlen  durch  den  festen  Punkt  8  und  der  Grundkreis  k  in  einen 
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Kreisbogen  mit  dem  Badius  S^A  über;  die  Länge  dieses  Kreis- 
bogens wird  gleich  der  Peripherie  von  A,  was  man  durch  Übertragen 
kleiner  Teilstücke  —  etwa  24  Teile  —  erzielt.  Der  Kreissektor, 
der  den  abgewickelten  Kegelmantel  darstellt,  hat  einen  Centriwinkel 

von    4  R  .  -jT-r .     In  Figur  326  ist  noch  der  in  ABC  liegende  Seiten- 

riß  des  Kegels  eingezeichnet,  in  dem  sich  u  als  gerade  Linie  pro- 
jiziert, so  daß  man  unmittelbar  die  Projektionen  der  einzelnen  Mantel- 
linien und  ihrer  zwischen  k  und  u  liegenden  Teile,  sowie  deren 
wahre  Längen  entnehmen  kann,  die  man  dann  auf  die  abgewickelten 
Mantellinien  aufträgt.  Um  die  Wendepunkte  des  abgewickelten 
Kegelschnittes  zu  bestimmen,  suchen  wir  die  Tangentialebenen  des 
Kegels  auf,  die  zu  E  senkrecht  sind,  indem  wir  von  S  ein  Lot  auf 
E  fällen,  und  von  seinem  ersten  Spurpunkte  iV  (Ä^iV  J_  f^)  die  beiden 
Tangenten  an  k  ziehen.  Diese  Tangenten  sind  die  ersten  Spurlinien 
der  gesuchten  Tangentialebenen;  berührt  eine  derselben  den  Kegel 
längs  der  Mantellinie  SU,  und  trägt  diese  den  Punkt  P  von  ?/,  so 
wird  P  bei  der  Abwickelung  zum  Wendepunkt.  Schneidet  die 
Kreistangente  NU  die  Spur  e^  in  T,  so  ist  PT  die  Tangente  von 
u  im  Punkte  P;  die  bezüglichen  Tangenten  der  abgewickelten  Kurven 
k  und  7/  bilden  ein  rechtwinkliges  Dreieck  PUT,  das  zu  dem  A  PUT 
der  ursprünglichen  Figur  kongruent  ist.  Ganz  ebenso  wie  die 
Wendetangente  in  P  überträgt  man  auch  andere  Tangenten  in  die 
Abwickelung.  Die  Punkte  /  und  K  sind  Scheitelpunkte  der  ab- 
gewickelten u,  die  zugehörigen  Krümmungsradien  JJ^  und  KK^  findet 
man  nach  460  als  p :  cos  z.  SJK  und  p :  cos  z.  BKJy  wenn  q  den 
Krümmimgsradius  der  Ellipse  u^  in  den  Punkten  tP  und  K^  be- 
deutet (//g  =  KK^  =  p,  /j/,  ±  JK,  K^K^  j.  JK). 

500.  Schnitt  und  Abwickelung  eines  schiefen  Kreis- 
kegels, dessen  Grundkreis  in  der  ersten  Projektionsebene 
liegt  (Fig.  327  u.  328). 

Wir  benutzen  außer  der  Ebene  TTi  des  Grundkreises  k  noch  eine 
zweite  Horizontalebene  TTj  durch  den  Scheitel  S  des  Kegels;  die 
Ebene  E  hat  dann  die  parallelen  Spuren  e^  und  ^3  («s'H^i).  Eine 
beliebige  Spurlinie  d^  in  TIi  und  eine  zu  ihr  parallele  Spurlinie  d^ 
durch  S  bestimmen  eine  Ebene,  deren  Schnittlinie  mit  E  die  Spur- 
punkte d^  X  e^  und  d^  X  e^  besitzt  und  die  aus  dem  Kegel  die  nach 
den  Schnittpunkten  von  d^  und  k  verlaufenden  Mantellinien  aus- 
schneidet; dadurch  ergeben  sich  jedesmal  zwei  Punkte  von  u.  Nimmt 
man  speziell  als  Spurlinie  d^  den  Durchmesser  A^B^  JL  e^  an,  so 
sind   Ä^S'A^xF^G^    und   F=:S'B^xF^G^    Endpunkte    eines 


Kugel,  Cylinder,  Kegel. 


349 


Durchmessers  von  u'  {F,  =  J^B,  x  a^,  G^'S'  \\  A^B^,  G^  =  G^'S'  X  e^% 
denn  JlF  halbiert  alle  Seimen  von  w'  die  zu  e^  parallel  sind,  und 
.Jamit  ist  (7  Mittelpunkt  von  u  [GÄ  =  äff).  Jede  Ebene  durch 
50  liefert  nun  einen  Durchmesser  von  u,  ihre  Spuriinie  muß  durch 
0,  gehen  (O^  =  ^/^^^  x  Ä'O');  die  Spurlinie  (7^1),  ||  e^  durch  0^  liefert 
insbesondere  den  zu  ^'5'  konjugierten  Durchmesser  Cff  {CD'  ]!  ej). 


■  \ 


-< — T'^ 


I  ^ 


-.^-xfi 


"V 


'-V 


F!g.  827. 

Durch  umlegen  dieser  Durchmesser  um  e^  in  17^  erhält  man  die 
konjugierten  Durchmesser  Ä^B^j  C^B^  von  Uq.  Sind  X^  und  Tj  die 
Berührungspunkte  der  ümrißlinien  mit  A,  so  enthält  die  Ebene 
^\Y^  den  wahren  Umriß;  schneidet  man  also  XjJ'j  mit  e^  in  /fj 
«nd  die  Parallele  zu  X^Y^  durch  S'  mit  «jg'  in  //g',  so  trifft 
Wj/Zj'  den   Umriß   in    den   Berührungspunkten   X  und   Y'   von  m' 

.v=c;i)j  X  Xji;,  iv;^'  x  6"i>'  =  if,  h^n'  =  x'F). 

Faßt  man  (nach  172)  k  und  u'  als  Perspektive  Figuren  mit  dem 
Cenimm  S'  und  der  Achse  e^  auf,  so  ist  e^  die  Fluchtlinie  und 
%  dieVerschwindungslinie,  wobei  ^»||  ^i  ebensoweit  von  e^  absteht  wie 
^"  Ton  e^.     Die    Polare   des   Punktes   /=  A^B^  x  ^t>   "a^ß   wieder 
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C^B^  und  Ol  der  Pol  von  e^  sein  {JC^  berührt  k  in  C^.  Jj  Oj  un< 
der  unendlich  ferne  Punkt  von  e^  bilden  ein  Poldreieck  von  A;  dai 
Bild  von  e^  fällt  ins  Unendliche,  also  ergeben  die  Bilder  von  A^B 
und  C^B^  konjugierte  Durchmesser  von  u  {Äff  \\S'J  geht  durch  I\ 
C'B^Wßy^  geht  durch  0',  wo  0'  das  Bild  von  0^  ist).  Ist  K^  dei 
Schnittpunkt  von  e^  mit  der  Kreistangente  JC^,  so  ist  C'K^  \\  S\ 
die  Tangente  von  u   in  C  und  C^K^  die  Tangente  von  u^  in  6'*^. 


^->4r 


Fig.  328. 

501.  Zur  Abwickelung  des  Kegelmantels  nehmen  wir  die  Ebene 
SPiQi,  die  ihn  in  zwei  symmetrische  Teile  zerlegt,  und  teilen  den 
Kreisumfaug  von  k  von  P^  ausgehend  in  lauter  gleiche  Stücke,  etwa  24; 
die  zugehörigen  Mantellinien  zerlegen  den  Kegelmantel  in  24  Teile. 
Annäherungsweise  kann  nun  der  Kegel  durch  eine  24-seitige  Pyra- 
mide ersetzt  werden,  deren  Seitenflächen  Dreiecke  sind,  die  je  zwei 
Mantellinien  zu  Seiten  und  gleiche  Sehnen  des  Grundkreises  zu 
Grundlinien  haben.  Die  Abwickelung  geschieht  durch  Neben- 
einanderlegen der  genannten  Seitenflächen,  wozu  man  die  Längen 
der  nach  den  24  Teilpunkten  laufenden  Mantellinien  braucht.  Diese 
Längen  findet  man  unter  Benutzung  einer  Au&ißebene,  die  durcli 
S  senkrecht  zu  e^  gelegt  ist,  indem  man  die  einzelnen  Mantellinien 
um  SS'  in  diese  Aufrißebene  dreht  {ST^  =  S'I^,  SP^  =  Sl^, 
SQ^  =  SQ^^  etc.);  hierbei  ergeben  sich  auch  ihre  Schnittpunkte  mit 
n  {P  =  SP,  X  E,  P"  =  SP,"  X  ^3,  P^'F'  ,1  a-,  P^  =  P^F'  X  SP,^  etc.). 
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Beim  Abwickeln  Yon  k  gelangen  die  24  Teilpunkte  auf  13  Kreise 
Dm  den  gemeinsamen  Mittelpnnkt  S,  deren  Radien  den  bezüglichen 
Mantelünien  gleich  sind;  die  Radien  für  den  größten  und  kleinsten 
<ind  äPj  und  SQ^^;  die  Abstände  je  zweier  aufeinanderfolgender 
Teilpunkte  in  der  Abwickelung  sind  der  Seite  des  k  eingeschriebenen 
regulären  24-£cks  gleich.  Auf  den  24  abgewickelten  Mantellinien 
;n  der  Figur  ist  nur  die  Hälfte  eingezeichnet)  trägt  man  noch  die 
M'H  der  Schnittkurve  u  begrenzten  Teilstücke  auf  (SQ  =  SQ^, 
>P  =  SP%  etc.)  und  gewinnt  so  Punkte  der  abgewickelten  u. 

Die  Tangente  im  Punkte  £  von  u  liegt  in  E  und  in  der 
Tangentialebene,  die  den  Kegel  längs  SEH^  berührt  und  deren 
SpTirlinie  £^T  den  Kreis  k  in  ^^  berührt;  deshalb  ist  T==  E^Tx  e^ 
ier  Spurpunkt  der  gesuchten  Tangente  {TJ^'  berührt  u  in  J?'). 
Sacht  man  S'Ra_E^T  und  überträgt  man  das  rechtwinklige 
ISE^R  sowie  ^jJ^in  die  abgewickelte  Figur,  so  ist  E^R  die  Tan- 
izente  des  abgewickelten  Kreises  h  im  Punkte  E^  und  es  ist  ET 
iie  Tangente  der  abgewickelten  Kurve  «,  da  ihr  Neigungswinkel 
gegen  SE  derselbe  ist  wie  z_  E^ET  auf  dem  Kegelmantel  selbst 

Die  Wendepunkte  der  abgewickelten  k  sind  X^  und  Y^  nach 
^A  denn  die  Tangentialebenen  längs  der  ümrißÜnien  SX^  und 
^ij  sind  zu  TTj  senkrecht.  Die  Wendepunkte  der  abgewickelten 
?  ^ind  U  und  Vy  wenn  die  Tangentialebenen  längs  der  Kanten  SU 
and  SV  auf  E  senkrecht  stehen,  d.  h.  wenn  sie  das  von  S  auf  E 
i^elallte  Lot  SL  enthalten  {SL  J_  e^.  L  ist  der  erste  Spurpunkt 
lieses  Lotes  und  die  Tangenten  von  i/  an  A  sind  die  ersten  Spur- 
iinien  der  genannten  Tangentialebenen;  ihre  Berührungspunkte  IJ^ 
*md  Tj  sind  die  ersten  Spurpunkte  der  beiden  Mantellinien,  deren 
Abwickelungen  die  gesuchten  Wendepunkte  tragen.  Die  Punkte 
Pj  und  Qj  sind  für  die  abgewickelte  k  Scheitelpunkte,  deren 
Krümmungsradien  P^Pg  und  QjQ^  sind,  denn  z.  S^Q^S'  =  Z.  Cadvl/j 
mid  L  S^P^S'  =  z_  R^PiMi  {S^S'  II  Q^MJ'^  ±  S'M^,  S^S'  =  SS')  sind 
üe  Neigungswinkel  von  SP^  und  SQ^  gegen  TTi,  und  es  ist  PjPg 
=  r:cosP3Pjil/i  und  Q^Q^  =  r :  (^o^  Q^Q^M^ 

502.  Die  geodätischen  Kurven  auf  dem  geraden  Kreis- 
iegel  (Fig.  329). 

Nach  461  verstehen  wir  unter  einer  geodätischen  Kurve 
aaf  einer  abwickelbaren  Fläche  eine  solche,  die  bei  der  Abwickelung 
in  eine  Gerade  übergeht.  Wickeln  wir  also  die  Mantelfläche 
fe  geraden  Kreiskegels  ab,  wobei  wir  einen  Kreisausschnitt  er- 
halten, 80  entspricht  jede  Gerade  auf  dem  abgewickelten  Mantel 
einer  geodätischen   Linie   auf  dem  Kegel.     Zu  allen  Geraden  auf 
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ersterem,  deren  Abstände  von  S  unter  sich  gleich  sind,  gehöre 
kongruente  geodätische  Linien  auf  letzterem;  überhaupt  sind  j 
zwei  geodätische  Linien  des  Kegels  ähnliche  Kurven.  Soll  eii^ 
geodätische  Linie  zwei  Punkte  P  und  Q  der  Kegelfläche  verbindei 
so  suche  man  die  entsprechenden  Funkte  in  der  Abwickelung  auj 
verbinde  sie  durch  eine  Gerade  u  und  konstruiere  nun  zu  diese 
die  entsprechende  Kurve  u  auf  der  Kegelfläche.     Zu  diesem  Zwec] 


T' y^^^J^ 


^,^J. 


Fig.  329. 

teilt  man  den  Grundkreis  k  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile,  zieht  die 
nach  den  Teilpunkten  verlaufenden  Mantellinien,  bestimmt  ihre  Ab- 
wickelungen, deren  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  u  man  wieder 
auf  den  Kegel  überträgt.  Die  Linie  SA^^  j_  u  liefert  den  Punkt 
A  =  SA^  X  Uy  der  dem  Scheitel  der  geodätischen  Linie  entspricht; 
die  Linien  SB^  sind  beide  Abwickelungen  der  nämlichen  Mantellinie 
SBj^  (Bog^j^j  ist  gleich  dem  halben  Umfang  von  k),  deshalb  ent- 
sprechen ihre  auf  der  Geraden  u  liegenden  Punkte  B  einem  Doppel- 
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pnnkt  B  der  geodätischen  Linie.  In  der  Figur  ist  ein  Teil  des 
Kegelmantels  doppelt  abgewickelt,  weil  die  geodätische  Linie  einen 
Teil  der  ManteUinien  zweimal  trifiTi 

503«  In  der  Abwickelung  sind  SC^  und  SD^  zu  u  parallel ,  auf 
dem  Kegel  tragen  deshalb  die  Mantellinien  SC^  und  SD^  die  un- 
endlich fernen  Punkte  der  geodätischen  Linie.  Die  Tangente  in 
*riiiem  Punkte  P  der  geodätischen  Linie  schließt  mit  der  Erzeugenden 
^PS  den  gleichen  Winkel  ein,  wie  die  Gerade  u  mit  der  abgewickelten 
y/^S;  der  Spurpunkt  Q  jener  Tangente  Hegt  deshalb  auf  der 
Ereistangente  des  Punktes  8  in  der  Entfernung  Q8,  die  wir 
ios  der  Abwickelung  entnehmen  können,  ihre  Projektionen  sind 
^F  und  ^'P".  Ganz  ebenso  erhält  man  als  Spurpunkte  der 
Asymptoten  von  u  —  d.  h,  der  Tangenten  in  den  unendlich  fernen 
Punkten  —  die  Punkte  E  und  T-,  sie  liegen  auf  den  Tangenten  der 
Punkte  jDj  und  Cj  respektive  und  die  Strecken  D^R  und  C^T  sind 
den  bezüglichen  Strecken  in  der  Abwickelung  gleich.  Die  Asymptoten 
uj  selbst  sind  den  Geraden  SC^  und  SJ)^  parallel,  ihre  Projektionen 
also  zu  S'C^,  S'D^,  S'C^%  S"D^\ 

u  ändert  den  Sinn  ihrer  Krümmung  nicht,  dagegen  u'';  als 
Wendepunkte  von  w"  projizieren  sich  die  Punkte  von  m,  deren 
Schmiegungsebenen  auf  TT^  senkrecht  stehen,  die  ersten  Spurlinien 
dieser  Schmiegungsebenen  stehen  also  auf  der  x- Achse  senkrecht. 
Bestimmt  man  demnach  die  Spurkurve  der  abwickelbaren  Fläche 
OBserer  geodätischen  Linie  und  legt  an  sie  Tangenten  senkrecht 
zur  ^-Achse,  zieht  durch  ihre  Berührungspunkte  die  bezüglichen 
Tangenten  an  k  und  durch  deren  Berührungspunkte  die  MantelHnien, 
so  schneiden  diese  aus  u  die  Punkte  aus,  die  sich  im  Aufriß  als 
Wendepunkte  projizieren.  Läßt  man  in  der  Figur  einen  Punkt  auf 
« Ton  E  nach  P  wandern,  so  beschreibt  die  zugehörige  Tangente 
in  Hl  eine  Spurkurve,  die  E  mit  Q  verbindet;  dieses  Kurvenstück 
^^  besitzt  eine  zur  x-Achse  senkrechte  Tangente,  woraus  sich  der 
zagehörige  Wendepunkt  auf  P"I!"  mit  seiner  Tangente  ergiebt  (in 
der  Figur  ist  die  Konstruktion  weggelassen). 

Durchdringung  von  Kugel-,  Cylinder-  und  Kegelfläclien. 

504,  Um  die  Durchdringungslinie  oder  Schnittkurve  zweier  be- 
liebiger Oberflächen  zn  zeichnen,  muß  man  eine  Reihe  einzelner  Punkte 
M  ihr  bestimmen.  Dieses  geschieht  dadurch,  daß  man  auf  beiden 
Oberflachen  Kurven  aufsucht,  die  sich  wirklich  schneiden  und  so 
^  den   Schnittpunkten    Punkte    der    Durchdringungslinie    liefern. 

•iöei  u.  Pappkettz.    I.  23 
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Schneidet  man  die  gegebenen  Oberflächen  mit  einer  dritten,  so  er- 
hält man  auf  denselben  Kurven^  deren  Schnittpunkte  auf  der  Durch- 
dringungslinie  liegen.  Hiermit  wäre  eigentlich  unsere  ursprüngliche 
Aufgabe:  die  Schnittkurve  zweier  Oberflächen  zu  finden  auf  die 
kompliziertere  Aufgabe:  die  beiden  Oberflächen  mit  einer  dritten  zu 
schneiden  zurückgeführt;  da  man  indessen  als  dritte  oder  Hilfs- 
oberfläche jede  Fläche  nehmen  darf,  so  läßt  sich  dieselbe  meist  so 
wählen,  daß  ihre  Schnittkurven  mit  den  gegebenen  Oberflächen  leicht 
angegeben  werden  können.  Es  kommt  also  bei  der  Konstruktion 
der  Durchdringungslinie  zweier  Flächen  im  wesentlichen  darauf  an 
geeignete  Hilfsflächen  ausfindig  zu  machen.  In  den  allermeisten 
Fällen  benutzt  man  Ebenen  als  Hilfsflächen  und  es  ist  in  jedem 
einzelnen  Falle  zu  überlegen,  welche  Hilfsebenen  am  besten  geeignet 
sind',  um  die  Konstruktion  so  viel  wie  möglich  zu  vereinfachen. 
Häufig  können  Hilfsebenen  parallel  oder  senkrecht  zu  einer  Pro- 
jektionsebene Verwendung  finden,  wobei  denn  die  eine  Projektion  der 
in  den  Hilfsebenen  liegenden  Schnittkurven  als  gerade  Linie  erscheint. 

506.  Auf  den  Cylinder-  und  Kegelflächen  liegen  gerade  Linien, 
die  Erzeugenden  oder  Mantellinien;  die  Hilfsebenen  zur  Konstruktion 
der  Durchdringungslinie  zweier  solcher  Flächen  wählt  man  deshalb 
so,  daß  sie  die  Flächen  in  Erzeugenden  schneiden.  Handelt  es  sich 
dabei  um  zwei  Kegel,  so  müssen  die  Hilfsebenen  durch  die  Ver- 
bindungslinie ihrer  Scheitel  gelegt  werden;  handelt  es  sich  um  einen 
Kegel  und  einen  Cylinder,  so  legt  man  die  Hilfsebene  durch  die 
Gerade,  die  durch  den  Scheitel  des  Kegels  parallel  zu  den  Mantel- 
linien des  Cylinders  verläuft;  sollen  endlich  zwei  Cylinderflächen 
zum  Durchschnitt  gebracht  werden,  so  nimmt  man  Hilfsebenen^ 
die  den  Erzeugenden  beider  parallel  sind.  Um  die  Mantellinieu 
zu  bestimmen,  die  eine  Hilfsebene  aus  einer  Cylinder-  oder  Kegel- 
fläche ausschneidet,  deren  ebene  Basiskurve  man  kennt,  hat  man 
nur  die  Spurgerade  der  Hilfsebene  in  der  Basisebene  mit  der  Basis- 
kurve zu  schneiden,  durch  die  Schnittpunkte  verlaufen  die  ge- 
suchten Mantellinien;  welcher  Art  die  Basiskurve  ist,  ist  hierbei 
gleichgültig. 

506.  Die  Durchdringung  zweier  Cylinderflächen  zu 
finden,  deren  Grundkurven  Kegelschnitte  sind.  Der  eine  Cy- 
linder möge  eine  kreisförmige  Basis  ^  inTTi,  ^^^  andere  eine  elliptische 
c  in  einer  Ebene  E  mit  den  Spuren  e^ ,  e^  besitzen,  die  Aufrißebene 
TT2  möge  auf  E  senkrecht  stehen  {e^  _L  x).  Wir  ziehen  zunächst  durch 
einen  beliebigen  Punkt  Q  (in  TTj)  Parallelen  zu  den  Mantellinien  des 
einen  und  des  anderen  Cylinders,  deren  erste  Spurpunkte  Ä^  und  Äj  wii* 
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au&ucben.  Die  ersten  Sparlinien  der  zu  den  Erzeugenden  beider  Oy- 
linder parallelen  HUfsebenen  sind  dann  zu  JR^S^  parallel,  ihre  Spur- 
geraden in  der  Basisebene  E  des  zweiten  Cylinders  sind  parallel  zu  TU 
uud  deren  Projektionen  zu  TU  {T=e^x  JR^S^ ,  U"  =  e^  X  QÄ/',  U' 
auf  QfS^y    Zieht  man  demnach  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf  e^ 


Paraflelen  zu  Ji^TuniTU,  schneidet  erstere  mit  k,  letztere  mit  c  und 
legt  durch  diese  Schnittpunkte  die  Projektionen  der  Erzeugenden  der 
l>e2.  Cylinder,  so  durchkreuzen  sie  sich  in  vier  Punkten  der  Projek- 
tion i/  der  Durchdringungslinie.  Die  Kurve  «'  berührt  die  scheinbaren 
ümrißlinien  beider  Cylinder  je  zweimal,  die  Berührungspunkte  können 
auch  konjugiert  imaginär  sein.     Die  Berührungspunkte  der  ümriß- 
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linie,  die  c  in  A'  berührt,  erhält  man,  wenn  man  durch  Ä'  eine 
Parallele  zu  U'T  und  durch  ihren  Schnittpunkt  F  mit  e^  eine  Par- 
allele zu  TH^  zieht,  letztere  schneidet  ä  in  0  und  P,  die  zugehörigtMi 
Mantellinien  enthalten  dann  die  Berührungspunkte  /'  resp.  Ä\  G-anz 
analog  erhält  man  die  Berührungspunkte  von  m"  mit  den  Umrifllinieii 
des  Aufrisses,  indem  man  die  Hilfsebenen  durch  die  bezüglichen  Mantel- 
linien legt.  Die  Hilfsebenen,  welche  den  ersten  Cylinder  berühren, 
deren  erste  Spuren  also  k  tangieren,  schneiden  den  zweiten  Cylinder 
in  zwei  Mantellinien,  die  von  u  und  deren  Projektionen  von  u  resp.  ?/" 
berührt  werden.  Ebenso  schneiden  die  Hilfsebenen,  die  den  zweiten 
Cylinder  berühren,  deren  Spuren  in  E  also  c  tangieren,  den  ersten 
Cylinder  in  je  Mantellinien,  deren  Projektionen  u   resp.  u"  berühren. 

Die  Tangente  t  von  u  in  einem  Punkte  N  erscheint  als  Schnitt 
der  beiden  Ebenen,  die  die  Cylinder  längs  der  bez.  Erzeugenden 
JVP  resp.  NZ  tangieren.  Die  Spur  der  einen  in  TTj  berührt  A  in  P, 
die  Spur  der  anderen  in  E  berührt  c  in  i  und  ihre  Projektion  be- 
rührt c  in  L\  Die  Hilfsebenen  schneiden  diese  beiden  Tangential- 
ebenen in  Geraden,  die  zu  den  bez.  Mantellinien  parallel  laufen, 
daraus  ergiebt  sich  die  Konstruktion  eines  Punktes  von  t  Die 
Spur  einer  Hilfsebene  ist  WX\\Ji.^l\  wo  JF  auf  e^  und  der  Tan- 
gente an  c,  X  aber  auf  der  Tangente  an  k  liegt;  sind  dann 
AT'  und  JFT  respektive  parallel  zu  den  Umrißlinien  des  ersten 
und  zweiten  Cylinders,  so  ist  JT'  ein  Punkt  von  f;  mit  Hilfe  des 
ersten  Spurpunktes  ^  x  PX  läßt  sich  unmittelbar  f"  zeichnen.  Was 
die  Sichtbarkeit  von  u  und  u"  anlangt,  so  ist  zu  bemerken,  daß 
nur  solche  Teile  dieser  Kurven  sichtbar  sein  können,  die  sich  auf 
den  sichtbaren  Teilen  beider  Cylinder  befinden.  Man  sucht  also  bei 
beiden  Cylindern  die  sichtbaren  Teile  ganz  so  auf,  als  ob  jeder  nur 
allein  vorhanden  wäre;  diese  werden  von  den  ümrißlinien  begi'enzt. 
Ein  Punkt  von  u'  (oder  m")  ist  dann  sichtbar,  wenn  die  Erzeugenden 
durch  ihn  bei  beiden  Cylindern  auf  den  sichtbaren  Teilen  ihrer 
ersten  (oder  zweiten)  Projektion  liegen.  Die  sichtbaren  Teile  von 
u   resp.  u"  endigen  auf  den  ümrißlinien. 

507.  Jede  beliebige  Projektion  von  u  zeigt  zwei  Doppelpunkte  — 
gewöhnliche  oder  isolierte  oder  imaginäre  —  wie  wir  jetzt  nach- 
weisen wollen.  Wir  werden  im  Folgenden  speziell  die  Doppelpunkte 
von  ti  bestimmen,  die  Betrachtungen  bleiben  indessen  mit  geringen 
Modifikationen  für  jede  beliebige  Projektionsrichtung  gültig.  Alle 
zu  TTj  normalen  Sehnen  des  ersten  Cylinders  werden  durch  eine 
Ebene  halbiert,  die  auch  die  Berührungspunkte  der  zu  TTi  normalen 
Cylindertangenten  und  somit  die  ümrißlinien  des  Cylinders  enthält 
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:rergl.  486);  die  erste  Spur  dieser  Ebene  ist  HF,  wenn  B  und  F  die 
Spurpunkte  der  Umrißlinien  sind.  Ebenso  halbiert  eine  Ebene  die 
zu  TTj  normalen  Sehnen  des  zweiten  Cylinders,  sie  enthält  seine 
ümrißlimen  und  schneidet  seine  Basisebene  E  in  AB.  Die  Schnitt- 
lioie  beider  Ebenen  sei  s,  die  erste  projizierende  Ebene  durch  s 
schneide  den  ersten  Cylinder  in  dem  Kegelschnitt  i,  den  zweiten 
in  dem  Kegelschnitt  j.  s  halbiert  zugleich  die  zu  TTj  senkrechten 
Sehnen  von  i  und  von  j]  s  ist  deshalb  ein  gemeinsamer  Durch- 
messer von  i  und  j,  die  zu  s  konjugierten  Durchmesser  von  i  und 
;  <t«hen  auf  TTj  senkrecht.  Die  vier  Schnittpunkte  von  i  und  j 
liegen  paarweise  auf  zwei  Normalen  zu  TTi ,  ihre  ersten  Projektionen 
liefern  die  beiden  Doppelpunkte  von  u]  es  kommt  also  nur  noch 
darauf  an  die  Schnittpunkte  von  i  und  j  zu  finden. 

um  zunächst  die  Projektion  s  von  s  zu  zeichnen,  auf  der  die 
2e>achten  Doppelpunkte  von  u  liegen,  haben  wir  die  beiden  Ebenen^ 
die  die  ümriälinien  unserer  Cylinder  enthalten,  zum  Schnitt  zu 
bringen;  eine  von  ihnen  besitzt  die  Spur  FF  in  TTi,  die  andere  die 
Spur  AB  in  E.  Ihre  Schnittlinien  mit  einer  Hilfsebene  sind  den 
bezüglichen  Umrißlinien  parallel;  die  Hilfsebene  durch  einen  Punkt 
ZYon  e^  schneidet  Hi  in  ZM^  (||  TB^)  und  E  in  ZM  (||  TU,  ZW\\  TU')-, 
dirch  Äfg  auf  EF  und  durch  M  auf  Ä'ff  zieht  man  die  Parallelen 
zu  den  bez.  Umrißlinien,  sie  treffen  sich  in  einem  Punkte  ff  von  s\ 
'Tanz  analog  ergiebt  sich  der  Punkt  H'  von  s.  Die  Schnittpunkte 
von  I  und  /  bestimmt  man  nun  nicht  direkt,  sondern  projiziert  beide 
Kanen  durch  Strahlen  parallel  zu  den  Mantellinien  des  ersten  Cy- 
linders auf  TTi.  Bezeichnet  man  mit  i^  und  j^  diese  Projektionen 
TOD  i  und  jj  so  ist  i^  =  k  und  zugleich  EF=^  s^  die  gleichartige 
Projektion  von  *;  die  eine  Achse  Ä^B^  von  j^  liegt  auf  ^g,  die  andere 
^Ji^  steht  in  M^  darauf  senkrecht,  da  ja  beim  Kreise  konjugierte 
Darchmesser  zu  einander  senkrecht  sind.  Die  Punkte  A^,  B^,  M^,  6g,  D^ 
liegen  hierbei  auf  Parallelen  zu  B^l\  die  e^  in  den  nämlichen 
Punkten  treffen,  wie  die  Geraden  durch  A\  ff,  M',  6",  i>',  die  zu 
TTparaUel  sind  {ÄF\\  Ü'T,  FA^  \\  TB^  u.  s.  w.);  denn  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  Ä,  A^  u.  s.  w.  liegen  in  einer  der  parallelen 
ffilfeebenen. 

Wir  haben  nun  die  Schnittpunkte  von  k  und  j^  zu  bestimmen, 
wobei  wir  nach  272  verfahren  könnten,  indem  wir  durch  den  unend- 
lich fernen  Punkt  von  C^B^  die  Involution  gemeinsamer  harmonischer 
Polaren  und  ihre  Doppelstrahlen  bestimmen;  die  ersten  Projektionen 
^«r  zugehörigen  Mantellinien  des  ersten  Cylinders  decken  sich  dann 
paarweise  und  tragen  die  beiden  Doppelpunkte  1,  2  von  u   (in  der 
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Figur  ist  1   ein  gewöhnlicher,   2  ein  isolierter  Doppelpunkt).      Die, 
vier   Schnittpunkte   von   k  und  j^  liegen  paarweise  auf  zwei  zu  s^ 
normalen  Geraden  ^^  und^^;  k,j^  und  das  Geradenpaar  ff^ff^  bilden 
demgemäß  drei  Kegelschnitte  eines  Büschels  mit  den  nämlichen  vier 
Grundpunkten  und  werden  deshalb  von  jeder  Geraden  in  drei  Punkte- 
paaren einer  Involution  geschnitten.     Loten  wir  alle  diese  Involu- 
tionen auf  «29  so  haben  dieselben  alle  ein  Punktepaar  gemein,  näm- 
lich das  Punktepaar  G^^  =  ^^  X  «j,   O^  =  ff^  X  s^;  wir  können  dieses 
also  als  gemeinsames  Punktepaar  zweier  Involutionen  finden.     Die 
eine  Involution   ist  bestimmt  durch  die  beiden  Punktepaare  K,  F 
und  A^,  B^]  zwei  Punktepaare   einer   anderen   Involution    erhalten 
wir,   indem   wir  k  und  j\  mit  einer   Geraden    schneiden   und   die 
Schnittpunkte  auf  s^  loten;  am  besten  wählt  man  dazu  die  Gerade 
durch  C^  parallel  zu  «,,  die  also  j\  berührt.     Das  Aufsuchen  des 
gemeinsamen   Punktepaares    G^,   G^   beider   Involutionen   geschieht 
dann  nach  354.     Die  Bestimmung  der  Doppelpunkte  von  u''  kann 
ganz  ähnlich  vorgenommen  werden.   Die  Doppelpunkte  von  u  können 
entweder  reell  oder  konjugiert  imaginär  sein,  je  nachdem  das  ge- 
meinsame Punktepaar  der  beiden  Involutionen  reell  oder  imaginär 
ist.    Die  reellen  Doppelpunkte  sind  entweder  beide  gewöhnliche  oder 
beide  isolierte,  oder  es  giebt  unter  ihnen  einen  gewöhnlichen  und 
einen  isolierten,  je  nachdem  k  und  j^  vier,  oder  keinen,  oder  zwei 
reelle  Punkte  gemeinsam  haben. 

508.  Durchdringung  eines  geraden  Kreiskegels  mit 
einem  geraden  Kreiscylinder.  Der  Basiskreis  k  des  Eegels 
liege  in  TT^ ,  der  Basiskreis  c  des  GyUnders  in  einer  beliebigen  Ebene 
E  mit  den  Spuren  e^  und  e^,  und  es  sei  c^  der  um  e^  in  TT^  umgelegte 
Kreis  c.  Zur  Konstruktion  benutzen  wir  eine  Seitenrißebene  TTj, 
die  zu  TTi  senkrecht  und  zu  den  Mantellinien  des  Cylinders  parallel 
ist,  also  auf  e^  senkrecht  steht,  gleichzeitig  soll  TT,  durch  den 
Scheitel  8  des  Kegels  gehen  (y  =  TT,  X  TTj,  y  _L  e^).  Wir  suchen 
dann  die  dritte  Spur  e^  von  E  und  mit  ihrer  Hilfe  die  kleine  Achse 
JB'C  von  c  [Y ^  y  X  e^,  TB"'  =  CS^,  wonach  sich  dann  der  Grund- 
riß des  Cylinders  ergiebt.  Nun  ziehen  wir  durch  S  eine  Parallele 
a  zu  den  Erzeugenden  des  Cylinders,  sie  liegt  in  TT3  und  schneidet 
TTi  in  Äy^  und  E  in  Ä^  [a"  _L  e^y  cl"  X  y  =  ^1,  «'"  X  ^3  =  A^'\ 
A^A^"  J_  y).  Alle  Hilfsebenen  durch  die  Achse  a  schneiden  sowohl 
aus  dem  Cylinder  wie  aus  dem  Kegel  Mantellinien,  ihre  Schnitt- 
punkte gehören  der  Durchdringungskurve  n  an.  Jede  Hilfsebene 
besitzt  in  T\^  eine  durch  A^  verlaufende  Spur  und  in  E  eine  durch 
A^  verlaufende  Spur,  beide  Spuren  schneiden  sich  aufer^.    Verbindet 
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man  ftlso  ii^end  einen  Punkt  von  ^^  einerseits  mit  A^ ,  andererseits 
mit  i,',  so  schneidet  erstere  Linie  k  in  zwei  Punkten  und  bestimmt 


,A 


N» 


x  / 

X 


^ A^ — 


^' 


/■  / 


=E--. 


I 

1/ 


jn- 


■t  ' 


r* 


jil 


■tf*^ 


^..^ 


Fig.  881. 


>^ 


so  zwei  Erzeugende  des  Kegels,  während  letztere  Linie  c  in  zwei 
Punkten  trifft  und  so  zwei  Erzeugende  des  Cy linders  bestimmt;  die 
vier  Schnittpunkte  dieser  Erzeugenden  liegen  auf  «.     Anstatt  nun 
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e'  mit  den  Strahlen  durch  Ä\  zu  schneiden,  ist  es  zweckmäßig  die 
Ebene  E  um  e^  in  TTi   umzulegen  und  c^  mit  den  Strahlen    durch 
A^^  zu  schneiden.     So  erhält  man  z.  B.  auf  der  ümrißlinie   des  Cy- 
linders,   die  c   in  U'  berührt,  die  Berührungspunkte  F"  und    G^  von 
u,  indem  man  den  Punkt  A^^E^  x  e^  mit  A^  verbindet,  diese  Linie 
mit  k  in  F^  und  G^  schneidet,  dann  liegt  P  auf  S'F^  und   G'  auf 
S^G^.     Berührt  A^^U  den   Kreis  c^   in  H^   und  schneidet  A^U  den 
Kreis  k  in  /j  und  JTj,  so  berühren  S'/^  und  iS'JT^  die  Kurve  u    in 
eT  und  K',  wo  J?^,  /',  K'  auf  einer  Parallelen  zu  y  liegen.    Berührt 
JjF  den  Kreis  k  in  i^  und  schneidet  A^^F  den  Kreis  c^  in  Äf^  und 
iV®,  so  werden  die  zugehörigen  Erzeugenden   des  Cylinders    von   u 
berührt,    so   die   Erzeugende   durch   Jf  im    Punkte   Z   {M^X' \  y , 
SL^  X  M^L'  =  Z').     Im  Speziellen  schneidet  TT3  Cylinder  und  Kegel 
in  Erzeugenden,  deren  Schnittpunkte  aus  dem  Seitenriß  entnommen 
werden  können,  man  erhält  so  die  vier  Schnittpunkte  von  u    mit  y. 
Um  den  Aufriß  u"  der  Durchdringungslinie  genau  zu  zeichnen, 
verfährt  man  am  besten  so,  daß  man  für  jeden  Punkt  von  u"   die 
zweiten   Projektionen   der  beiden  Mantellinien,   die  ihn   enthalten, 
aufsucht.     Die  Mantellinien  des  Kegels  ergeben  sich  unmittelbar  im 
Aufriß,    um   diejenigen   des    Cylinders   zu   gewinnen,    machen    wir 
folgende    Überlegung.     Die   projizierenden   Ebenen   durch   die    Er- 
zeugenden des  Cylinders  stehen  auf  TTj  und  auf  E,    also  auch   auf 
ej  senkrecht;  sie  schneiden  deshalb  E  in  zu  e^  senkrechten  Geraden. 
Legt  man  diese  Geraden  mit  der  Ebene  E  um  e^  in  TTi  nieder,  so 
sind  sie  zu  e^^  senkrecht,  wenn  e^^  die  mit  E  niedergelegte  zweite 
Spur  bedeutet.     Der  zu  e^  parallele  Durchmesser  PQ  des  Kreises  c 
erscheint  im  Aufriß  als  die   zu  e^^  parallele  Achse  P"Q"   von  c", 
deren  Endpunkte  den  Umrißlinien  des  Cylinders  angehören;  um  sie 
zu  zeichnen  benutzt  man  den  zu  e^  parallelen  Durchmesser  F^Q^ 
von  c^j  lotet  P®,  Q^  auf  e^^  und  überträgt  sie  von  da  auf  e2,  durch 
diese  Punkte   gehen  dann   die  verlängerten   Umrißlinien  hindurch. 
'  Die  ersten  Projektionen  dieser  Umrißlinien  gehen  verlängert  durch 
die  Punkte  P^  resp.  Q®,  sie  enthalten  je  zwei  Punkte  von  «',   die 
von  je  zwei  Erzeugenden  des  Kegels  ausgeschnitten  werden,  deren 
erste  Spurpunkte  auf  den  Verbindungslinien  von  Ä^  mit  e^  x  F^A^^ 
resp.  Cj  X  Q^A^^  liegen.     Hiemach    ergeben   sich   die   Berührungs- 
punkte von  u"  mit  den  Umrißlinien  des  Cylinders  und  ganz  analog 
mit  den  Ujnrißlinien  des  Kegels,  wenn  man  Hilfsebenen  durch  a  be- 
nutzt, die  sie  enthalten.     Ist  L"  irgend  ein  Punkt  von  u",  so  sind 
seine  Abstände  von  den  Umrißlinien  des  Cylinders  im  Aufriß  gleich 
den  Abständen  der  drei  projizierenden  Ebenen  durch  die  bezüglicheu 
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Eraeugenden  des  Cylinders  von  einander.  Da  aber  PQ  (||  e^)  zu  den 
projizierenden  Ebenen  normal  ist,  so  haben  ihre  Schnittpunkte  mit 
PQ.  die  gleichen  Abstände  wie  sie  selbst;  diese  Schnittpunkte  sind 
P.  Q  und  -S,  wenn  MB  _[_  PQ  und  M  der  auf  c  liegende  Endpunkt 
der  dnrch  L  gehenden  Mantellinie  des  Cylinders  ist.  Die  Abstände 
des  Punktes  i"  von  den  Umrißlinien  des  Cylinders  sind  demnach 

deich  Ä<>po  resp.  Ä<>CM^^Ä^  JL  i'^Q^  ^M'^lli/);  u  berührt  im 
Punkte  Z"  die  Projektion  der  bez.  Mantellinie  des  Cylinders,  da  m 
die  Mantellinie  selbst  in  L  berührt.  Ganz  analog  können  wir  für 
jeden  Punkt  von  u  die  durch  ihn  verlaufende  Erzeugende  des  Cy- 
linders finden. 

Die  Sichtbarkeit  der  Kurven  u  und  %i'  ergiebt  sich  ganz  wie 
in  der  vorausgehenden  Aufgabe,  indem  man  bei  Cylinder  und  Kegel, 
und  zwar  bei  jedem  für  sich  allein,  die  sichtbaren  Teile  aufsucht, 
die  Punkte  der  Kurven  \i  resp.  m ',  die  den  sichtbaren  Teilen  beider 
Flächen  angehören,  sind  selbst  sichtbar.  Die  sichtbaren  Teile  der 
Kunen  u  und  «"  enden  auf  den  Umrißlinien  der  Flächen. 

509.  Die  Projektionen  der  Durchdringungskurve  u  unserer 
Flächen  zeigen  ganz  wie  im  vorhergehenden  Beispiele  je  zwei  Doppel- 
punkte. Wir  wollen  hier  die  Konstruktion  der  Doppelpunkte  von  u 
besprechen,  die  sich  der  früheren  im  wesentlichen  analog  gestaltet. 
Alle  zu  TTj  normalen  Sehnen  des  Kegels  werden  von  einer  zu  TTj 
parallelen  Ebene  durch  S  halbiert,  alle  zu  TTa  normalen  Sehnen  des 
Cylinders  werden  von  einer  Ebene  halbiert,  welche  die  Mantellinien 
durch  P  und  Q  enthält,  die  im  Aufriß  als  Cylinderumriß  erscheinen. 
Die  Schnittlinie  s  beider  Ebenen  ergiebt  sich  hieraus;  /  ||ar  geht 
durch  S^  9"  ||  e^  geht  durch  0^",  wenn  0^  der  Schnittpunkt  der 
Oylinderachse  mit  s  ist  (O'Og'Hy,  Cf'O^'  X  e^.  Die  Ebene  durch  s 
*enkrecht  zu  TT3  schneidet  den  Kegel  in  einer  Ellipse  i^,  deren  eine 
Achse  Ij.lj  ist  {X^'  und  X^'  liegen  auf  den  Umrißlinien  des  Kegels), 
5sie  schneidet  den  Cylinder  in  einer  Ellipse  j^ ,  deren  eine  Achse 
^i^  ist  (^1"  und  Z^'  liegen  auf  dem  Umriß  des  Cylinders).  Die 
vier  Schnittpunkte  von  ^  um  j^  haben  dann  folgende  Eigenschaften 
[yergl.  272  u.  507).  Ihre  Projektionen  auf  TTa  ^^^^^  paarweise  in  die 
Doppelpunkte  1  und  2  von  u'  zusammen.  Jede  Gerade  in  der 
Ebene  der  beiden  Kegelschnitte  ^  und  j^  schneidet  diese  in  zwei 
Ponktepaaren,  deren  Projektionen  auf  TTg  zwei  Punktepaare  einer 
lüTolution  liefern,  der  auch  das  Punktepaar  1,  2  angehört.  So 
büden  X^'X^\  ^i'Z^'  nnd  1,  2  drei  Punktepaare  einer  Involution. 
Eine  zweite  Involution  erhalten  wir,  wenn  wir  im  Endpunkte  H\ 
der  zweiten  Achse  von  j^  die  Tangente  g  von  j^  ziehen  (g'  \\  s,  g"  =  s"\ 
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Um  die  Schnittpunkte  T^,  T^  von  g  mit  dem  Kegel  zu  gewinnen, 
schneiden  wir  den  Kegel  mit  der  Ebene  8g,  deren  erste  Spur  G^  W^ 
ist  {G^  ist  die  erste  Spur  von  g  und  JF^  die  erste  Spur  von  SW^^ 
W^'  =  Og");  G-JF^  schneidet  dann  auf  k  die  Spurpunkte  der  Mantel 
linien  des  Kegels  aus,  die  jP^,  T^  enthalten.  Die  drei  Punktepaar« 
Og"  =  Og",  r/Tj"  und  1 ,  2  bilden  dann  ebenfalls  eine  Involution 
und  aus  beiden  Involutionen  ergeben  sich  1  und  2  nach  354. 

510.  Durchdringung  von  Kugel  und  KegeL  Hierbei  wird 
man  stets  Hilfsebenen  in  Anwendung  bringen,  die  das  von  dem  Kegeln 
Scheitel  auf  eine  Projektionsebene  gefällte  Lot  enthalten;  außerdem 


.r" 

-/''* 

jfT- 

'/l 

/ 

^M 


Fig.  882. 


wird  man  eine  zweite  Projektionsebene  wählen,  die  zur  Ebene  der 
Basiskurve  des  Kegels  senkrecht  steht.  In  der  Figur  332  ist  der 
Einfachheit  halber  die  Basiskurve  c  des  Kegels^  in  TTj  angenommeu, 
-1?,  S'  sind  die  Projektionen  des  Scheitels,  K  und  l"  die  scheinbaren 
Umrißkreise  der  Kugel.  Sind  von  c  ein  Paar  konjugierte  Halb- 
messer MA  und  MB  gegeben,   so  zeichne  man   einen  zu  c  affinen 


Kugel,  Cylinder,  Kegd.  363 


Kreis  c^  mit  dem  Eadius  MA,  dann  ist  B^  der  affine  Punkt  zu  B^ 
S^  der  affine  Punkt  zu  S'  {B^M ±  AM,  S'S^WBB^,  SS^\\BM, 
\S^^\B^M),  Sind  /j,  JT^  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  von 
\  an  Cj  und  /,  K  die  affinen  Punkte  auf  c,  so  sind  8'J  und  ä'ä' 
die  ümrißlinien  des  Kegels,  um  nun  einzelne  Punkte  der  Durch- 
driDgangslinie  u  oder  vielmehr  ihrer  Projektion  u'  zu  finden,  ziehe 
man  durch  S^  Sehnen  des  Kreises  c^,  z.  B.  C^B^j  suche  die  affine 
Sehne  CB  der  Ellipse  c  und  bestimme  die  Durchstoßpunkte  der 
Hantellinien  8C  und  SB  mit  der  Kugel.  Die  Ebene  SCB  (JL  TTi) 
sehneidet  aus  der  Kugel  einen  Kreis  m  mit  dem  Durchmesser  EF\ 
iiese  Ebene  drehen  wir  samt  dem  Kreise  m  und  den  Geraden  SC 
nnd  SB  um  die  Achse  S8  bis  sie  zu  TT,  parallel  wird.  Im  Aufriß 
erhalt  man  dann  den  Kreis  m^y  die  Linien  S'C^  und  S'B^  und 
ihre  Schnittpunkte  P^  und  Q^  {S^'B^  und  ttIq  schneiden  sich  in  der 
Figur  nicht),  die  durch  die  Drehung  aus  den  in  der  Ebene  SCB 
liegenden  Punkten  P  und  Q  von  u  hervorgegangen  sein  müssen;  es 
inden  sich  also  P'/f  und  ^^  gleich  den  Abständen  der  Punkte  P^ 
rejp.  Qq  von  JS^'S^.  Verfährt  man  in  der  geschilderten  Weise  mit 
der  Umiißlinie  SJ  des  Kegels,  so  erhält  man  auf  ihr  die  Berührungs- 
punkte mit  tt'.  Die  Berührungspunkte  von  u'  und  ä'  liegen  offenbar 
auf  den  Projektionen  der  Mantellinien,  die  k  treffen;  diese  Mantel- 
linien  hegen  also  noch  auf  einem  zweiten  Kegel,  dessen  Scheitel  S 
mtd  dessen  Basiskurve  k  ist.  Der  letztgenannte  Kegel  besitzt  als 
eRte  Spur  einen  Kreis  n  mit  dem  Mittelpunkt  iV^  —  dem  Spur- 
punkt  von  80  —  und  einem  Radius,  der  sich  zum  Kugelradius  ver- 
bllt,  wie  S'N" :  S'0\  Die  Spurkurven  c  und  n  beider  Kegel  schneiden 
sich  in  Punkten,  die  mit  S'  verbunden  auf  dem  Kreise  K  seine 
Berührungspunkte  mit  «'  ergeben.  Über  die  Sichtbarkeit  von  li 
entscheidet  man  wie  in  den  früheren  Beispielen.  Der  Aufriß  ist  in 
der  Figur  weggelassen,  würde  indessen  leicht  hinzuzufügen  sein. 

Die  Tangente  im  Punkte  P  von  u  ist  die  Schnittlinie  der 
Tangentialebene  im  Punkte  P  der  Kugel  mit  der  Tangentialebene 
an  den  Kegel  längs  der  Erzeugenden  SC,  Die  Tangente  CG  im 
ini  Punkte  C  von  c  ist  die  Spur  der  letzteren  Ebene,  die  Spur  LG 
iier  ersteren  Ebene  ist  senkrecht  zu  OP'  und  enthält  den  Spurpunkt 
^  der  Tangente  des  Kreises  m  im  Punkte  P  (Pq^o  Tangente  von  wi^, 
Z6'  =  (Z;^  ^  S"8'))\  dann  ist  FG  die  Tangente  von  xi  im  Punkte  P'. 

511.  Die  Bestimmung  der  Doppelpunkte  1  und  2  von  u 
geschieht  analog  den  früheren  Beispielen.  Alle  zu  TTi  normalen 
Kogelsehnen  werden  durch  die  Ebene  des  Umrisses  k  halbiert,  alle 
^  n^  normalen  Kegelsehnen  durch  die  Ebene  der  Umrißlinien  SJ 
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und  SK.  Denn  Endpunkte^  Mittelpunkt  und  unendlich  ferner  Punkt 
einer  solchen  Sehne  liegen  harmonisch,  also  auch  die  Spurpunkte 
der  von  S  durch  sie  gelegten  Strahlen,  die  auf  einer  Geraden  durch 
S'  liegen;  zwei  derselben  fallen  auf  c,  einer  nach  S',  der  vierte  also 
auf  die  Polare  JK  des  Punktes  S'  in  Bezug  auf  c.  Beide  Ebenen 
schneiden  sich  in  einer  Geraden  k  {h\\JK\\ST^,  H^^k'x  BT.^, 
deren  Projektion  K  die  Doppelpunkte  von  u'  trägt.  Die  projizierende 
Ebene  durch  h  schneidet  die  Kugel  in  einem  Kreise  z,  und  den 
Kegel  in  einer  Ellipse  j^,  h  ist  zugleich  Durchmesser  von  i^  und 
Achse  von  j^,  so  daß  ihre  vier  Schnittpunkte  paarweise  auf  zwei 
Senkrechten  zu  TTi  liegen  und  bei  der  Projektion  in  die  Doppel- 
punkte 1  und  2  von  u  zusammenfallen.  Für  die  Konstruktion  der 
Schnittpunkte  von  i^  und  j^  gilt  ganz  das  in  den  vorangehenden 
Beispielen  Gesagte  und  soll  hier  nicht  wiederholt  werden,  nur  sei 
noch  hinzugefügt,  daß  die  eine  Achse  von  j^  durch  den  umriß  SJ 
und  SK  begrenzt  wird,  die  andere  also  im  Mittelpunkt  darauf  senk- 
recht steht,  ihre  Länge  ergiebt  sich  durch  Umlegen  der  bezüglichen 
projizierenden  Ebene.  Von  den  Involutionen,  denen  das  Punkte- 
paar 1,  2  angehört,  wird  hier  eine  bestimmt  durch  die  Punktepaare 
K  X  k'  und  h  X  '«S'V,  h'  X  S'K^  eine  zweite  wird  definiert  durch 
Lotung  der  Punktepaare   U  =  U  und  F^ ,   V^  auf  h\ 

612.  Eigenschaften  der  Durchdringungskurve  u  zweier 
Kegelflächen  A^  und  A3,  die  eine  beliebige  Lage  zu  einander 
haben.  Die  Cy linderflächen  erscheinen  als  spezielle  Fälle  der 
Kegelflächen  und  brauchen  nicht  besonders  behandelt  zu  werden. 
Zunächst  ist  zu  erkennen,  daß  jede  Ebene  die  Kurve  u  in  vier 
Punkten  schneidet;  es  sind  dieses  die  vier  gemeinsamen  Punkte  der 
beiden  Kegelschnitte,  die  die  Ebene  aus  den  beiden  Flächen  aus- 
schneidet. Die  vier  Punkte  können  alle  reell  sein,  oder  es  ist  ein 
Paar  konjugiert  imaginär,  oder  es  sind  zwei  Paare  konjugiert  ima- 
ginär; vergl.  373.  Die  Durchdringungskurve  m  zweier  Kegel- 
flächen wird  deshalb  als  ßaumkurve  4.  Ordnung  bezeichnet, 
indem  die  Ordnung  einer  Raumkurve  die  Zahl  ihrer  Schnittpunkte  mit 
jeder  beliebigen  Ebene  angiebt.  Seien  nun  S^  und  S^  die  Scheitel 
unserer  Kegelflächen  und  s  ihrö  Verbindungslinie,  so  giebt  es  zn  .s 
eine  Polarebene  Zj  in  Bezug  auf  den  Kegel  Aj  und  eine  Polarebeiie 
Zj  in  Bezug  auf  Ag  (vergl.  486),  beide  mögen  sich  in  t  schneiden. 
Eine  beliebige  Ebene  E  durch  s  enthält  zwei  Erzeugende  o^,  b^  von  Aj 
und  zwei  Erzeugende  a^,  b^  von  A3  und  die  vier  Punkte  JE'j  =  Oj  x  Og, 

ia  =  ^  X  ^2  >     ^'3  =  ^2  X  ^1 ,     ^^4  =  Äj  X  ^2     ^^^     ^*'       ^^^    Punkt 
irjA'^  X  iÄji^3  =  /  liegt  auf  t\  denn  /  liegt  auf  I^   und  auf  Z,,    da 
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6  =  *x^i-&4  ^^^  "^  ^®  Strecke  ^i^^  harmonisch  trennen,   diese 
aber  eine  gemeinsame  Sehne  beider  Kegel  bildet.     Die  Ebene  tG 
schneidet  Aj  resp.  A3  in  den  Kegelschnitten  ^  resp.  /g,  die  sich  — 
abgesehen  von  U^  und  E^  —  noch  in  zwei  weiteren  Punkten  F^,  F^ 
treffen,  deren   Verbindungslinie   wiederum  durch  G  geht.     Denn  t 
ist  die  Polare  von  G  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  Zj,  ^  — 
t  liegt  ja  in    Zj    und    Z^    — ,   nach   374   liegen    also   die   Punkte 
¥,E^  X  F^E^  =  ?i    und    F^E^  x  FJ^\  =  T^    auf  t,    während    E^E^ 
>  t\F^  =  6r  der  Pol  von  ^  für  ^  und  ^  ist.     Zugleich   ist  1\   die 
Pi'lare  von  GT^  und  T^  die  Polare  von  GT^  für  beide  Kegelschnitte 
/j,  4«  d.  h.  die  Ebene  äjTj  ist  die  Polarebene  von  S^T^  in  Bezug  auf 
A,  und  von  S^T^  in  Bezug  auf  Ag,    und  ebenso  ist  sT^   die  Polar- 
eljene  von   S-^Ty^    in  Bezug   auf  Aj  und  von  S^2\   in  Bezug  auf  A3. 
Auf  jeder  Geraden  durch  1\  werden  mithin  beide  Kegelsehnen  durch 
Tj  und  die  Ebene  sT^  harmonisch  getrennt;  haben   beide   Sehnen 
also  einen  Elndpunkt  gemein,   so  haben  sie  auch  den  zweiten  End- 
punkt gemein.     Jede  Gerade  durch  T^ ,  die  nach  einem  Punkte  von 
^  gezogen  ist,  triflft  u  noch  zum  zweiten  Male;  Gleiches  gilt  für  die 
Gtraden  durch  T^.     Demnach  bilden   2\  resp.  T^  die  Scheitel 
zweier  Kegel  K^    resp.   Kg,   deren  Erzeugende   die   Kurve  u 
je  zweimal  treffen;  also  ganz  so  wie  es  sich  mit  den  Erzeugenden 
ier  Eegel  A^  und  Ag  verhält     Jede  Ebene  durch  T^  schneidet  den 
Segel  Kj  in  zwei  reellen  oder  konjugiert  imaginären  Erzeugenden, 
asf  denen  paarweise  die  vier  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  u  liegen; 
:ede  Ebene  schneidet  somit  den  Kegel  Kj   in  einer  Kurve   2.  Ord- 
•dong  —   die  von  jeder  Geraden  der  Ebene  in  zwei   reellen  oder 
ionjngiert  imaginären  Punkten  getroifen  wird.     Die  früher  von  uns 
untersuchten  Kegelschnitte  sind  solche  Kurven  2.  Ordnung  und  um- 
gekehrt ist  jede  Kurve  2.  Ordnung  ein  solcher  Kegelschnitt,  wie  in 
«i«  analytischen     Geometrie    nachgewiesen    wird.      Die    Durch- 
Jringungskurve  u   liegt  auf  vier  Kegelflächen  2.  Ordnung. 
513,    Projiziert  man  die  Kurve  u  durch  parallele  Strahlen,  oder 
Jurch  Strahlen  aus  einem  Centrum,  so  erhält  man  eine  Kurve  4.  Ord- 
nimg tt'  mit  zwei  Doppelpunkten.    Der  Beweis  hierfür  ist  dem  in  den 
vorangehenden  Beispielen  gebildeten  völlig  analog  und  kann  deshalb 
übergangen   werden.     Die   Kurve   u    besitzt   ferner    acht  Doppel- 
Agenten,   denn  jeder  der  vier  Kegel  durch  u  zeigt  bei  der  Pro- 
.ektion  als  wahren  Umriß  zwei  Geraden,  die  von  m  in  je  zwei  reellen 
'>Jer  imaginären  Punkten  geschnitten  werden,  die  acht  scheinbaren 
ümrißlinien  sind  dann  die  Doppeltangenten.     Die  Doppeltangenten 
«können  natürlich  auch  paarweise  imaginär  werden. 
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Die  Punkte  von  u  liegen  paÄrweise  auf  Erzeugenden  des  Kegels 
Kl  (Gleiches  gilt  für  die  übrigen  Kegel)  und  werden  durch  T^  und 
die  Ebene  S^S^T^  harmonisch  getrennt,  die  Tangenten  in  den  Punkten 
eines  solchen  Paares  liegen  in  der  bez.  Tangentialebene  des  Kegels 
Kj  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  Ebene  S^S^T^.  Zu 
jedem  Punkte  von  u  lassen  sich  mit  Hilfe  des  Tetraeders  S^S^T^T^ 
noch  sieben  weitere  Punkte  von  u  ableiten.  Acht  derartig  zusammen- 
gehörige Punkte  liegen  sowohl  paarweise  auf  vier  Strahlen  durch 
Sj,  wie  auf  vier  Strahlen  durch  S^,  wie  auf  vier  Strahlen  durch  T^ 
und  auf  vier  Strahlen  durch  ^;  je  zwei  dieser  acht  Paare  werden 
entweder  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders  &iS^T^T^  und  seine  Gegen- 
seite, oder  durch  ein  Paar  Gegenkanten  harmonisch  getrennt  Die 
Punkte  von  u  in  den Tetraederseiten  haben  stationäre  Schmiegungs- 
ebenen  (vergl.  465). 

Es  ist  noch  zu  erwähnen,  daß  bei  der  obigen  Betrachtung  die 
Punkte  F^  und  F^  konjugiert  imaginär  sein  können,  dann  werden 
auch  die  Scheitel  jP^  und  T^  und  damit  die  bez.  ißlegel  imaginär; 
die  Kurve  u  liegt  nur  noch  auf  zwei  reellen  Kegeln. 

514«  Spezielle  Durchdringungskurven  zweier  Kegel- 
flächen Aj  und  Ag.  Zwei  Kegelflächen,  die  denselben  Kegel- 
schnitt a  enthalten,  haben  noch  einen  weiterenKegelschnitt 
b  gemein.  Seien  S^  und  S^  die  bez.  Scheitel  der  Kegel,  femer  A  die 
Ebene  des  Kegelschnittes  a,  endlich  q  die  Polare  des  Punktes 
Q  =  fi^  X  S^S^  in  Bezug  auf  die  Kurve  a.  Legen  wir  nun  durch 
S^S^  eine  beliebige  Ebene,  die  a  in  Ä^  und  A^  schneidet,  so  ge- 
hören die  Punkte  S^A^  x  S^A^  =  JS^  und  S^A^  x  S^A^  =  B^  der 
Durchdringungskurve  b  an,  die  eine  ebene  Kurve  sein  muß.  Die 
vier  Erzeugenden  bilden  nämlich  ein  Vierseit  und  es  liegen  die 
Punkte  Ay,  yi,^,  Q  und  A^A^  x  ^i^a  harmonisch  und  ebenso  die 
Punkte  iS\,  Äj,  Q  und  S^S^  x  B^B^  =  Ä;  d.  h.  die  Gerade  B^B^  liegt 
in  der  Ebene  qü.  Aber  sowohl  q  wie  R  sind  unabhängig  von  der 
Wahl  der  Ebene  durch  S^8^^  so  daß  die  ganze  Kurve  b  in  der  Ebene 
qR  liegt  und  natürlich  einen  Kegelschnitt  bildet. 

Die  Kegelflächen  berühren  sich  in  den  beiden  Schnittpunkten 
von  a  und  b\  denn  die  Tangenten  dieser  Kurven  in  einem  ihrer 
Schnittpunkte  sind  zugleich  Tangenten  der  beiden  Kegelflächen, 
ihre  Ebene  ist  also  für  beide  Flächen  Tangentialebene  und  geht 
demnach  auch  durch  ihre  Scheitel  hindurch.  Umgekehrt  zer£ä.llt 
die  Schnittkurve  u  zweier  Kegel,  die  sich  an  zwei  Stellen  /  und  A' 
berühren,  in  zwei  Kegelschnitte.  Denn  eine  Ebene  durch  /,  K  und 
einen  Punkt  P  von  u  schneidet  beide  Kegel  in  Kegelschnitten,   die 
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sich  in  /  und  K  berühren  und  durch  P  gehen,  also  zusammen- 
fallen. 

Zwei  Eegel  mit  gemeinsamem  Scheitel  durchschneiden  sich 
in  Tier  Ejrzeugenden.  Zwei  Eegelflächen,  von  denen  jede  den 
Scheitel  der  anderen  enthält,  durchdringen  sich  in  einem  Kegelschnitt, 
¥emi  sie  sich  längs  der  Verbindungslinie  der  Scheitel  berühren. 
Ist  i^^  =  «  die  gemeinsame  Erzeugende  und  Z  die  Ebene,  die  beide 
Kegel  \  und  A,  längs  s  berührt,  sind  femer  Oj,  Oj»  ^v  *3»  ^v  ^2» 
l,d^...  sich  schneidende  Erzeugende  beider  Kegel  und  Ä,  B,  C^I),... 
iiire  Schnittpunkte,  so  betrachten  wir  zwei  Ebenenbüschel  mit  den 
Achsen  s  resp.  Oj,  die  den  Kegel  A^  erzeugen  und  zwei  Ebenen- 
büschel mit  den  Achsen  s  resp.  a^,  die  den  Kegel  Ag  erzeugen.  Das 
Ebenenbüschel  s  (Äj,  Cj,  rfj,  .  .  .  s)  oder  s  (i^,  c^,  rfg,  .  .  .  s)  ist  zu  den 
Büschehi  ö^  (ä^  c^,  d^,  .  .  .  s)  und  a^  (^2>  ^2>  ^>  •  •  •  *)  projektiv,  da 
;ie  Eegelflächen  miteinander  erzeugen;  die  letzten  beiden  Büschel 
sind  aber  zugleich  perspektiv,  denn  die  Ebenen  a^s  und  a^s  sind 
identisch;  ihre,  entsprechenden  Ebenen  schneiden  sich  also  in  den 
Strahlen  eines  Strahlbüschels,  dessen  Ebene  einen  beiden  Kegel- 
Sachen  gemeinsamen  Kegelschnitt  enthält. 

515.  Eigenschaften  der  Raumkurven  3.  Ordnung.^  Zwei 
Kegelflächen  A^  und  \  mit  einer  gemeinsamen  Erzeugenden 
«durchdringen  sich  noch  in  einer  Raumkurve  3.  Ordnung  u. 
Denn  jede  Ebene  schneidet  die  ganze  Durchdringungskurve,  die  sich 
äos  s  und  u  zusammensetzt,  in  vier  Punkten.  Sind  8^  und  S^  die 
äof  jt  liegenden  Scheitel  der  Kegel  und  schneiden  sich  in  den 
Punkten  A,  B,  C,  1)  .  .  .  von  u  respektive  die  Erzeugenden  a^,  o^; 
h'h'y  ^v  ^2 5  ^>  ^  •  •  •>  80  ist  das  Ebenenbüschel  s  {ö^,  c^,  d^,  . ..) 
=  *(i2,  c^f  d^j  .  .  .)  projektiv  zu  den  Büscheln  a^  [b^,  c^,  Jj,  .  .  .)  und 
h  ^v  ^if  ^>  •  •  •)•  ^^®  letzteren  Büschel,  deren  Achsen  sich  in  A 
schneiden,  sind  projektiv  —  aber  nicht  perspektiv  —  und  erzeugen 
eine  Eegelfläche  mit  dem  Scheitel  A,  die  ebenfalls  durch  u  hindurch- 
gehl Jeder  Punkt  der  Raumkurve  3.  Ordnung  kann  als  Scheitel 
eines  Kegels  2.  Ordnung  dienen,  der  sie  ganz  enthält.  Mit  anderen 
Worten:  Die  Projektion  einer  Raumkurve  3.  Ordnung  aus 
einem  beliebigen  ihrer  Punkte  auf  irgend  eine  Ebene  ist 
immer  ein  Kegelschnitt. 

Eine  Raumkurve  3.  Ordnung  ist  durch  sechs  von  ihren 


^  Zum  Stadium  der  Itaumkurven  3.  Ordnung  sind  zu  empfehlen:  vonStaudt, 
ß^^iWge  zur  Geometrie  der  Lage,  §33;  Reye,  Geometrie  der  Lage,  Bd.  2, 
zwölfter  Vortrag;  Schröter,  Theorie  der  Oberflächen  2.  Ordnung  imd  der 
Raomkurven  3.  Ordnung,  nach  Steiner's  Prinzipien  bearbeitet  1880,  S.  227  flg. 
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Punkten  beBtimmt.  Denn  jeder  dieBer  Punkte  kann  als  Scheitel 
eines  Kegels  angesehen  werden,  der  die  Strahlen  nach  den  fQnf 
Obrigen  zu  Erzeugenden  hat,  und  je  zwei  dieser  Kegel  haben  eine 
Erzeugende  gemein. 

Jede  Ebene  bat  mit  der  Baumkurve  3.  Ordnung  einen  oder 
drei  reelle  Punkte  gemein.  Wenden  wir  dieses  Resultat  auf  die 
nnendücb  fernen  Punkte  an,  eo  erkennen  wir,  daß  eine  Ranmkurve 
3.  Ordnung  in  einer  oder  in  drei  Richtungen  ins  Unendliche  verläuft 
(in  jeder  Richtung  zwei  Aste)  und  daß  demnach  einer  oder  drei 
Cylinder  durch  sie  hindurchgelegt  werden  können. 

616.  Die  Raumkurve  3.  Ordnung  u  als  Schnitt  zweier 
Kegel  A,  und  Aj  mit  einer  gemeinsamen  Mantellinie  m  zu 
konstruieren.  Wir  denken  ans  die  Spurkurven  beider  Kegel  in  einer 


Fig.  333. 

Ebene  TT  bestimmt,  es  seien  die  Kegelschnitte  ^  und  l^  respektive, 
deren  einer  Schnittpunkt  der  Sparpunkt  M  von  m  ist,  ihre  anderen 
Schnittpunkte  seien  A,  S.  C;  femer  seien  5,'  und  S^'  die  Projek- 
tionen  der   Scheit«!   S^   und    S^    auf   TT.      Kennen    wir    noch     den 
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Abstand  des  Scheitels  S^  von  TT,  so  ist  die  räumliche  Lage  beider 
Kegel  gegeben,  da  8^8^:S^8^ r=.  S^M:8^M  ist.  Da  wir  hier  bloß 
die  Projektion  u  von  u  auf  TT  zeichnen  wollen,  kommt  es  auf  den 
Abstand  8^8^  nicht  an,  der  denn  auch  in  Fig.  333  weggelassen  ist. 
Jede  Ebene  durch  m  schneidet  TT  in  einer  Geraden  durch  M^  und 
diese  trifft  l^  und  l^  je  in  einem  Punkte  Pj  und  Pg ;  Ä^Pj  und  8^P^ 
liefern  einen  Punkt  P  von  u  und  ihre  Projektionen  einen  Punkt  F 
von  u\  Die  Tangente  t  von  u  im  Punkte  P  liegt  in  den  Tangential- 
ebenen der  Eegel  längs  der  Erzeugenden  8^P  resp.  Ä^P,  deren  Spur- 
linien die  Tangenten  P^T  von  l^  und  P^T  von  ^  sind;  ihr  Schnitt- 
punkt T  ist  der  Spurpunkt  von  t,  liegt  also  auch  auf  f. 

Die  angegebene  Konstruktion  ist  nur  möglich,  wenn  die  Kegel- 
schnitte \  und  /j  gezeichnet  vorliegen;  ist  dieses  nicht  der  Fall, 
oder  will  man  genauere  Resultate  erzielen,  so  muß  man  die  pro- 
jektiven Strahlbüschel  benutzen,  die  die  Kurven  l^  und  l^  erzeugen. 
S>j1I  z.  B.  die  Kaumkurve  3.  Ordniing  durch  die  sechs  Punkte  8^y 
\.  Äj  JS,  C,  I)  konstruiert  werden,  so  wählen  wir  ABC  als  Projek- 
tionsebene TT,  bestimmen  in  ihr  die  Spurpunkte  1)^  von  Ä^-D,  B^ 
von  -Sj/)  und  M  von  8^8^^  dann  gehen  die  Spurkurven  \  und  ^ 
•ier  beiden  Kegel  durch  die  gemeinsamen  vier  Punkte  Ä^  By  C^  M 
uiul  je  einen  der  Punkte  B^  reap.  B^,  Hiernach  betrachte  man  l^ 
als  Erzeugnis  der  projektiven  Strahlbüschel:  M  [A,  Bj  C,  .  .  .)  und 
Dj  [A,  B,  C,  .  .  .).  Schneiden  wir  das  erstere  mit  CB,  das  letztere 
mit  CA,  so  erhalten  wir  Perspektive  Punktreihen  und  /=  B^A  x  MB 
ist  das  Centrum  der  Perspektivität.  Jede  Gerade  durch  /  schneidet 
CB  und  CA  in  entsprechenden  Punkten  der  Perspektiven  Reihen, 
z.B.  P^  und  Pg,  die  mit  B^  resp.  M  verbunden  einen  Punkt  von 
^  liefern,  z.  B.  P^B^  x  Ps-äf  =  P^.  Ebenso  ist  l^  das  Erzeugnis 
der  projektiven  Strahlbüschel  M  {A,  B,  6, . . .)  und  B^  {A^  B,  C,. , ), 
die  auf  CB  resp.  CA  Perspektive  Punktreihen  mit  K  =  B^A  x  MB 
als  Centrum  der  Perspektivität  ausschneiden.  Jede  Gerade  durch 
K  liefert  zwei  entsprechende  Punkte  der  Perspektiven  Reihen,  z.  B. 
?5  und  Pj,  die  mit  B^  resp.  M  verbunden  einen  Punkt  von  l^  er- 
geben, z.  B.  P5-Ö3  X  PsM^  Pj.  /  und  K  werden  auf  MB  durch 
^D^  resp.  AB^  ausgeschnitten ,  man  hat  dann  um  einen  Punkt  von 
» zu  zeichnen  folgende  Linien  zu  ziehen.  Irgend  einen  Punkt  P3 
Ton  AC  verbinde  man  mit  /,  K  und  M,  den  Punkt  P^  =  Pj/  x  BC 
mit  i>j  und  den  Punkt  Pg  =  P^K  x  BC  mit  B^ ,  dann  schneiden 
P^ß^  und  P^B^  die  Gerade  Pjüf  in  P^  resp.  P3  und  Ä^P^  x  Ä^P,  =  P 
ist  ein  Punkt  von  w. 

Unsere  Kurve  u  verläuft  nur  einmal  durchs  Unendliche  und  es 
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soll  ihre  Asymptote  (d.  h.  die  Tangente  im  unendlich  fernen  Punkt) 
gefunden  werden.  Die  unendlich  fernen  Punkte  von  u  liegen  auf 
parallelen  Erzeugenden  der  Kegel  A^  und  A3;  verschiebt  man  A^ 
parallel  mit  sich  selbst  im  Räume  bis  sein  Scheitel  S^  mit  S^  zu- 
sammenfallt und  er  die  Lage  A^^  annimmt,  so  kommen  die  par- 
allelen Erzeugenden  zur  Deckung,  bilden  also  die  gemeinsamen  Er- 
zeugenden der  Kegel  A3  und  A^^,  abgesehen  von  der  gemeinsamen 
Erzeugenden  m.  Die  Spurellipse  l^^  des  Kegels  A^^  ist  zu  /^  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen,  Jlf  ist  das  Ahnlichkeitscentrum,  S^'  und 
üS/  sind  entsprechende  Punkte  der  ähnlichen  Figuren,  wonach  l^^ 
gezeichnet  werden  kann,  l^  und  l^^  schneiden  sich  außer  M  nur 
noch  in  dem  reellen  Punkte  Q^  (/j®  ist  nicht  verzeichnet);  es  sind 
nun  S^Q^  und  S^Q^  parallele  Erzeugende  (Qj  =  MQ^  x  li)  und  die 
Tangenten  von  /^  in  Q^  und  l^  in  Q^  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
der  Asymptote  y  (t/\\S^Q^\\  S^Q^). 

617.  Die  Kurve  m' besitzt  e'inen  Doppelpunkt,  den  eine  ein- 
fache Betrachtung  liefert.     Die  zu  TT  normalen  Sehnen  des  Kegels  Aj 
werden  halbiert  durch  die  Ebene  seiner  TJmrißlinien,  ihre  Spur  ist 
die  Polare  v  von  5/  in  Bezug  auf  Zj  (vergl.  511),   und  sie  enthält 
die  Gerade  FS^  {F=  v  x  -D1-Ö3).     Ebenso  halbiert  die  Ebene  durch 
S^  und  die  Polare  w  von  S^'  in  Bezug  auf  ^   die  zu  TT  normalen 
Sehnen  des  Kegels  A3,   diese  Ebene  enthält  noch  die  Gerade  //Äj 
{W  =  w  X  -öi^s).     Die  Schnittlinie  r  beider  Ebenen  hat  den  Punkt 
E  =  V  X  10  zur  Spur  und  enthält  außerdem  den  Punkt  Z=  FS^^  x  WS^. 
Die  zu  TT  senkrechte  Ebene  durch  r  schneidet  die  beiden  Kegel  in 
zwei  Kegelschnitten  2^   und  I3  respektive;   r  ist  für  beide  gemein- 
samer Durchmesser  und  halbiert  die  zu  TT  normalen  Sehnen  beider; 
die  vier  Schnittpunkte  von  «^  und  ^  liegen  also  auf  zwei  Normalen 
zu  TT.     Die  Kegelschnitte  t^,  i^  und  das  soeben  genannte  Normalen- 
paar  bilden    drei    Kurven   eines   Büschels    (mit   vier  gemeinsamen 
Grundpunkten),  sie  schneiden  also  r  in  drei  Punktepaaren  einer  In- 
volution.    Das  Punktepaar  r  x  \  liegt  auf  den  Umrißlinien  von  A^, 
das  Punktepaar  r  x  «3  auf  den  Unrißlinien  von  A3  (in  der  Figur  sind 
diese  nicht  reell);  ein  Punkt  des  dritten  Paares  liegt  auf  der  Nor- 
malen zu  TT,  die  den  auf  m  liegenden  gemeinsamen  Punkt  von  i^ 
und  ^  enthält.     In  der  Projektion  bildet  hiernach  der  Doppelpunkt 
F  von  u'  mit  G  =  r'  X  m'  ein  Punktepaar  der  Involution  auf  r',  von 
der   ein   Punktepaar  von   dem    scheinbaren   Umriß   des   Kegels  Aj 
und    ein    zweites    Punktepaar    von    dem    scheinbaren    Umriß   des 
Kegels  A3  ausgeschnitten  wird;  es  läßt  sich  somit  F  nach  325  oder 
364  konstruieren. 
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Im  Yorliegenden  Falle  giebt  es  keine  reellen  Umrißlinien  von 
Aj,  das  bezügliche  Punktepaar  auf  r  ist  imaginär.  Wir  projizieren 
das  reelle  und  das  imaginäre  Punktepaar,  sowie  den  Punkt  G  aus 
Vj'  auf  tr,  und  die  so  gefundenen  Punkte  aus  einem  Punkte  von  l^ 
(z.  B.  von  A  ans),  auf  /,,  dann  entsteht  auf  ^  eine  Involution.  Das 
imaginäre  Punktepaar  derselben  liegt  auf  w  und  das  reelle  auf  einer 
Geraden^  die  sich  leicht  zeichnen  läßt;  das  dritte  Paar,  von  dem 
vir  einen  Punkt  kennen,  liegt  auf  einer  Geraden,  die  sich  mit  jenen 
beiden  Geraden  in  einem  Punkte  schneidet.  Daraus  ergiebt  sich 
Jer  zweite  Punkt  des  dritten  Paares  und  somit  durch  die  genannten 
Projektionen  der  gesuchte  Doppelpunkt  F. 


Die  sph&rischen  Kegelschnitte. 


/ 1 


518.  Die  Durchdringungskurve  einer  Kugel  mit  einer 
koncentrischen  Kegelfläche  heißt  ein  sphärischer  Kegel- 
schnitt, wenn  die  Kegelfläche  vom 
zweiten  Grade  ist,  also  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  zur  Leit- 
kurre  hat.  Die  Eigenschaften 
solcher  sphärischer  Kegelschnitte 
sollen  nun  etwas  näher  untersucht 
werden.  Wir  gehen  dabei  aus  von 
einer  uns  schon  aus  388  bekannten 
Figur,  indem  "wir  einen  ßotations- 
kegel  mit  einer  beliebigen  Ebene 
E  schneiden  und  ihm  eine  Kugel 
einbeschreiben,  diö  diese  Ebene  im 
Punkte  i\  berührt;  F^  ist  dann 
der  Brennpunkt  der  in  E  liegenden 
Schuittkurve  u.  Ist  S  der  Scheitel 
des  Kegels  und  0  das  Centrum 
der  Kugel,  so  machen  wir  die 
Ebene  SOF^  zur  Projektionsebene 
Hl,  diese  steht  auf  E  senkrecht,  so  ^- 
daß  sich  u  als  Gerade  u  mit  den 
Endpunkten  A,  B  projiziert,  wo  SA 
und  SB  die  in  TTi  liegenden  Mantellinien  des  Kegels  sind.  Sind  J 
und  K  die  Berührungspunkte  von  SA  und  SB  mit  der  Kugel,  so 
bildet  JK  einen  Durchmesser  des  Berührungskreises  von  Kegel  und 


Fig.  334. 
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Kugel,  dessen  Ebene  zu  TTi  normal  steht.  Schneidet  man  nun  den 
Kegel  mit  dem  Scheitel  0  und  der  Basiskurve  u  mit  der  Kugel ,  so 
erhält  man  einen  sphärischen  Kegelschnitt,  dessen  Eigen- 
schaften sich  in  einfachster  Weise  ergeben. 

Die  Tangenten  von  einem  Punkte  P  an  eine  Kugel  sind  gleich 
lang;  durch  Projektion  dieser  Tangenten  vom  Mittelpunkte  O  aus 
auf  die  Kugel  erhält  man  gleich  lange  Stücke  größter  Kreise.  Ist 
P  ein  Punkt  von  u,  so  berührt  PS  die  Kugel,  ihr  Berührungspunkt 
L  liegt  auf  dem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  JK  und  Z'  fällt  auf 
JK.  Die  Tangenten  Pi\  und  PL  sind  gleich,  und  Bog  QF^  =  Bog  QL, 
wenn  OP  die  Kugel  in  Q  trifft.  Der  Bogen  QF^^  gehört  einem 
größten  Kreise  mit  dem  Durchmesser  P^P^  an  und  der  Bogen  QZ  einem 
größten  Kreise  mit  dem  Durchmesser  F^F^^  der  in  OS  liegt.  Da 
der  Bogen  QL  auf  dem  Kreise  JLK  senkrecht  steht,  so  erscheint 
der  sphärische  Kegelschnitt  als  Ort  der  Punkte,  die  von 
einem  festen  Punkte  jPj  und  einem  festen  Kreise  ZZ/gleich 
weit  abstehen,  wobei  diese  Abstände  durch  Bogenstücke  größter 
Kreise  auf  der  Kugel  zu  messen  sind.  Dreht  man  den  Bogen  QF^ 
um  die  Achse  F^O  in  TTi,  so  geht  er  in  F^Q"^  über  {Q^Q^  ±  OF^), 
ebenso  läßt  sich  der  Bogen  QL  durch  Drehung  um  die  Achse  SO  in 
die  Lage  KQ^  bringen  (Q'Qo  -L  OS),  Demnach  ist  Bog  KQ^  =  Bog  P^  Q% 
und  da  BÄ  =  BI^  ist  auch  Bogl)K==  Bog  DF^,  wenn  OB  die  Kugel  in 
jO  schneidet;  hieraus  folgt  aber  durch  Subtraktion  Bog  i>Q^j  =  Bog 2>(?^. 
Dies  ergiebt  eine  einfache  Konstruktion  der  Punkte  des  sphärischen 
Kegelschnittes.  Schneidet  man  von  B  aus  auf  dem  Kugelkreise  in 
TTi  gleiche  Bogen  ab,  z.  B.  BQ^  =  BQ^,  und  zieht  durch  die  End- 
punkte Senkrechten  zu  OF^  und  OP^  respektive,  so  ist  ihr  Schnitt- 
punkt die  Projektion  eines  Punktes  des  sphärischen  Kegelschnittes, 
z.  B.  Q\ 

Da  Bog  F^Q  =  Bog  F^Q^  und  Bog^^  =  Bog  Q^K  ist,  so  folgt: 
Bog  F^Q  +  Bog  QF^  =  Bog  F^K\  der  letztgenannte  Bogen  ist  aber 
von  der  Lage  des  Punktes  P  unabhängig.  Der  sphärische  Kegel- 
schnitt erscheint  also  als  Ort  der  Punkte,  für  die  die 
Summe  der  sphärischen  Abstände  von  zwei  festen  Punkten 
konstant  ist.  Unter  dem  sphärischen  Abstand  zweier  Kugelpunkte 
ist  hierbei  das  von  ihnen  begrenzte  Stück  eines  größten  Kreises  zu 
verstehen.  Die  Punkte  Fy^  und  F^  spielen  für  den  sphärischen  Kegel- 
schnitt ganz  die  gleiche  Rolle  und  werden  als  Brennpunkte 
desselben  bezeichnet,  analog  der  Definition  der  Brennpunkte  einer 
Ellipse.  Aus  unserem  Satze  folgt,  daß  Bog F^C  =  Bog F^B  sein  muß. 
es  ergiebt  sich  dies  auch  aus  BogP2/=  Bog  F^K,  Bog  CJ=  Bog  CF^ 
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und  Bog  DFy^  =  Bog  J)K]  die  Summe  der  sphärischen  Abstände  eines 
Kurrenpnnktes  von  den  beiden  Brennpunkten  F^  und  F^  ist  dem- 
nach =  Bog  CD. 

Bog  QF^  =  :t  —  Bog  QF^j  durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  die 
Relation:  Bog  QF^  +  Bog  QF^  =  Bog  CD  kommt:  Bog  QF^  -  Bog  QF^ 
=  Bog  DG.  Wir  sehen  hieraus,  daß  auch  F^  und  F^  die  gleiche 
Rolle  spielen,  deshalb  nennt  man  F^,  F^,  F^,  F^  die  vier  Brenn- 
punkte unserer  Kurve.  Je  nach  der  Auswahl  zweier  Brennpunkte 
k  die  Summe  oder  die  Differenz  ihrer  sphärischen  Abstände 
TOD  den  Eurvenpunkten  konstant;   die  bezüglichen  Relationen  sind: 

BögQjFi  +  Bog QF^  =  Bog  CD,  BogQF, --BogQF,  =  n ^BogCD, 
B)gC^,  +  BogQF^  =  2^  -  BogCi>,  BogQF^--BogQF^=  n  -Bog  Co. 

Legt  man  durch  zwei  benachbarte  Punkte  unserer  Kurve  zwei 
Ebenen  senkrecht  zu  OF^  und  ebenso  zwei  Ebenen  senkrecht  zu 
OFy  80  ist  nach  dem  vorausgehenden  Satze  der  sphärische  Abstand 
tier  beiden  benachbarten  zu  OF^  senkrechten  Kreise  gleich  dem 
sphärischen  Abstand  der  beiden  zu  OF^  senkrechten  Kreise.  Die 
zwei  Paar  Kugelkreise  durch  die  benachbarten  Kurvenpunkte  bilden 
demnach  einen  unendlich  kleinen  Rhombus,  dessen  Diagonale  die 
Kunentangente  in  dem  betreffenden  Punkte  ist  und  den  Winkel 
Jer  genannten  Kugelkreise  halbiert.  Die  Kugelkreise,  die  den 
Kunenpunkt  mit  den  Brennpunkten  verbinden,  stehen  aber  auf 
jenen  Kreisen  senkrecht  und  wir  erhalten  den  Satz:  Die  Tangente 
meinem  Punkte  eines  sphärischen  Kegelschnittes  halbiert 
den  Winkel  (oder  Nebenwinkel)  der  beiden  Kreisbogen,  die 
den  Punkt  mit  zwei  Brennpunkten  verbinden. 

519.  Die  erzielten  Resultate  lassen  sich  unmittelbar  auf  den  Kegel 
mit  dem  Scheitel  0  und  der  Leitkurve  u  übertragen.  Die  Strahlen 
OF^  und  OF^  heißen  die  Brennstrahlen  des  Kegels.  Die  Ebene 
WÄ  oder  TTj  ist  eine  Hauptebene  des  Kegels;  die  beiden  Geraden, 
die  den  z.  AOB  und  seinen  Nebenwinkel  halbieren,  bilden  zwei 
Achsen  des  Kegels,  dessen  dritte  Achse  auf  TTi  senkrecht  steht 
^T^Tgl.  486).  Die  beiden  Brennstrahlen  liegen  zu  den  Achsen 
symmetrisch  und  es  gilt  für  sie  der  Satz:  Die  Summe  der  Winkel, 
die  jede  Mantellinie  des  Kegels  mit  den  beiden  Brenn- 
strahlen einschließt,  ist  konstant,  nämlich  =  /_  AOB.  Dabei 
ist  natürlich  aul  die  richtige  Bildung  dieser  Winkel  Rücksicht  zu 
nehmen;  läßt  man  an  Stelle  eines  dieser  Winkel  den  Nebenwinkel 
treten,  so  ist  die  Differenz  der  beiden  Winkel  konstant.  Femer 
«rgiebt  sich:    die  Tangentialebene   längs  einer   Mantellinie 
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des  Kegels  halbiert  den  einen  Winkel  der  beiden  Ebenen, 
die  die  Brennstrahlen  mit  der  Mantellinie  verbinden.  Jede 
Ebene  die  auf  einem  Brennstrahl  des  Kegels  senkrecht  steht, 
schneidet  ihn  in  einem  Kegelschnitt,  dessen  einer  Brennpunkt  aui 
dem  betreffenden  Brennstrahl  liegt. 

Die  Symmetrieebenen  des  Kegels  sind  auch  solche  für  den 
sphärischen  Kegelschnitt,  der  aus  zwei  getrennten  Teilen  besteht 
entsprechend  den  beiden  Mantelflächen  des  Kegels. 

520.  Bei  den  voranstehenden  Betrachtungen  hatten  wir  zur  Er- 
zeugung des  sphärischen  Kegelschnittes  einen  Kegel  benutzt,  dessen 
Basiskurve  u  zu   der   schneidenden   koncentrischen   Kugel  in    einer 


Fig.  835. 

besonderen  Beziehung  stand,  indem  der  Berührungspunkt  der  Kugel 
zugleich  Brennpunkt  von  u  war.  Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  man 
im  allgemeinen  Fall  die  Brennstrahlen  eines  Kegels  kon- 
struieren kann  und  dadurch  wieder  zu  den  früheren  Resultaten 
gelangt.  0  sei  der  Scheitel  des  Kegels,  OM  die  in  seinem  Inneni 
liegende  Kegelachse;  als  Basisebene  des  Kegels  wählen  wir  eine  zur 
Achse  senkrechte  Ebene,  die  die  Kugel  im  Schnittpunkte  M  der 
Achse  mit  ihr  berührt.  Die  große  Achse  der  Basisellipse  v  sei 
CjjDj  ;  dann  mag  TTi  mit  der  Ebene  OC^D^  und  TTj  mit  der  Basis- 
ebene zusammenfallen  (in  der  Figur  335  ist  nur  eine  Hälfte  C^J^iJ^i 
von  V  angegeben).     Die  Strahlen  OC^,  0I\,  OE^  liefern  die  Punkte 
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(\]J,Edes  sphärischen  Kegelschnittes;  dabei  ist  OME^^  das  um 
OM  in  TIi  umgelegte  Dreieck  OME^  und  E^  der  umgelegte  Punkt  E 
und  E'  seine  Projektion  [EP  =  OE^^  x  k,  E^E'  ±  OM).  Schneidet 
der  Kreis  um  0  mit  dem  Badius  OE'  die  Gerade  CJ)  in  den  Punkten 
f?j  and  Cj,  so  sind  OG^=f^  und  OG^^f^  die  Brennstrahlen  des 
Kegels  und  ihre  Schnittpunkte  F^  und  F^  mit  der  Kugel  die  Brenn- 
punkte des  sphärischen  Kegelschnittes. 

Um  unsere  Behauptung  zu  erhärten,  zeigen  wir  zunächst,  daß 
_  F^OE  =  jL  F^OE  =  Z.DOM  ist.  Die  Sehne  CD  ist  aber  gleich 
der  Sehne,  die  man  durch  E'  senkrecht  zu  f^  ziehen  kann,  da 
OG^  =  OE'  ist;  es  sind  also  auch  die  zu  den  Sehnen  gehörigen 
Bogen  gleich,  die  halben  Bogen  stimmen  aber  mit  Bog  MD  resp. 
Bog^/'j  überein.  Nun  schneiden  wir  den  Kegel  mit  einer  Ebene 
E  tiie  in  F^  amlf^  senkrecht  steht,  in  einem  Kegelschnitt  u  (in  der 
Figur  ist  es  eine  Hyperbel);  die  Endpunkte  A,  B  einer  seiner  Achse 
liegen  auf  den  Mantellinien  OC  und  OD,  Zeigt  man  jetzt  noch, 
daß  man  durch  die  Kurve  u  einen  Kotationskegel  legen  kann,  der 
der  Engel  umgeschrieben  ist,  so  folgt  daraus,  daB  Fy^  ein  Brenn- 
punkt von  tt  ist,  und  man  erhält  so  wieder  die  Beziehungen,  wie 
sie  sich  in  Fig.  334  darbieten.  Zu  diesem  Zwecke  ziehe  man  von 
\  und  B  die  Tangenten  an  ä,  deren  Berührungspunkte  respektive 
/und  Z  seien;  ihr  Schnittpunkt  S  ist  der  Scheitel  eines  Kegels, 
der  die  Kngel  längs  eines  Kreises  /  mit  dem  Durchmesser  JK  be- 
rührt. Dieser  Eotationskegel  enthält  aber  die  Kurve  m,  denn  die 
Schnittkurve  von  E  mit  dem  Rotationskegel  hat  mit  u  nach  der 
Konstruktion  die  Achse  AB  und  außerdem  einen  Punkt  gemein, 
^e  sogleich  dargethan  werden  soll.  Ist  P'  =  AB  x  OM,  so  ist  SP 
die  Projektion  einer  Mantellinie  SP  des  Rotationskegels,  die  die 
Kugel  in  Q  berührt  [q^SFx  JK)  und  es  ist  PF^  =  PQ  (als  Kugel- 
t^genten).  OP  schneidet  also  die  Kugel  in  einem  Punkte,  dessen 
sphärische  Abstände  von  F^  einerseits  und  dem  Kugelkreise  /  über 
/ff  andererseits  einander  gleich  sind  und  dessen  Projektion  in  OM 
liegt  Diese  Eigenschaften  besitzt  aber  der  Kugelpunkt  E,  der 
Strahl  OEE^  geht  demnach  durch  P  hindurch,  was  zu  beweisen  war. 

Nach  518  muß  OS  mit  dem  Brennstrahl /^j  zusammenfallen; 
^  ergiebt  sich  dieses  auch  direkt,  denn  es  ist  Bog  CJ  =  Bog  CF^ 
[LCAJ^  l_  CAF^)  und  Bog  CF^  =  BogF^B  =  Bog  BK,  also  auch 
Bog  JF^  =  Bog  F^K,  d.  h.  F^  liegt  auf  der  Halbierungslinie  des 
LJSK. 

521.  Die  Projektionen  des  sphärischen  Kegelschnittes  auf  seine 
(irei  Symmetrieebenen  sind  wieder  Kegelschnitte,  wie  im  Folgenden 
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nachgewiesen  werden  soll.  Die  Projektion  auf  die  Ebene  de 
Brennpunkte  ist  eine  Ellipse  c\  von  der  zwei  Stücke  AB  und  Cj 
im  Innern  des  £j*eises  k  liegen,  die  beiden  anderen  AC  und  J9J 
aber  außerhalb  sich  befinden.  Die  Punkte  jener  beiden  Stück 
bilden  die  Projektionen  von  je  zwei  reellen,  die  Punkte  diese 
Stücke  die  Projektionen  von  je  zwei  konjugiert  imaginären  Kurven 
punkten.  Die  Ellipse  c  ist  zu  dem  Kreise  ä  affin  und  zwai 
ist  AD  oder  JBC  die  Affinitätsachse.    In  der  That  erhält  man  jedei 


Fig.  886. 

Punkt  P"  dieser  Kurve,  wenn  man  auf  k  gleiche  Bogen  AP^  =  JP- 
abschneidet  und  FP^  JL  OF^  und  FP^  JL  OF^  macht.  Ist  nun 
L  =^  OA  X  PqFj  so  folgt  aus  der  erwähnten  Gleichheit  der  Bogen, 
daß  LPq  =  LP^  wird.  Die  Winkel  des  A  LFP^  sind  aber  von  der 
Wahl  des  Kurvenpunktes  P'  unabhängig,  denn  zwei  seiner  Seiten 
sind  zu  OF^  resp.  OF^  senkrecht  und  ^  FIP^  =  z_  FLA  -  L,  PqLÄ\ 
demnach  ist  auch  das  Verhältnis  FL :  FL  oder  FL :  P^L  von  der 
Wahl  des  Punktes  P'  auf  c  unabhängig.  Die  Kurven  c  und  k  sind 
also  affin  (siehe  erstes  Kapitel),  OA  ist  die  Affinitätsachse ,  Pf^ 
(oder  auch  P'P^)  sind  ein  Paar  affiner  Punkte;  infolgedessen 
schneiden  die  Tangenten  von  ä  in  P^  resp.  F  und  die  Tangente 
von  c  in  F  die  Gerade  OA  in  dem  nämlichen  Punkte  T.  Zu  dem 
gleichen  Resultat  gelangt  man  auch  nach  436,  wenn  man  noch  den 
zu  P'  benachbai-ten  Punkt  auf  c   in  Betracht  zieht 
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Seien  x,  y,  z  die  Achsen  des  Kegels  durch  c,  und  zwar  mag  x 
ien  L  F^  OF^  und  y  seinen  Nebenwinkel  halbieren ,  wo  OP^  und 
')/«  nicht  durch  die  Kegelflächen  getrennt  sind,  während  z  auf  der 
Ebene  der  Brennpunkte  senkrecht  steht.  Dann  ist  die  Projektion 
r  Ton  c  auf  eine  zur  Ebene  yz  parallele  Ebene  eine  vollständige 
Elipse,  deren  Halbachsen  gleich  \AB  resp.  EE*  sind;  die  Projek- 
bn  c"  Ton  c  auf  eine  zu  :rz  parallele  Ebene  dagegen  liefert  eine 
Hrperbel,  deren  Hauptachse  gleich  AC  ist,  der  reelle  Teil  von  c 
tTiebt  nur  zwei  Stücke  derselben.  Daß  c"  und  c"  wirklich  Kegel- 
schnitte sind,  erkennt  man  folgendermaßen.  Ist  P  ein  Punkt  von  c 
v^i  sind  p^',  p^y  p^  seine  Entfernungen  von  den  Ebenen  xy,  yz,  xz, 
H<  ist  />!*  +  /?j^  +  ;?3*  =  r*  (r  =  Kugelradius),  da  F  auf  der  Kugel 
liest.    Für  die  Projektion  P'  auf  xy,  wobei  p^  und  p^  sich  in  wahrer 

Länge  projizieren,  haben  wir:  2l  -^  £»_  =  i^  wenn  «i  <  *i  die  Halb- 
ächten  der  Ellipse  c  sind  (vergl.  414).  Aus  beiden  Gleichungen 
i'jimen  wir  eine  Belation  zwischen  pj,  p^  nämlich  Pi^  +  Pj^^  ^tT^ 
=  ^' - fli*  oder:  ^  +  r^  =  1  ableiten,  wo:  a^^  =  r*  —  a^*  und 
^j"=^j*  (r*  — aj*):(^j^  —  Oj^  ist,  und  ebenso  eine  Relation  zwischen 
p^imdft nämlich:  p^«+p^»  -p^»^'  =  r^-h\  oder:  -  ^!  +  |4=  1, 
wo:  ff^»  =  i^a  _  ^2^  ^nd  ^g^  =  Oj«  (^^2-  r^ :  (i^a  _  ^^2)  ^gt.  Diese 
Relationen  sind  aber  nichts  anderes  als  die  Gleichungen  der  Pro- 
jektionen c"  und  c",  da  ja  p^,  pg  bei  der  Projektion  von  c  auf  die 
^ne  yz  und  p^ ,  p,  bei  der  Projektion  von  c  auf  die  Ebene  xz 
^geändert  bleiben.  Die  gefundenen  Gleichungen  beweisen  aber 
Dach  414  die  Behauptung. 


Die  stereographische  Projelction. 

522.  Projiziert  man  die  Punkte  und  Linien  einer  Kugelfläche 
aas  einem  Punkte  0  auf  ihr  auf  eine  Ebene  TTj ,  die  die  Kugel 
^^  dem  zu  0  diametral  entgegenstehenden  Punkte  0^  berührt,  so 
'bezeichnet  man  dieses  als  stereographische  Projektion;  von 
'^  sollen  die  wichtigsten  Eigenschaften  abgeleitet  werden.  Jeder 
%el,  dessen  Spitze  in  0  liegt  und  der  TTi  in  einem  Kreise 
^beidet,  schneidet  auch  die  Kugel  in  einem  Kreise  (beide  Kreise 
sind  nach  263  Wechselschnitte);  die  stereographischen  Bilder 
^^r  Kugelkreise  sind  also  wieder  Kreise.  Wir  legen  die 
Zeichenebene    TTj    durch    den    Kugeldurchmesser    OMO^    und    die 
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Kegelachse,  sie  schneidet  die  Kugel  in  dem  größten  Kreis  k  und 
den  Kegel  in  den  Mantellinien  OJA^^,  OBB^,  wo  Ä,  B  auf  der  Kugel 
^j,  jBj   in  der  Ebene  TTj   liegen.      Die   Gerade  AB  schneidet   die 


Fig.  887. 

den  Kreis  ä  in  0  berührende  Tangente  t  im  Punkte  S^  dessen  Po- 
lare s  in  Bezug  auf  k  durch  0  und  den  Mittelpunkt  N^  von  Ä^B^ 
geht,  denn  die  Strahlen  OA^^  OB^y  ON^,  t  liegen  harmonisch.  Auf 
der  Kugel  liegen  A,  B,  0,  N  =  s  x  k  harmonisch  und  es  geht  s  als 
Polare  von  S  durch  den  Schnittpunkt  T  der  Tangenten  von  A  in  J 
und  B.  Hieraus  fließt  der  Satz:  Alle  Kugelkreise,  deren 
Ebenen  die  Tangentialebene  im  Centrum  der  stereo- 
graphischen Projektion  in  der  nämlichen  Geraden  schnei- 
den, ergeben  koncentrische  Bildkreise;  ihr  Mittelpunkt  iV^ 
ist  das  Bild  des  Berührungspunktes  N  der  durch  jene  Ge- 
rade an  die  Kugel  gelegten  Tangentialebene;  er  erscheint 
zugleich  als  Centralprojektion  der  Scheitel  aller  Kegel,  die  der  Kugel 
längs  jener  Kreise  umgeschrieben  sind,  aus  dem  Centrum  0.  Die 
Kugelkreise  durch  die  Punkte  0,  Ä^  haben  die  Durchmesser  der 
koncentrischen  Bildkreise  als  Bilder. 

Zwei  Kurven  auf  der  Kugel  schneiden  sich  unter 
gleichem  Winkel,  wie  ihre  Bilder.  Unter  dem  Winkel  zweier 
Kurven  in  einem  Schnittpunkte  versteht  man  den  Winkel  der  be- 
züglichen Tangenten  und  man  erhält  offenbar  die  Tangenten  der 
Bildkurve,  wenn  man  die  Tangenten  der  Kurve  auf  der  Kugel  Ton 
0  aus  projiziert.  Man  braucht  deshalb  nur  zu  zeigen,  daß  in  einem 
beliebigen  Punkte  N  der  Kugel  zwei  Kugeltangenten  die  gleichen 
Winkel  einschließen,  wie  ihre  Centralprojektionen  aus  dem  Centrum 
0  auf  TTi.  Dieses  folgt  aber  daraus,  daß  beim  Umlegen  der  Tan- 
gentialebene im  Punkte  N  um  ihre  erste  Spurlinie  in  TTj  der  Punkt 
N  mit   seinem  Bilde  N^^   zur  Deckung  kommt.     Ist  nämlich  k    der 
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Kngelkreis  durch  O,  Ny  Oj  und  hat  die  Tangente  im  Punkte  N  von 
i  den  ersten  Spurpunkt  Z^,  so  stehen  NJ^  und  ^^/j  auf  jener  Spur- 
iinie  senkrecht  und  es  ist  wie  aus  der  Figur  ersichtlich  NJy^  =  O^J^ 

=  y/^. 

Hieraus  kann  man  auch  wieder  schließen,  daß  die  Mantellinien 
cd  der  Berührungkreis  eines  der  Eugel  umschriebenen  Kegels  sich 
m  0  aus  auf  TT^  als  Strahlbüschel  und  eine  alle  diese  Strahlen 
rechtwinkUg  schneidende  Kurve  projizieren,  d.h.  Berührungskreis 
Büd  Scheitel  des  Kegels  projizieren  sich  als  Kreis  und  dessen  Mittel- 
punkt 


Schlagschatten  auf  Kegel-  und  Cylinderfl&chen. 

523.  Wirft  eine  Fläche  Schlagschatten  auf  eine  zweite  Fläche, 
«oh&tman  zunächst  die  Eigenschattengrenze,  d.h.  die  Grenzkurve 
mschen  Licht  nnd  Schatten,  auf  der  ersten  Fläche  zu  ermitteln 
and  dann  diese  Grenzkurve  auf  die  zweite  Fläche  Schatten  werfen 
n  lassen.  Die  parallelen  Lichtstrahlen  durch  die  Grenzkurve  bilden 
^eo  Cylinder,  dessen  Schnittkurve  mit  der  zweiten  Fläche  aufzu- 
suchen ist.  Ist  die  Schatten  empfangende  Fläche  ein  Cylinder  oder 
%el,  so  kommt  die  vorliegende  Aufgabe  auf  die  bereits  behan- 
delte hinaus,  den  Cylinder  oder  Kegel  mit  dem  Cylinder  der  Licht- 
'trahlen  zu  durchdringen,  die  die  erste  Fläche  tangieren.  Man 
^n  hierbei  ganz  ebenso  verfahren,  wie  dieses  bereits  auseinander- 
?e^t2t  wurde,  indem  man  einerseits  die  Spitze  des  Schatten 
copfangenden  Kegels  (oder  eine  Mantellinie  des  Cylinders)  und 
^dererseits  die  Grenzkurve  auf  die  Ebene  der  Basiskurve  des 
^«gels  (oder  CyUnders)  Schatten  werfen  läßt.  Eine  Mantellinie  m 
•«r  zweiten  Fläche  empfangt  nun  Schatten  von  demjenigen  Punkte 
^der  Grenzkurve,  dessen  Schatten  P^  auf  der  Geraden  w^,  dem 
%tten  von  m,  liegt.  Die  Gerade  m^  durch  P^  kann  man  also 
ziehen  nnd  damit  auch  die  Mantellinie  m,  die  sich  mit  m^  auf  der 
^^iskuTfe  des  Kegels  (oder  Cylinders)  trifft;  der  Lichtstrahl  durch 
^schneidet  dann  m  in  einem  Punkte  P*,  dem  Schlagschatten  von 
?  a^f  den  Kegel  (oder  Cylinder). 

66wöhnlich  ist  indessen  das  Verfahren  etwas  anders,  indem 
^ü  einerseits  die  Grenzkurve,  andererseits  den  Kegel  (oder  Cy- 
liöder)  anf  die  Horizontalebene  Schatten  werfen  läßt.  Es 
empfangt  dann  eine  Mantellinie  m  Schatten  von  einem  Punkte  F 
•^^r  Orenzkurve,  wenn  ihr  Schatten  m^  auf  TTi  durch  den  Schatten 
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i\  von  P  auf  TT,  geht.  Indem  man  dann  rückwärts  m  and  P  auf- 
macht und  den  Lichtstrahl  durch  P  mit  m  zum  Schnitt  bringt,  er- 
hält man  den  Schatten  P*  von  P  auf  deu  Kegel  (oder  Cylinder). 
Diese  Methode  ist  deshalb  vorzuziehen,  weil  ja  immer  neben  dem 
Schlagschatten  der  einen  Fläche  auf  die  zweite  auch  der  Schatten 
der  Flächen  auf  die  Horizontalebene  verlangt  wird;  bei  der  zuerst 
geschilderten  Methode  müßte  aber  der  Schatten  auf  TT,  noch  nach- 
träglich konstruiert  werden. 

524.    Den  Schlagschatten  einer  Kugelschale  auf  einen 
Kegel  zu  bestimmen.     Die  Kugelschale  ruhe  aufTTp  ebenso  der 


Flg.  BS8. 

Kegel,  der  TT,  längs  einer  Elrzeugendeu  berühren  soll.  Der  Kegel  sei 
ein  gerader  Kreiskegel,  sein  Basiskreis  hat  die  Projektionen  c  und 
c";  Cp  ist  der  um  die  Spurlinie  Bj  der  Basisebene  in  TTi  umgelegte 
Kreis  c.  Es  giebt  dann  eine  Kugel,  welche  den  Kegel  längs  c  be- 
rührt (vergl.  484);  ihr  Hittelpunkt  liegt  auf  der  Kegelachse  und 
offenbar  senkrecht  über  Ä,  daraus  ergiebt  sich  auch  sein  Anfriß. 
Die  scheinbaren  TJmrißlinien  des  Kegels  berUliren  dann  die  UniriB- 
kreiae  dieser  Kugel  in  den  nämlichen  Funkten,  in  denen  sie  die 
Ellipsen  c'  und  c"  tangieren,  wodurch  sich  die  UmriBlinien  und  ihre 
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Berohnmgspnnkte  genau  bestimmen.  Den  Schatten  c^  von  c  auf  TTi 
Kiclmen  wir  mit  Hilfe  der  konjugierten  Durchmesser  AJB^  und  C^J)^] 
f,,  c  und  c^  sind  a£Sne  Kurven,  e^  ist  die  Affinitätsachse.  Die  beiden 
Tangenten  von  5  an  c^  bilden  die  Grenze  des  Eegelschattens;  ihre 
Beruhnmgspunkte  J^  und  K^  bestimmt  man  aus  der  Affinität  von  c^ 
Qfid  e^,  indem  man  zu  S  den  affinen  Punkt  und  die  Berührungs- 
pcnkte  Jq,  K^  der  von  ihm  an  c^  gelegten  Tangenten  sucht.  Die 
Affinität  zwischen  c  und  c^  ergiebt  dann  auch  die  Punkte  /'  und 
£  auf  e'  und  so  die  Mantellinien  8J  und  SK^  die  die  Grenze 
irischen  Licht  und  Schatten  auf  dem  Kegel  bilden  {J'K%  J^K^  und 
^^K^  gehen  durch  den  nämlichen  Punkt  von  e^. 

Auf  der  Kogelschale  ist  die  Grenze  zwischen  Licht  und  Schatten 
^in  Halbkreis  i,  dessen  Projektionen  i'  und  i"  und  dessen  Schatten 
\  sich  wie  in  476  finden.  Der  Schatten  des  halben  Schalenrandes 
in  das  Innere  der  Schale  ist  nach  263  ein  Halbkreis,  EF  ist  ein 
Durchmesser  desselben  und  der  Schatten  des  Randpunktes  G  auf 
•jie  Schale  ist  der  Endpunkt  des  dazu  senkrechten  Durchmessers 
i'F  JL  T),  Der  Rand  k  wirft  demnach  auf  die  Schale  den  Schatten 
i*  und  auf  TTi  den  Schatten  ä^. 

Es  fehlt  nun  noch  der  Schatten  der  Kurven  i  und  k  auf  den 
K^eL  Die  Mantellinie  SP  wirft  den  Schatten  äP^,  dieser  schneidet 
K  ^  Q*  und  es  empfangt  daher  SP  Schatten  von  dem  Rande  k  im 
Pankte  Q*  {P'P^  \\  Q*Q^  ||  0-  —  Wendet  man  das  Verfahren  speziell 
inf  die  ümrißlinien  des  Kegels  an,  so  erhält  man  die  Berührungs- 
punkte der  Projektion  der  Schlagschattenkurve  mit  dem  scheinbaren 
Cmriß.  Die  Endpunkte  R  und  N'  der  Schlagschattenkurve  auf  dem 
Kegel  liegen  auf  8K^  der  Grenze  zwischen  Licht  und  Schatten;  die 
Tangenten  in  diesen  Endpunkten  sind  parallel  dem  Lichtstrahl  / 
lalso  ihre  Projektionen  zu  I  und  ly  Denn  die  Tangentialebene 
l^igs  der  Mantellinie  SK  ist  parallel  zu  /,  sie  wird  also  von  den 
Ebenen  durch  die  Tangenten  in  den  Punkten  R  von  k  und  N  von  i 
i:espektive,  die  zum  Lichtstrahle  parallel  laufen,  in  Parallelen  zu  l 
geschnitten. 
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Vorwort. 


Der   vorliegende  zweite  Band  unseres  Lehrbuches   bringt  zu- 
Bächst  die  Theorie  der  Flächen  und  Kurven  im  Baume.   Ihre 
DusteQung    wird   nach  dem  Grund-  und   Aufi-ißverfahren  gegeben 
und  durch  die  der  Lichtgrenzen  auf  den  Flächen  sowie  der  Schlag- 
uliatten  für  schiefe  Parallelbeleuchtung  ergänzt.     Der  Stoff  ist  nach 
folgenden   Gesichtspunkten   ausgewählt  worden.     Es  gilt  natürlich 
nächst  alle  die  Gebilde  zu  behandeln,  die  in  den  technischen  An- 
^endimgen  vorkommen  oder  zu  ihnen  in  naher  Beziehung  stehen. 
mein  dies  genügt  nicht.    Schon  um  die  systematische  Vollständig- 
keit m  wahren,  wird  man  über  das  bezeichnete  Gebiet  hinausgehen 
ind  auch  Gebilde  von   rein   geometrischem   Interesse   in   Betracht 
ziehen  müssen.      Unumgänglich    aber   wird    die    Erweiterung    des 
Stoffes,  wenn  man,    wie   wir,    das   oberste   Ziel  der  darstellenden 
Geometrie  darin  erblickt,    die  Raumanschauung   zu  entwickeln  und 
zu  TerroUkommnen,  also  die  Abhängigkeit  der  geometrischen  Formen 
TODeinander  an   der  Hand  der  Konstruktion  zu  untersuchen.     An 
d^  Vorstellungsvermögen  des  Lesers  werden  allmählich  steigende 
Anforderungen   gestellt;    die   Behandlung   der   einzelnen   Probleme 
aber  sucht  durch  Ausführlichkeit  bei  knapper  Form  dem  Verständnis 
eatgegenzukommen.    Mit  Bücksicht  auf  solche  Leser,  denen  in  erster 
Linie  daran  liegt,  die  technisch  wichtigsten  Ehrgebnisse  der  deskrip- 
ti?en  Geometrie  kennen  zu  lernen,  ist  die  Darstellung  so  eingerichtet, 
daß  einzelne  Abschnitte  ohne  Schaden  überschlagen  werden  können. 
Zu  diesen  zählen  mehrere  Teile  der  Kapitel  XI,  XII,  XIII.     Im 
blonderen  wird  im  XII.  Kapitel  der  Techniker  der  Untersuchung  der 
tor  ihn  wichtigen  Flächen  folgen  können,  ohne  die  übrigen  zu  studieren. 
Die  Einteilung  der  Flächen  in  große  Gruppen  erfolgt  nach  der  Art 
iker  Entstehung,  weil  eine  gleichartige  Erzeugung  auch  eine  einheit- 
liehe Methode  der  Darstellung  bedingt.    Die  Baumkurven  werden  im 
Zusammenhang  mit  den  Flächen  behandelt,  an  denen  sie  auftreten. 
En  Kapitel  über  die  Krümmung  der  Flächen  beschließt  diesen  Teil. 
Es  folgt  die   Darlegung  der   schiefen    und   orthogonalen 
axonometrischen  Projektion,   der  freien  und  angewandten 
Perspektive.  Diese  werden  dem  Verständnis  des  Lesers  umsoweniger 
Schirierigkeit  bieten,  als  im  ersten  Bande  die  Parallel-  und  Central- 
projektion  ebener  Figuren  bereits  ausführlich  behandelt  worden  ist. 
An  die  allgemeine  Erörterung  der  Methode  schließt  sich  jedesmal 
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eine  Reihe  instruktiver  Beispiele,  die  dem  vorher  in  orthogonaler  Pro- 
jektion behandelten  Stoffe  entnommen  sind.  In  der  angewandten  Per- 
spektive kommt  eine  Auswahl  einfacher  architektonischer  Objekte 
zur  Darstellung.  Anhangsweise  wird  der  Centralkollineation  räum- 
licher Figuren  (der  sog.  Beliefperspektive)  kurz  En^Jmung  gethan. 
Das  letzte  Kapitel  bezieht  sich  auf  die  Theorie  der  Beleuch- 
tung gesetzmäßig  gestalteter  Oberflächen.  Die  Methode  zur 
Bestimmung  der  Lichtgleichen  auf  den  Flächen  schließt  sich  in  na- 
türlicher Weise  an  die  früheren  Entwickelungen  an,  ohne  analytisch- 
geometrische  Prinzipien  zu  benutzen.  Dieser  Umstand  und  die  hohe 
Bedeutung,  welche  die  Darstellung  der  Beleuchtungsstufen  auf  einer 
Fläche  für  die  Beurteilung  ihrer  Gestalt  gewinnt,  rechtfertigt  zu- 
gleich die  Aufnahme  der  Beleuchtungslehre  in  den  Lehrstoff  des 
Buches.  Die  Darstellung  der  Lichtgleichen  wird  an  zahlreichen 
typischen  Beispielen  durchgeführt 

Wir  haben  darauf  verzichtet,  unserem  Werke  ^einen  der  histo- 
rischen Entwickelung  der  darstellenden  Geometrie  gewidmeten  Ab- 
schnitt hinzuzufügen.     Eine  kritische  Behandlimg  der  Frage,   auf 
welche   Autoren   die   Eürfindung   der   einzelnen  Sätze  und  die  Aus- 
bildung  der  Methoden   zurückzuführen   sei  —  an   sich  eine  inter- 
essante und  oft  nicht  leichte  Aufgabe  — ,  würde  näheres  Eingehen 
auf  die   reiche   Litteratur   erfordert  und  den  Umfang  des  Buches, 
unserer  Absicht  entgegen,  merklich  vergrößert  haben.    Solche  Fragen 
interessieren  weniger  den  Lernenden,   als  den  in  der  Sache  bereits 
heimischen  Leser;    wir   überlassen  ihre  Beurteilung  dem  letzteren. 
Die  Namen  der  Autoren  sind  nur  an  den  wenigen  Stellen  genannt, 
wo  es  sich  darum  handelte,  bereits  üblich  gewordene  Benennungen 
zu  erklären.     Oitate   kommen  nur  äußerst  selten  vor;    die  vorhan- 
denen bezwecken  lediglich  den  Hinweis  auf  Arbeiten,  in  denen  man 
Gegenstände  ausführlich  behandelt  findet,  die  von  uns  entweder  nur 
kurz  oder  gar  nicht  erörtert  worden  sind.    Es  ist  selbstverständlich, 
daß  wir  die  bedeutenden  Arbeiten  über  die  darstellende  Geometrie 
gebührend  berücksichtigt  haben  und  ihnen  gefolgt  sind,  insoweit  als 
die  Wahl  des  Stoffes  und  der  Methode  uns  dies  mit  Rücksicht  auf 
den  Zweck  unseres  Buches  angezeigt  erscheinen  ließ.     Ebensowenig 
aber,   wie   hierbei   der  einzelnen   Autoren   Erwähnung   gethan    ist, 
ebensowenig  sind  in  unserem  Buche  die  zahlreichen  Stellen  hervor- 
gehoben worden,  an  denen  in  Bezug  auf  Stoff,  Darstellungsmethode 
oder  Beweisführung  etwas  Neues  oder  Einfacheres  geboten  wird. 
Im  Mai  1896. 

Karl  Rohn.    Erwin  Papperitz. 
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Mliemeines.  Eigen- und  Schlagschatten,  ihr  gegenseitiges  Verhalten. 

525.  Ist  eine  Kurve  mit  einer  festen  Geraden  starr  verbanden, 
<md  Mt  man  sie  um  diese  rotieren,  so  beschreibt  sie  eine  Rotations- 
fläche; die  feste  Gerade  heißt  die  Rotationsachse.  Jeder  Kurven- 
pankt  beschreibt  bei  dieser  Bewegung  einen  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  Achse  liegt  und  dessen  Ebene  senkrecht  zur  Achse 
steht  Alle  Ebenen  senkrecht  zur  Achse  schneiden  die  Rotations- 
Jäche  in  einem  oder  mehreren  Kreisen,  die  man  kurz  als  Parallel - 
kreise  bezeichnet.  Alle  Ebenen  durch  die  Achse  schneiden  die 
Flache  in  kongruenten  Kurven;  man  nennt  sie  Meridiankurven 
md  die  sie  enthaltenden  Ebenen  Meridianschnitte.  Zieht 
^an  auf  einer  Rotationsfläche  irgend  ßine  ebene  oder  Raum- 
bne^  die  jeden  Parallelkreis  einmal  schneidet,  so  kann  die  Fläche 
durch  Rotation  dieser  Kurve  um  die  feste  Achse  erzeugt  werden; 
speziell  kann  man  die  Meridiankurve  zur  Erzeugung  der  Fläche 
verwenden . 

Durch  jeden  Punkt  der  Rotationsfläche  geht  ein  Parallelkreis 
3iid  eine  Meridiaukurve;  man  kennt  deshalb  in  jedem  Flächenpunkte 
zwei  Tangenten,  nämlich  eine  an  die  bezügliche  Meridiankurve,  sie 
trifft  die  Achse,  und  eine  an  den  bezüglichen  Parallelkreis,  sie  ist 
senkrecbt  zur  Richtung  der  Achse.  Dieses  lehrt  uns,  daß  jede 
Tangentialebene  der  Rotationsfläche  senkrecht  steht  zu  der 
Meridianebene  durch  ihren  Berührungspunkt.  Wir  erkennen  also, 
daB  die  Tangentialebenen  in  allen  Punkten  einer  Meridiankurve  eine 
Cjlinderfläche  umhüllen,  deren  Leitkurve  die  Meridiankurve  ist 
ttnd  deren  Mantellinien  senkrecht  zur  Ebene  dieser  Kurve  sind. 
Alle  Tangentialebenen  in  den  Punkten  eines  Parallelkreises  umhüllen 
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einen  geraden  Ereiskegel,  der  diesen  zum  Grandkreis  hat  und 
dessen  Spitze  auf  der  Achse  liegt.  Die  Mantellinien  des  Kreiskegels 
sind  die  Tangenten  der  Meridiankurven ,  deren  Berührungspunkte 
auf  jenem  Parallelkreise  liegen.  Alle  Normalen  einer  Rotations- 
fläche treffen  ihre  Achse. 

526.  Läßt  man  eine  Fläche  um  eine  mit  ihr  starr  verbundene 
Gerade  als  Achse  rotieren,  so  giebt  es  eine  Hüllfläche,  die  alle 
Lagen  der  rotierenden  Fläche  einhüllt  und  die  offenbar  eine  Ro- 
tationsfläche ist.  Die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Achse 
liegen  und  deren  Ebenen  zur  Achse  senkrecht  stehen,  verhalten 
sich  nämlich  gegen  die  rotierende  Fläche  verschieden,  indem  sie 
dieselbe  entweder  schneiden,  oder  nicht  schneiden.  Die  Hüllfläche 
bildet  die  Grenze  zwischen  den  beiden  Arten  von  Kreisen;  auf  ihr 
liegen  die  Parallelkreise,  die  die  rotierende  Flächein  einer  Lage 
—  und  somit  in  allen  Lagen  —  berühren.  Die  hier  als  Hüllfläche 
definierte  Rotationsfläche  berührt  jede  der  eingehüllten .  Flächen, 
d.  h.  jede  Lage  der  rotierenden  Fläche,  längs  einer  Kurve;  in  den 
Punkten  dieser  Berührungskurve  stimmen  die  Tangentialebenen  der 
Hüllfläche  und  der  eingehüllten  Fläche  überein.  Hieraus  folgt  aber, 
daß  alle  Punkte  der  rotierenden  Fläche,  deren  Normalen  die  Ro- 
tationsachse treffen,  auf  ihrer  Berührungskurve  mit  der  Hüllfläche 
und  somit  auf  dieser  selbst  liegen.  Hiermit  ist  auf  der  rotierenden 
Fläche  die  Berührungskurve  definiert,  durch  deren  Rotation  die 
Hüllfläche  entsteht.  Jede  zur  Achse  senkrechte  Ebene  schneidet 
die  rotierende  Fläche  in  einer  Kurve;  diese  berührt  die  Hüllfläche 
in  den  Punkten,  deren  Normalen  durch  den  Achsenschnittpunkt  der 
Ebene  gehen. 

527.  Bei  allen  Fragestellungen,  die  sich  auf  Rotationsflächen  be- 
ziehen, spielen  die  Parallelkreise  und  Meridiankurven  eine  besondere 
Rolle;  nur  bisweilen  finden  andere  einfache  Kurven  der  Fläche  Ver- 
wendung. So  verwendet  man  Parallelkreise,  um  die  Schnittkurve  der 
Rotationsfläche  mit  einer  Ebene  oder  mit  einer  anderen  Fläche  zu 
zeichnen.  So  kann  man  Parallelkreise  bei  der  Bestimmung  des 
wahren  Umrisses  der  Rotationsfläche  oder  der  Grenzkurve  von 
Licht  und  Eigenschatten  auf  ihr  mit  größtem  Vorteil  benutzen. 
Auf  einem  Parallelkreise  gehören  die  beiden  Punkte  dem  wahren 
Umrisse  an,  deren  Tangentialebenen  die  Projektionsrichtung  enthalten; 
ebenso  gehören  zwei  Punkte  der  Grenzkurve  an;  ihre  Tangential- 
ebenen sind  dem  Lichtstrahl  parallel.  Die  Tangentialebenen  in  den 
Punkten  eines  Parallelkreises  umhüllen  aber  einen  geraden  Kreis- 
kegel,  der   diesen   zum   Basiskreise  hat;   auf  ihm  suchen   wir  die 
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MaDtellinien,  die  den  wahren  Umriß  resp.  die  Grenze  von  Licht 
und  Schatten  bilden ,  sie  treffen  den  Parallelkreis  in  den  Punkte- 
paaren,  die  dem  umriß  resp.  der  örenzkarve  aaf  der  Rotationsfläche 
angehören.  In  der  That  sind  die  Tangentialebenen  in  diesen  Punkten 
der  Rotationsfläche  zugleich  Tangentialebenen  des  genannten  Kegels 
and  enthalten  projizierende,  resp.  Lichtstrahlen.  Diese  Methode 
heißt  das  Eegelverfahren.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  der 
Bestimmung  des  Umrisses  sowie  der  Lichtgrenze  die  Meridiankurven 
zu  Grande  legen.  Da  alle  Tangentialebenen  in  den  Punkten  der 
Meridiankurve  einen  Cylinder  umhüllen ,  heißt  diese  Methode  das 
Cylinderverfahren.  Die  Mantellinien  des  Umrisses  und  der  Licht- 
grenze  auf  dem  geraden  Cylinder,  der  die  Meridiankurve  zur  Basis- 
kone  haty  treffen  diese  in  Punkten,  die  dem  Umrisse  resp.  der 
LielitgTenze  auf  der  Rotationsfläche  angehören.  Diesen  beiden  Me- 
ioden  reiht  sich  noch  ein  drittes,  ebenfalls  stets  verwendbares 
Verfahren,  das  Eugelverfahren  an,  das  wir  später  kennen  lernen 
werden.  Bei  einzelnen  Flächen  werden  sich  noch  besondere  Me- 
thoden darbieten. 

Auch  die  Bestimmung  des  Schlagschattens  auf  eine  Botations- 
ääche,  mag  dieser  von  der  Fläche  selbst  oder  einem  anderen  Gegen- 
stände herrühren,  stützt  sich  auf  die  Parallelkreise.  Die  Schatten 
di^er  Parallelkreise  auf  eine  dazu  parallele  Ebene  sind  kongruente 
Kreise.  Entwirft  man  nun  den  Schatten  des  Flächenteiles  oder 
Körpers,  dessen  Schlagschatten  auf  der  Rotationsfläche  gesucht 
^rd,  auf  die  nämliche  Ebene,  so  wird  derselbe  die  Schatten  der 
Parallelkreise  teilweise  überdecken;  die  entsprechenden  Teile  der 
Pandlelkreise  selbst  werden  dann  in  dem  gesuchten  Schlagschatten 
liegen. 

528.  Es  soll  hier  noch  das  Verhalten  des  Eigen-  und 
Schlagschattens  in  den  Punkten  untersucht  werden,  in 
denen  beide  aufeinander  stoßen.  Diese  Untersuchung  werden 
wir  indessen  nicht  auf  die  Rotationsflächen  beschränken ,  sondern 
ganz  allgemein  durchführen,  die  gefundenen  Resultate  haben  dann 
&  jede  beliebige  Fläche  Gültigkeit.  Zunächst  gilt  der  Satz: 
Trifft  die  Kurve,  die  den  auf  eine  Fläche  fallenden  Schlag- 
schatten umschließt,  die  Kurve  der  Lichtgrenze,  so  sind 
in  den  Treffpunkten  die  Tangenten  der  Schlagschatten- 
kurre  dem  Lichtstrahl  parallel.  Die  Kurve  des  Schlag- 
schattens erscheint  nämlich  als  Schnitt  der  betreffenden  Fläche  mit 
eioem  Cylinder,  dessen  Mantellinien  den  Lichtstrahlen  parallel  sind. 
Die  Tangente  dieser  Kurve  in  einem  beliebigen  Punkte  liegt  in  den 
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beiden  Tangentialebenen,  die  daselbst  die  gegebene  Fläche  resp 
den  genannten  Cylinder  berühren.  Die  Tangentialebenen  des  Cy 
linders  sind  alle  der  Lichtrichtung  parallel,  und  in  den  Pnnktet 
der  Lichtgrenze  thun  dies  auch  die  Tangentialebenen  der  gegebene! 
Fläche;  es  ist  deshalb  auch  die  gemeinte  Tangente  zur  Lichtrich 
tung  parallel. 

Hat  die  gegebene  Fläche  eine  Randkurve,  die  von  dei 
Lichtgrenze  in  zwei  oder  mehr  Punkten  getroffen  wird,  sd 
geht  der  Schlagschatten  der  Eandkurve  auf  die  Fläche 
ebenfalls  von  diesen  Punkten  aus;  dabei  liegen  in  jedem 
solchen  Punkte  die  Tangenten  der  Bandkurve  und  ihres 
Schattens  harmonisch  zur  Tangente  der  Lichtgrenze  und 
dem  Lichtstrahle.  Das  Gleiche  gilt  dann  natürlich  auch  für  die 
gleichartigen  Projektionen  dieser  Geraden.  Sei  c  der  Kand  und  c* 
sein  Schatten  auf  die  Fläche,  sei  ferner  u  die  Lichtgrenze  und  P 
ein  gemeinsamer  Punkt  von  c  und  u,  endlich  bedeute  /  den  durch 
P  verlaufenden  Lichtstrahl  (Fig.  339  a).    Die  Kurven  c  und  c*  liegen 

auf    einem    Cylinder    mit    zu    /   parallelen 
Mantellinien;    die  Ebene,   die   den  Cylinder 
längs  /  berührt,  berührt  auch  aie  Fläche  in 
P,    da   sie   /   und  die   Tangente  von  c   im 
Punkte    P    enthält    und    beide   die   Fläche 
tangieren.     Hiernach  geht  also  die  Kurve  c^ 
in  der  That  durch  P.     Nun  betrachten  wir 
eine  zu  /  benachbarte  Mantellinie    des  Cy- 
linders,    die  c   und   c*    in  den   Punkten  Q 
und  Q*   schneidet;    die   Strecken   PQ,  PQ*. 
QQ*    seien    unendlich    klein    von    der    1.   Ordnung.      Ist    R    der 
Mittelpunkt   der   Strecke    QQ*,    so  liegen  die  Strahlen  PQ,  PQ^,  l 
und    PR    harmonisch.      Beim    Grenzübergange    werden    aber    PQ 
und   PQ*   die   Tangenten   von   c   und  c*,   so    daß    unser   Satz  be- 
wiesen  ist,    sobald   hierbei   der   Strahl  PR  in  die  Tangente  von  u 
übergeht.      Um   dies   zu   zeigen   legen   wir  durch  QQ^  eine  Ebene 
senkrecht  zur  Ebene  PQQ*;  in  ihr  befindet  sich  der  unendlich  kleine, 
unserer  Fläche  angehörige  Kurvenbogen  QQ*,  und  auf  diesem  liegt 
ein  Punkt  Ä,   dessen  Tangente  zu  QQ^  oder  /  parallel  ist.    In  der 
Figur  ist  der  Bogen  QQ*  mit  dem  Punkt  S  umgelegt.     Der  Punkt 
S  gehört    der   Kurve  u   an  und  der   Strahl  PS  wird  beim  Grenz- 
übergange   zur   Tangente  von  w;    schließen  also  PS  und  PR  einen 
unendlich   kleinen   Winkel   ein,   d.  h.  ist  RS  unendlich   klein  von 
der    2.    Ordnung,    so    fallt   beim   Grenzprozeß    auch  PR   mit  der 
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Fig.  339  A. 


Tangente  Ton   n   zusammen.     Bei  jedem   anendlich  kleinen  Bogen 

hat  aber  der  Punkt  T  (Fig.  3396),  der  senkrecht  über  der  Mitte  der 

Zugehörigen  Sehne  QQ^  liegt,  eine  Tangente  t,   die  mit  QQ^  einen 

anendlich  kleinen  Winkel   zweiter   Ordnung   einschließt.     Denn  es 

ist  TQ=T(^,  nach  447  bildet  also  t  mit  TQ  und  TQ"  Winkel,  die 

sich  nur  um    eine   unendlich   kleine  Größe 

2.  Ordnung    unterscheiden,     während    QQ^ 

3iit  diesen  Geraden   gleiche   Winkel  bildet. 

Da  nun  hiemach  die  Tangenten  in  1   und 

^  einen  unendlich  kleinen   Winkel  2.  Ord- 

mig  einschließen,  so  ist  TS  unendlich  klein 

von  der  2.  Ordnung,  und  da   femer  TR  von 

der  2.  Ordnung  unendlich  klein  ist,  gilt  Gleiches  für  ES  (vergl.  480, 

485  und  514). 

539.  Die  Kurve  der  Lichtgrenze  einer  Fläche  besitzt  im 
allgemeinen  einzelne  Punkte,  deren  Tangenten  Licht- 
>trahlen  sind;  von  diesen  Punkten  geht  tangential,  d.h. 
n  der  Lichtstrahlrichtung,  eine  Schlagschattenkurve 
ans.  Um  die  Richtigkeit  des  ersten  Teiles  dieses  Satzes  zu  er- 
veisen,  lassen  wir  einen  die  Fläche  berührenden  Lichtstrahl  /  sich 
^  parallel  zu  sich  selbst  bewegen,  daß  sein  Berührungspunkt  £  die 
Kurve  u  der  Lichtgrenze  durchläuft,  wobei  er  also  die  Fläche  stets 
tangiert.  Sei  nun  E  irgend  eine  Ebene  durch  den  Lichtstrahl  /, 
die  sich  zugleich  mit  /  parallel  zu  sich  selbst  fortbewegt;  sie  wird 
die  Fläche  in  einer  Kurve  c  schneiden,  c  berührt  /  in  einem  Punkte 
^  und  es  kann  der  in  JB  be- 
ehrende Kurvenzweig  den  Strahl 
'  noch  in  einem  Punkte  S 
^hneiden,  siehe  Fig.  340.  Es 
giebt  dann  zwischen  S  und  JB 
einen  Punkt  A  auf  c,  dessen 
Tangente  AT  zu  /  parallel  ist, 
der  also  ebenfalls  der  Licht- 
Frenze  u  angehört.  Bei  der 
Parallelverschiebung  von  E  —  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  — 
^  sich  S  dem  Punkte  £  nähern  und  es  wird  schließlich  eine 
Lage  von  E  geben,  für  die  S  mit  B  in  einem  Punkte  C  zusammen- 
fällt. In  dieser  Lage  wird  C  zum  Wendepunkte  und  l  zur  Wende- 
t^ngente  der  Kurve  c;  hier  hat  l  mit  c  und  folglich  auch  mit  der 
^he  drei  unendlich  nahe  Punkte  gemein,  d.  h.  /  ist  eine  Haupt- 
tangente der  Fläche  im  Punkte  C.     Auch  A  fällt  in  dem  letzteren 


Fig.  340. 
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Falle  mit  C  zusammen,  so  daß  l  hier  die  Kurve  u  der  Lichtgrenze 
berührt.  Der  Punkt  C  gehört  dem  hyperbolisch  gekrümmten  Teile 
der  Fläche  an  (vergl.  470).  Während  nun  ein  Punkt  die  Kurve  u 
von  B  über  C  bis  Ä  durchläuft,  beschreibt  der  zugehörige  Licht- 
strahl einen  Cylinder,  für  den  die  Mantellinie  durch  C  eine  Rück- 
kehrkante ist  (vergl.  464).  Der  Schatten  «^  von  u  auf  eine  beliebige 
Ebene  besitzt  in  C^  eine  Spitze,  er  bildet  den  Schnitt  der  Ebene 
mit  jenem  Cylinder.  Der  Cylinder  berührt  die  gegebene  Fläche 
längs  u  und  schneidet  sie  überdies  in  einer  Kurve  v,  die  von  S 
über  C  nach  T  verläuft.  Die  Kurve  v  berührt,  ebenso  wie  w,  die 
Kückkehrkante  im  Punkte  C  und  sie  geht  hier,  ebenso  wie  t<,  von 
dem  einen  Cylindermantel  zu  dem  anderen  über,  der  mit  jenem  in 
der  Bückkehrkante  zusammenhängt.  Bei  der  in  der  Figur  durch 
Pfeile-  markierten  Lichtstrahlrichtung  ist  offenbar  S  der  Schlag- 
schatten von  B  und  entsprechend  bildet  das  Kurvenstück  CS  von 
17  den  Schlagschatten  des  Stückes  C£  der  Lichtgrenze  u.  Spätere 
Beispiele  lassen  das  noch  besser  erkennen. 

530.  Aus  dem  Gesagten  lassen  sich  auch  Schlüsse  auf  den 
wahren  und  den  scheinbaren  Umriß  einer  Fläche  ziehen.  Ln 
allgemeinen  giebt  es  auf  dem  wahren  Umriß  Punkte,  deren  Tangenten 
mit  der  Projektionsrichtung  zusammenfallen,  ihnen  entsprechen 
Spitzen  auf  dem  scheinbaren  Umriß.  Von  den  beiden  Stücken  des 
wahren  Umrisses,  die  in  einem  solchen  Punkte  zusammenstoßen,  ist 
in  seiner  nächsten  Umgebung  das  eine  unsichtbar  und  das  andere 
sichtbar,  falls  nicht  andere  Hinderungsgründe  auftreten.  Es  geht 
das  unmittelbar  aus  der  Fig.  340  hervor,  denn  wenn  dort  /  die  Pro- 
jektionsrichtung bedeutet,  so  ist  JB  sichtbar  aber  A  unsichtbar. 
Deshalb  ist  auch  beim  scheinbaren  Umriß  von  den  beiden  in 
einer  Spitze  zusammenstoßenden  Kurvenzweigen  einer  unsichtbar, 
der  andere  sichtbar,  wenn  nicht  andere  Teile  der  Fläche  das 
verhindern.  Wir  sehen  also,  daß  sowohl  beim  wahren  wie  beim 
scheinbaren  Umriß  der  sichtbare  Teil  in  gewissen  Punkten  endigt; 
für  den  wahren  Umriß  sind  es  die  Punkte,  deren  Tangenten  der 
Projektionsrichtung  parallel  sind. 

Die  Punkte  der  Fläche,  deren  Tangentialebenen  sowohl  der 
Licht-  wie  der  Projektionsrichtung  parallel  sind,  gehören  zugleich 
dem  wahren  Umriß  wie  der  Kurve  der  Lichtgrenze  an.  Für  die 
Projektion  will  das  besagen,  daß  die  Projektion  der  Lichtgrenze  den 
bezüglichen  scheinbaren  Umriß  in  den  Stellen  berührt,  deren  Tangenten 
der  Projektion  des  Lichtstrahles  parallel  sind. 
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Allgemeine  Rotationsflächen,  Sciinitte,  Durclidringung,  Eigen-  und 

Sciilagecliatten. 

53L  Die  Achse  einer  Rotationsfläche  sei  senkrecht 
zum  Grandriß  nnd  ihre  Meridiankurve  bekannt;  in  einem 
Punkte  P  der  Fläche  soll  die  Tangentialebene  und  in  ihr 
die  Schnittkurve  bestimmt  werden  (Fig.  341). 

Seien  A  und  a'  die  Projektionen  der  Achse  und  sei  m  die 
Mendiankurve  in  der  zum  Aufriß  parallellen  Ebene ,  die  man  kurz 
als  Hauptmeri- 
dian  bezeichnet,  so 
istm"  der  scheinbare 
Cmriß  in  TTj,  denn 
dieTangentialebenen 
in  den  Punkten  von 
«  sind  zu  TTj  senk- 
recht Der  schein- 
bare umriß  in  TTi 
wird  von  koncen- 
trischen  Kreisen  um 
den  Mittelpunkt  A 
gebildet;  in  der  Figur 
sind  es  die  Kreise  b' 
nnd  e\  die  Kreise  b 
mi  c  auf  der  Fläche 
enthalten  die  Punkte 
üer  Meridiankurven, 
deren  Tangenten  zu 
a  parallel  sind.  Ist 
P  gegeben,  so  ziehe 
man  durch  P  den 
Parallelkreis  £f,  der  in 
IT,  als  Kreis  durch  F 
in  n,  als  Gerade  er- 
scheint und  findet  so 
?".  Die  Tangeatial- 
ebene  in  P  enthält 
die  horizontale  Tan- 
gente an  d  und  die 


Fig.  341. 


Tangente   an  die  Meridiankurve  durch  P,   ihre  erste  Spur  enthält 
also  den   Spurpunkt   der   letzteren   und   ist   zur   ersteren   parallel. 
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Durch  Drehung  um  a  kann  die  Meridiankurve  durch  P  in  m  über- 
geführt werden,  dabei  geht  P  in  Pq  und  die  zugehörige  Tangente  t  in 
tQ  über;  durch  Zurückdrehen  gewinnt  man  den  Spurpunkt  y^ 
{T^A  =  Tq'ä")  und  damit  die  Spurlinien  e^  und  e^  der  gesuchten 
Tangentialebene,  um  Punkte  der  Schnittkurve  s  zu  zeichnen,  ziehe 
man  irgend  eine  Horizontalebene,  die  E  in  einer  Uauptlinie  und  die 
Fläche  in  einem  Parallelkreise  schneidet,  in  Tf^  findet  man  dann 
direkt  Punkte  der  Projektion  der  Schnittkurve,  deren  Aufriß  dadurch 
ebenfalls  bekannt  ist.  Die  Projektionen  von  s  berühren  die  bezüg- 
lichen Umrisse;  der  Punkt  P  ist  ein  Doppelpunkt  von  s.  Die  zu 
E  senkrechte  Meridianebene  ist  selbstverständlich  Symmetrieebene 
von  8,  in  ihr  liegt  der  tiefste  Punkt  Q  von  s.  Um  Q  auf  t  zu  be- 
stimmen, bedenke  man,  daß  er  durch  Drehung  in  Q^  =  t^  x  m  über- 
geht  {qA  =  {Q,"-]a")). 

Auch  die  Meridianebenen  kann  man  zum  Aufsuchen  der  Punkte 
von  s  benutzen,  indem  man  durch  Drehung  um  a  die  Meridiankurve 
in  die  Lage  m  bringt  und  zugleich  die  Schnittlinie  von  Meridian- 
ebene und  von  E  mitdreht;  ihre  Schnittpunkte  mit  m  sind  dann 
wieder  zurückzudrehen.  Diese  Konstruktion  läßt  sich  auch  noch 
verwenden,  wenn  die  Achse  der  Rotationsfläche  nur  zu  TTj  parallel 
ist,   ohne  zu  TT^  senkrecht  zu  sein. 

Um  die  Tangente  von  s  im  Punkte  H  zu  zeichnen,  bringen  wir 
E  mit  der  Tangentialebene  im  Punkte  R  unserer  Fläche  zum  Schnitt, 
die  ersten  Spuren  beider  Ebenen  schneiden  sich  im  Spurpunkte  U 
der  gesuchten  Tangente.  Die  erste  Spur  der  Tangentialebene  geht 
durch  den  Punkt  F  auf  ßfA  und  ist  zu  RA  senkrecht,  dabei  ist 
F'A''  =  To"^"  und  i?o"^o"  eine  Tangente  von  m"  {B^"B^'\\x).  Über 
die  Tangenten  im  Doppelpunkte  P  von  s  vergl.  550. 

532*  Zur  Konstruktion  der  Durchdringungskurve  einer  Rotations- 
fläche mit  einer  anderen  Fläche  läßt  sich  im  allgemeinen  nur  das 
in  504  Gesagte  wiederholen.  Als  Hilfsebenen  wird  man  die  Ebenen 
durch  die  Parallelkreise  der  Rotationsfläche  wählen  können.  Diese 
Ebenen  sind  dann  mit  der  zweiten  Fläche  zum  Schnitte  zu  bringen 
und  diese  Schnittkurven  mit  den  bezüglichen  Parallelkreisen  zu 
schneiden.  Die  ebenen  Schnittkurven  brauchen  dabei  nicht  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  gezeichnet  zu  werden,  sondern  nur  in  der  Nähe 
des  schneidenden  Parallelkreises. 

Die  Aufgabe,  die  Durchdringungskurve  zweier  Rotations- 
flächen mit  sich  schneidenden  Achsen  zu  zeichnen,  läßt  sich 
einfach  lösen,  wenn  man  die  Ebene  der  beiden  Axen  als  Hilfs- 
projektionsebene benutzt.     Jede  Kugelfläche  um  den  Schnittpunkt 


d(r  beiden  Achsen  als  Mittelpunkt  schneidet  heide  Rotationsflächen  in 
ParallelkreiseD ,  deren  Schnittpunkte  der  Durchdringung  angehören. 
Die  Pantllelkreise  projizieren  sich  auf  die  Ehene  der  heiden  Achsen 
li' Geraden;  diese  Ebene  schneidet  die  beiden  Flächen  in  Ueridian- 
tonen  und  die  angenommene  Kugel  in  einem  größten  Kreise;  die 
slmittpnnkte  dieser  Kurven  mit  dem  Kreise  liegen  aber  auf  jenen 
Pmtllelkreisen ,  die  hiemach  bestimmt  sind.  Die  Dorchdringungs- 
tone  ist  zur  Ebene  der  Achsen  symmetrisch. 

ä3^  Eigen-  und  Schlagschatten  einer  Rotationsfläche, 
'leren  Achse    senkrecht  zum   Grundrisse  ist  (Fig.  342).     Die 


Fig.  342. 

2"  Ol  parallele  Meridianknrve  sei  m,  also  m"  der  umriß  in  TT,, 
"ier  ümriBB  in  TT,  wird  von  dem  Kreise  a'  gebildet.  Die  Kreise  b 
snd  (  mögen  die  Fläche  begrenzen,  die  wir  uns  hohl  vorstellen 
"oUen,  Die  Projektionen  des  Lichtstrahles  seien  T  und  /".  Die 
fiurve  B  der  Li(jitgr€nze  auf  der  Fläche  liegt  symmetrisch  zu  der 
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Meridianebene,  die  dem  Lichtstrahle  parallel  ist.  um  nun  auf  einer 
beliebigen  Meridiankurve  n,  deren  Grundriss  die  Gerade  n'  bildet, 
die  Punkte  von  u  zu  bestimmen,  legen  wir  durch  /  eine  Ebene  senk- 
recht zur  Meridianebene,  die  sie  in  NC  schneidet  {L'N  _L  n  und 
LN II  TTj).  Nach  527  werden  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  von 
n,  die  zu  NC  parallel  laufen,  der  Kurve  u  angehören.  Durch  Drehung 
der  Ebene  von  n  in  die  Ebene  des  Hauptmeridians,  geht  n  in  m 
und  NC  in  N^C  über  {N^^'B'  =  iV'C);  sind  dann  P^"  und  Q^"  zwei 
Punkte  auf  m",  deren  Tangenten  zu  N^'C  parallel  sind,  so  erhält 
man  durch  Zurückdrehen  der  genannten  Ebene  zwei  Punkte  P  und  Q 
von  u  {PC  =  P;'i>",  qc  =  q^'E',  P^'P'  \\  x  \\  q^'qy  Eine  genügende 
Anzahl  von  Punkten  von  u  gewinnt  man  leicht  durch  wiederholte 
Anwendung  des  geschilderten  Verfahrens  (Cylinderverfahren); 
dabei  liefert  die  obengenannte  Symmetrie  von  u  zu  jedem  Punkte 
einen  zweiten,  z.  B.  P  und  R  {PC  =  Ä'C,  /_  PCL'  =  zL  RCL').  Die 
Schnittpunkte  von  u  und  m  erscheinen  als  Berührungspunkt«  von  u' 
und  m",  daselbst  sind  die  gemeinsamen  Tangenten  zu  T  parallel. 
Der  höchste  und  tiefste  Punkt  der  Kurve  u  liegen  in  der  Symmetrie- 
ebene; sie  gehören  den  beiden  Parallelkreisen  an,  die  m  in  Punkten 
treffen,  deren  Tangenten  zu  L^C  parallel  sind  [L^'B"  =  L'C).  Die 
Punkte  von  u  in  der  zur  Symmetrieebene  senkrechten  Meridianebene 
liegen  auf  dem  Kreise  a,  dessen  Projektion  a  den  scheinbaren  Um- 
riß bildet,  so  daß  sich  u   und  a   in  diesen  Punkten  berühren. 

Auch  auf  einem  beliebigen  Parallelkreise,  etwa  ef,  findet  man 
leicht  die  beiden  Punkte  von  u,  indem  man  das  Kegelverfahren 
anwendet  (vergl.  527).  Trifft  d  die  Meridiankurve  m  in  P^  und  trifft 
die  Tangente  von  m  in  P^  die  Achse  in  5,  so  ist  S  der  Scheitel  und  d 
die  Basiskurve  eines  Rotationskegels,  dessen  Lichtgrenze  durch  die 
nämlichen  Punkte  P  und  R  von  d  geht  wie  u.  Wir  ziehen  also 
durch  8  einen  Lichtstrahl,  der  die  Ebene  von  d  in  T  schneidet,  die 
Tangenten  von  T  o^n  d  liefern  die  gesuchten  Punkte  P  und  R 
[ST  II  r,  T  auf  r,  TP  und  TR  tangieren  d). 

Ist  Pq' U" A.  Po' S' ,  so  ist  der  Punkt  U  der  Rotationsachse  der 
Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  dem  Radius  Pq'U'',  die  unsere  Fläche 
längs  des  Kreises  d  berührt.  Da  die  Punkte  der  Lichtgrenze  nur 
von  den  zugehörigen  Tangentialebenen  abhängen,  die  Kugel  und  die 
Rotationsfläche  aber  längs  des  gemeinsamen  Kreises  d  gleiche 
Tangentialebenen  aufweisen,  so  schneiden  die  Lichtgrenzen  beider 
Flächen  den  Kreis  in  den  nämlichen  beiden  Punkten  P  und  R.  Die 
Lichtgrenze  der  Kugel  bildet  aber  einen  grössten  Kreis,  dessen 
Ebene  zu  /  senkrecht  ist;  diese  Ebene  trifft  also  d  in  den  gesuchten 
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Punkten;  sie  liegen  demnach  auf  der  Schnittlinie  jener  Ebene  mit 
der  Ebene  von  d  {V'F"  j_  ^',  t/T  =  CF  \\  x,  PE  j.  f ,  7'  auf  PK). 
Dies  ist  das  Kagelverfahren. 

534.  Die  Schlagschattengrenze  u^  unserer  Fläche  auf  die  Hori- 
zontalebene  bestimmt  sich  punktweise  aus  den  Projektionen  der  Punkte 
TOD  u.  Laßt  man  eine  Anzahl  von  Parallelkreisen  Schatten  werfen, 
Vi  erscheint  u^  als  gemeinsame  Hüllkurve  derselben.  Die  Berührungs- 
punkte eines  Schattenkreises  d^  mit  u^  und  die  Tangenten  in  diesen 
Punkten  ergeben  sich  nach  dem  vorher  Gesagten  leicht.  Ist  näm- 
lich S  die  Spitze  des  Kegels,  der  die  Rotationsfläche  längs  d  berührt, 
!ic>  sind  die  Tangenten  aus  8^  an  d^  die  gesuchten  Tangenten  und 
ihre  Berührungspunkte  zugleich  die  von  d^  und  u^.  Auf  der  Fläche 
freilich  schneiden  sich  u  und  die  als  Lichtgrenze  des  genannten 
K^els  auftretenden  Mantellinien;  aber  eine  solche  Mantellinie  und 
die  bezügliche  Tangente  von  u  liegen  in  einer  zum  Lichtstrahle 
parallelen  Ebene,  ihre  Schatten  decken  sich  also.  Es  decken  sich 
demnach  auch  der  Schatten  der  Tangente  in  einem  Punkte  von  u 
mit  dem  Schatten  der  Tangente  an  den  Parallelkreis  durch  diesen 
Punkt.  Somit  ist  die  Tangente  in  einem  Punkte  von  t/^,  etwa  B^, 
parallel  zur  Tangente  von  d  in  Ä',  oder  senkrecht  zu  CR. 

Die  Schatten  der  Parallelkreise  berühren  u^  in  zwei  zu  l  sym- 
metrischen Punkten.  Für  den  tiefsten  Punkt  G  von  u  (und  ebenso 
für  den  höchsten)  fallen  diese  Berührungspunkte  zusammen;  d.h.  G^ 
ist  ein  Scheitelpunkt  von  u^  und  der  Schatten  des  durch  G  gehen- 
den Parallelkreises  ist  der  zugehörige  Erümmungskreis. 

Der  Schlagschatten  u^  auf  TTi  besitzt  vier  Spitzen,  sie  bilden 
nach  529  die  Schatten  derjenigen  Punkte  ^on  «,  deren  Tangenten 
Haapttangenten  der  Rotationsfläche  und  dem  Lichtstrahle  parallel 
sind.  Einen  solchen  Punkt  findet  man,  indem  man  an  u  und  u" 
Tangenten  parallel  l  resp.  I'  zieht;  zu  jedem  Berührungspunkte, 
auf  u'  etwa  «T,  gehört  senkrecht  darüber  liegend  ein  Punkt,  auf  u' 
etwa  7",  dessen  Tangente  zu  T'  parallel  ist.  Die  Bestimmung  der 
Punkte  J'  und  /"  kann  nach  432  vorgenommen  werden,  sie  müssen 
auf  dem  nämlichen  Parallelkreise  und  auf  einer  Senkrechten  zur 
i-Ächse  liegen,  was  als  Kontrole  benutzt  werden  kann.  Die  Tangente 
in  einer  Spitze  von  ii^,  etwa  /^,  ist  senkrecht  zu  J'C. 

Weitere  Konstruktionen  der  Punkte  von  u  mit  zum  Lichtstrahle 
parallelen  Tangenten  finden  sich  in  554. 

In  dem  in  der  Figur  dargestellten  Falle  besitzt  u^  zwei  Doppel- 
punkte K^  und  0^  und  die  beiden  sie  verbindenden  Kurvenbogen 
schließen   ein  beleuchtetes  Stück  von  TTi   ein,   das  allerdings  nicht 
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sichtbar  ist.  Von  den  Punkten  M  und  /  auf  u  —  und  ebenso  von 
den  dazu  symmetrischen  Punkten  —  gehen  Schlagschatten  aus,  die 
daselbst  u  berühren.  Einzelne  Bandpunkte  dieser  Schatten  gewinnt 
man,  indem  man  die  Schatten  einzelner  Parallelkreise  auf  TT^  mit  u^ 
zum  Schnitte  bringt  und  von  diesen  Punkten  in  der  Lichtstrahl- 
richtung bis  zu  den  betreffenden  Parallelkreisen  auf  der  Fläche 
zurückgeht  Der  von  M  ausgehende  Schlagschatten  u*  liegt  auf  der 
Innenseite  der  Fläche,  d.  h.  auf  der  der  Achse  zugewendeten  Seite; 
die  Projektion  seiner  Begrenzung  berührt  den  Umriß  a'  und  trifft  u 
in  JC*,  wo  seine  Tangente  parallel  r  ist  {K^K^  \\  l).  Der  von  /  aus- 
gehende Schatten  liegt  auf  der  Außenseite  der  Fläche  und  trifft  c 
in  dem  gleichen  Punkte  wie  J^M^, 

Den  Schlagschatten  b*  des  Bandes  b  auf  die  Fläche  findet  man 
durch  Aufsuchen  des  Schattens  von  b  auf  einzelne  Pai^allelkreise; 
dabei  benutzt  man  wieder  die  Schatten  dieser  Kreise  und  des  Bandes 
auf  TTj.  Die  Tangenten  vou  b*  in  ihren  Schnittpunkten  mit  u  sind 
zu  /  parallel.  Der  höchste  Punkt  des  Schattens  b*  liegt  in  der  zum 
Lichtstrahl  parallelen  Meridianebene,  ist  also  der  Schatten  des 
Punktes  F  auf  die  bez.  Meridiankurve.  Durch  Drehung  dieser 
Ebene  parallel  zu  TT,  rücken  F  und  der  gesuchte  Schatten  auf  m 
und  der  sie  verbindende  Lichtstrahl  wird  parallel  Z^C. 

Die  Konstruktion  der  Tangenten  in  einem  beliebigen  Punkte 
der  Lichtgrenze  wird  in  551  gegeben. 

535*  Ist  die  Lichtgrenze  auf  einer  Botationsfläche  bei 
centraler  Beleuchtung  zu  suchen,  so  erleiden  die  behandelten 
Methoden,  Kegel-,  Kugel-  und  Cylinderverfahren,  kleine,  leicht  ein- 
zusehende Abänderungen.  Diese  mögen  kurz  skizziert  werden  im 
Hinblicke  auf  Fig.  342,  ohne  die  Konstructionen  in  einer  neuen  Figur 
wirklich  durchzuführen.  Auf  einer  Meridiankurve  erhält  man  die 
Punkte  der  Lichtgrenze  u,  indem  man  von  dem  leuchtenden  Punkte  L 
ein  Lot  auf  die  Meridianebene  fällt  und  von  seinem  Fußpunkte  die 
Tangenten  an  die  Meridiankurve  zieht,  was  wiederum  durch  Drehen 
ihrer  Ebene  parallel  zu  TTg  geschieht. 

Die  Punkte  der  Lichtgrenze  u  auf  einem  Parallelkreise  ergeben 
sich  nach  dem  Kegelverfahren,  indem  man  die  Spitze  des  Kegels 
auf  seine  Basisebene  Schatten  werfen  läßt;  die  Berührungspunkte 
der  von  ihm  an  den  Basiskreis  gelegten  Tangenten  sind  die  gesuchten 
Punkte. 

Die  Ringfläche. 

536*  Botiert  ein  Kreis  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende  Qerade, 
so  entsteht  die  Bingfläche.     Schneidet  die  Achse  der  Fläche  den 
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Meridiankreis  nicht,  so  haben  wir  es  mit  der  eigentlichen  Ringfläche 
zu  than,  im  entgegengesetzten  Falle  aber  mit  der  Wulstfläche. 
Halbiert  man  im  ersten  Falle  den  rotierenden  Kreis  durch  einen 
zur  Achse  parallelen  Durchmesser,  so  kehrt  die  eine  Hälfte  der 
Achse  die  konkave  Seite  zu,  sie  erzeugt  bei  der  Rotation  den  ellip- 
tisch gekrümmten  Teil  der  Fläche;  die  andere  Hälfte  kehrt  der 
Achse  die  konvexe  Seite  zu  und  erzeugt  den  hyperbolisch  gekrümmten 
Flächenteil.  Beide  Flächengebiete  grenzen  in  zwei  Kreisen,  der 
parabolischen  Kurve,  aneinander  (470,  471). 

Wir  wollen  nun  zunächst  zeigen,  daß  es  auf  einer  Ringfläche 
mßer  den  beiden  Systemen  der  Parallel-  und  Meridiankreise  noch 
zwei  weitere  Kreissysteme  giebt,  so  daß  durch  jeden  Punkt  der 
Flache  vier  Kreise  auf  ihr  gezogen  werden  können.  Betrachten 
^  me  Ebene,  die  die  Ringfläche  in  zwei  Punkten  berührt,  so  muß 
ik  auf  den  Meridianebenen  der  beiden  Punkte  senkrecht  stehen, 
vas  zu  zwei  Möglichkeiten  führt.  Entweder  steht  die  Ebene  auf 
der  Rotationsachse  senkrecht,  dann  berührt  sie  die  Fläche  längs 
^es  Parallelkreises,  dessen  Radius  offenbar  gleich  dem  Abstände 
des  rotierenden  Kreismittelpunktes  von  der  Achse  ist;  es  giebt  zwei 
solche  Ebenen.  Oder  beide  Berührungspunkte  liegen  in  der  näm- 
lichen Meridianebene,  ihre  Verbindungslinie  berührt  also  jeden  der 
t-eiden  in  der  Meridianebene  liegenden  Kreise;  die  gemeinte  Tangential- 
eoene  steht  dann  in  dieser  Linie  senkrecht  zur  Meridianebene. 

5S7«  Eine  die  Ringfläche  doppelt  berührende  Ebene 
schneidet  aus  ihr  zwei  Kreise  aus.  Fig.  343  stellt  eine  Ring- 
iäche  mit  vertikaler  Achse  dar;  die  Berührungspunkte  /  und  K  der 
Doppeltangentialebene  E  mögen  in  der  zu  TTj  parallelen  Meridian- 
ebene liegen,  so  daß  also  die  Doppeltangentialebene  auf  TT,  senk- 
recht steht.  Eine  beliebige  Horizontalebene  schneidet  aus  der  Ring- 
-äche  zwei  Parallelkreise  r^  und  r^  und  aus  E  eine  Hauptliuie  h 
aus;  die  Kreise  r^  und  r^  treffen  h  in  vier  Punkten  P^ ,  P^  resp. 
^r  Pj»  die  der  Schnittkurve  angehören.  Ist  H  der  Schnittpunkt 
Ton  h  mit  der  Ebene  des  Hauptmeridians  ä,  und  setzen  wir  P^H  =  y^j 

^i^^hy  ^3^  =  y3»  ^ß^Vv  so  ist: 

^0  2r  den  Durchmesser  von  k  bedeutet.  Zum  Beweise  benutzen 
^  noch  den  Mittelpunkt  M  der  Ringfläche,  den  Mittelpunkt  N 
'  ^0^1  ^,  die  senkrecht  über  M  resp.  N  in  der  genannten  Horizontal- 
ebene liegenden  Punkte  V  und  V  und  die  Schnittpunkte  S  imd  T 
Ton  k  mit  Tj  resp.  r^.    Es  folgt  dann  einerseits  aus  der  Figur: 
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y^'  =  (Pj  Uf  -  {HUf  =  (rf  +  ^Ä')»  -  (Ä(/)^  wo  :£/  =  AW  ist 

==  d»  +  r«  -  (i^i/)«. 
Andererseits  ist  das  Produkt  der  Potenzen  des  Punktes  H  ii 

Bezug  auf  die  beiden  Parallelkreise  r^  und  r^  gleich  dem  Produkt  de 

I 
I 

I 
I 
I 

— .^ll 1 -_ 


Fig.  343. 

Potenzen  von  //  in  Bezug  auf  die  Hauptmeridiankreise  k  und  /.  also: 
y^  y^  =  ///.  KK  =  [MJ)^  -  (3///)«  =  rf»  -  r«  -  {MH)^. 
In  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  kommt: 

CVi-y2)'=4''*i  oder  yi-y,  =  2r. 
Die  Punkte  Pj,  Pg,  /  und  K  gehören  einem  Kreise  i  an,  denn 
es  ist:  HJ.HK  =  y^y^\  sein  Mittelpunkt  liegt  auf  den  Mittelsenk- 
rechten der  Sehnen  JK  und  P-^P^'^  d.  h.  in  0,  wenn  MO  =  MO ^  r 
ist.  Dieser  Kreis  i  ist  durch  /,  K  und  seinen  Mittelpunkt  0  be- 
stimmt und  ist  demnach  unabhängig  von  der  Wahl  der  Geraden  h 
und  der  Punkte  P^  und  P,  auf  ihr.    Daraus  geht  hervor,  dass  t  den 
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einen  Teil  der  Schnittkurve  der  Ebene  E  mit  der  Bingfläche  bildet; 
der  zu  {  in  Bezug  auf  die  Hauptmeridianebene  symmetrische  Kreis  j 
bildet  den  anderen  Teil.  Die  Projektion  T  des  Heises  i  ist  eine 
Ellipse,  deren  große  Achse  ^  2d  und  deren  kleine  Achse  =  A'ß' 
=  23//=2y£f*—  r*  ist,  und  von  der  Af  einen  Brennpunkt  darstellt; 
denn  man  hat:  3fP^'+M'P^'z=  M'S'  +  ATT  =  2rf. 

Die  Hingfläche  kann  hiernach  auch  durch  Rotation  eines  Kreises 
am  eine  gegen  seine  Ebene  geneigte  Achse  erzeugt  werden;  die 
Projektion  des  Kreises  auf  eine  zur  Achse  senkrechte  Ebene  liefert 
dann  eine  Ellipse, 
deren  einer  Brenn- 
punkt auf  der  Achse 
iirgen  mnss. 
538.  Der  Umriß 

einer  Ringfläche 

i<^t  zn  bestimmen, 

wenn  ihre   Achse 

gegen  die  Projek- 
tionsebene       ge- 

Leigt  ist  (Fig.  344). 

Die    Achse    a     sei 

gegen   TTi    geneigt, 

<iiDn     wählen     wir 

n,  ja,   80   daß 


Umriß 


80 

in 


n 


2 


der 

von 
zwei  Kreisen  und 
^n  gemeinsamen 
p^elen  Tangenten 
gebildet  wird.  Der 
Umriß  in  T\^  kann 
^^^  wie  bei  je- 
der Botationsfläche, 
dnrth  das  Kugel- 
zerfahren  gefunden 
»erden.  Ist  nämlich 
^  ein  Punkt  des 
Banpimeridians  k 
ttfld  trifft  die  zu- 
gekörige  Normale  die  Achse  a  in  /,  so  berührt  die  Kugel  mit 
dem  Mittelpunkte  /  und  dem  Radius  JB  die  Fläche  längs  des 
farallelkreises  durch  B.     Der  zu  T[^   parallele   größte   Kreis   der 


Fig.  344. 
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Kugel  erscheint  als  ihr  umriß,  er  trifift  den  genannten  Parallelkreis 
in  zwei  Punkten  D  und  Hj  die  dem  gesuchten  Umriss  der  Bing- 
fläche  angehören  (/"J7'||  x,  TB  =  J'B'  =  rB'\  Die  Kugel  mit  dem 
Mittelpunkte  K  und  dem  Radius  KC  liefert  analog  die  Punkte  F 
und  G  [F'K'\^x,  KF=Kff=  K'G\  Die  Kreise  mit  den  Mittel- 
punkten  J'  resp.  K  berühren  den  ümriss  u  in  den  Punkten  B^  E 
resp.  F,  G\  die  Geraden  J'B,  J'E,  K'F,  KG'  sind  also  Normalen 
der  Kurve  m'. 

Dem  soeben  geschilderten  Verfahren,  das  bei  allen  Rotations- 
flächen anwendbar  bleibt,  läßt  sich  speziell  bei  der  Ringfläche  die 
folgende  Betrachtung  zur  Gewinnung  des  Umrisses  gegenüberstellen. 
Die  Normalen  der  Ringfläche  in  den  Punkten  eines  Meridiankreises 
gehen  durch  dessen  Mittelpunkt,  der  horizontale  Durchmesser  dieses 
Kreises  trägt  also  seine  beiden,  dem  Umrisse  angehörigen  Punkte, 
da  die  zugehörigen  Tangentialebenen  zu  T\^  senkrecht  stehen.  Der 
bei  der  Rotation  um  die  Achse  beschriebene  Bahnkreis  c  des  Mittel- 
punktes 0  von  k  wird  von  allen  Normalen  der  Ringfläche  getroffen, 
und  zwar  steht  c  auf  den  Normalen  senkrecht.  Da  sich  aber  ein 
rechter  Winkel  mit  einem  zu  TT}  parallelen  Schenkel  wieder  als 
rechter  Winkel  projiziert,  so  projiziert  sich  der  horizontale  Durch- 
messer jedes  Meridiankreises  auf  TT}  als  Normale  der  Ellipse  c. 
Trägt  man  auf  allen  Normalen  der  Ellipse  c  nach  beiden  Seiten 
die  Strecke  r  gleich  dem  Radius  von  k  auf,  so  erhält  man  den 
Umriss  w'. 

u  besteht  aus  zwei  getrennten  Teilen,  die  ebenso  wie  c  vier- 
fach symmetrisch  sind;  man  nennt  u  eine  zu  c  parallele  oder 
äquidistante  Kurve.  Eine  Kurve  und  eine  zugehörige  äquidistante 
Kurve  haben  dasselbe  Normalensystem  und  somit  die  gleiche  Evolute; 
umgekehrt  sind  alle  zu  der  gleichen  Kurve  gehörigen  Evolventen 
parallele  Kurven,  sie  werden  von  den  Punkten  einer  Geraden  be- 
schrieben, die  auf  jener  Kurve  ohne  zu  gleiten  abrollt.  Die  Evolute  d 
der  Ellipse  c  besitzt  den  vier  Scheitelpunkten  von  d  entsprechend  vier 
Spitzen  in  den  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkten  (449).  In  der 
Figur  ist  nur  einer  der  vier  symmetrischen  Teile  von  d  verzeichnet, 
er  endigt  in  den  Spitzen  S^  und  S^.  Wo  die  Evolvente  u  auf  die 
Evolute  d  auftrifft,  besitzt  sie  eine  Spitze  und  steht  auf  d  senkrecht, 
so  z.  B.  in  H\  dieser  Punkt  bestimmt  sich  auf  der  Evolute,  indem 
man  den  Kurvenbogen  ES^  von  d  gleich  S^T^S^G—r  macht. 
Aus  R  ergiebt  sich  einfach  der  Punkt  H  auf  der  Fläche. 

539«  Die  Lichtgrenze  auf  der  Ringfläche  kann  ebenfalls  vorteilhaft 
durch  das  Kugelverfahren  gefunden  werden  (Fig.  344).  Sind  l  und  T  die 
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Projektionen  eines  Lichtstrahles,  so  bestimme  man  zunächst  seine 
Projection  /"'  auf  eine  zu  a  senkrechte  Ebene  E  —  ihre  zweite  Spur- 
linie  sei  c,  —  und  drehe  diese  um  die  zu  e^  paraUele  Gerade  der 
Häuptmeridianebene   parallel  zu  TTg ,    so  erhält  man  Iq  (i  =  /  x  E, 

i^l^2»  -^"-^0  ==  (^'  H  ^1)'  Betrachtet  man  nun  die  Kugel  mit 
dem  Hittelpunkte  K  und  dem  Badius  KC,  so  bildet  ihr  größter 
Kreis  in  einer  zn  /  senkrechten  Ebene  die  Lichtgrenze  auf  ihr,  und 
die  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  dem  Parallelkreise  durch  C  sind 
Pnnkte  der  Lichtgrenze  auf  der  Ringfläche.  Die  Ebene  der  Licht- 
grenze  auf  der  Kugel  schneidet  die  Hauptmeridianebene  in  einer 
m  r  senkrechten  Geraden  KN,  und  die  Ebene  des  Parallelkreises 
h  einer  zu  T"  senkrechten  Geraden  durch  N\  letztere  enthält  die 
^Buchten  Punkte.  Durch  Paralleldrehen  dieser  Ebene  zu  TTg  geht 
d^r  Parallelkreis  in  i^  über  und  die  Gerade  wird  senkrecht  zu  l^ 
T^^Q^  ±  ^0)5  <ireht  man  die  Schnittpunkte  P^,,  Q^  von  Gerade  und 
Kreis  wieder  zurück,  so  sind  P",  Q"  die  Aufrisse  der  gesuchten 
Punkte,  deren  Grundrisse  daraus  folgen  ((F H  cl)  =  PqF\  (Q  -\  a) 
=  Q,Q")«    Li  der  Figur  ist  die  Lichtgrenze  nicht  eingezeichnet. 

Der  Schlagschatten  der  Bingfläche  auf  die  Horizontalebene  ist 
hiernach  punktweise  zu  bestimmen,  indem  man  die  Punkte  der  Licht- 
Frenze  Schatten  werfen  läßt.  Über  die  Form  dieses  Schlagschattens 
äBt  sich  folgendes  bemerken.  Der  Schatten  der  Ringfläche  auf 
eine  zur  Lichtrichtung  senkrechte  Ebene  ist  eine  äquidistante  Kurve 
zü  der  Schattenellipse  des  Bahnkreises  c  von  0;  es  gelten  dafür  die 
gleichen  Gründe  wie  bei  u'.  Der  Schatten  der  Bingfläche  auf  eine 
beliebige  Ebene  ist  also  eine  affine  Kurve  zu  jener  äquidistanten 
Klirre. 

540.    Eigen-  und  Schlagschatten  einer  Bingfläche  mit 

•ertikaler  Achse  (Fig.  345).   Jede  Kugel,  die  einen  Meridiankreis 

kl  Bingfläche  zum  größten  Kreise  hat,  berührt  sie  längs  desselben, 

^  daB  die  Bingfläche   als  Hüllfläche   eines  Systems  von   gleichen 

Kugeb  erscheint,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  Kreise  liegen.    Nun 

*lhle  man  eine  Kugel  iT,  deren  Mittelpunkt  M  mit  dem  der  Bing- 

ikhe  zusammenfällt  und  deren  Badius  dem  der  Meridiane  gleich 

i»t    Eine  beliebige   Meridianebene   schneidet   alsdann   Kugel   und 

Singfläche  in  drei  gleichen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  M^  B  und  C 

^in  mögen  [MB  =  MC^d,    CMB  _L  a).     Durch  Verschiebung  des 

Kugelkreises  in  seiner  Ebene  in  einer  zur  Achse  a  senkrechten  Bich- 

lüng  um  die  Strecke  d  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  hin  geht 

dereelbe  in  die  bezüglichen  Kreise  auf  der  Bingfläche  über.    Nennen 

^  zwei  Punkte,  die  hierbei  zur  Deckung  kommen,  kurz  homologe 
B0HIU.P1FPBRITZ.  n.  2 
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Punkte,  so  erkennen  wir,  daß  es  zu  jedem  Punkte  der  Kugel  zwei 
homologe  Punkte  auf  der  Ringfläche  giebt;  in  homologen  Punkten 
auf  Kugel  und  Kingfläche  Bind  die  Tangentialebenen  parallel,  ihre 
Verbindungslinie  ist  senkrecht  zu  a  und  ihre  gegenseitige  Entfernung 


Fig.  345. 

gleich  d.  Die  Lichtgrenze  auf  der  Kugel  ist  ein  zum  Lichtstmhle  / 
normaler  größter  Kreis  i;  die  Kurve  u  der  homologen  Punkte  bildet 
demnach  die  Lichtgrenze  der  Ringfläche.  Die  Horizontalprojektionen 
homologer  Punkte  haben  ebenfalls  den  Abstand  d  und  ihre  Ver- 
bindungslinie geht  durch  den  Funkt  M'.  Wir  können  demnach  die 
Kurve  u'  aus  i"  ableiten,  indem  wir  auf  den  Durchmessern  der  Ellipse  »' 
von  ihren  Endpunkten  aus  nach  beiden  Seiten  die  Strecke  d  auf- 
tragen. Die  Tangente  in  einem  Punkte  P  von  a'  ergiebt  sich  aus 
der  Tangente  in  dem  homologen  Punkte  ^  von  i";  wir  benutzen 
dazu  das  gleiche  Verfahren  wie  in  440  bei  der  Pascai'schen  Schnecke. 
Die  Normale  im  Punkte  P  von  u   findet  man  auch  durch  folgende 
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Überlegung.  Sind  Pj'  und  §j'  homologe  Punkte,  die  den  Punkten  P' 
resp.  (^  unendlich  nahe  liegen,  und  fällt  man  Yon  ihnen  aus  Lote 
PjP,  resp.  Q^'Q^  auf  den  Strahl  M'PQ^y  so  entstehen  unendlich 
tcice  rechtwinkelige  Dreiecke  und  es  ist:  P/Pj  •  ö/^g  ~  -^^  •  ^^ 
Eli  ?Pj  =  qq^,  da  Fq  =  P/Q/  =  ^  ist.  Wählt  man  nun  endliche 
Lreiecke,  die  zu  diesen  ähnlich  sind,  und  macht  eine  Kathete  gleich 
Jfi'  resp.  M'q^  so  werden  die  anderen  Katheten  einander  gleich. 
Jaraus  folgt,  daß  die  Normale  von  T  in  q  und  die  von  u  in  P 
nf  einer  in  M  zu  MF  errichteten  Senkrechten  den  nämlichen 
Tunkt  N  ausschneiden. 

Die  Aufrisse  P'  und  q'  liegen  auf  einer  Parallelen  zur  x- Achse, 
•1^  man  zur  Konstruktion  von  w"  verwerten  kann,  indem  man  zu- 
'iiiNt  die  Höhe  des  Punktes  q'  über  der  durch  M"  gezogenen 
Pirallelen  zur  x-Achse  aufsucht. 

Den  Schlagschatten  u^  von  u  auf  TTj  leitet  man  aus  dem 
schalten  i;  von  i  ab.  Offenbar  ist  PjQ,^  ^  Fq  ^  d  und  PJi^  |;  Fq, 
:?raer  ist  die  Tangente  in  Q^  an  t^  senkrecht  zu  Q^P^»  Denn  PQ 
veht  senkrecht  auf  der  Tangente  in  Q  an  den  zugehörigen  Parallel- 
kreis der  Kugel,  beide  Geraden  sind  horizontal;  ihre  Schatten  sind 
ff(^  und  die  Tangente  von  i^  in  Q^,  sie  sind  also  ebenfalls  recht- 
winkelig. Somit  ist  w^  eine  äquidistante  Kurve  zur  Ellipse  i^,  und 
^  kann  im  übrigen  auf  die  in  538  geschilderten  Verhältnisse  hin- 
gewiesen werden.  Bezüglich  der  Konstruktion  von  Krümmungskreisen 
lü  den  Scheiteln  von  u  und  m^,  der  Spitzen  von  u^  und  der  ent- 
sprechenden Punkte  auf  u  ist  auf  552  und  554  zu  verweisen. 


Das  Rotationshyperboloid  und  seine  Anwendung. 

541.  Durch  Rotation  einer  Geraden  e  um  eine  zu  ihr  wind- 
^hiefe  Achse  a  entsteht  eine  Fläche,  die  als  Rotationshyper- 
joloid  bezeichnet  wird;  die  Gerade  e  in  ihren  verschiedenen  Lagen 
keißt  Erzeagende  der  Fläche;  alle  Erzeugenden  zusammen  bilden 
«ne  Schar.  Die  gemeinsame  Normale  von  e  und  a  möge  a  in  M 
^d  c  in  A'  treffen,  dann  beschreibt  N  von  allen  Punkten  der  Er- 
zeugenden den  kleinsten  Parallelkreis  ä,  der  deshalb  als  Kehl- 
sreis bezeichnet  wird.  Projizieren  wir  die  Erzeugenden  des  Hyper- 
Woids  auf  eine  zur  Achse  senkrechte  Ebene,  so  müssen  sie  die 
Tangenten  eines  Kreises  K  mit  dem  Mittelpunkte  AF  und  dem 
^us  MN  bilden.  Zwei  Punkte  von  e,  die  gleich  weit  von  N  ent- 
•trnt  sind,  liegen  auf  Parallelkreisen  mit   gleichem  Radius,    denn 
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ihre  Projektionen  haben  von  N'  und  somit  von  M'  gleichen  Abstand. 
Das  Hyperboloid  erstreckt  sich  nach  zwei  Seiten  ins  unendliche,  da 
es  die  Erzeugende  e  thut;  wir  wollen  dasselbe  jedoch  nicht  in  seiner 

,  ganzen        Ausdehnung 

-Sk 1 darstellen ,         sondern 

durch  zwei  gleiche  Par- 
allelkreise begrenzen. 
In  Fig.  346  ist  die  Achse 
a  zu  TTi  senkrecht  ge- 
wählt; die  Ebenen  der 
die  Fläche  begrenzenden 
Parallelkreise  Ä,  'und 
ftj  seien  TTi  resp.  TTj. 
Jede  Erzeugende  e  ist 
dann  durch  ihre  Spur- 
punkte in  TTj  und  TT3 
bestimmt;  ihre  erste 
Projektion  e  berührt  k\ 
ihr  erster  Spurpunkt 
Ä\  liegt  auf  b^,  und 
die  erste  Projektion 
ihres  dritten  Spur- 
punktes J^g'  auf  A3'  =  Äj. 

Daraus  ergeben  sich 
dann  in  einfachster 
Weise  die  Aufrisse  der 
Erzeugenden  und  der 
umriß,  der  sie  alle 
berührt 

Auf  dem  Hyperboloid  giebt  es  noch  eine  zweite  Schar 
von  Erzeugenden,  die  ebenfalls  durch  Rotation  um  die 
Achse  a  auseinander  hervorgehen.  Jede  Erzeugende  der 
ersten  Schar  wird  von  jeder  Erzeugenden  der  zweiten 
Schar  getroffen;  je  zwei  Erzeugende  der  gleichen  Schar  sind 
windschief.  Das  zuletzt  Gesagte  ist  selbstverständlich,  da  die  Er- 
zeugenden der  gleichen  Schar  auf  den  Parallelkreisen  Bogenstücke 
begrenzen,  die  gleiche  Centriwinkel  spannen.  Betrachten  wir  nun 
die  Gerade  f,  deren  erster  Spurpunkt  F^^  mit  ig'  identisch  ist, 
während  die  Projektion  ihres  dritten  Spurpunktes  F^'  mit  £^  zu- 
sammenfällt^ und  irgend  eine  Gerade  ff,  die  mit  e  der  gleichen  Schar 
angehört.  Dann  ist:  BogL\G^  =  Bogig'Gg'  und  folglich  F^G\  \\  F/G\'; 
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die  Geraden  F^G^  und  F^G^  können  also  als  erste  und  dritte  Spur 
einer  £bene  angesehen  werden,  der  die  Geraden  f  und  ff  angehören ; 
di^e  Geraden  schneiden  sich  demnach. 

Die  Geraden  beider  Scharen  haben  die  gleiche  Neigung  gegen 
Rj  nnd  somit  anch  gegen  die  Achse  a^  da  ihre  zwischen  TT^  und  TT, 
gel^enen  Stücke  einander  gleich  sind,  wie  sich  aus  der  Gleichheit 
ihrer  ersten  Projektionen  ergiebt.  Durch  jeden  Punkt  P  der  Ifläche 
giebt  es  zwei  Erzeugende,  ihre  ersten  Projektionen  sind  die  von  P 
la  k'  gelegten  Tangenten.  Speziell  giebt  es  zu  jeder  Erzeugenden 
ief  einen  Schar^  etwa  e,  eine  parallele  Erzeugende  aus  der  zweiten 
Schar,  etwa  k;  sie  projizieren  sich  als  parallele  Tangenten  von  A', 
ihr  Abstand  ist  gleich  dem  Durchmesser  des  Eehlkreises.  Die 
Ebeoe  des  Kehlkreises  ist  Symmetrieebene  des  Hyperboloides,  seinen 
Mittelpunkt  nennt  man  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloides. 

542.  Im  Anschlüsse  an  diese  doppelte  Erzeugung  des  Hyper- 
boloides wollen  wir  einige  Konstruktionen  desselben  aus  gegebenen 
Elementen  angeben.  Sind  e  und  f  zwei  Erzeugende  der  einen  Schar 
und  ist  /  eine  solche  der  anderen,  so  sind  durch  sie  vier  Rotations- 
Ljperboloide  bestimmt.  Ist  P  =  /  x  «  und  Q  =  /  x  ^  dann  kon- 
struiere man  zwei  Ebenen,  so  daß  /  und  e  zur  ersten  und  /  und  f 
zur  zweiten  symmetrisch  liegen.  Die  Symmetrieebene  für  e  und  / 
fflofi  offenbar  eine  der  Geraden  enthalten,  die  die  i.  el  halbieren, 
imd  auf  der  Ebene  e  l  senkrecht  stehen;  analog  bestimmt  sich  die 
Smmetrieebene  f&r/'und  /.  Beide  Symmetrieebenen  schneiden  sich  in 
der  Achse  a  eines  Botationshyperboloides,  dem  die  drei  Erzeugenden 
<,  /i  /  angehören.  Denn  durch  Botation  von  /  um  a  entsteht  eine 
fiotaüonsfiäche;  fQr  sie  ist  jede  Ebene  durch  a  Symmetrieebene,  so 
die  Ebenen  Pa  und  Qa;  die  Fläche  enthält  also  auch  die  Geraden 
^  ond  f,  die  aus  /  durch  Spiegelung  an  den  Ebenen  Pa  resp.  Qa 
henorgehen.  Sind  ursprünglich  «,  f  und  ein  Punkt  L  der  Fläche 
gegeben,  so  ziehe  man  durch  L  die  Gerade  /,  die  sowohl  e  wie  / 
trifft;  dann  verfahre  man  wie  vorher. 

Sind  nur  zwei  Erzeugende  e  und  f  der  nämlichen  Schar  be- 
^Dt,  so  giebt  es  noch  unendlich  viele  Botationshyperboloide  mit 
diesen  Elrzeugenden.  Die  Achse  einer  jeden  dieser  Flächen  hat  die 
Eigenschaft,  daß  durch  eine  Drehbewegung  um  sie  die  Erzeugende 
«in  die  Lage /*  gebracht  werden  kann.  Soll  jedoch  eine  be- 
stimmte Strecke  E^E^  auf  e  durch  Drehbewegung  um  eine 
Achse  in  eine  bestimmte,  gleichgroße  Strecke  F^F^  auf/* 
übergeführt  werden,  so  ist  das  nur  auf  eine  Weise  mög- 
lich.   Die  Achse  a  dieser  Drehbewegung  ergiebt  sich  als  Schnitt- 
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linie  zweier  Ebenen,  die  auf  den  Strecken  IJ^I\  resp.  £^I\  in  deren 
Mittelpunkten  G  resp.  H  senkrecht  stehen.  Fällt  man  nämlich  von 
jK'j  und  F^  Lote  auf  a,  so  treflfen  sie  a  in  dem  gleichen  Punkte  T, 
da  nach  der  Konstruktion  die  Richtung  von  a  zu  F^F^  senkrecht 
ist;  ebenso  treffen  die  Lote  aus  F^  und  F^  die  Achse  in  dem  näm- 
lichen Punkte  V  [E^U ^  F^U^  E^V  =  F^F).  Projiziert  man  nun  die 
ganze  Figur  in  der  Richtung  der  Achse  auf  eine  zu  ihr  senkrechte 
Ebene  TTi  {J\^\\E^F^U\\E^F^r),  so  werden  die  Projektionen  E^E.^ 
und  F^F^  einander  gleich,  denn  E^E^  =  F^F^  liegen  zwischen  den 
Parallelebenen  E^F^U  xmA,  E^E\V]  haben  also  die  gleiche  Neigung 
gegen  diese  Ebenen  und  somit  auch  gegen  T\y  Ist  ^  =  a  x  TTi, 
so  sind  die  Dreiecke  E^'E^Ä  und  F^'F^Ä  kongruent,  da  E^A  =  F^'Ä 
=  E^U^F^Uund  E^A  =  F^A  =  E^V  =^  FJ'\%i',  also  ist  z.  E^AEJ 
=^/_F;aF;  und  folglich  l.E(AF;  =^  l.  E^AF;  oder  ^  E^ri\ 
=  L- E^VF^,  Dreht  man  demnach  die  Strecke  E^E^  um  diesen 
Winkel  um  die  Achse  a,  so  nimmt  sie  die  Lage  F^F^  an. 

Sind  zwei  Erzeugende  e  und  f  der  nämlichen  Schar 
bekannt  und  soll  der  Punkt  E  von  e  auf  dem  Eehlkreise  k 
liegen,  so  giebt  es  noch  zwei  zugehörige  Rotationshyber- 
boloide,  die  sich  in  folgender  Weise  konstruieren  lassen.  Sei  /' 
der  Schnittpunkt  von  f  mit  dem  Kehlkreise  und  seien  e^  und  /J  die 
zweiten  Erzeugenden  durch  E  und  F,  dann  geht  die  Ebene,  die  auf 
EF  in  der  Mitte  senkrecht  steht,  einerseits  durch  die  Achse  a, 
andererseits  durch  die  Punkte  J  —  e  x  f^  und  K  ==  e^  x  /*;  dabei 
liegen  sowohl  e  und  /j,  als  auch  e^  und  /'  symmetrisch  zu  ihr.  Die 
Dreikante  mit  den  Kanten  EF,  EJ,  EK  resp.  FE^  FJ^  FK  sind  so- 
nach symmetrisch  und  folglich  ist  z_  FEJ  =  z.  FEK  =  z_  EFJ 
=  /_  EFK\  d.  h.  EF  bildet  mit  den  Erzeugenden  e  und  f  gleiche 
Winkel.  Demnach  erhält  man  F^  indem  man  durch  E  eine  Gerade 
^11/*  zieht,  die  beiden  Geraden  p  und  q  sucht,  welche  die  Winkel 
von  eg  halbieren,  und  durch  eine  dieser  Geraden  etwa  -p  eine  Ebene 
jL  eg  legt;  diese  schneidet  dann  f  in  E\  Die  Ebene  F^q  ist  die 
Ebene  des  Kehlkreises  A;  denn  e  und  g  bilden  gleiche  Winkel  mit 
q  und  gleiche  Winkel  mit  EF^  wobei  q  J_  EF  ist,  d.  h.  e  und  g 
bilden  gleiche  Winkel  mit  der  Ebene  Fq  und  ihre  orthogonalen 
Projektionen  e'  und  g*  auf  diese  Ebene  gleiche  Winkel  mit  EF,  Das 
Gleiche  gilt  auch  für  die  Erzeugenden  e^  /",  resp.  deren  Projektionen 
e\  f.  Der  Kreis  k  in  Fq^  der  e'  in  E  und  /"  in  F  berührt,  ist  der 
Kehlkreis,  die  in  seinem  Mittelpunkte  auf  seiner  Ebene  errichtete  Nor- 
male die  Achse  a  der  Fläche.  Rotiert  e  um  a  bis  sich  E  mit  F  deckt, 
so  fallt  auch  e'  mit/*'  und  e  mitf  zusammen,  da  /_  ee  =  /Lff  ist^ 
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543.  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  M  eines  Hyperboloides 
eine  Parallele  i  zu  einer  Erzeugenden  e  und  läßt  sie  um  die  Achse  a 
rotieren,  so  entsteht  ein  Rotationskegel,  man  nennt  ihn  den  Asym- 
ptotenkegel des  Hyperboloides.  Die  Erzeugenden  des  Hyper- 
boloides sind  paarweise  parallel  zu  den  Mantellinien  des  Asymptoten- 
kegels; die  drei  Parallelen  liegen  in  der  nämlichen  Ebene,  die  den  Kegel 
längs  der  bezüglichen  Mantellinie  berührt  (Fig.  346).  In  der  That  muß 
//3'ti?ii?3'#Äi^3'  und  Jf /j  =  ^IfVj'  sein;  die  letzteren  Strecken 
^ind  aber  die  Radien  des  ersten  und  dritten  Spurkreises  (c^  und  c,) 
des  Asymptotenkegels  und  es  wird  Cj  =  Cg'  von  i\i/i  und  Ej'Hj'  in 
\  resp.  /,'  berührt.  Die  Mantellinien  des  Asymptotenkegels  schneiden 
das  Hyperboloid  nicht  im  Endlichen,  so  daß  der  Asymptotenkegel 
Ton  dem  Hyperboloid  vollständig  umschlossen  wird.  Denn  ihre 
Parallelkreise  in  einer  beliebigen,  zur  Achse  normalen  Ebene  können 
nicht  zusammenfallen,  wie-  zwei  parallele  Erzeugende  e  und  i  zeigen, 
Tielmehr  sind  ihre  Radien  M'F.^  und  MV^  =  -^C^^^Y  -  {AfNy, 

Man  erkennt  hieraus,  daß  die  beiden  in  der  nämlichen  Ebene 
liegenden  Parallelkreise  von  Hyperboloid  und  Asymptotenkegel  ein- 
ander um  80  näher  rücken. 


::k 


je  weiter  diese  Ebene  sich 
von  der  des  Eehlkreises 
entfernt. 

544.  Die  Schnitt- 
punkte einer  Geraden 
mit  einem  Rota- 
tionshyperboloide und 
"meinem  Asymptoten- 
kegel zu  finden.  Wir 
benutzen  wieder  zwei  par- 
allele Projektionsebenen 
ITj  und  TTj,  die  das  Hyper- 
boloid in  zwei  kongruenten 
Kreisen Cj  undc,  schneiden, 
so  daß  sich  Cj  und  c^' 
decken.  Ihr  gemeinsamer 
Mittelpunkt  Jl/'  ist  zugleich 
Mittelpunkt  von  A',  der 
Projektion  des  Kehlkreises 
Ä  (Fig.  347).  Die  schneidende  Gerade  sei^,  sie  sei  gegeben  durch  ihre 
Spurpunkte  G^  und  Gg,  ihre  Projektion  /  auf  J]^  verbindet  G^^  mit  G^\ 
Wir  verzeichnen  nun  eine  Erzeugende  e   des  Hyperboloides,    deren 


Fig.  847. 
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Projektion  e'  ||/  ist.    Lassen  wir  die  Erzeugende  e  um  die  Achse    des 
Hyperboloides  rotieren,   so  wird  sie  in  bestimmten  Lagen  die    G-e- 
rade  ff  schneiden,  dabei  vereinigen  sich  im  Schnittpunkte  ein  Punkt  Q 
von  e  mit  einem  Punkte  P  von  ff.     Diese  Punkte  P^  und  Qj   resp- 
Pg  und  Qj,  —  es  giebt,  wie  sich  zeigt,  immer  zwei  Lösungen,    die 
wir   durch  Indices   unterscheiden  —  lassen   sich   indes   durch  eine 
einfache  Überlegung   gewinnen.     Damit   Q^   auf  e  durch  Drehung 
um  die  Achse  mit  P^  auf  ff   zur  Deckung   gebracht  werden   kann, 
muß  M'Q^'  =  jJf'P/  und  Q^'U^ :  Q^'B^'  =  P^'G^ :  P^'G^  sein.    Es  folgt 
das   letztere   daraus,    daß   die   Spurlinien   der   Ebene    zweier   sich 
schneidenden  Geraden  in  TTi  und  TT3  parallel  sind,  so  daß  ähnliche 
Dreiecke  entstehen.     Schneiden  sich  nun  E^G^  und  Ej'G'g'  in  S,   so 
muß  P/61'  durch  S  gehen,  damit  jene  Proportion  erfüllt  sei    Ferner 
ist  Q^P^  die  Sehne   eines  Kreises   mit  dem  Mittelpunkte  M'\   das 
von  M   auf  sie   gefällte  Lot  trifft   sie   in   ihrem  Mittelpunkte  J?^. 
Demnach   erscheint  R^    als   Schnittpunkt  eines   Kreises    mit    dem 
Durchmesser  MS  und   einer  Geraden  «,    die  von  e    und  jf  gleich 
weit   entfernt  ist.     SR^  und  SR^  treffen  dann  y'  in  den   gesuchten 
Punkten  P/  und  P^'. 

Ganz  in  der  gleichen  Weise  bestimmen  sich  die  Schnittpunkte  A^ 
und  A^  von  ff  mit  dem  Asymptotenkegel.  Man  zeichne  die  Mantel- 
linie I,  deren  Projektion  i'Hy  ist,  und  ihre  Spurpunkte  e/^,  J^ 
(J^E^  J.  e\  e/g'JS^g' J_  <?'),  bestimme  dann  T=  J^G^x  «/"s'^s^  schlage 
über  TM'  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  ziehe  die  Gerade  t  in 
gleichem  Abstände  von  1'  und  ^';  Gerade  und  Kreis  treffen  sich  in 
den  Punkten  Cj  und  C^ ,  deren  Verbindungslinien  mit  T  auf  y'  die 
Projektionen  A^'  und  ^^    der  gesuchten  Punkte  ausschneiden. 

Sehen  wir  nun  ff'  als  Affinitätsachse  und  E^,  J^  als  affine 
Punkte  zweier  affinen  Systeme  an  {E^J^±_ff')j  so  sind  auch  E^j  J^ 
und  folglich  8,  T  affin  (OT_L/).  Endlich  sind  auch  die  Mittel- 
punkte  jBj  und  C^  der  Sehnen  R^R^  resp.  C^C^  affin;  denn  aus  der 
Affinität  von  e  und  i'  ergiebt  sich  die  Affinität  von  s  und  t  und  außer- 
dem ist  ÄgG,  J_  /,  da  die  Mittelpunkte  N  und  0  der  beiden  Hilfs- 
kreise auf  einer  Normalen  zu  ff'  liegen.  Die  affinen  Geraden  R^S 
und  CgT  treffen  aber  die  Affinitätsachse ^  in  dem  nämlichen  Punkte  P3, 
so  daß  P3P1'  =  P^P2  ^^d  zugleich  P^A^  =  ^3^2'  wird.  Daraus  folgt 
die  Gleichheit  von  A^P^  und  A^P^  und  natürlich  auch  von  A^P^ 
und  A^P^,  was  sich  in  den  Sätzen  ausspricht:  Die  beiden  Strecken 
auf  einer  beliebigen  Geraden,  die  einerseits  von  dem  Ro- 
tationshyperboloid, andererseits  von  seinem  Asymptoten- 
kegel  begrenzt   werden,   sind   einander   gleich.     Oder:   !Ro- 
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tationshyperboloid  und  Asymptotenkegel  schneiden  aus 
einer  beliebigen  Geraden  Sehnen  aus,  deren  Mittelpunkte 
zasammenfallen.^ 

545«  Die  Schnittkurve  des  Rotationshyperboloides  mit 
einer  Ebene  ist  zu  untersuchen  und  zu  zeichnen.  Die  so- 
eben bewiesenen  Sätze  lassen  uns  weiter  schließen ,  daß  eine  be- 
liebige Ebene  E  das  Hyperboloid  A  und  seinen  Asymptotenkegel  K 
in  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden,  koncentrischen  Kegelschnitten 
schneiden.  Denn  die  Mittelpunkte  eines  Systems  paralleler  Sehnen 
der  einen  Eurre  sind  zugleich  die  Mittelpunkte  der  mit  ihnen 
koincidierenden  Sehnen  der  anderen;  da  aber  die  eine  Kurve  ein 
Kegelschnitt  ist  und  je  zwei  konjugierte  Durchmesser  desselben  auch 
konjugierte  Durchmesser  der  anderen  Kurve  sind,  so  folgt  die  Rich- 
tigkeit unserer  Behauptung  (vergl.  555). 

Die  Mittelpunkte  paralleler  Schnitte  eines  Kegels  liegen  auf 
einer  Geraden  durch  seine  Spitze;  in  gleicher  Weise  liegen  die 
Mittelpunkte  paralleler  Schnitte  eines  Hyperboloides  auf  einer  Ge- 
raden durch  den  Mittelpunkt  M  seines  Kehlkreises;  diesen  nennen 
wir  kurz  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  und  die  Geraden  durch 
ihn  seine  Durchmesser.  Durchmesser  und  Diametralebene, 
die  in  Bezug  auf  den  Asymptotenkegel  konjugiert  sind, 
sind  es  auch  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid.  Man  bezeichnet 
nämUch  jede  Gerade  durch  die  Spitze  des  Asymptotenkegels  als 
Durchmesser  und  jede  Ebene  durch  sie  als  Diametralebene  und 
nennt  Durchmesser  und  Diametralebene  konjugiert  in  Bezug  auf 
den  Kegel  resp.  auf  das  Hyperboloid,  wenn  diese  die  zu  dem  Durch- 
messer parallelen  Sehnen  halbiert  (vergl.  486).  Aus  dieser  Definition 
erschließt  man  den  voransteb  enden  Satz  unmittelbar. 

Da  zwei  parallele  Ebenen  den  Kegel  in  ähnlichen  und  ähnlich 
hegenden  Kurven  schneiden,  so  schneiden  sie  auch  das  Hyperboloid 
in  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten,  d.  h.  je  zwei 
parallele  Durchmesser  derselben  stehen  in  dem  nämlichen  Verhältnisse. 
Verbindet  man  also  die  Endpunkte  je  zweier  paralleler,  gleich- 
gerichteter Halbmesser,  so  treflfen  diese  Verbindungslinien  die  Gerade 
durch  die  Mittelpunkte  in  dem  nämlichen  Punkte;  Gleiches  gilt, 
wenn  man   die    Endpunkte   paralleler,    entgegengesetzt    gerichteter 


^  Dieser  Satz  gilt  auch  noch,  wenn  die  Schnittpunkte  mit  dem  Hyper- 
boloid oder  dem  Kegel,  oder  mit  beiden  imaginär  werden,  denn  die  Mittelpunkte 
bleiben  dann  immer  noch  reell;  nur  kann  man  hier  unter  Sehne  keine  reell 
begrenzte  Strecke  mehr  verstehen. 
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Halbmesser  verbindet.  Durch  je  zwei  parallele  Schnitte  des  Hyper- 
boloides kann  man  also  zwei  Kegel  legen,  die  beide  Schnitte  enthalten 
und  deren  Spitzen  auf  dem  Durchmesser  durch  die  Mittelpunkte  der 
Schnitte  liegen.  Rücken  die  beiden  Parallelebenen  einander  unend- 
lich nahe,  so  geht  der  eine  Kegel  in  eine  Ebene,  der  andere  in 
einen  Tangen tialkegel  über.  Die  Tangenten  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  an  ein  Hyperboloid  gelegt  berühren  das- 
selbe in  den  Punkten  eines  Kegelschnittes;  der  Durchmesser 
durch  jenen  Punkt  enthält  seinen  Mittelpunkt. 

Die  hier  dargelegten  Verhältnisse  zeigen,  daß  die  Meridian- 
kurven des  Hyperboloides  Hyperbeln  sind,  deren  Nebenachsen 
in  die  Rotationsachse  fallen. 

546.  Bei  der  Konstruktion  der  Schnittkurve  s  des  Hyper- 
boloides A  mit  einer  Ebene  E  gehen  wir  wieder  von  zwei  parallelen 

Projektionsebenen  TTj 
und  TT3  aus,  die  E  in 
den  parallelen  Spuren 
«, ,  ^3  und  A  in  den  Spur- 
kreisen Cj,  Cg  schneiden 
(c3'  =  Ci)(Fig.348).  Um 
einzelne  Punkte  des 
Kegelschnittes  s  zu 
zeichnen,  können  wir 
die  Durchstoßpunkte 
von  E  mit  den  ein- 
zelnen Erzeugenden  auf- 
suchen. Sind  6rj,  G3 
die  Spurpunkte  einer 
Erzeugenden  und  ziehen 
wir  durch  sie  in  den 
Ebenen  TTi,  TT3  irgend- 
wie zwei  Parallelen,  so 
treflfen  diese  e^  resp.  e^ 
in  Punkten  Q^  resp.  Q3, 
und  P=  G,G,  XQ,Q^ 
ist  der  gesuchte  Punkt;  denn  G^Q^  und  G^Q^  bilden  die  erste  und 
dritte  Spur  einer  durch  die  Erzeugende  gelegten  Hilfsebene. 

Die  Achse  von  s  liegt  ofiFenbar  in  der  Ebene,  die  senkrecht  zu 
E  durch  die  Rotationsachse  gelegt  werden  kann,  da  die  Punkte  von 
s  paarweise  symmetrisch  zu  dieser  Ebene  sind.  Zieht  man  also 
durch  M'  eine  senkrechte y   zu  e^,  so  ist  1\  =yX  e^  der  erste  und 


Fig.  848. 
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^3'=  y  X  «3'  die  Projektion  des  dritten  Spurpunktes  der  Achse  y 
von  s;  natürlich  ist  auch  y  eine  Achse  von  *'.  Die  Endpunkte 
dieser  Achse  und  den  Mittelpunkt  kann  man  nach  544  bestimmen; 
in  dem  in  der  Figur  verzeichneten  Falle  sind  die  Endpunkte  ima- 
ginär, während  sich  der  Mittelpunkt  unter  Vereinfachung  des  Ver- 
fahrens von  544  folgendermaßen  ergiebt.  Man  ziehe  an  k'  eine 
Tangente  h'  ||  y',  verbinde  die  Schnittpunkte  H^ ,  i^,'  von  h'  und 
f i  •  C3'  mit  Y^  und  Y^'  resp.,  fälle  von  S=  II^Y^  X  H^Y^  ein  Lot 
auf  A',  dessen  Fußpunkt  T  sei;  die  Verbindungslinie  von  S  mit  dem 
Mittelpunkte  der  Strecke  TM'  trifft  dann  y  in  dem  gesuchten  Mittel- 
punkte (7  von  s.  Die  zweite  Achse  von  s  ist  parallel  zu  e^,  ihre 
Endpunkte  A,  B  liegen  auf  dem  Parallelkreise,  dessen  Ebene  durch 
0  geht.  Diese  Ebene  teilt  aber  Y^Y^  und  die  Erzeugende  H^H^ 
in  dem  nämlichen  Verhältnisse  und  der  Teilpunkt  R  der  letzteren 
gehört  dem  gesuchten  Parallelkreise  an  {8(7  x  h'  =  R,  A'^We^^, 
Wä  =  MB  =  M'R), 

In  gleicher  Weise  kann  man  die  Punkte  von  s  auf  einem  be- 
liebigen Parallelkreise  finden.  Man  schlage  um  M*  einen  Kreis  i  — 
er  stellt  die  Projektionen  zweier  Parallelkreise  dar  —  schneide  i 
mit  K  in  C  und  I)  und  ziehe  durch  die  Punkte  SC  x  y  und  SD  x  y 
Parallelen  zu  ^j,  so  tragen  diese  die  vier  Schnittpunkte  von  x'  und 
i.  Hiemach  liegt  T  auf  s.  Analog  sind  auch  die  Berührungspunkte 
von  s'  und  k  bestimmt. 

Die  Kurve  s  ist  im  vorliegenden  Falle  eine  Hyperbel,  ihre 
Asymptoten  sind  den  beiden  zu  E  parallelen  Mantellinien  des 
Asymptotenkegels  parallel.  Die  zwischen  TTi  und  TT3  liegenden 
Stücke  seiner  Mantellinien  sind  alle  gleich  lang,  nämlich  gleich //^ZT,, 
und  ihre  Projektionen  werden  gleich  H.^H^\  demnach  sind  auch  die 
zwischen  e^  und  e^  liegenden  Stücke  der  Asymptoten  von  b  gleich 
iTjÄj',  diese  treflfen  also  e^  in  den  beiden  Punkten,  die  von  einem 
Kreise  um  (J  mit  dem  Radius  R^R  ausgeschnitten  werden.  Will 
man  die  wahre  Oestalt  der  Hyperbel  »  zeichnen,  so  muß  man  den 
Abstand  der  Ebenen  TTi ,  TT3  kennen. 

547.  Auf  einem  Rotationshyperboloid  sei  Eigenschatten 
und  Schlagschatten  bei  paralleler  Beleuchtung  zu  be- 
stimmen (Fig.  349).  Das  Hyperboloid  mag  wieder  in  der  früheren 
Weise  gegeben  sein;  L^  und  L^  seien  erster  und  dritter  Spurpunkt 
des  Lichtstrahles  /  durch  M,  Die  Lichtgrenze  u  auf  dem  Hyperboloid 
ist  eine  ebene  Kurve  —  in  der  Figur  ist  es  eine  Hyperbel  —  deren 
Ebene  den  Asymptotenkegel  in  zwei  Mantellinien  schneidet,  die  auf 
diesen  ebenfalls  die  Lichtgrenze  bilden.      Legt   man   aber  von  L^ 
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Tangenten  an  den  ersten  Spurkreis  d^  des  Asymptotenkegels  and 
sind  J  and  K  ihr«  Berührungspunkte,  so  sind  JM  nnd  KM  seine 
Lichtgrenzen  und  zugleich  die  Asymptoten  von  u.  M  ist  der  Mittel- 
punkt und  die  Falllinie  MH  eine  Achse  von  u,  die  andere  Achse 
EF  \i^\.  ihre  Endpunkte  auf  dem  Kehlkreise  A;    u  tri£Pt  c,  in  den 


Fig.  349. 

Schnittpunkten  Ä  und  B  von  JK  x  c,  und  c,  in  den  entsprechenden 
Punkten  6'  and  D.  Hiernach  findet  man  die  Projektionen  w'  und 
m"  ohne  weiteres.  Der  Schlagschatten  a,  von  u  auf  TTi  ist  eine 
Hyperbel  mit  den  Achsen  l  und  E^^  4$  E¥  und  den  Asymptoten 
/£j,  Jfip  da  i,  =  ^,  der  Schatten  von  M  ist;  «^  berührt  c,  resp. 
Cj^  in  den  Punkten  A,  B  resp.  C,,  i),,  über  den  Schatten  des 
Kandes  c^  auf  Orund-  und  Aufrißebeno  ist  nichts  weiter  zu  bemerken, 
es  bleibt  nur  noch  sein  Schatten  c^  auf  das  Hyperboloid  zu  be- 
sprechen. 
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Alle  zu  /  parallelen,  vom  Hyperboloide  begrenzten  Sehnen  werden 
von  der  Ebene  durch  u  halbiert.     Liegt  der  eine  Endpunkt  dieser 
Sehnen  auf  c,,  so  gehört  der  andere  c,*  an,  und  da  c^  eine  ebene 
Eurre  ist,  so  muß  es  auch  c^*  sein.     Durch  CD  gehen  vier  harmo- 
nische  Ebenen;    es   werden   nämlich   die  Ebenen  durch  c,  nnd  c^* 
harmonisch  getrennt  von  der  Ebene  durch  u  und  der  zu  /  parallelen 
Ebene.     Denn  die  Parallelen  zu  /  schneiden  die  ersten  drei  Ebenen 
in  äquidistanten  Punkten,  die  letzte  im  Unendlichen.     Die  zu    CD 
parallelen  ersten  Spuren  jener  vier  Ebenen  sind  demnach  ebenfalls 
harmonisch,  und  da  die  Ebene  durch  c,  zu  TT^  parallel  ist,  so  muß 
die  erste  Spar  der  Ebene  durch  c^*  in  der  Mitte  hegen  zwischen  AB 
and  dem  Schatten  von  CD  auf  TT^ ,  d.h.  die  erste  Spur  der  Ebene 
durch  C3*  geht  durch  Z^     Man   erhält  nun  c^*,  indem   man   etwa 
nach  546  die  Schnittkurye  des  Hyperboloides  mit  der  Ebene  zeichnet, 
deren  erste  Spur  H^^   und  deren  dritte  Spur  CD  ist    Man   kann 
indessen  auch  davon  ausgehen,   daß  c,  und  e,*  affine  Kurven  sind, 
CD  ist  die  Affinitätsachse,    um  ein  Paar  affiner  Punkte  zu  erhalten, 
suche  man  den  Schatten  G*  des  Punktes  (r,  der  die  Mitte  des  Kreis- 
bogens CD  bildet.     Trifft  der  Lichtstrahl  durch  G  die  Ebene  durch 
M  in  JV,  so  ist  G*N'=^N'G\ 

Legt  man  durch  eine  Erzeugende  Q^Q^  die  Ebene  parallel  zu  /, 
so  schneidet  sie  Tf^  in  dem  Schatten  Q1Q34,;  diese  Ebene  berührt 
das  Hyperboloid  in  einem  Punkte  P  von  Q^Q^,  der  der  Lichtgrenze 
u  angehört.  Bei  jeder  Rotationsfläche  steht  aber  die  Tangential- 
ebene in  einem  Punkte  P  senkrecht  auf  der  Meridianebene  durch  P, 
in  unserem  Falle  ist  also  M'P' ±Q^Q^^,  Der  Schatten  P^  von  P  fällt 
in  den  Berührungspunkt  von  QjQj*  ^^^  ^*- 

548.  Auf  einemßotationshyperboloid  sei  dieBerührungs- 
kurve  u  des  von  einem  Punkte  0  aus  an  ihn  gelegten  Tan- 
gentenkegels zu  zeichnen  (£^ig.  350).  Das  Hyberboloid  mag  von 
der  Parallelebene  durch  0  in  dem  Parallelkreise  i  geschnitten  werden, 
dann  ist  die  Lage  von  0  durch  seine  erste  Projektion  (7  bestimmt, 
wenn  man  i  kennt.  Ist  etwa  0  als  Punkt  einer  Geraden  mit  den 
Spurpunkten  G^f  G^  gegeben,  so  teile  man  eine  Erzeugende  ^i^^  in 
dem  Verhältnisse  OG^ :  OG^  ,  dann  liegt  dieser  Teilpunkt  auf  i.  Fragt 
man  sich  nun  nach  dem  Schnittpunkte  S  von  u  mit  einer  beliebigen 
Erzeugenden  ^iJB^^  so  ist  dieser  Punkt  nichts  anderes  als  der  Be- 
rührungspunkt der  Ebene  OE^E^  mit  dem  Hyperboloid.  Verbindet 
man  den  Schnittpunkt  /  von  E^E^  und  i  mit  0  [J'E^ :  J'E^^  OG^ :  OG^\ 
so  gehört  JO  jener  Ebene  an;  ihre  erste  und  dritte  Spur  sind  zu 
c/0  parallel  und  gehen  durch  E^  resp.  E^.     Ihr  Berührungspunkt  S 
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liegt  in  der  zu  ihr  senkrechten  Meridianebene,  das  Lot  von  M'  auf 
OV  triflFt  also  E^E^'  in  S'.  F^  =  E^'  und  F^'^  E^  sind  die  Spur- 
punkte  einer  neuen  Erzeugenden,  deren  Projektion  sich  mit  der  von 
E^E^'  deckt;  das  Lot  von  M'  auf  0'K\  wo  K'  der  andere  Schnitt- 
punkt von  E^E^'  und  i 
ist,  trifift  E^E^'^F^F^ 
in  einem  zweiten  Punkte 
G'  von  u\  In  gleicher 
Weise  kann  man  be- 
liebig viele  Punkte  von 
u'  konstruieren.  Aus 
dieser  Konstruktion  folgt, 
daß  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten 
von  (y  an  i  auf  u  liegen 
und  daß  sich  in  den 
Berührungspunkten  der 
Tangenten  von  0'  an  k' 
die  Kurve  u  und  k'  be- 
rühren.   Beschreibt  man 


Fig.  350. 


also  über  M'O'  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  schneidet  dieser  aus  t 
zwei  Punkte  von  u   und  aus  k'  seine  Berührungspunkte  mit  u   aus. 

(yM  ist  die  eine  Achse  von  m',  die  andere  Achse  enthält  die 
Mittelpunkte  der  zu  O'M'  parallelen  Sehnen  von  u.  Bestimmt  man 
also  auf  einer  Tangente  t'  von  A',  die  zu  GM'  parallel  ist,  die  beiden 
Punkte  P',  Q'  von  u  nach  der  soeben  beschriebeneu  Methode,  so 
liegt  der  Mittelpunkt  R  von  FQ'  auf  der  zweiten  Achse  von  u 
und  N'  ist  der  Mittelpunkt  von  u  (A'Ä'i.  O'M').  Die  Endpunkte 
Ä,  B  der  Achse  NR  von  u  liegen  auf  einem  Parallelkreise  A,  dessen 
Ebene  den  Mittelpunkt  N  von  u  enthält;  N  liegt  aber  nach  545  auf 
MO.  Die  Erzeugende  t=  T^T^^  die  i  in  U  und  k  m  V  schneidet, 
schneidet Ä  im  Punkte X,  für  den  die  Relation  JCU' :  XT=  A"(7: NM 
gilt;  denn  OU,  MV  und  NX  liegen  in  parallelen  Ebenen.  Durch 
diese  Relation  ergiebt  sich  X',  indem  sich  O'V'^  M'V  und  }^'X'  in 
einem  Punkte  schneiden,  und  es  ist  M'A'=  MB'^^  MX'. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  u  eine  Hyperbel  und  ihre  Asymptoten 
sind  parallel  zu  den  Mantellinien  des  Asymptotenkegels,  deren 
Tangentialebenen  durch  0  gehen.  Der  Asymptotenkegel  schneidet 
die  Ebene  des  Parallelkreises  i  in  einem  Kreise  mit  dem  Radius 
V  F\  die  Tangenten  von  0  an  diesen  Kreis  berühren  ihn  in  Punkten 
Cj  J9  jeuer  Mantelliuien,  ihre  Projektionen  C^B'  liegen  demnach  auch 
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auf  dem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  OM',     Die  Asymptoten  von 
k'  gehen  durch  N'  und  sind  zu  MC  resp.  il/'i)'  parallel. 

549.  Ein  Hyperboloid  zu  konstruieren,  das  eine  Ring- 
tläche  längs  eines  Parallelkreises  oskuliert  (Fig.  351).  Be- 
trachten wir  eine  Meridianebene,  die  das  Hyperboloid  in  einer  Hy- 
perbel h  und  die  Ringfläche  in  einem  Kreise  k  schneidet,  so  müssen 
sich  h  und  k  in  einem  Punkte  P  oskulieren,  durch  den  jener  Parallel- 
kreis geht.  Nach  406  erhält  man  den  Mittelpunkt  N  von  A,  indem 
man  P  mit   dem  , 

Mittelpunkte  0 
von  k  verbindet, 
OP  mit  der  Achse 
a  in  Q  schneidet, 
in  Q  eine  Normale 
auf  OQ  errichtet 
und  diese  mit  der 
zu  a  senkrechten 
Geraden  0^  in  R 
schneidet;  dann 
enthält  APden  ge- 
suchten Mittel- 
punkt  N  von  ä. 
Die  Asymptoten 
Ton  h  sind  da- 
durch definiert, 
daB  sie  zur  Achse 
a  symmetrisch 
liegen  und  den 
Winkel  der  kon- 
jugierten Durch- 
messer NR  und 
M  harmonisch 
teüen  {NS  J.  OP, 
8=  OM  X  NS). 
Bezeichnet  man 
mit  ^  den  Schnitt- 


Fig.  351. 


punkt  der  einen  Asymptote  mit  OM,  so  ist:  MR-MS  ==  {MKy,  was 
eine  einfache  Konstruktion  der  Asymptoten  ergiebt,  die  in  die  Zeich- 
nung nicht  eingetragen  ist. 

550.    Die   soeben   behandelte  Aufgabe  kann  nun  verschieden- 
artige Anwendungen  finden;  wir  wollen  uns  zunächst  nach  den  Haupt- 
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tangenten  in  einem  beliebigen  Punkte  A  einer  Rotations- 
fläche fragen.  Bestimmen  wir  das  Hyperboloid  A,  das  die  Rotations- 
fläche längs  des  Parallelkreises  i  durch  A  oskuliert,  so  sind  seine 
Erzeugenden  durch  A  Haupttangenten  der  Rotationsfläche;  denn  sie 
treffen  drei  unendlich  nahe  Parallelkreise,  haben  also  drei  benach- 
barte Punkte  mit  der  Rotationsfläche  gemein.  Um  nun  in  der 
Hauptmeridianebene  die  Hyperbel  zu  zeichnen,  die  den  Haupt- 
meridian der  Rotationsfläche  in  dem  Punkte  F  oskuliert,  der  mit 
A  auf  dem  Parallelkreise  i  liegt,  haben  wir  zunächst  im  Punkte  P 
den  Erümmungskreis  k  des  Hauptmeridians  zu  suchen.  Der  Ereis 
k  bildet  dann  den  Hauptmeridian  einer  Ringfläche,  welche  unsere 
Rotationsfläche  längs  des  Parallelkreises  i  oskuliert;  das  gesuchte 
Hyperboloid  oskuliert  dann  sowohl  Rotations-  wie  Ringfläche  längs 
dieses  Ereises,  kann  demnach  nach  voriger  Nummer  gefunden 
werden  (Fig.  351).  Die  Haupttangenten  im  Punkte  A  sind  parallel 
zu  den  beiden  Mantellinien  des  Asymptotenkegels  von  A,  die  in  einer 
zur  Tangentialebene  in  A  parallelen  Ebene  liegen;  verschieben 
wir  also  den  Asymptotenkegel  parallel  zu  sich  selbst  bis  sein 
Scheitel  nach  A  gelangt,  so  enthält  er  jene  Haupttangenten.  Es 
gilt  nun  den  Spurkreis  des  verschobenen  Eegels  und  die  Spurlinie 
der  Tangentialebene  in  einer  zur  Achse  a  senkrechten  Ebene,  etwa 
in  der  Ebene  TTg  durch  0  zu  finden.  Wir  führen  diese  Eonstruk- 
tion  zunächst  für  den  Punkt  F  aus;  durch  Drehung  um  die  Achse 
a  erhalten  wir  dann  die  gesuchten  Haupttangenten.  Auf  OM  wählen 
wir  die  Punkte  J  und  T  so,  daß  PJ  ±  OM  und  FT  ±  OF  ist,  be- 
schreiben in  TTg  über  e/B  als  Durchmesser  einen  Ereis  und  ziehen 
durch  T  die  Normale  zu  OM,  dann  schneiden  sich  Ereis  und  Nor- 
male in  den  Spurpunkten  U  und  F  der  Haupttangenten  von  F  (in 
der  Figur  ist  TTj  um  OM  umgelegt).  In  der  That  ist  nach  der 
Eonstruktion  {JU)^=  {JVY=-  JT-JR,  wie  es  ja  sein  muß,  da  in  der 
Ebene  des  Hauptmeridians  FR,  FT  und  die  beiden  Mantellinien  des 
mit  seinem  Scheitel  nach  F  verschobenen  Asymptotenkegels  har- 
monisch liegen. 

Trägt  man  nun  noch  MT  =  M"T'  auf  M'Ä  als  MB'  auf,  zieht 
in  D'  die  Senkrechte  zu  MÄ  und  macht  UE^BC^  T'U^,  so 
sind  AB  und  ÄC  die  ersten  Projektionen  der  Haupttangenten  von 
Aj  deren  zweite  Projektionen  daraus  unmittelbar  sich  ergeben. 
Man  gebraucht  also  nur  die  Strecken  T'M"  und  T'^ü^,  so  daß  man 
nur  die  folgenden  Linien  zu  ziehen  hat:  a'F'Q',  q'R"  \\  FT  j^O'F", 
F'r\\rU^\\a"  und  den  Ereis  über  R'J". 

Hiermit  ist  auch  die  Eonstruktion  der  Tangenten  im  Doppel- 
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punkte  P  der  ebenen  Schnittkurve  s  einer  Rotationsfläche  in  531 
gegeben. 

551.  Es  soll  in  einem  Punkte  A  der  Lichtgrenze  u 
anf  einer  Ringfläche  die  Tangente  von  u  gezeichnet 
werden  (Fig.  352).  Ist  i  der  Parallelkreis  durch  A^  so  suchen  wir, 
wie  vorher^  das  längs  t  oskulierende  Hyperboloid,  seine  Lichtgrenze 


Fig.  352. 

ist  ein  Kegelschnitt  v,  der  u  im  Punkte  A  berührt.  Denn  u  und  v 
haben  den  Punkt  A  gemein,  da  sich  beide  Flächen  längs  i  berühren. 
Da  aber  sogar  Oskulation  der  Flächen  längs  i  eintritt,  kann  man 
die  Sache  so  auffassen,  als  ob  sich  die  Flächen  längs  zweier  un- 
endlich naher  Parallelkreise  berühren,  woraus  dann  die  Behauptung 
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folgt.  Ist  nun  a  die  Achse  dieser  Ringfläche,  M  ihr  Mittelpunkt, 
k  ihr  Hauptmeridian,  0  dessen  Mittelpunkt,  ist  femer  /  der  Licht- 
strahl durch  M,  so  findet  man  mittels  des  Kugelverfahrens  nach  533 
auf  dem  Parallelkreise  i  den  Punkt  J  (i  x  *  =  /,  0"/"  X  a"  =  iV"', 
N"K"  JL  l",  K^Ä  J_  T)  und  nach  dem  Vorausgehenden  den  Mittel- 
punkt L  des  längs  i  oskulierenden  Hyperboloides  (iV^'^i.  iV'O", 
/"  U  y.  a"  =  Z").  Die  gesuchte  Tangente  der  Kurve  u  m  A  liegt 
nun  einerseits  in  der  Tangentialebene  der  Bingfläche  in  diesem 
Punkte,  andererseits  in  der  zur  Lichtrichtung  konjugierten  Diametral- 
ebene des  Hyperboloides  (545).  Die  erstere  Ebene  steht  auf  der 
Meridianebene  durch  A  senkrecht,  die  letztere  auf  der  zu  /  parallelen 
Meridianebene;  beide  gehen  durch  J,  letztere  auch  durch  L,  Die 
Schnittlinien  beider  Ebenen  mit  der  durch  L  gelegten  Horizontal- 
ebene schneiden  sich  in  einem  Punkte  H  der  gesuchten  Tangente 
{M'H'±r,  G'R  A.M'Ä,  G'M^rF,  L'Fa.O'J")-,  der  Aufriß  der 
Tangente  AH  ist  zur  Vereinfachung  der  Figur  weggelassen.  In 
ganz  analoger  Weise  ist  auf  dem  Kreise  i^,  der  k  im  Punkte  J^ 
trifft,  zunächst  der  Punkt  Ay^  der  Lichtgrenze  u  bestimmt  {WK('  x_  /", 
JTj'^/JL  0  und  dann  die  Tangente  E^A^  gefunden  worden.  Freilich 
haben  wir  es  hier  mit  einer  Ellipse  zu  thun,  deren  eine  Achse  mit  a 
zusammenfällt  und  die  A  in  J^  oskuliert,  L^  ist  ihr  Mittelpunkt 
(e/j"i7x  a"  == -Ci");  durch  Rotation  dieser  Ellipse  um  a  entsteht 
ein  Rotationsellipsoid,  das  die  Bingfläche  längs  \  oskuliert.  Da  das 
Ellipsoid  ähnliche  Eigenschaften  hat  wie  das  Hyperboloid  (vergl.  556), 
so  ist  seine  Lichtgrenze  ebenfalls  ein  Kegelschnitt,  dessen  Ebene 
durch  den  Mittelpunkt  Z^  geht  und  auf  der  Meridianebene  durch  / 
senkrecht  steht.  Es  findet  sich  deshalb  der  Punkt  H^  der  gesuchten 
Tangente  ganz  ebenso  wie  vorher  H  {WH^' ±_  f,  G^'H^ ±_  M'A^j 
G^M'^J^'P^,  L('P^A_a'J(\  Z/'P^J.«").  Hat  man  es  mit  einer 
beliebigen  Rotationsfläche  zu  thun,  so  ist  zunächst  in  dem  bezüg- 
lichen Punkte  der  Krümmungskreis  der  Meridiankurve  zu  zeichnen, 
dann  kann  wie  vorher  weiter  verfahren  werden. 

553.  Das  oskulierende  Hyperboloid  resp.  Ellipsoid  kann  auch 
zur  Konstruktion  der  Krümmungskreise  in  den  Scheitel- 
punkten der  Lichtgrenze  u  verwendet  werden.  Solche  Scheitel- 
punkte von  u  liegen  in  der  Meridianebene  durch  /  und  in  der  Ebene 
der  Parallelkreise  mit  dem  Mittelpunkte  M.  Die  Scheitelpunkte  -B,  -B^ 
in  der  Meridianebene  durch  /  ergeben  sich  durch  Drehung  dieser 
Ebene  um  a  parallel  zu  TTj  [B^O'B^^^J^,  P  ist  der  ||TTa  gedrehte 
Lichtstrahl).  Ist  b  der  Parallelkreis  durch  B,  so  hat  das  längs  b  os- 
kulierende Hyperboloid  seinen  Mittelpunkt  inl)  auf  a  ((7'jB^xa"==  Q", 
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qT±ff'B^,  F=  a'M'x  qr,  B-^  B^Fx  ay  Die  Ebene,  welche, 
in  BB  senkrecht  auf  der  bezüglichen  Meridianebene  steht,  schneidet 
das  Hyperboloid  in  seiner  Lichtgrenze  tr,  da  diese  B  enthält.  Die 
Ellipse  w  hat  aber  mit  u  in  B  vier  unendlich  nahe  Punkte  gemein; 
denn  das  in  einem  beliebigen  Parallelkreise  i  oskulieirende  Hyper« 
boloid  besitzt  eine  Lichtgrenze  r,  die  w  in  seinen  beiden  Schnitt- 
punkten mit  i  berührt,  diese  beiden  Berührungspunkte  fallen  für 
den  Parallelkreis  b  zusammen. 

Die  ebene  yon  w  ist  zugleich  die  Schmiegungsebene  von  u  im 
Punkte  B  und  der  Krümmungskreis  in  diesem  Punkte,   der  für  u 
and  tr  der  gleiche  ist,  liegt  auf  der  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  Q, 
welche  die  Bingääche  längs  b  berührt.    Denn  in  der  That  schneidet 
die  Schmiegungsebene  den  Kreis  b  und  den  ihm  unendlich  nahen 
Parallelkreis  in  je  zwei  unendüch  nahen  Punkten;   diese  vier  un- 
endlich nahen  Punkte  gehören   aber   ebenso,   wie   die   bezüglichen 
Parallelkreise,    zugleich  der  Ringfläche,    dem  oskulierenden  Hyper- 
boloide   und   der   soeben   genannten  Kugel  an,   so  daß  der  in  der 
Schmiegungsebene  liegende  Kugelkreis  mit  u  in  B  vier  unendlich, 
nahe  Punkte  gemein  hat.     Der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises 
ist  also  der  Fußpuhkt  C  des  von  Q  auf  BB  gefällten  Lotes;  in  der 
zum  Aufrisse   parallel   gedrehten  Ebene  ist  Q!'C^±,B^V  und  O^B^' 
der  Badius  des  Krümmungskreises  von  u  in  B.    Dieser  Kreis  pro- 
jiziert sich   in  TTi  als   Ellipse   mit  der  kleinen  Achse  BC\  deren 
Krümmungsradius  in  B  zugleich  der  von  u   ist. 

Ganz  in  der  gleichen  Weise  bestimmen  sich  die  Radien  der 
Erümmungskreise  von  u  in  B^  und  von  u'  in  B^\  an  Stelle  des 
oskulierenden  Hyperboloides  tritt  indessen  hier  ein  oskulierendes 
Elüpsoid  (g'qojL  B^'^V). 

Das  Hyperboloid,  das  die  Ringfläche  längs  des  kleinsten  Parallel- 
kreises m  oskuliert,  hat  vier  unendlich  nahe  Kreise  mit  ihr  gemein, 
seine  Lichtgrenze  —  eine  Hyperbel  y  —  hat  in  ihrem  Schnitt- 
punkte E  mit  m  drei  benachbarte  Punkte  mit  u  gemein,  y  und  u  besitzen 
in  E  den  gleichen  Erümmungskreis  (EM  ±_  t).  Die  Schmiegungs- 
ebene von  u  in  Ey  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Ebene  von  y,  enthält 
die  Mantellinien  des  Asymptotenkegels  des  Hyperboloides,  deren 
Tangentialebenen  durch  /  gehen.  F^M  ist  nun  eine  Mantellinie  dieses 
Kegels  in  der  Ebene  des  Hauptmeridians  (^=  ä  x  m,  E^P^±_  O'M'^ 
F^a'jL  F^M")j  denn  es  ist  nach  413  F'^M"  eine  Asymptote  der 
Hyperbel,  die  E^  zum  Scheitel  und  k  zum  Krümmungskreise  besitzt. 
Die  Parallelebene  durch  F^  schneidet  den  Asymptotenkegel  in  einem 
Kreise,  dessen  erste  Projektion  m'  ist,  und  den  Lichtstrahl  /  im  Punkte  R 
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(R^F^W  a'M\  R^^Px  ^äS  R^M'  =  (AM  O);  die  Projektion  y 
hat  also  M'S'  zur  Asymptote,  wenn  Ä'S'  den  Kreis  m'  in  <?  berührt. 
Der  Krümmungsradius  TF  flir  y'  und  zugleich  fiir  u'  im  Scheitel  £^ 
wird  erhalten,  indem  man  die  Normale  zu  E'M'  in  E"  mit  der 
Asymptote  M'S^  schneidet  und  hier  auf  dieser  eine  Senkrechte  er- 
richtet, dieselbe  geht  dann  durch  T. 

Qeht  man  von  dem  Ellipsoide  aus,  das  die  Bingääche  längs 
des  größten  Kreises  m^  oskuliert,  so  muß  seine  Lichtgrenze  —  eine 
Ellipse  z  —  in  ihrem  Schnittpunkte  E^  mit  m^  drei  benachbarte 
Punkte  mit  u  gemein  haben  imd  also  dort  den  gleichen  Krümmungs- 
kreis aufweisen.  Der  Hauptmeridian  des  Ellipsoides  ist  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen  M''E^^  und  M"F^,  wenn  {M''F{f^  E^'^M"  ^  E^'^O' 
ist,  denn  sie  hat  k  zum  Ejümmungskreise  (vergl.  409).  Die  zu  / 
konjugierte  Diametralebene  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid  enthält  z 
und  ist  Schmiegungsebene  von  u  in  ^j,  sie  steht  auf  der  Meridian- 
ebene durch  /  senkrecht  und  schneidet  diese  in  dem  Durchmesser 
der  MeridianelUpse,  der  zu  /  konjugiert  ist.  Diese  Meridianebene 
dreht  man  parallel  zu  TTj,  und  hat  dann  zu  Z^  den  konjugierten 
Durchmesser  in  Bezug  auf  die  Ellipse  mit  den  Halbachsen  M"E^ 
und  M'F^  zu  suchen.  Dazu  benütze  man  den  zur  Ellipse  affinen 
Kreis  mit  dem  Radius  M"E^  und  dem  Mittelpunkte  Tl£\  dann  ist 
^3  affin  zu  J^i  {M:'F^^M"E^%  ä,  affin  zu  ä^  f^Mil!'{R^F^\\R^F^^a'M"\ 
Ist  nun  W^M'^R^M'  und  W^M'^E^^U",  so  ist  die  affine  Ge- 
rade W^M"  der  zu  /  konjugierte  Durchmesser,  sein  Endpunkt  W^ 
liegt  senkrecht  über  W^.  Die  Halbachsen  der  Ellipse  /  sind  des- 
halb M'E(  und  MX'  =  (F^  H  a"),  daraus  folgt  der  Krümmungsradius 
E^T(  =  {U'Xf :  M'E^  flir  u'  in  E^. 

In  der  Fig.  352  ist  u'  nicht  selbst  eingezeichnet,  man  ver- 
gleiche hierzu  Fig.  345,  die  eingezeichneten  Krümmungskreise  lassen 
den  Verlauf  von  u'  klar  erkennen. 

553«  Es  soll  noch  kurz  die  Tangente  der  Lichtgrenze  u 
einer  Rotationsfläche  bei  centraler  Beleuchtung  besprochen 
werden.  In  Fig.  358  sei  a  die  Botationsachse,  i  ein  Parallelkreis 
der  Fläche,  /  sein  Schnittpunkt  mit  dem  Hauptmeridian,  k  dessen 
Krümmungskreis  in  J,  0  def  Mittelpunkt  von  k  und  L  der  leuch- 
tende Punkt;  als  Aufrißebene  benutzen  wir  die  Hauptmeridianebene. 
Das  längs  i  oskulierende  Hyperboloid  hat  seinen  Mittelpunkt  in  N 
{OJ  X  a^  K,  KU  ±  OJ,  UO  ±ay  JU  x  a^  iV),  seine  Lichtgrenze  v 
schneidet  i  in  zwei  Punkten  Ä  und  By  in  denen  v  die  Kurve  u  be- 
rührt. Die  Kurve  v  liegt  in  einer  Ebene  E;  schneiden  wir  also  E 
mit  I,  so  erhalten  wir  zwei  Punkte  Ä  und  B  von  m;  schneiden  wir 
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ferner  E  mit  den  Tangentialebenen  der  Rotationsfläche  in  A  resp.  B, 

80  gewinnen  wir  die  Tangenten  von  u  in  diesen  Punkten. 

Es  konunt  also  alles  darauf  an  E  zu  bestimmen.     Wählen  wir 

aber  auf  dem  Durchmesser  ZN  des  Hyperboloides  einen  weiteren 

Punkt  M  und  legen 

von    ihm    aus    den 

Tangentenkegel     an 

dasselbe ,     so    liegt 

nach  545    sein   Be- 

rührungskegelschnitt 

in  einer  zu  E  paral- 
lelen Ebene.  Speziell 

erkennen  wir,  indem 

wir  Jf  unendlich  fem 
rücken  lassen ,  daß 
die  Diametralebene 
A,  die  zu  dem  Durch- 
messer ZN  konju- 
giert ist,  zu  E  par- 
allel läuft  Nun 
enthält  A  aUe  Punkte 
des  Hyperboloides, 
deren  Tangential- 
ebenen zu  ZN  par- 
allel sind.  Auf  i 
finden  wir  die  beiden 
Punkte  Yon  A  mit 
Hilfe  der  Kugel,  die 


/^: 


Fig.  853. 


die  Botationsfläche  längs  i  berührt,  d.  h.  sie  liegen  in  der  zu  ZÄ^ 
senkrechten  Ebene  durch  K,  Ist  y  der  in  der  Hauptmeridianebene 
liegende  Durchmesser  von  t,  so  gehört  also  der  Punkt  R  von  y 
der  Ebene  A  an,  wenn  EK  ±  Z"N  ist;  die  Ebene  A  hat  somit  BN 
zur  zweiten  Spur  und  steht  auf  der  Meridianebene  durch  Z  senkrecht. 
Die  beiden  Schnittpunkte  A  und  B  von  E  und  i  liegen  auch 
auf  einem  Kreise  der  obengenannten  Kugel,  der  die  Berührungs- 
punkte der  von  Z  an  sie  gelegten  Tangenten  enthält;  der  Punkt 
5  =  AB  X  y  liegt  demnach  auf  der  Polaren  des  Punktes  Z"  in  Bezug 
auf  den  Kreis  um  K  mit  dem  Radius  KJ,  Hierdurch  ist  &  und 
somit  A  und  B  bekannt  [AB  l,  LN\  AB  x  x  ^  S).  AB  ist  die- 
Spui-  von  E  in  der  Ebene  von  i.  Die  Spur  e^  von  E  geht  durch  S  und 
ist  zu  BN  parallel;  wir  verzeichnen  außerdem  die  Spur  e^  von  E  in 
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einer  beliebigen  Horizontalebene,  etwa  der  Ebene  durch  0  {e^'\\A'JS^~ 
Die  Tangentialebene  in  Ä  besitzt  in  dieser  Horizontalebene  die  Spur 
HC{ECi,ÄN'H%  RN'=^{F-^a)y  /F  Tangente  von  k  in  J)j  dem- 
nach  ist  A'C  die  Tangente  von  u  in  J'  {C  =  irC  x  e{),  woraus 
auch  die  Tangente  Ä"C'  von  u"  folgt. 

Gehört  der  Ereis  i  dem  elliptisch  gekrümmten  Teile  der  Ro- 
tationsfläche an,  so  tritt  an  Stelle  des  oskulierenden  Hyperboloides 
ein  EUipsoid,  was  jedoch  die  Konstruktion  nirgends  verändert. 

554.  Auf  der  Kurve  der  Lichtgrenze  haben  nach  529  die 
Punkte  eine  besondere  Bedeutung,  in  denen  die  Tangente  dem  Licht- 
strahle parallel  ist  bei  parallelem  Lichte,  oder  in  denen  die  Tangente 
durch  den  leuchtenden  Punkt  geht  bei  centralem  Lichte.  Es  soll 
nun  bei  der  Ringfläche  noch  etwas  näher  auf  die  Punkte 
von  u  mit  zum  Lichtstrahle  /  parallelen  Tangenten  ein- 
gegangen werden.  IstP  ein  solcher  Punkt  und  i\\l  eine  Gerade 
durch  ihn,  so  ist  t  eine  Haupttangente  der  Ringfläche.  Läßt  man  t 
um  die  Rotationsachse  a  sich  drehen,  so  entsteht  ein  Rotations- 
hyperboloid, das  die  Ringfläche  längs  des  Parallelkreises  t  oskuliert, 
der  den  Punkt  P  trägt.  Der  Hauptmeridian  des  Hyperboloides  sei 
die  Hyperbel  A,  derjenige  der  Ringfläche  der  Kreis  A,  k  oskuliert 
h  im  Punkte  /  von  i.     Der  Asymptotenkegel  des  Hyperboloides  wird 

erhalten,  wenn  man  durch 
seinen  Mittelpunkt  N  eine 
Parallele  zu  /  zieht  und 
diese  um  a '  rotieren  läßt, 
die  Asymptoten  der  Hy- 
perbel h  schließen  also  mit 
a  den  gleichen  Winkel  ein 
wie  /.  um  also  einen 
Parallelkreis  i  zu  finden, 
der  zwei  Punkte  von  der 
gesuchten  Art  trägt,  haben 
wir  folgende  Aufgabe  zu 
lösen.  Es  ist  eine  Hyperbel 
h  zu  suchen  mit  der  Achse 
a,  deren  Asymptoten  mit 
a  einen  bestimmten  Winkel 
u^  L.la  bilden,  und  die  den  Kreis  k  zum  Krümmungskreise  hat; 
- 1  geht  dann  durch  den  Punkt  /,  in  dem  sich  A  und  k  oskulieren. 
In  Fig.  354  sei  0  der  Mittelpunkt  von  k  und  M  der  Mittel- 
punkt der  Ringfläche  mit  dem  Hauptmeridian  k  [OM  i.  a\    Errichtet 


Fig.  354. 
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man  in  JiT »  OJ  x  a  eine  Normale  zu  JO  und  schneidet  diese  mit 
OM  in  r,  so  geht  UJ  durch  den  Mittelpunkt  iV'  von  A;  die  Geraden 
Sä  und  NBj  die  mit  a  den  z.  e^  einschließen,  sind  die  Asymptoten 
Ton  A.  Der  zu  NJ  konjugierte  Durchmesser  ist  NE  (NH ±_  0J)\ 
zieht  man  also  durch  /  eine  Parallele  zu  a,  und  schneidet  diese  NA^ 
NBj  JNJj  NH  resp.  in  Ä,  -ff,  /,  H,  so  liegen  diese  Punkte  harmonisch. 
Deshalb  gilt  f&r  den  Mittelpunkt  Q  von  AB  (NQ  j_  a)  die  Relation : 
{QÄf  SS  QJ '  QHj  die  nun  noch  weiter  umzuformen  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  setze  man  0/=  r,  0M=  d  und  Oß  =  x,  wo  Ä  =  JJB  x  OJ/ 
ist;  dann  ist:  A  QEN  -^  A  BOJ,  also:  QH-BJ^x-  QN. 

Femer  ist :     QJ:  BJ^^QNiBU, 
folglich:  {qA)^^{QN)^'x:BU,     oder:     Äf/  =  xtg«cz, 

und:  OU=BU+x  =--,-. 

cos*  a 

Da  aKOU'^  A  ÄO/ ist,  ist  aber  auch: 

also:  JT»  =  (/r*  cos« cz,     oder:     (OÄ)»  =  0^1/  •  [OTf, 

wenn  5=  OJIf  x  A,  ST\\NÄ  und  07  J_  A'^  ist. 

OB  ergiebt  sich  hiernach  als  dritte  Wurzel  aus  dem  Werte 
OM'  {Oiy,  die  man  am  besten  durch  Rechnung  findet.  Dann  hat 
man  unmittelbar  /  und  den  Parallelki'eis  i,  auf  dem  sich  die  ge- 
suchten Punkte  wie  früher  finden  lassen. 


Die  Rotationsflächen  2.  Grades. 

555.  L&ßt  man  einen  Kegelschnitt  —  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel 
— •  um  eine  seiner  Achsen  rotieren,  so  entsteht  eine  Fläche,  die 
man  als  Rotationsfläche  2.  Grades  bezeichnet.  Durch  Rotation 
einer  Ellipse  um  ihre  große  Achse  wird  das  yerlängerte  Ellipsoid, 
durch  Rotation  um  ihre  kleine  Achse  das  verkürzte  Ellipsoid 
oder  Sphäroid  gewonnen.  Die  Rotation  der  Hyperbel  um  ihre 
Hauptachse  ergiebt  das  zweischalige  Hyperboloid,  die  Rotation 
am  ihre  Nebenachse  das  einschalige  Hyperboloid;  die  Parabel 
bildet  durch  Rotation  um  ihre  Achse  das  Paraboloid.  Das  ein- 
schalige Hyperboloid  kann  auch,  wie  wir  schon  gesehen  haben, 
durch  Rotation  einer  Geraden  um  eine  dazu  windschiefe  Achse  er- 
zeugt werden.  Wir  werden  weiterhin  in  Kapitel  XI  die  all- 
gemeinen Flächen  2.  Grades  kennen  lernen,  von  denen  die  hier 
aufgezählten  nur  spezielle  Fälle  sind.    Dort  werden  die  Eigenschaften 
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dieser  Flächen  eine  ausgedehntere  Behandlung  finden^  während  hier 
nur  einige  wenige  hervorgehoben  werden  sollen. 

Jeder  ebene  Schnitt  der  Rotationsfläche  2.  Grades  ist 
ein  Kegelschnitt,  der  mit  einem  beliebigen  Parallelkreise 
in  doppelter  Weise  auf  einem  Kegel  liegt.  Zum  Beweise 
wählen  wir  die  zur  Schnittebene  senkrechte  Meridianebene  als 
Zeichen  ebene,  a  sei  die  Rotationsachse,  m  die  Meridiankurve  in  ihr 
und  f  die  Spur  der  Schnittebene  (Fig.  355).  Es  ist  nun  zu  zeigen, 
daß  die  Schnittkurve  Sj  die  m  in  J  und  B  trifft,  mit  dem  Parallel- 
kreise if  der  m  in  C  und  JD  schneidet,  einmal  auf  einem  Kegel  mit 
dem  Scheitel  S  =  AC  x  £J)  liegt  und  zum  anderen  auf  einem  Kegel 
mit  dem  Scheitel  T  =  AD  x  BC.  Ein  Punkt  P  von  s  und  ein 
Punkt  Q  von  i  müssen  auf  einem  Strahle  durch  S  liegen,   sobald 

die  Projektion  F'^' 
durch  8  geht,  d.  h. 
es  muß  PF'iQQ" 
=  F'S  :  Q^'S  sein- 
ist nxmp  der  Par- 
allelkreis durch  P 
und  trifft  er  m  in 
E  und  Fj  so  ist: 
{F'P)^^P'£'PF; 
ganz  ähnlich  gilt  für 
Q    die   Beziehung: 

Alle  Kegelschnitte 
durch  die  vier  festen 
Punkte  A,  £,  C,  D 
schneiden  aber  aus 
derGeradeii/?"  nach 
864  Punktepaare 
einer  Involution  aus, 
so  daß  E  und  jP, 
G  =  AC  X  f  und  R^BBx  f,  J  =^  AB  x  f  und  K^BCx  p\ 
jP'  und  der  unendlich  ferne  Punkt  solche  Punktepaare  sind.  Für 
den  Mittelpunkt  P'  dieser  Involution  haben  wir:  P"E  •  P"F 
=  FG  .  P'H  =  P'J '  P'K\  demnach  ist:  (P"P)« :  {Q'^QY  =  F'G  • 
P"fi^:Q"C.Q"jö  =  (F'5)»:(Q"5)«  und  somit  unsere  Behauptung  er- 
wiesen. 

Ganz  ebenso  liegen  P  von  s  und  R  von  i  auf  einem  Strahle 
durch  y,    wenn  P'R'  durch  T  geht  und  PF:  HR' ^  F'TiR'T  ist 


jr^-- 


--A 


Fig.  355. 
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Nun  ist  {R'Rf^R'C'R'I),  also  auch:  {P'Pfx[R'Rf^P'E^P'F 
:  RX '  RD  =  F'K  •  P"/:  ÜTC  •  Ä"Z?  =  {P'T)h  (R'T)K 

Die  Konstruktion  des  Kegelschnittes  s  ist  selbstverständlich; 
Jß  ist  die  eine  Achse  von  ihm,  ihre  Mitte  0  sein  Mittelpunkt,  die 
andere  Achse  wird  von  dem  Parallelkreise  begrenzt,  dessen  Ebene 
durch  O  geht.  Ist  m  eine  Ellipse»  so  kann  man  zur  Konstruktion 
den  affinen  Kreis  benutzen,  der  mit  m  eine  Achse  gemein  hat,  ist 
m  eine  Hyperbel,  so  wird  man  ihre  Asymptoten  bei  der  Konstruktion 
za  verwenden  haben. 

556«  Der  von  einem  Punkte  an  eine  Rotationsfläche 
2.6radesgelegteTangentenkegel  berührt  sie  in  einemKegel- 
schnitte.  Ist  L  der  Punkt,  u  der  Kegelschnitt  und  A  seine  Ebene,  so 
heißt  L  der  Pol  der  Ebene  A  und  umgekehrt  A  die  Polar- 
ebene des  Punktes  L,  Die  Meridianebene  durch  L  nehmen  wir  als 
Zeichenebene,  die  in  ihr  liegende  Meridiankurve  sei  m;  die  Tangenten 
von  X  an  m  mögen  in  den  Punkten  Ä  resp.  B  berühren  (Fig.  356). 
Die  Ebene  A  hat  die  Gerade 
AB  zur  Spur  und  steht  auf  der 
Zeichenebene  senkrecht;  die 
Projektion  der  Kurve  u  fällt 
mit  AB  zusammen.  Wir  haben 
nun  zu  zeigen,  daß  jeder  Punkt 
der  Fläche,  dessen  Projektion 
antAB  liegt,  seine  Tangential- 
ebene durch  Z  schickt.  Ist  P 
ein  solcher  Punkt,  so  daß  P" 
auf  AB  liegt,  und  ist  p  der  zu- 
gehörige Parallelkreis,  der  m 
in  /  und  K  schneiden  mag,  so 
enthalt  die  Tangentialebene  in 
P  die  Tangente  an  den  Parallel- 
kreis  p  und  die  Tangente  an 
die  Meridiankurve  durch  P.  Der 


j>j^^ 


^ 


Fig.  356. 


Sparpunkt  Q  der  ersten  Tangente  teilt  mit  P'  die  Sehne  JK  har- 
monisch, denn  Q  ist  offenbar  der  Pol  von  PP"  in  Bezug  auf  p\ 
Qund  P'  sind  demnach  auch  konjugierte  Pole  in  Bezug  aufm  (284). 
Der  Spurpunkt  R  der  zweiten  Tangente  liegt  auf  der  Rotations- 
achse a,  durch  ihn  gehen  auch  die  Tangenten  von  m  in  /  und  Ä'; 
Ä  ist  der  Pol  von  JK  in  Bezug  auf  wi,  es  sind  also  auch  U  und  P' 
bezüglich  m  konjugierte  Pole.  Die  Spur  Qfi  der  Tangentialebene 
im  Punkte  P  ist  somit  die  Polare  von  P'  hinsichtlich  m;    da  nun 
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P'  auf  AB  liegt,  so  geht  seine  Polare  QÄ  durch  den  Pol  L  Yon  AB, 
und  die  Tangentialebene  in  P  enthält  den  Punkt  X,  was  unseren 
Satz  beweist 

Der  Mittelpunkt  M  von  m  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  der 
Rotationsfläche;  die  Gerade  ML  halbiei-t  die  Sehne  AB  —  die 
Polare  von  L  —  im  Punkte  0  (nach  294);  AB  ist  eine  Achse  und 
0  der  Mittelpunkt  von  m.  Da  die  Polaren  aller  Punkte  des  Durch- 
messers ML  in  Bezug  auf  m  parallel  sind,  so  können  wir  folgenden 
Satz  erschließen.  Die  Tangentenkegel  aus  den  Punkten  eines 
Durchmessers  an  die  Rotationsfläche  2.  Grades  berühren 
sie  in  Kegelschnitten,  deren  Ebenen  parallel  sind  und  auf 
der  Meridianebene  durch  den  Durchmesser  senkrecht 
stehen;  diese  Kegelschnitte  sind  ähnlich  und  ihre  Mittel- 
punkte  liegen  auf  jenem  Durchmesser.  Die  Ähnlichkeit  folgt 
daraus,  daß  je  zwei  ebene  Schnitte  der  Fläche  auf  einem  Kegel 
liegen,  was  in  der  nächsten  Nummer  gezeigt  werden  soll. 

557.  Bilden  die  Punkte  P  und  Q  zwei  konjugierte 
(harmonische)  Pole  in  Bezug  auf  irgend  einen  Schnitt 
einer  Rotationsfläche  2.  Grades,  in  dessen  Ebene  sie  liegen, 
so  thun  sie  es  auch  für  jeden  Schnitt,  dessen  Ebene  sie 
enthält.  Sind  nämlich  u  und  v  zwei  Schnitte  der  Rotationsfläche, 
deren  Ebenen  durch  PQ  gehen,  so  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden: Entweder  PQ  schneidet  u  und  somit  auch  v  in  zwei 
Punkten  A  und  B;  Pj  Q  teilen  dann  als  konjugierte  Pole  von  u  die 
Sehne  AB  harmonisch,  sie  sind  deshalb  auch  konjugierte  Pole  von 
V,  Ab,  u  und  v  die  Sehne  AB  gemein  haben.  Oder  PQ  trifft  die 
Kurven  u  und  v  nicht;  sind  dann  P,  Q  konjugierte  Pole  f)ir  u,  so 
kann  man  von  P  (ebenso  auch  von  Q)  zwei  Tangenten  an  u  legen, 
da  beide  Punkte  außerhalb  u  liegen  (288);  die  zugehörige  Berührungs- 
sehne (Polare  von  P)  geht  durch  Q.  Die  Berührungspunkte  aller, 
von  P  an  die  Rotationsfläche  gelegten  Tangenten  liegen  auf  einem 
Kegelschnitte,  dessen  Ebene  jene  Berührungssehne  und  somit  Q 
enthält.  Diese  Ebene  enthält  auch  die  Berührungssehne  der  von  P 
an  V  gelegten  Tangenten,  so  daß  diese  Sehne  ebenfalls  durch  Q  geht; 
P,  Q  sind  also  auch  konjugierte  Pole  für  v.  Die  Punkte  P,  Q 
heißen  wegen  dieser  Eigenschaft  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die 
Rotationsfläche  2.  Grades.  Die  Punkte  jeder  Geraden  ordnen  sich 
paarweise  in  konjugierte  Pole  an,  die  involutorische  Reihen  bilden. 

Da  die  Kurven  u  und  v  auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  die- 
selbe Involution  harmonischer  (konjugierter)  Pole  bestimmen,  so 
sind  sie  nach  356  in  zweifacher  Weise  perspektiv.    Zwar  ist  dieser 
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Satz  in  356  nur  f&r  zwei  Kegelschnitte  in  der  nämlichen  Ebene 
ausgesprochen,  doch  bleiben  dieselben  in  perspektiver  Lage  (nach 
173),  wenn  man  einen  von  ihnen  um  die  Achse  der  Ferspektivität, 
d.  h.  um  die  Gerade  der  gemeinsamen  harmonischen  Pole  dreht. 
Je  zwei  ebene  Schnitte  der  Rotationsfläche  2.  Grades 
liegen  demnach  gleichzeitig  auf  zwei  Eegelflächen. 

558.  Durch  eine  Gerade  AB  sollen  die  beiden  Tan- 
gentialebenen an  eine  Rotationsfläche  2.  Grades  gelegt 
werden.  Die  Folarebene  A  Ton  A  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Enr?e,  deren  Punkte  ihre  Tangentialebenen  durch  A  schicken; 
analog  gehen  die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  der  Fläche,  die 
in  der  Polarebene  B  von  J3  liegen,  durch  B,  Die  Schnittgerade  s 
von  A  und  B  trifft  also  die  Fläche  in  zwei  Punkten  /  und  K,  deren 
Tangentialebenen  die  Gerade  AB  enthalten.  Legt  man  durch  A 
die  Meridianebene  und  bestimmt  seine  Polare  in  Bezug  auf  die 
Meridiankurve,  so  steht  A 
in  dieser  auf  der  Meri- 
dianebene senkrecht;  in 
gleicher  Weise  findet  man 
B  und  dadurch  «,  und  es 
sind  dann  noch  die  Schnitt- 
ponkte  Yon  s  mit  der 
Rotationsfläche  zu  be- 
stimmen. 

In  Fig.  357  mag  EF 
die  kleine  und  GH  die 
große  Achse  einer  Ellipse 
m  sein,  die  durch  Rota- 
tion um  ihre  große  Achse 
ein  Ellipsoid  erzeugt.  Die 
Rotationsachse  sei  senk- 
recht zum  Grundrisse,  und 
die  genannte  EUlipse  liege 
in  einer  zum  Aufirisse  par- 
allelen Ebene.  Auf  der 
Geraden  /,  durch  die  die 
beiden  Tangentialebenen 
an  die  Fläche  zu  legen  sind,  wählen  wir  den  Punkt  A  in  der 
Ebene  TT3  des  größten  Parallelkreises  A,  den  Punkt  B  in  der 
Tangentialebene  des  Punktes  G,  in  der  Figur  fällt  sie  mit  TTj  zu- 
sammen.    Die  Polarebene  A  von  A  enthält  die  Polare  von  A  in 


Fig.  357. 
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Bezug  auf  k  und  ist  zu  TT|  senkrecht;  die  Berührungssehne  PQ' 
der  von  Ä  an  K  gelegten  Tangenten  bildet  also  die  erste  Spar  a^ 
von  A  und  die  erste  Projektion  a^  ihrer  dritten  Spur,  Die  Polar- 
ebene B  von  B  geht  durch  0  und  enthält  die  beiden  Punkte  von  k^ 
deren  Tangentialebenen  durch  B  gehen;  diese  sind  aber  senkrecht 
zu  TT^.  Die  Projektion  b^  der  dritten  Spur  von  B  ist  demnach  die 
Berührungssehne  der  von  B  an  k!  gelegten  Tangenten,  ihre  erste 
Spur  b^  geht  durch  G  [b^\\b^ ^^  BG).  Hieraus  ei^eben  sich  die 
Spurpunkte  8^  und  8^  von  *  =  A  X  B  (Sj  =  «^  x  ij ,  Ä,'  =  a^  X  b^y 
Um  die  Schnittpunkte  von  s  mit  der  Rotationsfläche  zu  ge- 
winnen, lege  man  durch  s  eine  Yertikalebene,  die  die  Fläche  in 
einer  Ellipse  c  schneidet.  Diese  Ellipse  c  ist  zu  dem  Kreise  k 
perspektiv,  das  Perspektivitätscentrum  0  ergiebt  sich  dann  in  fol- 
gender Weise.  Man  drehe  c,  das  zu  m  ähnlich  ist,  um  die  Achse  GHj 
bis  seine  Ebene  zu  TT^  senkrecht  steht;  das  Oentrum  0^  der  Per- 
spektivität  von  k  und  der  gedrehten  Kurve  c^  liegt  dann  in  der 
Ebene  des  Hauptmeridians,  erscheint  also  als  Schnitt  der  Geraden 
ECq  und  FD^y  wo  C^D^  die  große  Achse  von  c^  ist  [C^D^iFQ' 
=  G"H"\E'F'\  Dreht  man  c^  in  seine  ursprüngliche  Lage  c  zu- 
rück, so  geht  0^  in  0  über;  dabei  fällt  O  mit  Ä  zusammen,  denn 
0  muß  in  den  Ebenen  liegen,  die  die  Fläche  in  P  resp«  Q  berühren 
(0'=  Äy  0^O'\x\  Die  Ebene  aus  0  durch  s  schneidet  TT,  in  der 
zu  s  Perspektiven  Geraden  8^T  {T  ^  O' 8{' y.  E' F' ,  T  auf  as^) 
und  diese  schneidet  k  in  den  Punkten  U  und  F,  die  zu  den  ge- 
suchten Berührungspunkten  J  und  K  perspektiv  sind  [U'  ^K  x  S^T, 
r  =  Ä'  X  8^'T,  T^arx  8^8^,  K  ^aUx  8^8^,  r  und  K"  auf 
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Rotationsflächen,  die  sicli  längs  einer  Kurve  berQliren. 

559.  Berühren  sich  zwei  Rotationsflächen  A  und  B,  deren 
Achsen  a  und  b  windschief  zu  einander  sind,  längs  einer  Kurve  c, 
so  sind  in  den  Punkten  dieser  Kurve  für  beide  Flächen  die  Tan- 
gentialebenen und  damit  auch  die  Normalen  gleich.  Die  Normale 
einer  Rotationsfläche  trifft  aber  ihre  Achse,  so  daß  die  gemeinsamen 
Normalen  beider  Flächen  in  den  Punkten  von  c  sowohl  a  wie  b 
treffen.  Ist  somit  eine  Rotationsfläche  A  und  die  Achse  b  einer 
zweiten  bekannt,  die  erstere  längs  einer  Kurve  berühren  soll,  so 
gehören  dieser  Berührungskurve  alle  Punkte  von  A  an,  deren  Nor- 
malen die  Achse  b  treffen.  Durch  Rotation  dieser  Kurve  um  b 
entsteht   die   Fläche    B,    und   ganz   ebenso   erzeugt   sie    bei   einer 
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Botation  um  a  die  Fläche  A.  Die  Flächen  A  und  B  können  auch 
als  Hüllflächen  angesehen  werden.  Rotiert  B  um  a,  so  ist  A  die 
Hüllfläche  für  alle  Lagen  von  B;  die  Berührungskurven  aller  dieser 
Flächen  gehen  aus  c  durch  Botation  hervor;  ganz  ebenso  ist  B  die 
Hüllfläche  f&r  alle  Lagen  von  A,  wenn  A  nm  die  Achse  b  rotiert. 
Sind  a  und  b  die  Achsen  zweier  Botationsflächen  A 
and  B,  die  sich  längs  einer  Kurve  berühren,  und  ist  die 
Meridiankurve  m  der  Fläche  A  gegeben,  so  sei  die  Be- 
rührungskurve c  und  die  Meridiankurve  n  von  B  zu  kon- 
struieren. Wir  wählen  TT3  parallel  zu  a  und  b  und  TT^  senkrecht 
ZQ  a  imd  bestimmen  auf  einem  beliebigen  Parallelkreise  t  von  A 
die  beiden  Punkte  P  und  Q  von  c  (Fig.  358).  Ist  JE  der  Schnitt- 
punkt von  ?  mit  dem 
Hauptmeridian  m,  so 
zeichnen  wir  die  Nor- 
male EJ  im  Punkte  E 
von  fUj  die  a  in  /  trifft; 
die  Flächennormalen  in 
den  Punkten  des  Par- 
allelkreises i  bilden 
einen  Kegel  mit  dem 
Scheitel  J.  Eine  Ebene 
durch  b  und  eT"  schneidet 
aas  dem  Kegel  die 
beiden  Mantellinien  aus, 
die  die  gesuchten 
Punkte  P  und  Q  tragen ; 
diese  Punkte  liegen  also 
anf  der  Schnittlinie  OH 
der  Ebene  bJ  mit  der 
Ebene  des  Kreises  i 
[E'  =  Ä"  X  r,  H'    auf 

h\rG"\\b'\  G'^ro" 

xr,  K  Mittelpunkt 
von  I,  G'K^x,  P'=  &R  x  i",  (?'=  G'H'xiy  Drehen  wir  nun 
noch  die  Ebenen  Pb  resp.  Qb  um  b  parallel  zu  TTj,  so  liefern  P 
und  q  die  Punkte  P^  und  Q^  des  Hauptmeridians  n  von  B  {P^'P" 

660#  Ein  gerader  Kreiscylinder  mit  der  Achse  a  rotiert 
um  eine  Achse  i;  seine  Hüllfläche  zu  bestimmen.  TTi  werde 
zu  a  normal,   TTg  zu  a  und  b  parallel  gewählt  (Fig.  359);    die  Be- 


3' 


:Al 


Fig.  858. 
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rührungskurve  c  des  Cylinders  in  seiner  Anfangslage  mit  der  Hüll« 
fläche  ist  dann  leicht  anzugeben.  Da  hier  ihre  erste  Projektion  c 
mit  dem  Spurkreise  k  des  Cylinders  zasammen&Ut  und  die  Normalen 
dieses  Cylinders  horizontal  sind,  so  können  wir  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  R  von  b  das  Lot  zu  a  mit  dem  Fußpunkte  S  zeich- 
nen, das  den  Cylinder  in  zwei  Punkten  P  und  Q  von  c  schneidet 
■  (R'S'W  X,   R:Sxk=.F,  üTÄ'  X  Ä  =  Q').     Jede  Mantellinie  trÄgt  im 


Fig.  359. 

Endlichen  einen  Punkt  von  c,  die  ganze  Kurve  c  besteht  aus  zwei 
Teilen,  von  denen  jeder  aus  dem  anderen  durch  eine  Drehung  von 
180^  um  die  Achse  a  hervorgeht.  Die  beiden  Mantellinien,  welche 
in  der  zu  b  parallelen  Ebene  durch  a  sich  befinden,  sind  die 
Asymptoten  von  c.  Auf  der  gemeinsamen  Normalen  von  a  und  b 
liegen  die  Punkte  /  und  K  von  c,  deren  Schmiegungsebenen  zu  TTj 
senkrecht  sind;  c"  hat  also  in  /"=  jST"  einen  Doppelpunkt,  der  ftlr 
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die  beiden  Zweige  zugleich  Wendepunkt  ist  {b"  ist  nicht  Wende- 
tangente). 

Drehen  wir  die  Gerade  RS  um  b  parallel  zu  TT|  in  die  Lage 
SS^  [S'S^  JL  Ä",  £f'S^  ^RS^  RS^,  so  gelangen  P  und  Q  nach  P^ 
und  Qj,  auf  ä"Äq  (Pq^q  =  S^Q^  =  r,  dem  Eadins  von  A);  diese  Punkte 
P,^  und  Qo  gehören  dem  Hauptmeridian  n^  der  Hüllfläche  an.  S^ 
entsteht  aus  dem  Punkte  8  Ton  a  durch  Eotation  um  die  Achse  b ; 
durch  Rotation  der  Geraden  a  um  die  Achse  b  entsteht  aber  ein 
Sotationshyperboloid,  dessen  Hauptmeridian  eine  Hyperbel  h^  ist; 
sie  tragt  den  Punkt  S^,  Die  Nebenachse  von  h^  ist  b",  ihre  eine 
Asymptote  fallt  mit  a"  zusammen.  Die  gerade  R'S^  ist  die  Nor- 
male der  Hyperbel  h^  im  Punkte  S^.  Denn  RS  steht  in  S  senk- 
recht zu  a  und  trifft  die  Achse  b  des  genannten  Hyperboloides, 
d.  h.  RS  ist  die  Normale  dieser  Fläche  im  Punkte  S\  deshalb  ist 
RS  auch  eine  Normale  der  Meridianhyperbel  durch  S^  und  in  der 
gedrehten  Lage  ist  RS^  die  Normale  von  h^  m  S^,  Tragen  wir  auf 
dieser  Normalen  nach  beiden  Seiten  hin  die  gleiche  Strecke  r  auf, 
so  erhalten  wir  zwei  Punkte  P^  und  Q^  von  n^.  Der  Hauptmeridian  n^ 
der  Hüllfläche  ist  also  eine  Parallelkurve  zu  der  Hyperbel  h^  im 
Abstände  r.  Die  Kurve  n^  besteht  aus  zwei  Teilen,  von  denen  der 
eine  außerhalb  A^,  der  andere  im  Innern  von  h^  liegt;  letzterer  hat 
zwei  Spitzen  E^  und  F^  auf  der  Evolute  v^  von  ä^  und  einen  Doppel- 
punkt Gq  auf  J^Kq. 

561.  Zwei  Hyperboloide  können  sich  längs  einer  Er- 
zeugenden berühren.  Die  Hyperboloide  seien  A  und  B,  ihre 
Achsen  a  und  6,  die  gemeinsame  Erzeugende  e.  Wenn  sich  die 
Rotationsflächen  längs  e  berühren  sollen,  so  müssen  die  gemein- 
samen Flächennormalen  in  den  Punkten  von  e  sowohl  a  wie  b  treffen. 
Alle  diese  Flächennormalen  liegen  in  Ebenen,  die  zu  e  senkrecht 
stehen;  sie  müssen  deshalb  die  Achsen  a  und  b  in  ähnlichen  Punkt- 
reihen schneiden,  da  sie  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Projizieren 
wir  das  Ganze  auf  eine  Ebene  TTi,  die  auf  e  senkrecht  steht,  so 
erscheinen  die  Normalen  als  Geraden  durch  den  Spurpunkt  E^  von  e\ 
soll  aber  das  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  E^  auf  a'  und  V  ähn- 
liche Punktreihen  ausschneiden,  so  muß  V\\  a  sein.  Die  Achsen  a,  b 
und  die  Erzeugende  e  sind  somit  zu  einer  und  derselben  Ebene 
parallel,  die  wir  als  Aufrißebene  benutzen  (Fig.  360). 

Geht  man  nun  von  einem  Hyperboloid  A  mit  der  Achse  a  aus, 
so  giebt  es  noch  unendlich  viele  Hyperboloide,  die  dasselbe  längs 
der  Erzeugenden  e  berühren.  Sind  nämlich  A^  und  Ä^  resp.  E^ 
nnd  E^    die  Spurpunkte   von   a   und   e   in   zwei   zu  e   senkrechten 
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Ebenen  TTj  und  TTj^  so  bildet  jede  Gerade  bj  deren  Spurpunkte  B^ 
und  -ffg  resp.  auf  A^E^^  und  A^E^  liegen   und  für  die  .B^B^'\\A^A^' 

ist,  die  Achse  eines 
Eotationshyperboloi- 
des  By  das  A  längs  e 
berührt.  Denn  ist 
A^  irgend  ein  Punkt 
auf  Ay^A^  und  B^  ein 
Punkt  auf  B^B^  der- 
art,  daß  ^,J5i :  ^2^3 
=  A^Ay^ :  A^A^  ist,  so 
geht   B^A^'     durch 

trifft  e^  und  es  liegen 
AyB^y  A^B^xmA  A^B^ 
in  parallelen  Ebenen, 
d.  h.  es  ist  B^A^  j_  e 
und  deshalb  eine  ge- 
meinsame Normale 
von  A  und  B. 

Sind  wir  nun 
über  die  gegenseitige 
Lage  der  Achsen  a, 
b  imd  der  Erzeu- 
genden e  orientiert, 
so  sind  uns  auch  un- 
mittelbar die  Mittelpunkte  M  und  N  der  Flächen  A  und  B  bekannt, 
denn  JlßV^ist  die  gemeinsame  Normale  von  a,  b  und  e.  Ist  P=MNx  «, 
so  sind  PAf  und  PJV^  die  Badien  der  Kehlkreise  unserer  beiden  Flächen. 
Eine  Parallele  zu  e  durch  M  liefert  die  zu  TT,  parallele  Mantellinie 
des  Asymptotenkegels  von  A,  sie  ist  also  eine  Asymptote  des  Haupt- 
meridians m  von  A;  «"  ist  Asymptote  der  Hyperbel  m",  M"  ihr 
Mittelpunkt,  M'q' =^  MF  ihre  halbe  Hauptachse,  a"  ihre  Neben- 
achae.  Ganz  ebenso  bestimmt  sich  der  Hauptmeridian  n  von  B; 
e"  ist  Asymptote  der  Hyperbel  n",  N"  ==  M"  ihr  Mittelpunkt,  die 
Länge  ihrer  halben  Hauptachse  ist  gleich  N'F. 

Die  Erzeugenden  von  A,  die  mit  e  zusammen  der  gleichen 
Schar  angehören,  treffen  e  nicht,  schneiden  also  B  in  zwei  reellen 
oder  konjugiert  imaginären  Punkten  außerhalb  e.  Die  Erzeugenden 
der  anderen  Schar  von  A  berühren  B  je  in  einem  Punkte  von  e. 
Daraus   geht   hervor,    daß   die   Hyperboloide  A  und  B   außer   der 


Fig.  360. 
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Erzeugenden  e,  in  der  sie  sich  berühren,  noch  zwei  weitere  reelle, 
oder  konjugiert  imaginäre  Erzeugende  der  anderen  Schar  gemein 
haben.  Die  Lage  dieser  EIrzeugenden  ergiebt  sich  aus  der  folgenden 
Betrachtung. 

Die  Mantellinien  der  Asymptotenkegel  von  A  und  B  sind  zu 
den  Erzeugenden  der  bezüglichen  Flächen  parallel;  haben  demnach 
A  und  B  eine  Erzeugende  gemein,  sp  weisen  ihre  Asymptotenkegel 
ein  Paar  parallele  Mantellinien  auf.  Verschieben  wir  nun  beide 
Kegel  parallel  mit  sich  selbst,  bis  sie  beide  den  Punkt  P  zum 
Scheitel  haben,  so  berühren  sie  sich  längs  e  und  schneiden  sich 
außerdem  in  zwei  reellen,  oder  imaginären  Mantellinien.  Um  diese 
zu  zeichnen  legen  wir  nach  113  um  F  als  Mittelpunkt  eine  Kugel, 
und  benutzen  eine  zu  TTg  parallele  Hilfsebene  durch  P,  Diese  Hilfs- 
ebene schneide  die  Kugel  in  k  und  die  Kegel  in  den  Geraden  £J^E^, 
F^F^  resp.  E^E^,  G^G^.  Sind  dann  E^y  E^,  F^,  F^,  G^,  G^  die  Schnitt- 
punkte dieser  Geraden  mit  k ,  und  ist  H  =  E^  G^  x  E^F^  und 
/=  E^F^  X  E^G^,  so  enthält  die  durch  ///  senkrecht  zu  TTg  gelegte 
Ebene  A  zwei  gemeinsame  Mantellinien  der  Kegel  mit  dem  Scheitel  P. 

Sind  diese  Mantellinien  reell,  so  schneidet  jede  Parallelebene  zu 
A  die  Kegel  mit  dem  Scheitel  P  in  Hyperbeln  mit  parallelen  Asymp- 
toten, d.  h.  in  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Hyperbeln.  Jede 
Parallelebene  zu  A  schneidet  also  auch  die  Asymptotenkegel,  und 
folglich  die  Hyperboloide  A  und  B  in  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden 
Hyperbeln;  diese  letzteren  berühren  sich  in  dem  auf  e  liegenden 
gemeinsamen  Punkte,  der  deshalb  das  Ahnlichkeitscentrum  für  sie 
darstellt.  Unter  den  Parallelebenen  zu  A  giebt  es  zwei,  die  A  be- 
rühren, also  in  Geradenpaaren  schneiden;  sie  berühren  gleichzeitig 
auch  B  und  schneiden  es  in  Geradenpaaren.  Eine  solche  zu  A 
parallele,  gemeinsame  Tangentialebene  von  A  und  B  schneidet  diese 
Flächen  in  einer,  beiden  gemeinsamen  Erzeugenden  und  in  zwei 
parallelen  Erzeugenden.  Es  folgt  das  einfach  daraus,  daß  die  zu 
einem  Geradenpaar  ähnliche  Kurve,  falls  das  Ahnlichkeitscentrum 
auf  einer  der  Geraden  liegt,  eben  aus  dieser  Geraden  und  einer 
zur  anderen  parallelen  Linie  besteht.  Die  Hyperbeln  m'  und  w" 
haben  dann  zwei  zu  H"J''  parallele  gemeinsame  Tangenten. 

In  unserer  Figur  schneidet  die  Ebene  A  die  Kegel  in  imagi- 
nären Geraden;  aber  je  zwei  Geraden  dieser  Ebene,  die  in  Bezug 
auf  den  einen  Kegel  konjugiert  sind,  sind  es  auch  in  Bezug  auf  den 
anderen,  da  die  gemeinsame  Potenzlinie  der  Basiskreise  beider  Kegel 
mit  den  Durchmessern  E^F^  und  E^G^  in  A  liegt.  Jede  Parallel- 
ebene zu  A  schneidet  deshalb  beide  Kegel  in  Ellipsen,  deren  kon- 
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jugierte  Durchmesser  paarweise  parallel  sind,  die  also  ähnlich  und  in 
ähnlicher  Lage  sind.  Es  läßt  sich  indes  auch  leicht  direkt  zeigen,  daß 
beide  Kegel  von  den  zu  A  parallelen  Ebenen  in  Ellipsen  geschnitten 
werden,  deren  Achsenverhältnisse  einander  gleich  sind.  Wird  näm- 
lich JE^gi'g  durch  //  und  K  und  ^\ö^i  durch  H  und  Z  harmonisch 
geteilt,  so  ist:  jy^.^  .  ^^^  _  j^j,^  .  j^-^^  ^ 

und  HG^ :  HE^  =  LG^ :  LJE^^ . 

Die  Parallele  zu  HJ  durch  K  schneide  PU^  und  PF^  in  R  und  S, 
die  Parallele  zu  ///  durch  Z  schneide  PJE^  und  PG^  in  U  und 
F\  die  Normale  in  K  zu  TTg  treffe  den  Basiskreis  des  Kegels  mit 
dem  Durchmesser  E^F^  in  T,  die  Normale  in  Z  zu  TT^  den  Basis- 
kreis des  zweiten  Kegels  mit  dem  Durchmesser  F^G^  in  JV,  Dann 
liegen  auf  den  beiden  Kegeln  die  Ellipsen  mit  den  Mittelpunkten 
K  resp.  Z  und  den  Halbachsen  KR  =  KS  und  AT,  resp.  ZU^ZF 
und  Zr.  Nun  ist:  KSiKF^  =  HP:  HF^ , 
und:  KR :  ZjSg  =  HP:  HE^ , 

also :  {KRf :  KE^  •  A/^  =  {HP^ :  HE^  •  HF^  . 

Ganz  analog  ergiebt  sich: 

{ZU)^:ZE^'ZG,  =  {HP)^:HE^'HG^, 
und  da  HE^-HF^  =  HE^HG^  ist  (als  Potenz  von  if  in  Bezug  auf  ä), 
so  folgt:  {KRf:{ZUf^KE^.KF^:ZE^'ZG^^{KTfi{Z}Vf,  was 
unsere  Behauptung  erweist.  Die  Parallelebenen  zu  A  schneiden 
die  beiden  Hyperboloide  in  ähnlichen  Ellipsen,  die  sich  in  einem 
Punkte  von  e  berühren,  der  das  Ähnlichkeitscentrum  bildet.  Die 
Ebene  A  selbst  schneidet  die  Hyperboloide  in  Ellipsen,  deren  kleine 
Halbachsen  PJtf^resp.  PA^und  deren  große  Halbachsen  CM  resp.  ZN 
sind  {C=HJxm,  D^HJxn,  PM:  PN  =  CM:  BN).  Auch  die 
ersten  Projektionen  dieser  Ellipsen,  die  in  die  Figur  eingezeichnet 
sind,  sind  ähnlich. 
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Rollkurven. 

562.  Bewegt  sich  eine  ebene  Kurve  k  in  ihrer  Ebene,  indem 
sie  sich  auf  eine  zweite  Kurve  /  stützt,  d.  h.  so,  daß  sie  diese  fort- 
während   berührt   und   legt  der   Berührungspunkt   (Stützpunkt)  auf 
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Fig.  361. 


beiden  Kurven  gleiche  Weglängen  zurück,  so  sagt  man:  die  be- 
wegliche Kurve  k  rollt  auf  der  festen  Kurve  /.  Die  Bahn 
irgend  eines  fest  mit  der  rollenden  Kurve  k  verbundenen  Punktes 
heißt  eine  BoUlinie. 

Für  einen  bestimmten  Äugenblick  der  Bewegung  seien  die  Punkte 
Ä'  und  L  beider  Kurven  im 
Stutzpunkte  vereint  und  M  sei 
die  Lage  des  die  Rolllinie  m 
beschreibenden  Punktes.  Man 
erhält  eine  neue  Lage  M^ 
desselben,  wenn  man  auf  h 
und  /  in  gleichem  Sinne 
gleiche  Bogenlängen  K£^  und 
Zij  abträgt,  in  ihren  End- 
punkten die  Tangenten  K^K' 
und  Z^L'  zieht  und  ^  L'L^M^ 
=  Z.  K'K^M,  sowie  L^M^ 
=  K^M  macht  (Fig.  361). 

563.    Ist  MM,  ein  unendlich  kleines  Element  der  BoUlinie,  so 
kann  man  den  Übergang  von  M  in  M^  als  Drehung  um  den  Stütz- 
punkt L  auffassen:    L  bildet  den  augenblicklichen  Drehpunkt 
(Momentancentrum,  Pol) 
der     rollenden      Bewegung. 
Man  erkennt  dies  am  leich- 
testen, indem  man  statt  der 
Kurven  vorläufig  zwei  Poly- 
gone KK^K^ . . .  und  LL^L^ . . . 
mit  sehr  kleinen  geradlinigen 
Seiten    KK^  =  LL^ ,     K^K^ 
=  LiL^,  .  .  .  betrachtet  (Fig. 
362).    Fällt  zuerst  K  mit  L 
zusammen,    so  wird   darauf 
Ä'j   mit  jCj    durch   Drehung  Fig.  362. 

des    beweglichen    Polygones 

um  L  vereinigt,  dann  K^  mit  L^  durch  Drehung  um  jCj,  u.  s.  f. 
Der  Unterschied  zwischen  der  geschilderten  Bewegung  und  der  zu 
untersuchenden  verschwindet,  wenn  die  Polygonseiten  unendlich  klein 
werden,  wobei  als  Grenzgestalten  der  Polygone  sich  die  Kurven  k  und 
/  ergeben. 

Die  Gerade  ZJf  stellt  die  Normale  der  Rolllinie  m  im  Punkte 
M  dar,    denn  als  Verbindungslinie  des   Drehpunktes   mit  dem  be- 
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schreibenden  Punkte  steht  sie  senkrecht  auf  dessen  augenblicklicher 
Bewegungsrichtung  oder  auf  der  Kurventangente.  Hiernach  kann 
die  Tangente  t  der  Rolllinie  im  Punkte  M  sofort  gezeichnet 
werden. 

664.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  daß  der  Begriff  des 
Momentancentrums  in  der  Kinematik  dazu  dient,  jede  beliebige 
Bewegung  einer  starren  Figur  in  der  Ebene  durch  eine 
rollende  Bewegung  zu  erklären.  Aus  den  flir  einen  bestimmten 
Moment  geltenden  Positionen  P  und  Q  zweier  Punkte  der  bewegten 
Figur  f5  und  ihren  augenblicklichen  Bewegungsrichtungen  bestimmt 
sich  der  augenblickliche  Drehpunkt  als  Schnitt  der  durch  P  und  Q 
normal  zu  ihren  Bewegungsrichtungen  gezogenen  Geraden.  Er  ändert 
im  Laufe  der  Bewegung  im  allgemeinen  seine  Lage.  Sein  geome- 
trischer Ort  bildet  demnach  in  der  festen  Ebene  eine  Kurve  /,  die 
Polbahn,  in  einer  mit  5  verbundenen  beweglichen  Ebene  aber  eine 

Kurve  ä,  die  Polkurve,  deren 
j^  Punkte  successive  mit  den  ent- 

sprechenden von  /  zusammen- 
fallen. Man  kann  daher  die 
Bewegung  als  durch  das  Rollen 
von  k  auf  l  hervorgebracht 
ansehen. 

565.  Haben  die  Kurven 
k  und  l  das  unendlich  kleine 
Element  LL^  gemein  (Fig.  363) 
und  gehören  zu  ihm  iV  und 
0  als  Krümmungscentren  resp., 
so  bilden  x  =  /_  ZÄ'Z^  und 
A  =  z.  ZOZ^  die  Kontingenz- 
winkel  und  es  ist: 

1)     LZ^  =ZNx=  OZl. 

Schreitet  aber  die  Be- 
rührungsstelle der  Kurven  um 
das  Element  Zi^  fort,  so  dreht 
sich  die  rollende  Figur  um 
den  Winkel 

^  +  A  =  z.  NZ^]S\  =  L. MZ^M^ , 
wo  M^  und  N^  die  von  M  und  N  erreichten  Nachbarlagen  bedeuten. 
Dabei  fällt  JV^^j^auf  die  zu  OZ  benachbarte  Normale  OZ^  der  Leit- 
kurve /,  und  die  Normale  ZM  der  Rolllinie  geht   in   die  Nachbar- 
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normale  Ir^M^  über,  die  mit  der  Yorigen  das  Ertimmungscentrum  P 
und  den  Kontingenzwinkel  pi  ^  L,  MPM^  bestimmt.  Setzt  man  noch 
f  =  Z.  LML^ .  80  folgt  fiir  die  eingeführten  unendlich  kleinen  Winkel 
die  Beziehung: 

2;  X  +  X  =  n  +  v. 

Ist  ferner  L^  die  senkrechte  Projektion  von  L^  auf  die  durch  L 
normal  zu  LM  gezogene  Gerade,  so  kann  LL^  als  das  gemeinsame 
Element  der  mit  den  Radien  LM  und  PL  um  Jlf  und  P  geschlagenen 
Kreise  betrachtet  werden  und  man  hat: 

3;  LLq  =  PL  •  fi  =  LM'V  =  LL^  •  cos  a , 

wenn  a  =  zL  L^LL^  =  L_  MLN 

gesetzt  wird.  —  Aus  der  Verbindung  der  Relationen  1),  2)  und  3) 

folgt: 

PL"^  LM''  \0L  "^  LN)     cosa  ' 

Wird  LqL  von  AIN  in  Q  geschnitten,  so  trifft  OQ  die  Gerade 
ML  in  dem  durch  diese  Relation  bestimmten  Punkte  P;  denn  zieht 
man  durch  ihn  die  Parallele  zu  OJV,  die  auf  LQ  und  NQ  die  Punkte 
B  und  S  bestimmt^  so  folgt  zuerst: 

PR  ^     1 
PL       eosa 

and  aus  ähnlichen  Dreiecken : 

PS  _  OL  +  LA' 
PE"       OL       ' 

PL  +  LM  _  PS 
LM       '~  LN' 

Die  Multiplikation  der  letzten  drei  Gleichungen  ergiebt  aber  die 
Bedingung  4);  daher  die  Konstruktion: 

Sind  N  und  0  die  Erümmungscentra  der  Kurven  ä  und 
/  im  Stützpunkte  L,  so  erhält  man  das  Krümmungscentrum 
P  der  von  M  beschriebenen  Rolllinie  m,  indem  man  MNmit 
der  Normalen  zu  iJlf  durch  L  im  Punkte  Q  und  OQ  mit  LM 
in  P  schneidet. 

Verändert  M  seine  Lage  auf  LM,  so  bewegt  sich  Q  auf  LQ 
und  P  auf  LM  so,  daß  die  Reihe  der  M  mit  der  Reihe  der  Q  aus 
dem  Centrum  N  und  diese  mit  der  Reihe  der  P  aus  0  perspektiv 
liegt.    Also  sind  die  Reihen  der  Mund  der  P  projektiv. 

566«  Fällt  der  die  Rolllinie  beschreibende  Punkt  auf  die 
Stützpunktnormale   NO^   z.  B.   nach   Mq   (Fig.  364),    so  bedarf  die 
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Konstruktion  einer  Abänderung.  Der  zm  M^  gehörige  Erümmungs- 
mittelpunkt  Pq  ist  (da  hier  a  =  0  zu  nehmen  ist)  durch  die  Re- 
lation: 

1.1  1.1 


PnL  "^  LM, 


OL  ■*"  LA" 


bestimmt  und  wird  folgendermaßen  indirekt  gefunden.     Ist  M  die 
senkrechte  Projektion  von  M^  auf  eine  durch  L  unter  dem  beliebigen 

Winkel  u  gegen  Ä'O 
gezogene  Gerade  und 
jf^  P    der    zu     M    gehö- 

rige Krümmungsmittel- 
punkt, so  ist  P  die 
senkrechte  Proj  ektion 
von  Pq.  In  der  That 
geht  die  Bedingung  4) 
durch  die  Annahme: 

ZM  =  ZMq  •  cos  cc , 


PZ==P.Z.  cos 


0 


a 


in  die  zuletzt  erwähnte 
Beziehung  über. 

Zu  irgend  einem 
Punkte  M^  auf-iVO  er- 
hält man  jetzt  den 
Krümmungsmittelpunkt 
Pj  am  einfachsten,  wenn 
man  ÄIM^  mit  ZQ  in 
Qi  und  Q^P  mit  NO  in 
Pj  schneidet.  Denn  die  Punktreihen  LäMqM^  und  LOP^P^  sind 
dann  bezw.  aus  den  Centren  M  und  P  zu  einer  und  derselben 
Punktreihe  LQQ^Q^  perspektiv,  wobei  Q^  den  unendlich  fernen  Punkt 
bezeichnet. 

667.  Die  oben  gemachte  Bemerkung  fuhrt  uns  aber  noch 
weiter;  sie  beweist  nämlich  den  Satz: 

Rollt  die  Kurve  k  auf  der  festen  Kurve  /  und  ist  Z  der 
augenblickliche  Stützpunkt,  so  beschreiben  alle  Punkte  M 
eines  Kreises  (m),  der  l  \n  L  berührt,  Rolllinien,  deren 
Krümmungsmittelpunkte  P  auf  einem  zweiten  solchen 
Kreise(p)liegen.  DieVerbindungslinien  zusammengehöriger 
Punkte  if  und  P  gehen  durch  den  Stützpunkt  L. 

Im  einzelnen  zeigt  sich  folgendes: 
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a)  Dem  Kreise  [m)  durch  N  entspricht  der  Kreis  [p)  durch  0, 

(!)  Zieht  sich  der  Kreis  {m)  auf  den  Punkt  L  zusammen,  so 
geschieht  das  Gleiche  mit  dem  Kreise  (p). 

y)  Der  Kreis  [p)  artet  in  die  gemeinsame  Tangente  t  an  k 
und  /  aus,  wenn  (w)  in  einen  bestimmten  Kreis  (ir),  den 
Wendekreis,  übergeht.  Man  bestimmt  seinen  Durchmesser 
Z//',  indem  man  die  Parallele  zu  NO  durch  P  mit  LQ  in  U 
und   UM  mit  der  Geraden  NO  in  JF  schneidet. 

S)  Erweitert  sich  der  Kreis  (m)  bis  zur  Koincidenz  mit  der 
Tangente  t,  so  geht  [p)  in  den  zu  {w)  in  Bezug  auf  t 
symmetrischen  Kreis  über. 

Beachtet  man,  daß  der  Krümmungsradius  der  Eolllinie  in  dem 
Falle  ß)  zu  Null  und  in  dem  Falle  y)  unendlich  groß  wird,  so  er- 
giebt  sich: 

Die  Rolllinie  besitzt  im  allgemeinen  an  allen  den 
Stellen  eine  Spitze,  wo  der  beschreibende  Punkt  M  auf  die 
feste  Kurve  /  im  Stützpunkte  Z  auftrifft  und  einen  Wende- 
punkt, so  oft  M  dem  zu  L  gehörigen  Wendekreise  (tr)  an- 
gehört. 

Die  vorstehenden  Sätze  können  in  besonderen  Fällen  Aus- 
nahmen erleiden.  So  kann  man  sich  z.  B.  denken ,  daß  sich  die 
Kurven  k  und  /  im  Stützpunkte  L  oskulieren,  daß  sie  sich  also 
zugleich  durchschneiden  und  ihre  Krümmungscentra  N  und  0  zu- 
sammenfallen. Man  erkennt  leicht,  daß  in  diesem  Falle  die  rollende  Be- 
wegung in  dem  Augen- 
blicke rückläufig  werden 
müßte,  wo  die  Berüh- 
rungsstelle den  Punkt 
Z  passiert  und  daß  folg- 
lich die  von  irgend 
einem  Punkte  M  be- 
schriebene BoUlinie 
eine  Spitze  hat  In 
derThat  zeigt  die  obige 
Konstruktion,  daß  sich 
für.Y=  OauchP=.¥ 

ergiebt  (Fig.  365).  Nur  wenn  gleichzeitig  L.  MLN  =  R  wird ,  also 
auch  Q  mit  N  und  0  zusammenfällt,  läßt  sich  P  auf  die  angegebene 
Art  nicht  ermitteln.  Ohne  auf  diesen  noch  spezielleren  Fall  ein- 
zugehen,   sei   bemerkt,   daß  die  Rolllinie  dann  eine  Schnabelspitze 
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hat.     In  den  folgenden  Untersuchungen  treten  derartige  Besonder- 
heiten nicht  auf. 

568.  Ist  mit  einer  auf  der  festen  Kurve  /  rollenden  Kurve  k 
eine  Kurve  i  fest  verbunden,   so  werden  alle  ihre  Lagen  von  einer 

Hüllkurve  (Enveloppe)  h  berührt. 
Das  Momentancentrum  der  Bewegunf^ 
sei  L\  schreitet  dasselbe  auf  /  um 
das  unendlich  kleine  Element  ZZ^  fort, 
so  beschreiben  alle  Punkte  der  Kurve 
i  unendlich  kleine  Bahnelemente,  die 
zur  Verbindungslinie  des  beschreiben- 
den Punktes  mit  dem  Pole  L  senk- 
recht stehen  und  in  der  Nachbar- 
kurve ij  endigen.  Ist  nun  /  ein  Be- 
rührungspunkt von  i  mit  h,  so  stimmt 
das  von  ihm  beschriebene  Bahnelement 
(bis  auf  Abweichungen,  die  durch  un- 
endlich kleine  Größen  höherer  Ord- 
nung gemessen  werden)  mit  den  von 
/  ausgehenden  Nachbarelementen  der 
Kurven  i  und  h  überein,  und  JL  ist 
die  gemeinsame  Normale  beider 
Kurven  (Fig.  366).  Daher  der  Satz : 
Die  Berührungspunkte  /  einer  bewegten  Kurve  i  mit 
ihrer  Hüllkurve  Ä  sind  die  Fußpunkte  der  vom  augen- 
blicklichen Drehpunkte  L  auf  sie  gefällten  Normalen. 

Ist  K  auf  LJ  das  zu  /  gehörige  Krümmungscentrum  der  Kurve  i 
und  K^  Beine  zum  Stützpunkte  L^  gehörige  Nachbarlage,  so  schneiden 
sich  KL  und  K^L^  in  dem  Krümmungscentrum  H  der  von  K  be- 
schriebenen Bahn.  Die  durch  L^  gezogene  Normale  L^J^  der  Nach- 
barkurve ij,  welche  mit  LJ  das  Krümmungscentrum  der  Hüllkurve 
h  bestimmt,  ist  (wenn  wieder  unendlich  kleine  Größen  höherer 
Ordnung  außer  Betracht  bleiben)  als  mit  K^L^  identisch  anzu- 
sehen, wie  man  am  leichtesten  erkennt,  wenn  man  sich  die  Kurven 
i  und  2j  in  der  Umgebung  der  zu  betrachtenden  Stellen  durch 
ihre  um  K  und  K^  beschriebenen  Krümmungskreise  ersetzt  denkt. 
Hieraus  folgt: 

Die  Htillkurve  h  hat  in  ihrem  Berührungspunkte  /  mit 
der  beschreibenden  Kurve  i  dasselbe  Krümraungscentrum  H 
wie  die  Bahnlinie  des  zugehörigen  Krümmungscentrums  K 
der  letzteren. 


Fig.  366. 
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569.  Jede  ebene  Kurve  kann  als  Rolllinie  aufgefaßt  werden. 
Hierduich  wird  aber  die  Darstellung  einer  Kurve  auf  die  zweier 
anderen  zurückgeführt,  das  Problem  also  im  allgemeinen  nicht  ver- 
einfacht. Es  empfiehlt  sich  daher  nur  dann,  eine  Kurve  als  Roll- 
linie zu  erzeugen,  wenn  die  hierbei  verwendeten  Kurven  besonders 
einfache  sind,  wie  z.  B.  bei  den  cyklischen  Kurven. 

Die  cyklischen  Linien^  werden  durch  das  Bollen  eines 
Kreises  auf  einem  anderen  Kreise  erzeugt  (die  Fälle  eingeschlossen, 
wo  einer  der  E^eise  in  eine  Gerade  übergegangen  ist);  man  teilt 
sie  folgendermaßen  ein.  Eine  Cykloide  entsteht,  wenn  ein  Kreis 
auf  einer  Geraden  abrollt,  eine  Epi-  oder  Hypotrochoide, 
wenn  ein  Kreis  auf  der  Außen-  oder  Innenseite  eines  zweiten 
Kreises  rollt,  und  eine  Kreisevolvente  beim  Rollen  einer  Geraden 
auf  einem  Kreise.  Jede  dieser  cyklischen  Kurven  kann  gespitzt, 
gestreckt  oder  verschlungen  sein,  und  zwar  treten  diese  drei 
Formen  auf,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt  auf  der  rollenden 
Linie  selbst,  oder  durch  diese  vom  Centrum  der  Bahnlinie  getrennt, 
oder  mit  ihm  auf  einerlei  Seite  liegt.  Die  gespitzte  Cykloide 
wird  oft  schlechthin  Cykloide,  die  gespitzten  Epi-  und  Hypo- 
trochoiden  werden  Epi-  und  Hypocykloiden  genannt. 

570.  Die  Cykloiden,  Epi-  und  Hypotrochoiden,  die  man 
auch  unter  dem  Namen  der  Radlinien  zusammenfassen  kann,  be- 
stehen aus  kongruenten  Gängen,  von  denen  ein  jeder  bei  einer 
Tüllen  Umdrehung  des  rollenden  Kreises  erzeugt  wird.  Als  ür- 
sprungspunkte  bezeichnet  man  diejenigen  Kurvenpunkte,  deren 
Entfernung  vom  zugehörigen  Stützpunkte  ein  Minimum  ist  und 
rechnet  die  Gänge  von  einem  Ursprünge  bis  zum  nächsten.  Solcher 
Gänge  erhält  man,  indem  man  die  Kurve  vor-  oder  rückwärts  be- 
schreiben läßt,  im  allgemeinen  unendlich  viele.  Nur  wenn  das  Ver- 
hältnis der  Radien  (und  mithin  der  Umfange)  des  rollenden  und  des 
festen  Kreises  dem  zweier  ganzer  Zahlen,  x :  k,  gleich  ist,  wird  sich 
die  Radlinie  nach  X  Gängen  und  x  Umläufen  (um  den  festen  Kreis) 
schließen.  Als  geschlossene  Epicykloiden  ergeben  sich  z.  B.  bei 
gleichen  Radien  die  Pascarschen  Linien  (vergl.  440,  441). 

Die  Kreisevolventen  gehören  zu  den  Spiralen;  sie  bestehen 
aus  Windungen,   von   denen   eine  jede  einem  vollen  Umlauf  der 


^  AasfÜhrlicheres  über  die  cyklischen  Kurven  findet  man  bei  Burmester, 
Lehrb.  d.  Kinematik,  I.  Bd.  II.  Abschn.  und  bei  Wiener,  Lehrb.  d.  darstell. 
Greometrie,  II.  Bd.  VIII.  Abachn. 
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rollenden  Geraden  um  den  festen  Kreis  entspricht.  Die  Windungen 
erstrecken  sich  von  einem  Ursprünge  aus  mit  beiderlei  ümlaufs- 
sinn  ins  Unendliche.  Besondere  Beachtung  verdient  die  verschlungene 
Kreisevolvente,  deren  Ursprung  im  Centrum  des  Kreises  Hegt;  sie 
ist  als  Spirale  des  Archimedes  bekannt. 

Außer  den  wichtigeren  cyklischen  Kurven  soll  hier  noch  die 
Sinuslinie  kurz  besprochen  werden,  die  nach  ihrer  Entstehungs- 
weise mit  ihnen  verwandt  ist. 

571.  Rollt  der  Kreis  k  auf  der  geraden  Linie  Z,  so  beschreibt 
irgend  ein  Punkt  M  seiner  Peripherie  eine  gespitzte  Cykloide. 
Die  Ursprungspunkte  sind  Spitzen  und  werden  von  den  Punkten 
gebildet,  in  denen  der  beschreibende  Punkt  auf  die  Bahnlinie  /  trifft; 
sie  folgen  einander  in  Abständen  gleich  dem  Umfange  des  rollenden 
Kreises.  Jeder  Gang  ist  symmetrisch  zu  der  Normalen  durch  seinen 
höchsten,  nach  einer  halben  Umdrehung  von  k  erreichten  Punkt.  — 
Es    seien  A   und  B   auf  l   zwei    aufeinander   folgende  Spitzen    der 


Fig.  367. 


Cykloide  (Fig.  367)  und  k  der  rollende  Kreis  in  der  Anfangslage, 
wo  der  Stützpunkt  Z  mit  Ä  zusammenfallt.  Die  rollende  Bewegung 
von  k  denke  man  sich  zusammengesetzt  aus  einer  Drehung  um  das 
Centrum  N,  wobei  ^  in  j^  tibergehen  mag,  und  einer  Verschiebung 
in  der  Richtung  der  Bahnlinie  /,  deren  Größe  durch  die  Strecke 
AL'  =  Bog  AM  gegeben  ist.  Um  die  Endlage  M'  des  beschreibenden 
Punktes  zu  erhalten,  ist  I/M'  :!(:^  AM  zu  ziehen.  —  Zu  M  slIs  be- 
schreibendem Punkte  findet  man  F  als  Krümmungscentrum,  wenn 
man  aus  dem  Endpunkte  Q  des  Kreisdurchmessers  MQ  die  Senk- 
rechte zu  /  zieht  und  sie  mit  MA  schneidet  (vergl.  565,  566).  P  liegt 
auf  einem  zu  k  kongruenten  Kreise  h,  der  Z  in  ^  von  der  entgegen- 
gesetzten Seite  berührt.     Aus  P  ergiebt  sich  der  Krümmungsmittel- 
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punkt  P'  der  Cykloide  im  Punkte  M'  durch  die  Beziehung  PP'  4t  -^^'• 
Hieraus  folgt:  M'L  —  L'P\  d.h.  der  Satz:  Der  Krümmungsradius 
der  Cykloide  im  Punkte  M  ist  gleich  dem  doppelten  Ab- 
stände desselben  vom  Stützpunkte,  oder  gleich  der  doppel- 
ten Normalen.  Zieht  man  parallel  zu  /  die  Tangente  i  des  Kreises  h 
und  bemerkt,  daß  PP'  =  Bog  AP  ist,  so  erkennt  man,  daß  P'  aus  A 
hervorgeht,  indem  der  Kreis  A  auf  der  Geraden  i  rollt.  Daher  gilt 
der  Satz:  Die  Evolute  einer  Cykloide  ist  eine  zu  ihr  kon- 
gruente Cykloide.  Der  höchste  Punkt  C  des  Cykloidenganges 
liegt  mitten  zwischen  den  beiden  Spitzen  A  und  B\  seine  Höhe  über 
der  BahnUnie  ist  dem  Durchmesser  des  rollenden  Kreises  gleich. 
Da  diesem  Punkte  C  eine  Spitze  der  Evolute  entspricht,  so  ist  er 
ein  Scheitelpunkt  (vergl.  449).  Die  Scheitel  der  Evolute  fallen 
mit  den  Spitzen  der  Cykloide  zusammen.  —  Man  konstruiert  die 
Cykloide  zweckmäßig  unter  Benutzung  einiger  Krümmungskreise, 
die  sich  nach  dem  Gesagten  leicht  finden  lassen. 

573.     Ein  Punkt  M  der  Innenfläche  des  Kreises  k  beschreibt, 
wenn  k  auf  der  Geraden  /  rollt,  eine  gestreckte  Cykloide.    Man 


Fig.  368. 

zeichne  den  Kreis  in  solcher  Lage,  daß  der  beschreibende  Punkt 
seine  tiefste  Position  A  auf  dem  Radius  des  Stützpunktes  L  ein- 
nimmt. A  ist  ein  Ursprungspunkt;  sein  Abstand  vom  nächsten 
Ursprungspunkte  B  ist  dem  Kreisumfange  gleich.     Durch  A  werde 
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ein  mit  h  koncentrischer  Kreis  m  gelegt  (Fig.  368).     Nimmt   man 
auf  m  einen  Punkt  M  an,   schneidet  den  Radius  NM  mit  k  in  K, 
trägt   auf    der   Bahnlinie   /  vom   Stützpunkte   Z   aus    die   Strecke 
LL'  =  Bog  ZK  ab  und  macht  Z'M'  :\^  ZM,  so  ist  M'  ein  Punkt  der 
Cykloide.     Es  ist  zweckmäßig,  alle  weiteren  Konstruktionen  an  den 
anfangs  gezeichneten  Kreisen  k  und  m  vorzunehmen,  und  die  kon- 
struierten  Punkte  erst  nachträglich  durch  die  entsprechende   Ver- 
schiebung parallel  zur  Bahnlinie  in  ihre  schließliche  Lage  überzu- 
führen. —  Zu  dem  beschreibenden  Punkte  Jlf  ergiebt  sich  (nach  565) 
der  Krümmungsmittelpunkt  F   und   aus   P  der   Ejümmungsmittel- 
punkt  P'  der  Cykloide  im  Punkte  JU',  wenn  PP'  44^  ZZ'  gemacht  wird. 
Die  Ursprungspunkte  Ä  und  B,  sowie  der,  nach  einer  halben 
Umdrehung  des  rollenden  Kreises  erreichte,  höchste  Punkt  C  sind 
Scheitel    der    gestreckten   Cykloide.     Jeder   Gang   ist  gegen    die 
Normale   seines   höchsten  Punktes   C  symmetrisch.     Im  Punkte  A 
oder  B  ist  die  Cykloide  gegen  die  Bahnlinie  /  konvex,  in  C  konkav ; 
zwischen  A   und   C  wechselt   sie   daher   die   Krümmung   in   einem 
Wendepunkte  F  und  ebenso  zwischen  C  und  B  m  W.     Da  der 
Mittelpunkt  N  des  rollenden  Kreises  eine  gerade  Linie  |1  /  beschreibt, 
so  gehört  er  stets  dem  Wendekreise  w  ftir  den  betreffenden  Stützpunkt 
an  und  dieser  ist  speziell  für  Z  über  dem  Durchmesser  ZN  zu  schlagen. 
Ist  R  ein  Schnittpunkt  von  w  und  tw,   so  ergiebt  sich  ein  Wende- 
punkt r,   indem  man  auf  R  dieselbe  Konstruktion  anwendet,    wie 
vorhin   auf  M.  —  Wie   hier   ohne  Beweis   mitgeteilt  werden   mag, 
besitzt   die   gestreckte  Cykloide  noch  in  jedem  Gange  zwei  weitere 
Scheitelpunkte  B  und  E,^     Man  findet  einen  derselben  -D,  wenn 
man  den  Radius  ZN  des  Kreises  k  um  seine  halbe  Länge  bis  J  ver- 
längert, den  Kreis  über  dem  Durchmesser  JZ  mit  m  in  M  schneidet 
und   M  zum  Ausgangspunkte  der  oben  geschilderten  Konstruktion 
macht.*  —  Um  einen  Gang  der  gestreckten  Cykloide  zu  zeichnen, 
beschränkt  man  sich  am  besten  auf  die  Bestimmung  der  Scheitel- 
und  Wendepunkte  und  der  zu  ersteren  gehörigen  Krümmungskreise; 
die  Centren   derselben   sind   nach   den  in  565  gemachten  Angaben 
leicht  zu  finden.     Den  vier  Scheiteln  A^  2>,  C,  E  eines  Ganges  ent- 
sprechen  Spitzen   der    (in   der   Figur    punktierten)   Evolute,    die 
Kurvennormalen   in   den   beiden   Wendepunkten    /'  und    W  bilden 
Asymptoten  der  Evolute. 


*  Vgl.  Wiener,  Lehrb.  d.  dai-stell.  Geometrie  II,  324. 

'  In  der  Figur  ist,  um  sie  nicht  durch  viele  Linien  unklar  zu  machen, 
die  Konstruktion  nur  einmal  durchgeführt,  nämlich  für  den  besonderen  Punkt 
M'  -  D. 
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573.  Ein  Funkt  der  Außenfläche  des  Kreises  k  beschreibt 
beim  Rollen  desselben  auf  der  Geraden  /  eine  verschlungene 
Cykloide  (Fig.  369).  Es  sei  k  der  rollende  Kreis  in  einer  solchen 
Position,  daß  der  beschreibende  Punkt  seine  tiefste  Lage  A  auf 
dem  Badins  NL  einnimmt,  und  m  der  mit  k  koncentris'che  Kreis 
durch  den  Ursprungspunkt  A.  Trägt  man  vom  Stützpunkte  Z 
auf  k  und   /  die  gleiche  Länge  als  Bogen  LK  und  Strecke  ZL'  auf, 


Fig.  369. 

schneidet  den  Radius  NK  mit  m  in  M  und  zieht  Z'M'  44^  Z  Jf,  so 
ist  M'  ein  Punkt  der  Cykloide.  Der  zugehörige  Krümmungsmittel- 
pnnkt  P'  wird  gefunden,  wenn  man  den  verlängerten  Radius  MN 
mit  der  Normalen  zu  ML  in  Q  und  die  Senkrechte  zu  /  durch  Q 
mit  MZ  in  P  schneidet,  hierauf  aber  F  in  der  Richtung  der  Leit- 
linie um  die  Strecke  ZZ'  bis  nach  P'  verschiebt. 

Die  verschlungene  Cykloide  schneidet  in  jedem  Gange  zweimal 
die  Bahnlinie  /.  Man  erhält  einen  dieser  Schnittpunkte  F  aus  dem 
Schnittpunkte  H  des  Kreises  m  mit  /  durch  eine  Verschiebung  auf 
der  Bahnlinie;  ihre  Größe  HF  ist  durch  den  Bogen  ZJ  von  k  be- 
stimmt, dessen  Endpunkt  J  auf  dem  Radius  NN  liegt.  Gleichzeitig 
erhält  man  den  zu  F  gehörigen  Krümmuugsmittelpunkt  E  durch 
die  Relation  FR  =  BZ.  —  Die  Gänge  der  verschlungenen  Cykloide 
überschneiden  sich  in  Doppelpunkten,  wie  Z>  und  ^p  dieselben 
liegen  auf  den  Normalen  der  Bahnlinie,  welche  die  Ursprungspunkte 
enthalten.  Der  auf  NA  liegende  Doppelpunkt  Z)  geht  durch  die 
mehrfach  erwähnte  Konstruktion  aus  dem  Punkte  S  von  m  hervor, 
dessen  senkrechter  Abstand  von  JSA  gleich  dem  bis  zum  Radius  7^'S 
gemessenen  Bogen  Zy  des  rollenden  Kreises  ist.  Man  findet  S  durch 
eine  Fehlerkurve,    von  der  einige  Punkte  bestimmt  werden,    indem 
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man  yod  L  aus  resp.  auf  k  und  /  gleiche  Längen  abträgt,  durch 
die  Endpunkte  Kadien  bezw.  Normalen  zieht  und  sie  miteinander 
schneidet.  —  Die  tiefsten  und  höchsten  Punkte  der  verschluDgenen 
Cykloide  sind  wiederum  Scheitel.  Weitere  Scheitelpunkte,  sowie 
Wendepunkte  treten  nicht  auf.  Den  Scheiteln  ^,  C,  -B,  .  .  .  ent- 
sprechen Spitzen  der  Evolute,  die  man  nach  566  leicht  konstruiert; 
den  Schnittpunkten  Fy  G,  ...  mit  der  Bahnlinie  aber  Punkte,  in 
denen  die  Evolute  die  Bahnlinie  /  berührt.  —  Bei  der  Konstruktion 
der  Kurve  wird  man  sich  zweckmäßig  auf  die  Bestimmung  ihrer 
ausgezeichneten  Punkte  und  weniger  Zwischenpunkte  nebst  den  zu- 
gehörigen Krümmungskreisen  beschränken. 

574.  Ein  Kreis  k  rolle  auf  der  Außenseite  des  festen  Kreises  /. 
Ein  Punkt  der  Peripherie  von  k  beschreibt  hierbei  eine  Epicykloide, 
gleichviel  ob  der  feste  Kreis  außerhalb  oder  innerhalb  des  beweg- 
lichen liegt  und  jede  Epicykloide  kann  auf  beide  Arten  erzeugt 
werden.  Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  wo  k  und  /  einander 
ausschließen. 

In  Fig.  370  sei  Ä  der  anfänglich  mit  dem  Stützpunkte  des 
rollenden   Kreises   k   zusammenfallende   beschreibende  Punkt,    also 


Fig.  370. 

eine  Spitze  der  Epicykloide.     Die  nächste  Spitze  B  liegt  auf  /  um 
einen  Bogen   gleich   dem  Umfange  von  k   entfernt  —  Man   denke 
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sich  wieder  das  Rollen  aas  zwei  Einzelbewegungen  zasammengesetzt, 
nämlich  aus  einer  Drehung  von  k  um  sein  Centrum  iV,  wobei  der 
beschreibende  Punkt  von  A  nach  M  gelangen  mag,  und  aus  einer 
Drehung  um  das  Centrum  0  von  /,  bei  welcher  der  Stützpunkt  in  L' 
und  gleichzeitig  M  in  M'  übergeht.  Hierbei  ist  Bog  AL'  =  Bog  AM 
zu  nehmen.  Trifft  die  Gerade  MA  den  Kreis  /  zum  zweiten  Male 
in  .¥jy  so  trage  man,  um  den  Punkt  3f  der  Epicykloide  zu  finden, 
Bog  Z' J//  =  Bog  AM^  und  auf  der  Sehne  M^L  die  Strecke  L'M'  =  AM 
ab.  —  Zu  M  selbst  als  beschreibendem  Punkte  wird  der  Erümmungs- 
mittelpunkt  P  gefunden,  wenn  man  den  Endpunkt  Q  des  Durch- 
messers MQ  vom  rollenden  Kreise  mit  dem  Centrum  0  des  festen 
verbindet  und  MA  mit  QO  schneidet.  Hieraus  findet  sich*  der 
Erümmungsmittelpunkt  P'  der  Epicykloide  für  den  Punkt  M'  auf 
der  Kurvennormale  ML'  durch  die  Relation  MP'  =  MP. 

575.  Der  Durchmesser  AR  des  rollenden  Kreises  liegt  in  der 
Verlängerung  des  Kadius  OA  vom  festen.  Man  ziehe  PS  \\  QA  und 
QR\\PAy  schlage  über  dem  Durchmesser  AS  einen  Kreis  p,  der  P 
enthält,  und  um  0  einen  Kreis  q  vom  Radius  OS.     Dann  bestehen 

die  Beziehungen: 

OS:SA==  OP:PQ  =  OA'UR, 

aus  denen  zu  schließen  ist,  daß  die  beiden  Kreise  p  und  q  eine  zu 
k  und  /  ähnliche  und  ähnlichliegende  Figur  bilden  (Ahulichkeits- 
centrum  0).  Es  bildet  aber  p  den  geometrischen  Ort  der  Punkte  P 
für  Ä  als  Ort  der  Punkte  M  und  indem  k  auf  /  rollt,  rollt  p  auf  q. 
Daher  folgt  der  Satz: 

Die  Evolute  einer  Epicykloide  ist  eine  ähnliche  Epi- 
cykloide. Den  Spitzen  der  Evolute  entsprechen  Scheitel  der 
Epicykloide,  z.  B.  der  nach  einer  halben  Umdrehung  von  k  erreichte 
Scheitel  C;  umgekehrt  bilden  die  Spitzen  der  Epicykloide  die  Scheitel 
der  Evolute. 

Nach  vorstehenden  Angaben  ist  es  leicht,  die  Epicykloide  zu 
konstruieren.  Sie  schließt  sich,  wie  schon  oben  erwähnt,  wenn 
die  Radien  von  k  und  /  ein  rationales  Verhältnis  x:l  haben, 
nach  X  Gängen  und  x  Umläufen.  Bei  gleichen  Radien  ergiebt  sich 
eine  nur  aus  einem  Gange  bestehende  PascaFsche  Linie,  die 
den  Namen  Kardioide  führt. 

576.  Neben  k  mag  noch  ein  zweiter  rollender  Kreis  Äj  mit 
dem  Radius  AN^=^NA  +  AO  betrachtet  werden,  der  den  festen 
Kreis  /  einschließt.  Sein  Berührungspunkt  falle  anfänglich  mit  A 
zusammen  und  die  Gerade  MA  treffe  ihn  in  y1^.  A  ist  gemein- 
sames Ähnlichkeitscentrum  für  die  drei  Kreise  /,  k  und  h^.     Hier- 
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aus  folgt  erstens,  daß  die  Tangenten  von  l  in  M^  nnd  M^' 
den  gleichen  Sehnen  M^A  und  M^'L'  denselben  Winkel  bilden, 
die  Tangente  von  A^  in  3^  mit  M^Ä;  zweitens  folgt: 

AM^  =MA  +  AM^  =  MM^ 
und  Bog  AM^  =  Bog  MA  +  Bog  AM^  =  Bog  AM^' . 

Beim  Rollen  von  k^  auf  /  fällt  daher  einmal  der  Punkt  M^  mit  Äf^* 
und  gleichzeitig  der  ursprünglich  in  A  gelegene  beschreibende  Punkt 
mit  M'  zusammen.     Es  besteht  also  der  Satz: 

Wenn  von  zwei  Kreisen  k  und  ä^  der  kleinere  den 
Kreis  /  ausschließt,  der  größere  einschließt  und  die  Diffe- 
renz ihrer  Radien  dem  Radius  von  /  gleich  ist,  so  erzeugen 
beide  beim  Rollen  auf  /  die  nämlichen  Epicykloiden. 

Damit  ein  Gang  der  Epicykloide  beschrieben  werde,  muß  der 
Stützpunkt  des  größeren  Kreises  einen  vollen  Umlauf  mehr  zurück- 
legen als  der  des  kleineren. 


Fig.  371. 

677.    Rollt  ein  Kreis  k  in  einem  festen  Kreise  /,  so  beschreibt 
ein   Punkt   seiner   Peripherie   eine   Hypocykloide.     Diese   Kurve 
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wird  durch  genau  dieselben  Operationen  konstruiert,  wie  vorhin  die 
Epicykloide  in  574.  In  der  Fig.  371  sind  daher  die  einzelnen 
Elemente  mit  den  gleichen  Buchstaben  bezeichnet  wie  in  Fig.  369. 
Es  besteht  namentlich  aus  analogen  Gründen,  wie  dort,    der  Satz: 

Die  Evolute  einer  Hypocykloide  ist  eine  ähnliche 
Hypocykloide.  Die  Spitzen  der  Hypocykloide  bilden  die  Scheitel 
der  Evolute  und  den  Spitzen  dieser  entsprechen  die  Scheitel  jener 
Kurve. 

Um  die  Hypocykloide  auf  eine  zweite  Art  zu  erzeugen,  hat 
man  hier  den  rollenden  Kreis  k^  mit  dem  Radius  N^A^OÄ—  NA 
zu  betrachten.  Läßt  man  seinen  Berührungspunkt  mit  /  wieder  zu 
Anfang  nach  Ä  fallen  und  nimmt  an,  daß  er  im  entgegengesetzten 
Sinne  rollt,  wie  ä,  so  folgt  wie  oben  die  Gleichheit  der  Winkel  an  den 
Scheiteln  M^,  M^  und  M^^  weiter  hat  man: 

AM^  =  AM^  -  AM^  M'M( 
und  Bog  AM^  =  Bog  AM^  -  Bog  AM  =  Bog  AM(. 

Daher  fällt  im  Laufe  der  rollenden  Bewegung  von  k^  der  Punkt  M^ 
mit  M^  und  zugleich  der  beschreibende  Punkt  mit  M  zusammen 
und  es  gilt  der  Satz: 

Rollen  zwei  Kreise  k  und  k^  in  dem  festen  Kreise  /  und 
ist  die  Summe  ihrer  Radien  dem  Radius  von  /  gleich,  so 
erzeugen  sie  die  nämlichen  Hypocykloiden.  ■ 

578.  Indem  eine  Gerade  k  als  Tangente  an  einem  Kreise  / 
abrollt,  beschreibt  ein  mit  ihr  verbundener  Punkt  M  eine  Kreis- 
evolvente.  Diese  ist  gespitzt,  wenn  sich  Jfcfauf  k  selbst  befindet, 
verschlungen  wenn  M  mit  dem  Centrum  0  des  Kreises  auf  der- 
selben Seite  von  k  liegt  und  gestreckt,  wenn  M  und  0  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  liegen. 

Wir  betrachten  zuerst  die  gespitzte  Kreisevolvente  näher. 
Der  Ursprung  A  ist  dadurch  bestimmt,  daß  der  beschreibende 
Punkt  mit  dem  Berührungspunkte  der  rollenden  Geraden  zusammen- 
fällt. Die  Kurve,  die  man  sich  von  A  aus  vor-  und  rückwärts  be- 
schrieben zu  denken  hat,  bildet  in  A  eine  Spitze  und  verläuft 
mit  sich  erweiternden  Spiralen  Windungen  von  beiderlei  Umlaufssinn 
ins  Unendliche.  Sie  überschneidet  sich  selbst  in  unendlich  vielen 
Doppelpunkten,  wie  z.  B.  in  B  (Fig.  372),  die  sämtlich  auf  dem 
verlängerten  Durchmesser  AO  des  Kreises  liegen.  Für  jeden  Punkt 
M  der  gespitzten  Kreisevolvente  ist  der  zugehörige  Stützpunkt  L 
der  rollenden  Geraden  der  Krümmungsmittelpunkt  und  der 
Krümmungshalbmesser  MF  gleich  dem  vom  Stützpunkte  durch- 

Bomr  n.  Pappbritz,   ü.  5 
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laufenen  Bogen  AP  des  Kreises.  Zur  Konstruktion  dient  die  Rekti- 
fikation des  Kreises  mittels  einer  Teilung  in  eine  hinreichend  große 
Anzahl  gleicher,  als  geradlinig  aufzufassender  Teile,  die  auf  den 
Kreistangenten   in   den   Teilpunkten  abzutragen  sind.     Ist  u  gleich 


^M 


I — I — I — I — I — I — t — » — f- 

< Zi, 


Fig.  372. 

dem  Umfange  des  Kreises,  so  gelangt  man  durch  Weitertragen  der 
Strecke  u  auf  jeder  seiner  Tangenten  von  Punkten  der  ersten  Win- 
dung zu  solchen  der  zweiten,  u.  s.  f. 

579.  Zur  Konstruktion  der  allgemeinen  Kreisevolvente  ge- 
langt  man  durch  folgende  Überlegung  (Fig.  373).  Die  auf  dem 
Kreise  /  (Centrum  0)  rollende  Gerade  k  berühre  ihn  in  Z.  Ihre  An- 
fangslage sei  so  gewählt,  daß  der  mit  h  verbundene  beschreibende 
Punkt  Ä  auf  OL  fällt. 

Schreitet  der  Stützpunkt  von  k  auf  /  bis  nach  Z'  fort,  so  geht 
L  in  die  Lage  Z"  über.  Ist  ferner  L'M'  =  LA  und  JL  L'L",  so 
giebt  jlf  die  gleichzeitig  vom  Punkte  A  erreichte  Lage  an.  Zieht 
man  durch  Äf  die  Parallele  zu  L'L',  so  berührt  sie  den  um  O 
durch  A  beschriebenen  Kreis  i  in  dem  Punkte  M,  der  auf  OL  liegt. 
Mithin  steht  die  Tangentenstrecke  MM'  zu  dem  Kreisbogen  AM  für 
jeden  Punkt  M'  der  Evolvente  in  einem  unveränderlichen  Ver- 
hältnisse : 

Bog  MA  _  OA 

MM'     "OL' 


X  = 


Man  erhält  alle  Evolventen  des  Kreises  /,  indem  man  dem  be- 
schreibenden Punkte  A  alle  möglichen  Lagen  auf  OL  erteilt.    Dabei 
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durchläuft  x  alle  Werte  von  +  cx)  bis  +  1  und  von  +  1  bis  —  oo, 
wenn  der  Punkt  Ä  die  Gerade  ZO  vom  Unendlichen  bis  zu  Z  und  von 
da  über  0  bis  wieder  ins  Unendliche  durchläuft.  Daher  gilt  der  Satz: 
Bewegt  sich  eine  Gerade  als  Tangente  eines  Kreises 
und  auf  ihr  ein  Punkt  derart,  daß  sein  Abstand  ÄfW  vom 
Berührungspunkte  J!f  dem  von  diesem  zurückgelegtenKreis- 
bogen  AM  (oder  dem  zugehörigen  Centriwinkel  tp)  propor- 
tional wächst,  so  beschreibt  er  eine  allgemeine  Kreis- 
evolvente. Diese  ist  gestreckt,  gespitzt  oder  verschlungen, 
je  nachdem  das  Verhältnis  x^l  ist  (wo  x  ^  MA\MM). 


Fig.  373. 

In  Fig.  373  sind  eine  gestreckte  und  eine  verschlungene 
Kreisevolvente  dargestellt.  Erstere  besitzt  außer  dem  Ursprünge 
Ä  noch  zwei  weitere  Scheitelpunkte  und  zwei  Wendepunkte. 
Bei  der  letzteren  bildet  der  Ursprung  A^  den  einzigen  Scheitel; 
Wendepunkte  treten  nicht  auf.  Die  Doppelpunkte  beider  Kurven 
liegen  auf  der  Geraden  AO  oder  A^O.  Den  Krümmungsmittel- 
punkt P  zu  einem  allgemeinen  Punkte  M'  der  Kreisevolvente  findet 
man  leicht  nach  der  in  565  gegebenen  Vorschrift. 

580.  Die  verschlungene  Kreisevolvente  geht  für  den  speziellen 
Fall  jp  =  ö  in  eine  Archimedische  Spirale  über.     Für  diese  er- 

5* 
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giebt  sich  folgende  Entstehung.  Dreht  sich  ein  Strahl  um 
einen  seiner  Punkte  0,  während  auf  ihm  der  Punkt  ^  so 
fortschreitet,  daß  der  Radiusvektor  r  =  OM  proportional 
dem  Drehwinkel  tp  wächst,  so  beschreibt  JHf  eine  Archime- 
dische Spirale. 

Setzt  man  r^p-tpj  so  heißt/?  der  Parameter  der  Spirale 
und  diese  kann  als  Evolvente  eines  um  0  mit  dem  Radius  OL  =  p 
geschlagenen   Kreises,    des   Parameterkreises,    erhalten   werden, 


Fig.  374. 

indem  man  den  beschreibenden  Punkt  ursprünglich  mit  dem  Centrum 
0  zusammenfallen  läßt.  Die  rollende  Tangente  liegt  dem  Radius- 
vector  anfänglich  parallel,  ihr  Berührungspunkt  L^  also  auf  der 
Normalen  OL^  zu  dem  Anfangsstrahle  OA,  von  welchem  aus  die 
Drehwinkel  (p  gemessen  werden.  Indem  der  Stützpunkt  der  Tangente 
den  Bogen  L^L  zurücklegt,  wächst  der  Radius  OM  auf  die  gleiche 
Größe.  Der  zu  3/ gehörige  Krümmungsmittelpunkt  P  wird  gefunden, 
indem  man  in  L  die  Normale  zu  ML  errichtet  und  mit  der  Parallelen 
zu  OL  durch  M  schneidet;  die  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes 
Q  mit  0  schneidet  auf  LM  den  Punkt  P  aus.  Die  Spirale  berührt 
den  Anfangsstrahl  in  dem  Ursprungs-  und  Scheitelpunkte  O. 
Den  Krümmungsradius  P^O  desselben  findet  man  =  \py  indem  man 
sich  zwei  unendlich  kleine  Bogenelemente  OM^  L^L  und  Pq  als 
Schnittpunkt  von  OL^  mit  ML  bestimmt  denkt. 

581.  Im  Zusammenhange  mit  den  cyklischen  Kurven  ist  die 
Sinuslinie  zu  besprechen.  Die  allgemeine  Sinuslinie  bildet 
die  Abgewickelte  der  Schnittkurve  eines  Rotationscylinders 
mit  einer  Ebene  (vergl.  495).  Es  sei  (Fig.  375)  AB  =  2a  ein 
Durchmesser  des  Grundkreises  mit  dem  Centrum  C\  Wir  be- 
trachten eine  Ellipse,   die  aus  dem  Cylinder  von   einer  durch  AB 
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gelegten  Ebene  ausgeschnitten  wird\  C  sei  ihr  oberer  Scheitel^ 
E  seine  senkrechte  Projektion  auf  die  Grundkreisebene  und  EC  =  b. 
Femer  sei  S  ein  beliebiger  Ellipsen- 
pankt,  R  und  8'  seine  Projektionen 
auf  den  Grundkreis ^  bezw.  auf  AB  und 
LäC'R  =5  qp.     Man  findet  dann: 

ßog/^Ä  ^  a'(p ,    RS  =  -.Ä/y  =  Ä-sinqp. 

Nimmt  man  daher  —  wie  es  bei  der 
Abwickelung  des  Cylindermantels  ge- 
schieht —  den  Bogen  AR  als  Abscisse  x 
und  die  Strecke  RS  als  Ordinate  y 
eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems 
in  der  Ebene,  so  ist: 

x  =  a'(pf   y  =  Ä'Sinqp. 

Hieraus  folgt  die  Gleichung: 

y        '    X 
^  =  sm  - , 

nach   welcher   die    Kurve    den    Namen 

Sinuslinie  flihrt.     Wählt  man  den  Cy- 

linderradius    gleich    der   Längeneinheit 

und  die  Neigung  der  Schnittebene  gegen  die  Grundkreisebene  =  45® 

(also  a  =  3  =  1),  so  ergiebt  sich  die  Sinuslinie  im  engeren  Sinne 

mit  der  Gleichung:  y  =  sinar. 

583.  Die  Sinuslinie  wird  aus  den  gegebenen  Parametern 
a  und  b  folgendermaßen  konstruiert.  Die  Lage  des  Koordinaten- 
systemes  sei  durch  den  rechten  Winkel  XAY  festgelegt  und  etwa 
a  <  J  angenommen  (Fig.  376).  Man  schlage  um  einen  Punkt  0 
der  Abscissenachse  AX  {OA  =  b)  zwei  Kreise  k  und  /  mit  den 
Radien  a  und  b.  Ein  beliebiger  Radius  OP  von  /  bilde  mit  der 
Abscissenachse  den  Winkel  qp,  seine  senkrechte  Projektion  auf 
diese  Achse  sei  ON  und  LM  der  zum  Centriwinkel  qp  gehörige 
Bogen  des  Kreises  L    Man  findet: 

BogiiTf  =  a*(p  ^    NF  =  Ä-sinqp. 

Trägt  man  daher  auf  der  ar- Achse  die  Strecke  AR  =  Bog  LM\mi 
parallel  zur  y- Achse  die  Strecke  RS  =  NP  auf,  so  ist  S  ein  Punkt 
der  Sinuslinie.     Aus  der  Konstruktion  folgt: 

Dreht  sich  der  Punkt  P  auf  dem  Kreise  /  um  das  Cen- 
trum 0,  so  ergiebt  sich  für  seine  senkrechte  Projektion  Q 
auf  eine  Gerade  ^  derselben  Ebene  eine  oscillierende  Be- 
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wegung.  Erfährt  aber  gle-ichzeitig  ^  eine  dem  Drehwinkel 
(p  Yon  P  proportionale  Parallelverschiebung  in  einer  zu  ff 
normalen  Richtung,  so  beschreibt  Q  eine  Sinuslinie. 

Näheres   über   die   Konstruktion    der  Sinuslinie    ist  bereit«  in 
495   enthalten;    es  genügt  daher   an  dieser  Stelle   die  Aufzählung 


--r 


Fig.  376. 

ihrer  hauptsächlichen  Eigenschaften.  Die  Kurve  verläuft  wellen- 
förmig und  bildet  unendlich  viele  unter  sich  kongruente  Gänge; 
die  Länge  eines  solchen  Ganges  (in  der  Abscissenrichtung  gemessen) 
ist  dem  Umfange  2  a  7t  des  Kreises  k  gleich.  Die  höchsten  und 
tiefsten  Kurvenpunkte,  wie  Cj  D,  ,  .  ,  ,  deren  Ordinaten  dem  Radius 
b  des  Kreises  /  gleich  sind,  sind  Scheitelpunkte;  die  zwischen 
ihnen  liegenden  Schnittpunkte  mit  der  .r-Achse  sind  Wendepunkte 
der  Sinuslinie.  Durch  die  Scheitel-  und  Wendepunkte  wird  die 
Kurve  in  kongruente  und  symmetrische  Viertelgänge  zerlegt.  Kon- 
struiert man  ein  Rechteck  (z.  ß.  CEFG),  dessen  Seiten  den  Koordi- 
natenachsen parallel  und  den  Parametern  a  und  b  bezw.  gleich  sind, 
80  ergeben  seine  Diagonalen  die  Richtungen  der  Wendetangenten. 
Zieht  man  noch  aus  der  Ecke  G  des  Rechteckes  das  Lot  auf  die 
Diagonale  CF  und  schneidet  es  mit  CE  in  K,  so  giebt  KC  den 
Krümmungsradius  für  die  Scheitel  an.  Außer  den  besonderen 
Punkten  und  den  zugehörigen  Tangenten  bezw.  Krümmungskreisen 
braucht  man  nur  wenige  Kurvenpunkte  zu  bestimmen. 


Die  Schraubenlinie. 

688.  Die  geodätische  Linie  auf  dem  geraden  Kreis- 
cylinder  heißt  Schraubenlinie.  Der  sie  tragende  Cylinder  wird 
Schraubencylinder,  seine  Achse  die  Schraubenachse  genannt. 
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Die  Schraubenlinie  geht  also  (461)  bei  der  Abwickelung  des  Cy linders 

in  eine  Gerade  über  und  umgekehrt  entsteht  bei  der  Aufwickelung 

einer  Ebene  auf  einen  Eotationscylinder  aus  jeder   ihrer  Geraden 

eine  Schraubenlinie.    Auf  gegebenem 

Cjlinder  ist  unsere  Kurve  durch  zwei 

Punkte    bestimmt,    wenn   der    Sinn 

und  die  Anzahl  ihrer  Windungen  (585) 

zwischen  den  Punkten  gegeben  ist,  weil 

deren    Abwickelungen    eine    Gerade 

als  ihre  Verwandelte  bestimmen. 

Es  sollen  zuerst  die  Haupteigen- 
schatten  der  Schraubenlinie  aus  ihrer 
Entstehungsweise  erklärt  werden. 

Man  denke  sich  eine  Tangential- 
ebene E  des  Kotationscy linders;  die 
Erzeugende,  längs  der  sie  berührt, 
sei  durch  AB  dargestellt  (Fig.  377). 
Die  Normalebene  zur  Cylinderachse 
durch  Ä  schneidet  den  Cylinder  in 
dem  Grundkreise  A,  die  Ebene  E  in 
seiner  Tangente  k^^  die  bei  der  Auf- 
wickelung von  E  in  A   übergeht.     In 


E  werde    durch   A    eine    Gerade   s, 


Fig.  377. 


unter  dem  Winkel  a  gegen  k^  ge- 
zogen; diese  wird  aufgewickelt  die  Schraubenlinie  s  ergeben.  Der 
Strahl  s^  schneidet  alle  Parallelen  zu  k^  unter  dem  Winkel  a  und 
alle  Parallelen  zu  AB  unter  dem  Winkel  R  —  a.  Da  letztere  in 
die  Erzeugenden  des  Cyliuders,  erstere  in  seine  Kreisschnitte  über- 
gehen, so  folgt:  Die  Schraubenlinie  schneidet  alle  Erzeugen- 
den des  Schraubencylinders  unter  gleichen  Winkeln  und 
ebenso  alle  Kreisschnitte.  Der  Winkel  a  gegen  einen  Kreis- 
schnitt (oder  gegen  die  ihn  enthaltende  Normalebene) '  heißt  die 
Neigung  der  Schraubenlinie. 

584,  Um  den  Punkt  P  der  Schraubenlinie  s  zu  bestimmen, 
der  aus  dem  auf  der  Geraden  s^  angenommenen  Punkte  P^  hervor- 
geht, ziehe  man  durch  P^  in  E  die  Parallele  e^  zu  AB,  die  in  eine 
Mantellinie  e^  des  Cy  linders  übergeht;  e^  treffe  k^  in  Q^,  Ist  nun 
auf  dem  Grundkreise  k  der  Bogen  AQ  =  AQ^  und  auf  der  durch  Q 
gezogenen  Erzeugenden  e  die  Strecke  QP  =  QqPq,  so  ist  P  der  ge- 
suchte Punkt  und  man  hat: 

(2P=  ^Q-tang«. 
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Ist  ferner  r  der  Radius  des  Kreises  ä,  (p  der  zu  seinem  Bogen  AQ 
gehörige  Centriwinkel  AOQ  (also  AQ  ^  r-tp),  endlich  z  die  Höhe 
QF  des  Punktes  P  über  der  Grundkreisebene,  so  ergiebt  sich: 

z  =  r-qp-tanga. 
Da  diese  Gleichung  für  alle  zusammengehörigen   Werte  von  z  und 
(p  gilt,  so  erkennt  man  den  Satz: 

Die  Schraubenlinie  wird  von  einem  Punkte  beschrieben, 
der  sich  um  eine  feste  Achse  (die  Schraubenachse)  dreht 
und  gleichzeitig  eine  dem  Drehwinkel  (p  proportionale  Ver- 
schiebung z  in  der  Bichtung  der  Achse  erfährt. 

Eine  solche  Bewegung  des  Punktes  heißt  daher  Schrauben- 
bewegung. 

585.  Es  giebt  zwei  Arten  Schraubenlinien,  rechts-  und.links- 
gängige.  Um  sie  zu  unterscheiden,  denke  man  sich  den  Beschauer 
seiner  Länge  nach  in  die  Schraubenachse  gestellt  (gleichviel  ob  auf- 
recht oder  verkehrt);  geht  für  ihn  die  Schraubenlinie  nach  rechts 
abwärts,  so  heißt  sie  rechtsgängig,  anderenfalls  linksgängig. 

Offenbar  schneidet  eine  Schraubenlinie  jede  Erzeugende  des 
Schraubencylinders  unendlich  oft.  Ein  Teil  der  Kurve,  der  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgenden  Schnittpunkten  mit  der  nämlichen  Er- 
zeugenden liegt,  heißt  Schraubengang  (Schraubenwindung).  Die 
zwischen  seinen  Endpunkten  liegende  Strecke  der  Erzeugenden  heißt 
die  Ganghöhe  h.  Sie  giebt  die  Größe  der  Verschiebung  in  der 
Achsenrichtung  an,  die  zu  einem  vollen  Umlaufe  des  beschreibenden 
Punktes  um  die  Achse  gehört;  es  ist  also: 

h  =  2r  ;r.tanga. 

Als  reduzierte  Ganghöhe  wird  die  Strecke 

K  =  r-tangcf  =  — 

bezeichnet,  d.  i.  die  Verschiebung  in  der  Achsenrichtung,  die  einem 
Drehungsbogen  gleich  dem  Radius  r  des  Grundkreises  entspricht. 

Je  zwei  gleich  lange  Stücke  einer  Schraubenlinie  sind  kon- 
gruent, d.  h.  die  Schraubenlinie  ist  in  sich  selbst  verschieb- 
bar^ Diese  Eigenschaft  kommt  außer  ihr  nur  der  geraden  Linie 
und  dem  Kreise  zu,  die  übrigens  als  Ausartungen  der  Schrauben- 
linie gelten  können  (nämlich  für  den  Fall,  daß  tanga  oder  -  un- 
endlich groß  wird,  bezw.  verschwindet). 

586.  Die  Schmiegungsebene  in  einem  Punkte  P  der 
Schraubenlinie  liegt  normal  zur  zugehörigen  Tangentialebene  des 
Schraubencylinders  (461);  die  in  ihr  liegende  Hauptnormale  (454) 
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ist  das  von  P  auf  die  Achse  gefällte  Lot  und  trägt  den  Mittelpunkt 
des  Erummungskreises.  Aus  der  Kongruenz  gleicher  Stücke  der 
Kurve  folgt,  daß  der  Krümmungsradius  g  (455)  in  jedem  Punkte 
gleich  groß  ist.  Die  Krümmungscentra  der  Schraubenlinie  s  er- 
zeugen daher  eine  zweite  gleichsinnig  gewundene  Schraubenlinie  s^ 
mit  derselben  Achse  und  Ganghöhe  und  dem  Grundkreisradius  p  —  r ; 
in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  haben  beide  Schraubenlinien  die 
nämUche  Hauptnormale.  Da  die  Schmiegungsebene  der  Kurve 
s  den    Schraubencylinder    in    einer    Ellipse    mit   den   Halbachsen 

,  Ä  Ä  r  schneidet  und  q  zugleich  ihren  Krümmungsradius 


a  = 


cosa 

im  Scheitel  P  bildet,  so  folgt  nach  409: 

r 
^         cos' « 

Hiemach  ist  der  Krümmungsradius  leicht  konstruierbar.     Ist  a^  die 

Neigung  der  neuen  Schraubenlinie  s^  und  q^  ihr  Krümmungsradius, 

so  folgt  zuerst: 

r-tango?  =  A^  =  (o  —  r)-tang  cc^ 

und  mit  Benutzung  der  vorigen  Relation: 

tang  a  =  cotg  ^^    oder   a  +  a^  =  R , 

Zur  Bestimmung  von  q^  hat  man  aber  die  Gleichung 

0  —  r 
p   =  -^-- — 

^  ^  C08*  ffj 

anzuwenden,  woraus  sich  schließlich 

ersieht.  Die  beiden  Schraubenlinien  s  und  s^  sind  daher  insofern 
als  reciprok  zu  bezeichnen,  als  jede  die  Krümmungscentra  der 
anderen  trägt.  • 

587.  Die  Tangenten  der  Schraubenlinie  haben  sämtlich  die 
gleiche  Neigung  a  gegen  die  Grundkreisebene.  Daher  ist  der  Rich- 
tungskegel der  von  ihnen  erzeugten  abwickelbaren  Fläche  der 
Kurve  (462)  ein  Rotationskegel.  Läßt  man  seine  Achse  mit  der 
Schraubenachse  und  seinen  Grundkreis  mit  dem  des  Schrauben- 
cyünders  zusammenfallen,  so  wird  die  Kegelhöhe  der  reduzierten 
Ganghöhe  k^  gleich. 

Durch  einen  Punkt  A  der  Schraubenlinie  werde  der  Kreis- 
schnitt k  und  die  Tangentialebene  E  des  Schraubencylinders  gelegt 
(Fig.  378).  Letztere  bildet  die  rektifizierende  Ebene  der  Kurve  im 
Punkte  Äj  weil  sie  auf  seiner  Hauptnormale  senkrecht  steht  (454). 
Läßt  man  sie  auf  dem  Cylinder  ohne  Gleiten  wälzen,  so  beschreibt 
jeder  ihrer  Punkte  eine  gespitzte  Kreisevolvente   und  der   Cylinder 
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bildet   umgekehrt   von   diesen    allen  die  Evolutenfläche.      Der    an- 
fänglich   mit    Ä    vereinte    Punkt    beschreibt    in    der    Ebene    des 

des  Kreises  k  diejenige  Evolvente  u  des- 
selben, welche  A  zum  Ursprungs-  und 
Rückkehrpunkte  hat  (579).  Ist  der  be- 
schreibende Punkt  auf  w  nach  T  und 
zugleich  der  Berührungspunkt  der  wälzen- 
den Ebene  mit  der  Schraubenlinie  s  nach 
P  gelangt,  so  bildet  die  gerade  Verbin- 
dungslinie TP  die  Abwickelung  des  Bogens 
AP  der  Kurve  und  zugleich  deren  Tan- 
gente im  Punkte  P.  Die  Kurve  u  ist 
daher  eine  Evolvente  jeder  auf  dem 
nämlichen  Cylinder  durch  A  gezogenen 
Schraubenlinie;  sie  bildet  den  Schnitt 
der  abwickelbaren  Flächen  aller 
dieser  Schraubenlinien  mit  der  durch 
A  gelegten  Normalebene  zur  gemein- 
samen Achse. 

588.    über    die    Abbildung    der 
Schraubenlinie    läßt  sich  folgendes  im 
voraus  feststellen: 
a)  Die  senkrechte  Projektion  auf  eine  Normalebene  zur 
Achse  ist  der  bezügliche  Spurkreis  des  Schrauben- 
cylinders. 
ß)  Die  senkrechte  Projektion  auf  eine  zur  Schrauben- 
achse parallele  Ebene  ist  eine  Sinuslinie. 
Letzteres   schließt   man   direlft   aus   der  in  583  resp.  585  an- 
gegebenen Erzeugungsweise  der  Sinuslinie   und  Schraubenlinie.   — 
Für   Parallelprojektionen,    bei    denen    die    projizierenden   Strahlen 
weder  parallel,  noch  normal  zur  Schraubenachse  liegen,  gilt  folgendes : 
y)  Die   schiefe   Parallelprojektion   der  Schraubenlinie 
(ihr  Schlagschatten  für  parallele  Lichtstrahlen)  auf 
eine  Normalebene  zur  Achse  ist  eine  Cykloide,   und 
zwar  ist  letztere  verschlungen,  gespitzt  oder  gestreckt, 
je  nachdem  die  Neigung  cp  der  projizierenden  Strahlen  gegen 
die    Projektionsebene   TT    größer    als    die    Neigung    a    der 
Schraubenlinie,  ihr  gleich  oder  kleiner  ist. 
Man  denke  sich  nämlich  die  Schraubenlinie  von  einem  Punkte  P 
beschrieben,  der  sich  auf  einem  Kreise  k  um  die  Schraubenachse  a 
dreht,  während  k  selbst,  beständig  der  Projektionsebene  TT  parallel, 


Fig.  378. 
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in  der  Kichtung  von  a  eine  Verschiebung,  proportional  dem  Drehungs- 
bogen,  erfährt.  Die  Projektion  P^  des  Punktes  P  legt  dann  auf  der 
Projektion  von  ä,  d.  i.  auf  einem  kongruenten  Kreise  h^ ,  denselben 
Bogen  wie  Pauf  A  zurück,  während  k^  zugleich  in  TT  längs  der  Pro- 
jektion Ol  der  Achse  eine  Parallelverschiebung  erfährt,  die  wiederum 
dem  Drehungsbogen  proportional  ist.  Die  Bahn  des  Punktes  P^  wird 
al30  nach  früherem  eine  Cykloide.  Je  nachdem  die  einem  um- 
laufe von  Pj  entsprechende  Verschiebungsgröße  (d.  h.  der  Umfang 
des  mit  Äj  koncentrischen ,  rollenden  Kreises)  kleiner  als  die  Peri- 
pherie von  k,  ihr  gleich  oder  größer  ist,  wird  die  Cykloide  ver- 
schlungen, gespitzt  oder  gestreckt.  Jene  Verschiebungsgröße  ist  aber 
gleich  der  Projektion  der  Schraubenganghöhe  A,  also  =h-coig(p. 
Die  Peripherie  von  k  ist  dagegen  2r;r  =  A  •  cotga,  so  ,daß  die 
obigen  Unterscheidungen  den  Annahmen: 

cotg  (p  g  cotg  a 

oder  (da  bei  spitzen  Winkeln  dem  größeren  die  kleinere  Cotangente 
Zugehört)  den  Annahmen: 

äquivalent  sind.  Ist  <p  =  a,  so  giebt  es  in  jedem  Schraubengange 
einen  Punkt,  dessen  Tangente  zugleich  ein  projizierender  Strahl  ist; 
seine  Projektion  liefert  eine  Spitze  der  Cykloide. 

Erteilt  man  schließlich  der  Projektionsebene  TT  eine  beliebige 
Stellung,  so  folgt  aus  dem  vorigen: 

S)  Die  Parallelprojektion  einer  Schraubenlinie  auf  eine 
zur  Achse  beliebig  geneigte  Ebene  ist  eine  affine 
Kurve  einer  Cykloide. 

589.  Wir  geben  jetzt  die  Darstellung  einer  Schrauben- 
linie in  orthogonaler  Projektion,  wobei  wir  die  Schrauben- 
achse a  senkrecht  zur  Grundrißebene  TTj  wählen  wollen. 

Die  Schraubenlinie  s  sei  rechtsgängig.  Der  in  TTj  liegende 
Grundkreis  des  Schraubencylinders  sei  s;  er  bildet  die  erste  Pro- 
jektion der  Kurve  (Fig.  379).  Die  Achse  sei  in  zweiter  Pro- 
jektion durch  die  Vertikale  a',  die  scheinbaren  Umrißlinien  des 
Cylinders  durch  /"  und  w"  dargestellt.  Der  Spurpunkt  der 
Kurve  s  in  TTi  sei  A  auf  /,  Ä''£''  =  h  die  Ganghöhe.  Teilt  man 
den  Grundkreis  s  von  Ä  anfangend  in  n  gleiche  Teile  und  ebenso 
die   Ganghöhe,    zieht   durch   den  m^^   Teilpunkt   P'   die    Vertikale 

h 

aufwärts  und  giebt  ihr  von   der  .r- Achse  aus  die  Länge  =  wi  •  -  , 
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so  endigt  sie  in  einem  Punkte  P"  der  zweiten  Projektion  s"  der 
Schraubenlinie. 

Da  der  Aufriß  s"  eine  Sinuslinie  ist,  so  kann  man  die  in  582 
gegebenen  Konstruktionen  anwenden.    Der  Radius  des  dort  benützten 


Fig.  379. 

Parameterkreises  ist  hier  die  reduzierte  Ganghöhe  h^.  Dieselbe  ist 
nach  Rektifikation  des  Grundkreisumfanges  gemäß  der  Proportion: 
2r;r:r  =  Ä:AQ  konstruiert  (Nebenfigur).  Trägt  man  h^  als  Ä'S' 
auf  a"  ab  und  verbindet  5"  mit  den  Endpunkten  L"  und  M"  von 
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r  und  iw"  auf  der  or- Achse,  so  ergiebt  sich  der  Aufriß  des  über 
dem  Grundkreise  stehenden  Bichtungskegels  der  abwickelbaren 
Fläche  und  es  ist  z_  S'M'Ä'  ^  u  die  Neigung  der  Schrauben- 
linie. Den  Umrißlinien  M"S'  und  L"S'  des  Kegels  sind  die  Tan- 
genten der  Sinuslinie  s"  in  ihren  auf  a"  gelegenen  Wendepunkten 
./",  C",  jB",  .  .  .  bezw.  parallel.  —  Die  Erümmungscentra  der  Sinus- 
linie in  den  auf  l'  und  m  liegenden  Scheitelpunkten  -B",  -D",  .  .  . 
findet  man  (582),  indem  man  die  aus  S'  gezogene  Normale  zu  M"S' 
mit    der   x- Achse   in  N"   schneidet.      Ä'l^"   ist   der   Erümmungs- 

radius:   zugleich  ist  M"N"  ^ — i—  der  Krümmungsradius  p  der 

'  ^  C08*  o  o  «r 

Schraubenlinie  selbst. 

In  die  Figur  ist  die  reciproke  Schraubenlinie  s^,  die  den 
Ort  der  Krümmungscentra  der  gegebenen  s  bildet,  eingetragen.  Die 
Ganghöhe  ist  dieselbe,  die  Neigung  a^  durch  z_  S"N"Ä'  =  R  —  a, 
der  Grundkreisradius  durch  Ä"N"  gegeben.  Die  Krümmungscentra 
für  die  Scheitel  der  Sinuslinie  5j"  fallen  mit  denen  der  vorigen  s" 
zusammen,  weil  der  zugehörige  Krümmungsradius  als  Ä'AF'^r 
gefunden  wird. 

590.  Die  Tangente  ^  der  Schraubenlinie  in  einem  ihrer 
Punkte  P  wird  konstruiert  (Fig.  379),  indem  man  auf  der  Grund- 
kreistangente t'  in  P'  im  gehörigen  Sinne  P'T  =  Bog  P'A  abträgt 
und  T"  auf  x  mit  P"  durch  die  Gerade  t"  verbindet.  T  ist  ein 
Punkt  der  Grundkreisevolvente  u  mit  dem  Ursprünge  A, 

Um  die  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallelen  Tangenten 
der  Schraubenlinie  s  zu  finden,  schneide  man  den  über  /  stehen- 
den Richtungskegel  mit  einer  durch  seine  Spitze  S  gelegten  P^bene  E 
von  der  vorgeschriebenen  Stellung;  zu  jeder  der  beiden  Schnittlinien 
gehört  in  jedem  Schraubengange  eine  Paralleltangente  t  Ist  z.  B. 
Q  ein  Schnittpunkt  der  Spurlinien  e^  und  5',  so  ist  an  den  Kreis  / 
diejenige  Tangente  ^'H-t^Q  zu  ziehen,  weichein  dem  Punkte  T'  von 
/'  die  Tangente  t"\\S'q"  Hefert  (Fig.  380). 

Die  Schmiegungsebenen  der  Schraubenlinie  durch  einen 
gegebenen  Punkt  R  des  Baumes  (mit  den  Projektionen  7?',  R") 
konstruiert  man  als  gemeinsame  Tangentialebenen  der  abwickelbaren 
Fläche  der  Kurve  und  ihres  aus  7^  als  Spitze  konstruierten  Bich- 
tungskegels. Die  Spurlinie  der  abwickelbaren  Fläche  in  TTj  ist  die 
Kreisevolvente  w  (Fig.  380)  mit  dem  Ursprünge  Äj  die  Spurlinie  des 
gedachten  Kegels  ist  ein  um  R'  beschriebener  Kreis  v,  der  aus  dem 
Kegelaufriß  leicht  bestimmt  wird.    Die  gemeinsamen  Tangenten  der 
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Kurven  u  und  v  sind  die  ersten  Spuren  der  gesuchten  Schmiegungs- 
ehenen.  Ist  z.  B.  d^  die  erste  Spur  einer  Schmiegungsebene  A 
durch  den  Punkt  R  und  zieht  man  parallel  zu  ihr  den  Radius  S'Jf  ' 
des  Grundkreises  ä',  so  ist  die  Tangente  m?'  in  seinem  Endpunkte 
der  Grundriß  der  Erzeugenden  70  der  abwickelbaren  Fläche,  längs 
der  sie  von  der  Ebene  A  berührt  wird  und  W  der  Grundriß  des 

Berührungspunktes 
dieser  Erzeugenden 
mit  der  Schrauben- 
linie. Der  Schnitt- 
punkt }f\  von  tr' 
und  u  (mj'J.  «)  ist 
der  erste  Spurpunkt 
der  Schrauben- 
linientangente fr. 
Sucht  man  noch  //*" 
und  /Fj"  auf,  so 
kann  der  Aufriß  ?r" 
gezogen  und  der 
zweite  Spurpunkt 
^3  angegeben  wer- 
den; durch  letzte- 
ren ist  schließlich 
auch  die  zweite 
Spur  d^  von  A  be- 
stimmt. 

Um  die  zu 
einer  gegebenen 
Geraden  ^  pa- 
rallelen Schmie- 
gungsebenen  der 
Schraubenlinie 
zu  finden,  denke 
man  sich^  durch  die 
Spitze  S  des  Rich- 
tungskegels über 
dem  Grundkreise 
.<?'  gezogen  und  durch  ff  die  Tangentialebenen  dieses  Kegels  ge- 
legt. Die  zu  ihnen  parallelen  Tangentialebenen  der  abwickel- 
baren Fläche  bilden  die  Lösungen  der  Aufgabe.  Man  benutzt  die 
aus  der  ersten  Spur  G^  von  ff  an  /  gelegten  Tangenten  und  die  zu 
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ihnen  parallelen  Tangenten  der  Kreisevolvente  ti.     Die  Konstruktion 
ist  in  die  Figur  nicht  eingetragen. 

591.  Die  Schraubenbewegung  oder  Verschraubung  eines 
gcümetrischen  Gebildes  um  eine  gegebene  Achse  a  ist  durch  ihren 
Sinn  (rechts-  oder  linksgängig)  und  einen  Parameter  bestimmt, 
der  die  zu  einem  bestimmten  Drehwinkel  (p  gehörige  Verschiebung 
z  in  der  Achsenrichtung  angiebt.  Man  wählt  als  Parameter  ent- 
weder die  Ganghöhe  ä,  die  einer  vollen  Umdrehung  95  =  2:t,  oder 
die  reduzierte  Ganghöhe  ä^,  die  dem  Drehwinkel  y?  =  1  ent- 
spricht. Die  bewegte  Figur  hat  man  sich  mit  der  Schraubenachse 
fest  verbunden  zu  denken;  die  Schraubenbewegung  setzt  sich  dann 
zusammen  aus  einer  Verschiebung  der  Achse  in  sich  und  aus  einer 
mit  dieser  proportionalen  Drehung  um  die  Achse  im  vorgeschriebenen 
Sinne.  Die  Verschraubung  ist  auch  der  Größe  nach  bestimmt, 
wenn  von  den  beiden  Größen  (p  und  z,  die  durch  die  Gleichung 

z  =  Ao-qp 
zusammenhängen,  eine  gegeben  ist.     Bei  der  Verschraubung  einer 
Figur  beschreiben   alle   Punkte  derselben  koaxiale  Schraubenlinien 
von  der  nämlichen  Ganghöhe. 

592.  Die  Schraubenbewegung  wird  in  der  Kinematik  benutzt, 
um  beliebige  Bewegungen  eines  geometrischen  Körpers  im  Räume 
der  Untersuchung  zugänglich  zu  machen.  Jede  gegebene  Bewegung 
wird  aufgelöst  in  eine  Folge  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Verschraubungen  um  eine  Achse,  die  ihre  Lage  selbst  gesetzmäßig 
ändert.  Die  zu  einer  bestimmten  Position  des  Körpers  gehörige 
Lage  der  letzteren,  heißt  die  augenblickliche  Schraubenachse 
(ilomentanachse). 

Da  jede  Lage  eines  bewegten  Körpers  (in  Bezug  auf  einen 
anderen  festen)  durch  die  Lage  df^ier  seiner  Punkte  bestimmt  ist, 
die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  kann  man  sich  darauf  be- 
schränken, die  Bewegung  eines  Dreiecks  ABC  im  Räume  zu  unter- 
suchen.    Zuerst  gilt  der  Satz: 

Ein  Dreieck  ABC  kann  in  jedes  kongruente  Dreieck 
^1^1  ^1  ^^^  gegebener  Lage  durch  eine  bestimmteSchrauben- 
bewegung  übergeführt  werden. 

Um  diese  Verschraubung  zu  bestimmen,  denke  man  sie  sich  in 
eine  Verschiebung  entlang  einer  Achse  und  in  eine  Drehung  um 
dieselbe   zerlegt. 

Es  werden  also  gesucht:  die  Achse  a,  die  Verschiebungsgröße  z 
und  der  Drehwinkel  y.  Zuerst  erkennt  man,  daß  die  senkrechten 
Projektionen  der  Strecken  AA^,    -S^i>    ^C'j  auf  die  Achse  einander 
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Fig.  881. 


gleich  sein  müssen.  Zieht  man  daher  aus  irgend  einem  Punkte  JP 
des  Raumes  drei  Strecken,  die  jenen  resp.  gleich  und  parallel  sind, 
so  liegt  die  Verbindungsebene  N  ihrer  Endpunkte  J^j    -B,,    C^  zur 

Achse  a  normal  und  das  von  F  auf  N 
gefällte  Lot  giebt  die  Größe  z  der 
Schiebung  an.  Aber  auch  je  zwei  ent- 
sprechende Seiten  der  Dreiecke  ABC  und 
A^B^C^  ergeben,  senkrecht  auf  a  proji- 
ziert, gleiche  Strecken;  sie  sind  also 
gegen  die  Achse  und  gegen  ihre  Normal- 
ebene gleichgeneigt.  Mithin  sind  die  senk- 
rechten Projektionen  A'FC  und  A(B(C( 
dieser  Dreiecke  auf  N  kongruent  und 
lassen  sich  durch  Drehung  um  einen 
Punkt  0  dieser  Ebene  in  einander  über- 
führen (vergl.  561).  0  ist  durch  irgend 
zwei  von  den  Mittelsenkrechten  der  Strecken  äA^^  B'B^j  CC^  be- 
stimmt. Durch  0  ist  die  Achse  a  zu  ziehen.  Endlich  findet  man 
den  Drehwinkel  9?  =  Z_  ÄOA;  (Fig.  381). 

Will  man  die  Konstruktion  für  zwei  gegebene  kongruente 
Dreiecke  wirklich  ausführen,  so  wähle  man  die  Ebene  des  einen 
Dreiecks  A^B^C^  als  Grundriß  TTj  und  lege  TTg  senkrecht  zur 
Ebene  E  des  anderen  Dreiecks  ABC,  Letzteres  ist  dann  durc-h 
seine  Umlegung  A^B^C^  in  TTi  um  die  Spurlinie  e^  und  die  Lage 
von  ^2  gegeben  {e^±Xy  A^B^C^^^A^B^C^).  Ist  die  Richtung  der 
Achse  a  gefunden,  so  projiziere  man  das  Dreieck  ABC  in  dieser 
Richtung  auf  TTi;  das  entstehende  Bild  sei  A^B^C^.  Durch  die- 
selbe Projektion  mag  0^  in  TJ^  dem  Punkte  0  in  N  entsprechen. 
Da  die  Figuren  OA'BC  und  (^A^B^G^'  in  N  kongruent  sind,  so 
sind  die  Figuren  OU^BW^  und  0K4^B^C^  in  H^  affin.  An  Stelle 
von  0  genügt  es,  den  ebenfalls  der  Achse  a  angehörigen  Punkt  O^ 
zu  suchen.  Man  findet  ihn  leicht  als  den  sich  selbst  entsprechenden 
Punkt  der  affinen  Dreiecke  Ä^B^C^  und  A^B^C^  (vergl.  22). 
Aus  dieser  Überlegung  folgt  der  Satz: 

Je  zwei  kongruente  Raumfiguren  g  und  gj  liefern, 
in  einer  bestimmten  Richtung  a  projiziert,  in  jeder  Normal- 
ebene zu  a  kongruente,  in  jeder  anderen  Ebene  affine 
Bilder.  Die  Projektionsrichtung  ist  die  der  Achse,  um 
welche  g  in  g^  verschraubt  wird.  Diese  Achse  geht  durch 
den  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  der  affinen  Projek- 
tionen. 
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593.  Denkt  man  sich  das  Dreieck  ABC  in  einer  gegebenen 
Bewegung  begriffen  und  sind  die  Geraden  /,  g^  h  resp.  die  Tan- 
genten der  von  Ä,  Bj  C  beschriebenen  Bahnkurven  in  diesen 
Punkten  selbst,  so  ist,  um  die  Bewegung  als  eine  Folge  unendlich 
kleiner  Verschraubungen  erklären  zu  können,  eine  Yerschraubung 
zu  untersuchen,  bei  der  ABC  in  ein  benachbartes  kongruentes 
Dreieck  A^B^C^  übergeht,  dessen  Ecken  resp.  auf  /,  ^,  ä,  liegen. 

Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  folgt,  daß  die  Richtungen  der 
Geraden  f^g^  h,  auf  denen  die  Ecken  um  die  unendlich  kleinen  Größen 
1.  Ordnung  AA^,  BB^,  CC^  verschoben  werden  sollen,  nicht  völlig 
willkürlich  angenommen  werden  dürfen,  sondern  einer  Bedingung 
genügen  müssen.  Jede  Seite  von 
JjÄjCj  schließt  mit  ihrer  senk- 
rechten Projektion  auf  die  Ebene 
ABC  einen  Winkel  ein,  der  von 
der  1.  Ordnung  unendlich  klein 
ist.  Folglich  ist  die  Differenz 
zwischen  einer  Seite  von  A^B^C^ 
und  ihrer  senkrechten  Projektion 
auf  ABC  von  der  2.  Ordnung  un- 
endlich klein  (426).  Das  proji- 
zierte Dreieck  A^B^C^  ist  mit 
ABC  kongruent  und  geht  aus 
diesem  durch  eine  unendlich  kleine 

Rotation  um  einen  Punkt  0  der  Ebene  ABC  hervor  (Fig.  382).  Die 
Strahlen  OA,  OB,  OC  stehen  resp.  auf  ^z/^',  BB(,  CC^  und  folglich 
auf  ^Jj,  BB^,  CC^  senkrecht.  "  Hieraach  gilt  der  Satz: 

Sind  fy  g,  h  die  augenblicklichen  Bewegungsrichtungen 
dreier  Punkte  A,  B,  C  eines  starren  Körpers,  so  gehen  ihre 
drei  in  der  Ebene  ABC  gezogenen  Normalen  durch  einen 
Punkt  0. 

Ferner  gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 

Liegen  die  Punkte  A,  B,  C  resp.  auf  drei  Geraden  f,  g,  h 
des  Raumes  und  gehen  die  in  der  Ebene  ^J5C  konstruierten 
Normalen  derselben  durch  einen  Punkt,  so  sind  /,  y,  h  die 
Tangenten  dreier  koaxialen  Schraubenlinien  von  gleicher 
Ganghöhe. 

Man  findet  nämlich  eine  bestimmte  Schraubenbewegung,  bei 
welcher  die  Punkte  A^  B,  C  resp.  auf  f,  g,  h  unendlich  kleine  Ver- 
schiebungen erfahren,  auf  die  folgende  Art. 


Fig.  382. 


RoBjr  o.  Fafpbritz.  ü. 
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Sind  f\  g'  die  senkrechten  Projektionen  der  Geraden  /",  g  auf 
die  Ebene  ABC  und  schneiden  sich  ihre  durch  A  resp.  B  gezogenen 
Normalen  in  0,  so  darf  A  nur  in  der  Ebene  gewählt  werden,  die  in  C 
auf  OC  senkrecht  steht.  Ist  dies  geschehen,  so  ziehe  man  durch  den 
Punkt  0  Parallelen  zm  f^  g^  h  und  bestimme  auf  ihnen  Punkte  P, 
Qy  R  so,  daß 

0F\  Oq\  OE  ^OA\OB'.  OC 

ist;  dann  steht  die  Ebene  PQÄ  normal  zur  Achse  a  der  gesuchten 
unendlich  kleinen  Verschraubung.  Denn  ist  M  der  Fußpunkt 
des  von  0  auf  die  Ebene  BQß,  gefällten  Lotes,  so  bildet  OM 
die  gemeinsame  Projektion  von  OB^  OQ  und  OB  auf  dieses  Lot, 
Femer  ist: 

AA^':  BB^':  CC(  ^OA\OB\OC 

und  folglich  sind  die  senkrechten  Projektionen  von  AA^^  ^^u  ^^'i 
auf  OM  einander  gleich,  weil  diese  Strecken  zu  den  Strecken  OB, 
OQ,  OR  parallel  und  ihnen  proportional  sind.  Die  Achse  a  muß 
also  parallel  zu  OM  sein.     Die  Ebenen  durch  A,  B,  C,   die  resp. 

zu  MB,  MQ,  MR  normal  stehen, 
schneiden  sich  in  der  Schraubenachse 
^a  selbst.  Endlich  erhält  man  die 
reduzierte  Ganghöhe  h^  aus  der 
Proportion: 

h^:[A-\a)  =  OM:MB, 

594.    Man  kann  der  oben  aus- 
gesprochenen   Bedingung    zwischen 
den    Geraden    f^  g,  h   noch    einen 
anderen    Ausdruck    geben,    indem 
man     beachtet,     daß     die     Seiten 
a  =  BC,  b  =  CA,   c  =  AB  des  ge- 
gebenen Dreiecks  auch  mit  den  ent- 
sprechenden   Seiten   Oj,  Äj,  c^    des 
verschobenen   Dreiecks  A^B^C^    un- 
endlich  kleine  Winkel    1.  Ordnung 
bilden.     Demnach  stimmen  (426)  die  senkrechten  Projektionen  von 
öj,  Äj,  Cj  auf  a,  b,  c   resp.    mit   diesen    selbst   bis    auf   unendlich 
kleine  Größen  2.  Ordnung  überein.     Hieraus  folgt: 


Sf Ä 


Fig.  383. 


BB^' COS  ag 
C(7j«cosÄA 
A  A^' cos  cf 


CC^  •  cos  ah , 
AA^'COsbf, 
B  B^' cos  cg 
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und    durch    Multiplikation    dieser    Gleichungen    erhält    man    den 
Satz: 

Bei  der  Bewegung  eines  Dreiecks  ABC  (mit  den  Seiten 
fl,  4,  c)  erfüllen  die  augenblicklichen  Bewegungsrichtungen 
fj  g,  h  seiner  Ecken  die  Bedingung: 

cos  ctg  •  cos  bh  •  cos  cf  =  cos  ah  •  cos  bf'  cos  cg . 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  zweite  Lösung  der  obigen  Aufgabe. 
Man  ziehe  durch  irgend  einen  Punkt  0  die  Geraden  a,  b,  c  parallel 
zu  den  Seiten  des  Dreiecks  A£C;  ihre  Ebene  wählen  wir  als 
Grundriß  TTi.  Femer  ziehe  man  durch  0  die  Strahlen  f,  g  parallel 
zu  den  gegebenen  Bewegungsrichtungen  von  A  und  £  und  wähle 
auf  /  einen  Punkt  F,  Durch  F  lege  man  die  Ebenen  B  und  f,  die 
zu  b  und  c  normal  stehen;  ferner  lege  man  durch  G  =  T  X  g  die 
Normalebene  A  zu  a.  Jede  durch  0  gezogene  Gerade  A,  welche  die 
Schnittlinie  m  der  Ebenen  A  und  B  trifft,  giebt  eine  zulässige  Rich- 
tung für  die  Verschiebung  der  dritten  Ecke  C  an.  Trifft  h  die 
Schnittlinie  m  in  H,  so  sind  OF,  OG,  OH  den  unendlich  kleinen 
Verschiebungen  der  Dreiecksecken  proportional,  denn  sie  erfüllen 
offenbar  die  Gleichungen 

OG-cosag  =  OH-cosah, 
OH' cos  bh=  OF'COsbf, 
OF' C08  cf  =  OG 'COS  cg . 

Die  Ebene  FGH  ist  daher  normal  zur  gesuchten  Schraubenachse 
und  der  Rest  der  Konstruktion  kann  wie  in  592  durchgeführt  werden. 
In  Fig.  383  ist  nur  der  erste  Teil  der  Konstruktion  im  Grundriß 
ausgeführt;  die  Ebenen  A,  B,  f  werden  durch  ihre  Spurlinien 
a^,  Äj,  Cj  vertreten. 
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ZEHNTES  KAPITEL. 


Schraabenflächen. 

Allgemeines  Ober  Schraubenflächen. 

595.  Eine  Schraubenfläche  entsteht  durch  Schrauben- 
bewegung einer  Kurve;  diese  Kurve  heißt  eine  Erzeugende  der 
Fläche.  Jede  Schraubenfläche  ist  in  sich  selbst  verschiebbar. 
Sie  teilt  diese  Eigenschaft  nur  mit  den  Rotations-  und  Cylinder- 
flächen.  Als  Erzeugende  kann  jede  Kurve  dienen,  die  alle  auf  der 
Fläche  gezogenen  koaxialen  Schraubenlinien  trifft.  Die  ebenen 
Schnitte  der  Fläche,  welche  deren  Achse  enthalten,  heißen  Meridian- 
schnitte, die,  deren  Ebenen  normal  zur  Achse  stehen,  Normal- 
schnitte. Die  Meridiankurven  sowohl  als  auch  die  Normalkurven 
müssen  bei  der  Schraubenbewegung  ineinander  übergehen,  sie  sind 
also  unter  sich  kongruent  und  können  als  Erzeugende  dienen,  weil 
sie  alle  Schraubenlinien  treffen. 

Die  Schraubenfläche  heißt  geschlossen  oder  offen,  je  nachdem 
die  Achse  auf  ihr  liegt  oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem  die  Erzeugende 
die  Achse  trifft  oder  nicht  trifft.  Im  letzteren  Falle  besitzt  sie  eine 
Kehlschraubenlinie,  beschrieben  von  demjenigen  Punkte  der  Er- 
zeugenden, welcher  die  kürzeste  Entfernung  von  der  Achse  hat.  Bei 
der  geschlossenen  Fläche  wird  die  Kehlschraubenlinie  durch  die 
Achse  selbst  vertreten.  Die  Kehlschraubenlinie  bildet  in  gewissen 
Fällen  eine  Rückkehrkante  der  Fläche. 

596.  Eine  Schraubenfläche  kann  andererseits  auch  als  Hüll- 
fläche durch  Schraubenbewegung  einer  gegebenen  Fläche  5  er- 
zeugt werden.  Sie  berührt  dann  die  bewegte  Fläche  in  allen 
ihren  Lagen  längs  einer  bestimmten  Kurve  c,  die  man  als  Charak- 
teristik der  Hüllfläche  bezeichnet.  Diese  Kurve  bildet  den  Durch- 
schnitt zweier  unendlich  benachbarter  Lagen  der  erzeugenden  Fläche 
und  kann  selbst  als  Erzeugende  benutzt  werden. 
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Fig.  884. 


Seien  g  und  t^^  zwei  unendlich  benachbarte  Lagen  der  er- 
zeugenden Fläche  und  c  die  Schnittkurve  von  S  und  ^^  Geht  ^ 
in  gj  über,  so  geht  gleichzeitig  g^  in  eine  neue  Nachbarlage  g,  und 
c  in  eine  benachbarte  Kurve  c^  über.  Sei  femer  P  ein  Punkt  auf  c, 
t  die  zugehörige  Kurventangente  und  Pj  die  folgende  Lage  von  P 
auf  Cj.  Dann  hat  die  von  c  erzeugte  Schraubenfläche  mit  gf^  sowohl 
die  Tangente  t  als  auch  die  durch  das  Linien- 
element PP^  bestimmte  Tangente  gemein.  Beide 
Flächen  haben  also  in  P  eine  gemeinsame  Tangen- 
tialebene, d.  h.  sie  berühren  sich  in  P.  Dies  gilt 
für  alle  Punkte  auf  c. 

Haben  zwei  unendlich  nahe  Lagen  der  er- 
zeugenden Kurve  c  und  folglich  je  zwei  benach- 
barte Erzeugende  auf  der  Schraubenfläche  einen 
Punkt  gemein,  so  beschreibt  dieser  eine  Rück- 
kehrkante der  Fläche.  Seien  nämlich  C^C^^ 
C^C^'j  C^C^  Kurvenstücke  benachbarter  Erzeugen- 
den, von  denen  sich  die  beiden  ersten  in  P^ ,  die 
beiden  letzten  in  P,  treflfen  (Fig.  384),  so  stoßen 
die  Flächenelemente  O^P^C^  und  C^P^C^  längs  des 
Kurvenelementes  P^^^  von  der  nämlichen  Seite 
kommend  unter  unendlich  kleinem  Winkel  zusammen.  Daher  darf 
man  sagen:  umhüllen  die  Erzeugenden  auf  der  Schrauben- 
fläche eine  Kurve  (Schraubenlinie)  so  bildet  diese  eine 
Rückkehrkante  der  Fläche. 

597.  Die  Tangentialebene  der  Schraubenfläche  in  einem 
ihrer  Punkte  P  enthält  die  Tangente  der  von  P  beschriebenen 
Schraubenlinie  und  die  Tangente  der  durch  P  gezogenen  Erzeugenden 
(bezw.  wenn  diese  eine  Gerade  ist,  die  Erzeugende  selbst).  Hier- 
durch ist  sie  bestimmt,  sofern  nicht  die  genannten  beiden  Tangenten 
zusammenfallen,  wie  es  längs  einer  etwa  vorhandenen  Rückkehrkante 
eintritt.  In  letzterem  Falle  ist  die  Tangentialebene  mit  der 
Schmiegungsebene  der  Rückkehrkurve  identisch.  In  den  Punkten 
der  Kehlschraubenlinie  ist  die  Tangentialebene  der  Fläche  der 
Schraubenachse  parallel;  denn  die  Tangente  der  durch  den  betrach- 
teten Punkt  gezogenen  Meridiankurve  liegt  parallel  zur  Achse,  weil 
anderenfalls  ein  Nachbarpunkt  derselben  eine  kürzere  Entfernung 
von  der  Achse  haben  würde,  als  der  Berührungspunkt.  Da  die  frag- 
liche Tangentialebene  zugleich  die  Tangente  der  KehlschraubenUnie 
enthält,  so  ist  sie  mit  der  rektifizierenden  Ebene  der  letzteren  iden- 
tisch.   Hieraus  folgt  nach  587:  Die  Normalen  einer  Schrauben- 
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fläche  entlang  ihrer  Eehlschraubenlinie  schneiden  die 
Schraubenachse  senkrecht.  Der  Fall  der  Rückkehrkurve  bildet 
eine  Ausnahme. 

598.  Bezüglich  der  Konstruktion  der  wahren  und  schein- 
baren Umrisse  einer  Schraubenfläche,  sowie  ihrer  Eigen- 
und  Schlagschattengrenzen  für  parallele  projizierende,  bezw. 
Lichtstrahlen  ist  zunächst  auf  die  allgemeinen  Sätze  in  528 — 530  zu 
verweisen.  Punkte  des  wahren  Umrisses  oder  der  Eigenschatten- 
grenze sind  aus  der  Bedingung  zu  bestimmen,  daß  ihre  Tangential- 
ebenen dem  projizierenden  Strahl  oder  dem  Lichtstrahl  parallel  sein 
müssen.  Eine  Rückkehrkurve  oder  eine  Randkurve  der  Fläche  wird 
jedenfalls  dem  wahren  Umrisse  bezw.  der  Eigenschattengrenze  zu- 
zurechnen sein. 

Für  die  Darstellung  einer  Schraubenfläche  in  orthogo- 
naler Projektion  bei  vertikaler  Stellung  ihrer  Achse  läßt 
sich  im  allgemeinen  der  Normalschnitt  oder  der  Meridian- 
schnitt mit  Vorteil  verwenden.  Ersteren  stellt  man  in  TTi  als 
Spurkurve  der  Fläche  dar,  letzteren  als  Hauptmeridiankurve  (in  der 
zu  TTj  parallelen  Meridianebene),  so  daß  der  Aufriß  seine  wahre  Ge- 
stalt ergiebt.  —  Der  Umriß  der  ersten  Projektion  der  Fläche 
besteht  aus  konzentrischen  Kreisen  um  den  Achsenspurpunkt,  welche 
den  in  T\^  gelegenen  Normalschnitt  n  berühren.  Punkte  dieser  Kreise 
werden  auch  als  erste  Spuren  der  vertikalen  Tangenten  an  die  Me- 
ridiankurve m  gewonnen.  Die  Berührungspunkte  der  Umrißkreise 
mit  der  Kurve  n  beschreiben  auf  der  Fläche  Schraubenlinien,  die 
den  wahren  Umriß  für  die  erste  Projektion  bilden.  Nament- 
lich gehört  zu  letzterem  die  Kehlschraubenlinie.  —  Der  wahre 
Umriß  für  die  zweite  Projektion  ist  der  Ort  derjenigen  Punkte 
des  verschraubten  Normalschnittes,  deren  Tangenten  senkrecht  zu 
TTj,  oder  deren  Normalen  parallel  zu  TTj  liegen.  Hieraus  ergiebt 
sich  auch  der  Umriß  der  zweiten  Projektion.  Derselbe  wird 
oft,  dafem  sich  eine  einfache  Erzeugende  für  die  Fläche  angeben 
läßt,  als  Hüllkurve  der  Projektionen  dieser  Erzeugenden  bestimmt. 

599.  Auf  einer  Schraubenfläche  kann  die  Lichtgrenze  u  für 
Parallelbeleuchtung  (oder  der  wahreUmriß  für  eine  beliebige 
Parallelprojektion)  durch  verschiedene  Methoden  gefunden  werden, 
von  denen  namentlich  zwei  bemerkenswert  sind.  Man  bestimmt  ent- 
weder die  Punkte  der  Lichtgrenze  auf  den  einzelnen  (koaxialen) 
Schraubenlinien  der  Fläche  oder  auf  den  einzelnen  erzeugenden 
Kurven.     Ersteres  —  das  Schraubenlinienverfahren  —  ist  stets 
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anwendbar  und  erlangt  später  für  die  Theorie  der  Beleuchtung  der 
Schraubenflächen  noch  besondere  Wichtigkeit,  letzteres  —  das  Er- 
zeugendenverfahren —  ist  zwar  von  geringerer  Allgemeinheit, 
aber  in  vielen  Einzelfällen  noch  einfacher. 

Die  Schraubenfläche  entstehe  durch  (rechtsgängige)  Verschrau- 
bung  der  Raumkurve  c  um  die  Achse  a;  h^  sei  die  reduzierte  Gang- 
höhe. Zur  Vereinfachung  legen  wir  die  Grundrißebene  TTi  _L  a  und  die 
Aufrißebene  TTj  durch  a  selbst  (Fig.  385).  Auf  die  Achse  a  tragen  wir 
vom  Grundriß  aufwärts  die  Strecke  h^  ab ;  ihr  Endpunkt  sei  S  und 
S^  sein  Grundrißschatten.  Hierdurch  ist  der  Lichtstrahl  /  =  SS^ 
festgelegt;  seine  erste  Tafelneigung  werde  durch  Ä  bezeichnet. 

Wir  werden  im  folgenden  wiederholt  dem  Lichtstrahle  /  oder 
irgend  einer  gegebenen  Geraden  einen  bestimmten  Punkt  der  Grund- 
rißebene zuzuordnen  haben,  den  wir  kurz  ihren  Pol  (in  Bezug  auf 
die  Schraubenbewegung)  nennen  wollen.  Man  findet  den  Pol  ß 
einer  Geraden  e,  indem  man  durch  8  die  Parallele  zu  e 
zieht  und  ihrem  ersten  Spurpunkte  jB\  im  Sinne  der  auf- 
wärtsgehenden Schraubenbewegung  eine  Viertelumdrehung 
um  die  Achse  erteilt.  Analog  findet  man  in  jeder  Normalebene 
zu  a  einen  Pol  von  e. 
Alle  diese  Pole  liegen 
auf  der  Parallelen 
zu  a  durch  E,  die 
als  Polachse  der 
Geraden  e  bezeich- 
net werden  mag. 

600.  Sei  P  ein 
Punkt  der  erzeugen- 
den Kurve  c  und  e 
die  zugehörige  Tan- 
gente, femer  s  die  auf 
der  Fläche  durch  P 
gezogene  Schrauben- 
linie und  t  ihre  Tan- 
gente (Fig.  385).  Wir 
ziehen  parallel  zu 
t  den  Strahl  8T^, 
dessen  erster  Spurpunkt  T^  auf  *'  liegt  [S'T^  \\f),  und  parallel  zu  e 
den  Strahl  8E^\  sein  Spurpunkt  sei  E^  {S'E^  \\ey  Die  Ebene  8E^T^ 
ist  dann  parallel  zur  Tangentialebene  et  der  Schrauben  fläche  im 
Punkte   P.     Kotiert   diese   Ebene   um    die  Achse  a   bis  ihre  Spur 
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durch  S^  geht,  so  wird  sie  zum  Lichtstrahle  parallel.  Dies  tritt 
aber  ein  bei  einer  Rotation  um  Z_  G^S'S^  oder  um  l_  H^S'S^y  wenn 
G^  und  jfiTj  die  Schnittpunkte  von  £^T^  mit  dem  um  S'  durch  S^ 
geschlagenen  Kreise  i  bedeuten.  Wird  der  Punkt  F  um  die  Achse  a 
um  eben  diese  Winkel  verschraubt,  so  nimmt  er  zwei  neue  Lagen 
Q  resp.  R  auf  der  Fläche  ein,  in  denen  er  jedesmal  der  Licht- 
grenze u  angehört  (z.  P'&(^-=^  Z_  G^SS^  und  L.  FSR^  L.  H^SS^. 
Hieraus  folgt: 

Auf  jedem  Gange  einer  Schraubenlinie  b  der  Fläche 
liegen  zwei  reelle  (getrennte  oder  vereinte)  oder  imaginäre 
Punkte  der  Lichtgrenze  u. 

Um  die  Konstruktion  der  Kurve  u  durchzuführen,  muß  man 
den  Punkt  P  die  Erzeugende  c  durchlaufen  lassen.  Dabei  bleibt, 
falls  c  eine  Gerade  ist,  also  eine  Begelschraubenfläche  vorliegt  (602), 
der  Punkt  E^  ungeändert. 

Eine  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn  man  den  Punkten  Ä^,  E^ 
und  T^  eine  Viertelumdrehung  um  8'  im  Sinne  der  aufwärtsgehenden 
Schraubenbewegung  (also  bei  rechtsgängiger  Fläche  linksum)  erteilt 

(Fig.  386).  Hierbei  geht 
T^  in  F  über,  S^  in 
den  Pol  L  des  Licht- 
strahles /  und  E^  in 
den  Pol  E  der  Geraden  e 
{SLl_X,  S'E±ey  Hier- 
aus folgt  die  Kon- 
struktion : 

Um  auf  einer 
Schraubenlinie  «der 
Fläche  die  Punkte 
der  Lichtgrenze  zu 
finden,  ziehe  man 
in  einem  beliebigen 
Punkte  P  von  s  die 
Tangente  e  der  er- 
zeugenden Kurve 
und  bestimme  in  TJ^ 
ihren  Pol  i?,  ebenso  den  Pol  L  des  Lichtstrahles  /.  Ferner 
zeichne  man  in  T]^  den  mit  *'  koncentrischen  Kreis  i  durch  Z, 
Schneidet  die  Gerade  P'E  den  Kreis  i  in  G  und  H,  so  geht 
P   durch   Verschraubung    um    z_  GS^L   oder    z.  HS'Z  in   die 
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Punkte  Q  oder  B  der  Lichtgrenze   über.     Bei   einer  Regel- 
schranbenfläche  bleibt  £  unverändert. 

601.  Ans  der  ersten  Methode  folgt,  wenn  man  der  Konstruk- 
tion eine  spezielle  Erzeugungsweise  der  Schraubenfläche  zu  Grunde 
legt,  die  zweite,  bei  der  die  Punkte  der  Lichtgrenze  auf  den  ein- 
zelnen Erzeugenden  bestimmt  werden. 

Gelten  wieder  die  vorigen  Bezeichnungen,  bedeutet  aber  jetzt  c 
einen  Normalschnitt  der  Schraubenfläche  (etwa  den  in  TTi  ge- 
legenen), so  liegt  der  Pol  -S  von  e  unendlich  weit  auf  dem  von  5'  auf  e 
gefällten  Lote;  mithin  ist 
auchP^Xe(Fig.387).  Ver- 
schraubt man  daher  P  um 
L  GSL  oder  z.  ÄS'i,  so 
erhält  man  Punkte  Q  und 
R  der  Lichtgrenze.  Sucht 
man  aber  auf  c  selbst  die 
Lichtgrenzpunkte,  so  darf 
keine  Verschraubung  mehr 
stattfinden,  weil  dabei  c 
in  einen  anderen  Normal- 
schnitt  übergehen  würde. 
Daher  folgt:  Alle  Punkte 
des  Normalschnittes  c 
einer  Schraubenfläche, 
deren  Normalen  durch 
den  Pol  L  des  Licht- 
strahles /  gehen,  gehören  der  Lichtgrenze  u  an.  Da  dies 
für  jeden  Normalschnitt  gilt,  können  wir  auch  sagen:  Die  Licht- 
grenze u  auf  der  Schraubenfläche  ist  der  Ort  der  Punkte 
auf  dem  verschraubten  Normalschnitte,  deren  Normalen  die 
Polachse  des  Lichtstrahles  treffen.  Die  fraglichen  Normalen 
bilden  eine  Regelfläche  und  die  Lichtgrenze  bildet  deren  Durch- 
schnittskurve mit  der  gegebenen  Schraubenfläche  (oder  einen  Teil 
davon). 

Bei  der  Ausführung  der  Konstruktion  beschränkt  man  sich 
meist  auf  die  Zeichnung  des  in  TT^  gelegenen  Normalschnittes  c. 
Bestimmt  man  dann  alle  Punkte  von  c,  deren  Normalen  duixh  irgend 
einen  festen  Punkt  M  des  Kreises  i  gehen  und  verschraubt  diese 
Punkte  um  z_  MS'L,  so  bilden  sie  die  Lichtgrenzpunkte  auf  dem 
verschraubten  Normalschnitte.  Die  Punkte  von  c,  deren  Normalen 
den  Kreis  i  berühren,   bestimmen  Schraubenlinien  der  Fläche,    die 
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die  Lichtgrenze  berühren.  Die  Berührungspunkte  werden  hieraus 
leicht  gefunden.  —  Im  allgemeinen  wird  es  leichter  sein,  Normalen 
der  Kurve  c  in  einzelnen  Punkten  derselben  zu  zeichnen,  als  ihre 
Normalen  aus  einem  gegebenen  Punkte  zu  ziehen.  Man  geht  dann 
besser  von  ersteren  aus  und  bestimmt  ihre  Schnittpunkte  M  mit  i, 
um  schließlich  wieder  die  erforderliche  Verschraubung  eintreten  zu 
lassen. 

602.  Besonders  einfache  Konstruktionen  ergeben  sich  bei  den 
Regelschraubenflächen  (560).  Indem  die  Gerade  e  durch  ihre 
Verschraubung  die  Fläche  erzeugt  (Fig.  388),  führt  ihr  Grundriß  e  in  TTi 
eine  Rotation  um  den  Punkt  5'  aus  und  bildet  stets  eine  Tangente  der 
kreisförmigen  Projektion  ä'  der  Kehlschraubenlinie  (bei  geschlossenen 
Flächen  reduziert  sich  ä'  auf  den  Punkt  S'  selbst).  Femer  liegt 
der   Pol   JE  der  Erzeugenden  e  stets  auf  dem  durch  8'  gezogenen 

Lote  von  e'  in  kon- 
stanter Entfernung  von 
S\  beschreibt  also  einen 
Kreis  um  Ä';  sein  Ra- 
dius ist  ÄQ-cotgqp,  wenn 
(p  die  erste  Tafelneigung 
der  Erzeugenden  be- 
deutet. 

Ist  P  ein  Punkt 
auf  e  und  trifft  P'H  den 
Kreis  i  in  einem  von 
L  verschiedenen  Punkte 
Gy  so  geht  P  durch 
Verschraubung  um 

Z_  GS'Z  in  einen  Punkt 
der  Lichtgrenze  u  auf 
einer  anderen  Erzeugen- 
den über.  Sucht  man  aber  die  Lichtgrenze  auf  e  selbst,  so  darf 
keine  Verschraubung  stattfinden,  d.  h.  LE  schneidet  e'  im  Grund- 
risse P'  des  gesuchten  Punktes.  Daher  gilt  fiir  die  Lichtgrenze 
bei  Parallelbeleuchtung  oder  für  den  wahren  Umriß  bei  beliebiger 
Parallelprojektion  der  Satz: 

Auf  jeder  erzeugenden  Geraden  e  der  Regelschrauben- 
fläche liegt  ein  Punkt  P  ihrer  Lichtgrenze  u.  Man  findet 
seinen  Grundriß  P'  aus  dem  Pol  L  des  Lichtstrahles  und 
dem  Pol  ß  der  Erzeugenden,  indem  man  Z£  mit  dem  Grund- 
risse e   schneidet. 
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Man  kann  auch  sagen: 

Der  Lichtgrenzpnnkt  P  einer  Erzengenden  e  der  Regel- 
schraubenfläche  wird  im  Grundrisse  bestimmt,  indem  man 
das  vom  Pole  L  des  Lichstrahles  auf  ihren  Schatten  e^  ge- 
fällte Lot  mit  e   schneidet. 

Denn,  da  LE  aus  S^B^  durch  Drehung  um  90®  hervorgeht  (596) 
und  S^£^  zum  Grundrißschatten  e^  parallel  ist,  so  ist  LP'  ±e^. 

Man  denke  sich  jetzt  den  allgemeinsten  Fall:  die  Gerade  e  be- 
schreibe um  die  Achse  a  eine  beliebige  Kegelschraubenfläche  und 
es  handle  sich  um  die  Bestimmung  des  wahren  Umrisses  u  fiir 
irgend  eine  gegebene  Parallelprojektion.  Diese  Bestimmung  wird 
ausgeführt  mittels  der  senkrechten  Projektion  auf  eine  Normalebene 
TT  zur  Achse  a.  In  TT  seien  Ä  der  Achsenspurpunkt,  Z  der  Pol  des 
projizierenden  Strahles,  JE  der  irgend  einer  Erzeugenden  e  und  e' 
ihre  Projektion  {ÄE  ±_  «').  Ä  und  L  sind  feste  Punkte;  E  und  e 
dagegen  führen,  wenn  e  die  Fläche  durchläuft,  miteinander  fest  ver- 
bunden eine  Rotation  um  Ä  aus.  Hierbei  beschreibt  der  Schnitt- 
punkt e'  X  LE  in  einem  ununterbrochenen  Zuge  die  Projektion  u' 
von  tt.  Von  der  entstehenden  Kurve  aber  gilt  der  nachstehende 
Satz,  dessen  Einzelheiten  erst  in  den  folgenden  Abschnitten  erörtert 
werden : 

Für  jede  Parallelprojektion  ergiebt  der  wahre  Umriß 
einer  Regelschraubenfläche,  senkrecht  auf  eine  Normal- 
ebene TT  projiziert,  eine  unikursale  Kurve  v!  4.  Ordnung. 
Sie  entsteht,  wenn  um  den  festen  Punkt  Ä  ein  Punkt  E 
und  eine  zu  AE  senkrechte  Gerade  e'  rotieren,  als  Ort  der 
Schnittpunkte  von  e'  mit  den  Strahlen,  die  E  mit  einem 
zweiten  festen  Punkte  L  verbinden.  Die  Kurve  zerfällt 
eventuell  in  mehrere  Kurven  niederer  Ordnung. 

Betrachtet  man  im  besonderen  projizierende  Strahlen  senkrecht 
zu  TT  (oder  ||  a),  so  liegt  L  mit  Ä  vereint.  Werden  die  projizie- 
renden Strahlen  parallel  zu  TT  (oder  _L  a)  angenommen,  so  liegt  L 
in  TT  unendlich  fem  in  der  zum  projizierenden  Strahle  normalen 
Richtung  und  die  Strahlen  LE  werden  alle  parallel.  Sind  die  pro- 
jizierenden Strahlen  beliebig  gegen  TT  geneigt,  so  befindet  sich  L 
in  endlichem  Abstände  von  Ä,  —  Offenbar  ist  die  Kurve  u  gegen  die 
Gerade  AL  symmetrisch.  Da  ferner  die  Gerade  e'  bei  ihrer  Rota- 
tion um  A  den  Punkt  L  im  allgemeinen  zweimal  überschreitet,  ist 
L  ein  Doppelpunkt  der  Kurve.  Sie  besitzt  aber  außerdem  noch 
zwei  weitere  Doppelpunkte  (symmetrisch  zu  AL\  die  reell  getrennt, 
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vereint  oder  konjugiert  imaginär  sein  können.  Die  Gestalt  der  Kurve 
ist  sehr  verschieden;  sie  hängt  ab  von  den  Verhältnissen  der  drei 
Strecken  AE,  AK  und  ALj  wo  AK  den  kürzesten  Abstand  der 
Geraden  e*  von  A  bedeutet  (vergl.  627,  628). 


Allgemeines  Aber  Regelschraubenflächen. 

603«  Wir  schicken  unserer  Betrachtung  einige  allgemeine  Be- 
merkungen über  Regel  flächen  voraus,  die  zum  Teil  auf  früher 
Entwickeltes  zurückgreifen. 

Eine  E egelfläche  ist  die  Bahn  einer  nach  irgend  welchem 
Gesetze  im  Eaume  bewegten  Geraden;  letztere  wird  als  Er- 
zeugende bezeichnet.  Man  teilt  die  Regeläächen  ein  in  abwickel- 
bare (developpable)  und  windschiefe. 

Liegen  je  zwei  benachbarte  Erzeugende  in  einer  und  derselben 
Ebene,  so  ist  die  ßegelfläche  abwickelbar.     Die  Verbindungsebene 
der  Nachbarerzeugenden  ist  eine  Tangentialebene  der  Fläche  und 
diese  wird  umgekehrt  in  allen  Punkten  einer  Erzeugenden  von  einer 
und  derselben  Ebene  berührt.     Je  zwei  Nachbarerzeugende  haben 
dann  einen  Punkt  gemein;   der  Ort  dieser  Punkte  ist  eine  Raum- 
kurve, die  die  Erzeugenden  der  Fläche  zu  Tangenten,  ihre  Tangen- 
tialebenen   zu   Schmiegungsebenen   hat  und  eine  Rückkehrkante 
der  Fläche  bildet.     Man  erkennt  leicht,  daß  die  abwickelbare  Regel- 
ääche  auch  als  Hü  11  fläche  einer  bewegten  Ebene  aufgefaßt  werden 
kann,    die  sie  in  jeder  ihrer   Lagen   berührt.     Die  Rückkehrkante 
liefert  in  jedem  ebenen  Schnitte  der  Fläche  einen  Rückkehrpunkt 
und   bildet   für  jede   Projektion   einen   Teil   des  wahren  Umrisses. 
Zieht  man  durch  einen  festen  Punkt  des  Raumes  Parallelen  zu  den 
Erzeugenden,  so  bilden  dieselben  einen  Richtungskegel  der  Fläche; 
die  Tangentialebenen  der  letzteren  liegen  zu  denen  des  Richtungs- 
kegels parallel.     Ist  der  Winkel  zweier  Erzeugenden  unendlich  klein 
von  der  1.  Ordnung,  so  ist  ihr  kürzester  Abstand  von  der  3.  Ord- 
nung unendlich  klein  (vergl.  456 — 462). 

604.  Wenn  benachbarte  Erzeugende  einer  Regelfläche  (von 
einzelnen  Ausnahmen  abgesehen)  nicht  in  derselben  Ebene  liegen, 
so  heißt  die  Fläche  windschief  und  ist  nicht  abwickelbar.  Es 
steht  dann  der  kürzeste  Abstand  der  Nachbarerzeugenden  zu  ihrem 
Neigungswinkel  in  endlichem  Verhältnisse,  d.  h.  sie  schneiden 
einander  nicht.     Auf  jeder  Erzeugenden  g  giebt  es  einen  Punkt  (7, 
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ihren  Centralpunkt,  welcher  Yon  der  Nachbarerzeugenden  g^  den 
kürzesten  Abstand  hat.  Der  Ort  der  Centralpunkte  aller  Erzeugenden 
der  Fläche  heißt  ihre  Striktionslinie.  Läßt  man  einen  Puukt  P 
eine  Erzeugende  g  der  windschiefen  Begelfläche  durchlaufen,  so  dreht 
sich  die  zu  ihm  gehörige  Tangentialebene  um  g  und  nähert 
sich,  indem  sich  P  ins  Unendliche  entfernt,  einer  bestimmten  Grenz- 
lage, der  zu  g  gehörigen  asymptotischen  Ebene.  Diese  liegt, 
weil  sie  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Nachbarerzeugenden  g^  ent- 
hält, zu  g^  parallel  und  folglich  normal  zum  kürzesten  Abstand 
beider  Erzeugenden.  Letzterer  liegt  in  der  zum  Centralpunkte  von 
^gehörigen  Tangentialebene.  Man  darf  daher  sagen:  Die  asymp- 
totische Ebene  einer  Erzeugenden  der  windschiefen  Regel- 
flache  steht  senkrecht  auf  der  Tangentialebene  im  Central- 
punkte derselben  Erzeugenden.  Alle  asymptotischen  Ebenen 
umhüllen  die  asymptotische  abwickelbare  Fläche,  welche  die 
gegebene  ßegelfläche  längs  ihrer  Schnittkurve  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  berührt.  —  Zieht  man  durch  einen  Punkt  des  Baumes 
die  Parallelen  zu  allen  Erzeugenden  der  windschiefen  Begelfläche, 
so  liegen  dieselben  auf  einem  Bichtungskegel.  Dieser  ist  aber 
hier  von  beschränkterer  Bedeutung,  als  bei  der  abwickelbaren  Begel- 
fläche, denn  seine  Tangentialebenen  bestimmen  nur  die  Stellungen 
der  asymptotischen  Ebenen  und  nicht  mehr  die  aller  Tangential- 
ebenen der  Begelfläche. 

605.  Eine  Gerade  g,  die  eine  Schraubenbewegung  aus- 
fuhrt, beschreibt  eine  Begelschraubenfläche,  alle  ihre  Punkte 
beschreiben  Schraubenlinien  der  Fläche  von  einerlei  Achse  a  und 
einerlei  Ganghöhe  A.  Die  Gerade  g  heißt  wiederum  die  Er- 
zeugende. —  Die  Begelschraubenfläche  ist  nach  dem  Vorigen  ab- 
wickelbar, wenn  zwei  unendlich  benachbarte  Erzeugende  als  in 
derselben  Ebene  befindlich  angesehen  werden  dürfen;  im  allgemeinen 
ist  sie  windschief.  Man  macht  nun  folgende  weitere  Unter- 
scheidungen. Je  nachdem  die  Erzeugende  rechtwinklig  zur  Achse 
gerichtet  ist,  oder  einen  spitzen  Winkel  mit  ihr  einschließt,  heißt 
die  Fläche  gerade  (normal)  oder  schief.  Je  nachdem  die  Er- 
zeugende die  Achse  schneidet  oder  nicht,  heißt  die  Fläche  ge- 
schlossen (axial)  oder  offen.  Ist  sie  im  besonderen  abwickelbar, 
so  bilden  ihre  Erzeugenden  die  Tangenten  ihrer  Bückkehrkurve, 
d.  i.  einer  Schraubenlinie.  Abwickelbar  kann  daher  nur  eine  offene 
schiefe  Begelschraubenfläche  sein. 

Bezeichnet  man  mit  r  den  kürzesten  Abstand  der  Erzeugenden  g 
von  der  Achse  a,  also  den  Badius  der  Kehlschraubenlinie  (593), 
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mit  a  deren  Neigung,  so  daß  r-tanga  =  Ä^  die  reduzierte 
Ganghöhe  wird,  mit  (p  die  Neigung  der  Erzeugenden  gegen 
eine  Normalebene  zur  Achse  und  setzt  noch:  /?  =  A^-cotang^p,  so 
gelangt  man  zu  folgender  Übersicht  der  möglichen  Arten: 

1)  r  =  0,    y  =  0,    geschlossene  gerade 

2)  r>0,    y  =  0,    offene  gerade 


3) 
4) 


r  =  0, 
r>0, 


9>0, 
tp>0, 


1 


Eegelschrauben- 
fläche. 


geschlossene  schiefe 
offene  schiefe 

Die  letzte  Art  ist  abwickelbar,  wenn  tp  =^  a,    r  =  p  ist. 

606.  Wenn  eine  Ebene  E  eine  durch  ihren  Sinn  und  den 
Parameter  h^  bestimmte  Schraubenbewegung  um  eine  feste 
Achse  a  ausführt,  so  umhüllt  sie  eine  abwickelbare  Schrauben- 
fläche und    bildet   bei   jeder  Lage    die   Schmiegungsebene    einer 

Schraubenlinie  «,  der 
Rückkehrkurve  dieser 
Fläche.  Es  ist  für 
das  Folgende  nütz- 
lich, ihre  Bewegung 
näher  zu  untersuchen. 

Wir  wählen  eine 
Normalebene  zu  a  als 
Grundrißebene  TTi ;  e^ 
{A_x)  und  e^  seien  zu 
Anfang  die  Spurlinien 
von  E,  (p  ihre  Neigung 
gegen  J\^  und  H  ihr 
Schnittpunkt  mit  a 
(Fig.  389);  endlich 
werde  p  ^  h^-  cotg  cp 
gemacht.  Wir  denken 
uns  in  der  Ebene  E 
eine  Falllinie  ff  durch 
Hj  sowie  noch  drei 
weitere  Falllinien  ^j, 
ffty  ff9  gezogen,  für 
deren   kürzesten  Ab- 


stände Tj,  r,,  r 


3 


Fig.  389. 

von  der  Schraubenachse  a  die  Annahmen 


r.  <Pf 


ra>  p 


1  ^  r  >     ^2  ~  ^  >      '8 

gelten  mögen.     Die  ersten  Spurpunkte  G,  G^,  G^,  G^  liegen  auf  «j, 
die  Spurpunkte  iZj ,  Ä, ,  H^  in  einer  durch  H  gelegten  Horizontal- 
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ebene  auf  einer  Parallelen  h  zu  e^.  In  TTi  zeichne  man  um  H'  die 
Kreise  *!,  ä,,  A3,  welche  die  Geraden  ff^%  g^  g^  resp.  in  H^\  H^',  H^' 
berühren.  —  Bei  der  Schraubenbewegung  von  E  yerschiebt  sich  H 
in  der  Achse  a  und  es  beschreiben  H^^  E^,  H^  koaxiale  Schrauben- 
linien, deren  Grundrisse  die  Kreise  k^,  k^,  A3  sind  und  für  welche 
die  Gerade  h  stets  gemeinsame  Hauptnormale  bleibt.  Gleichzeitig 
beschreiben  die  Geraden  g,  g^,  g^,  g^  schiefe  Regelschraubenflächen, 
nämlich  g  eine  geschlossene,  die  anderen  offene  und  speziell  g^  eine 
abwickelbare.  Es  ist  nämlich  y  die  Neigung  der  von  H^  beschrie- 
benen Schraubenlinie,  also  g^  ihre  Tangente.  Die  genannte  Fläche 
besteht  also  aus  allen  Tangenten  dieser  Schraubenlinie,  die  sie  zur 
Rückkehrkante  hat;  sie  ist  abwickelbar  und  bildet  die  Hüllfläche 
aller  Lagen  von  E.  Der  Spurpunkt  G^  beschreibt  demnach  eine 
gespitzte  Evolvente  des  Kreises  k^,  deren  Anfangspunkt  A  durch 
Aufwickelung  der  Strecke  G^ff^'  gefunden  wird.  Die  Spur  e^  der 
bewegten  Ebene  E  umhüllt  diese  Kreisevolvente  und  der  Grundriß  A' 
der  Geraden  h  bleibt  zu  e^  parallel,  indem  er  sich  um  -ff'  dreht. 
Von  den  zu  e^  senkrechten  Projektionen  g',  g^',  g^\  g^'  der  vier 
Falllinien  geht  g'  stets  durch  E\  die  anderen  bilden  die  Tangenten 
der  Kreise  A^,  Ag,  A3  und  speziell  g^  rollt  auf  dem  Kreise  k^  ohne 
Gleiten.  Demnach  sind  die  vier  Spurpunkte  G,  G^,  G^,  G^  mit  einer 
auf  dem  Kreise  k^  rollenden  Tangente  fest  verbunden  und  man  er- 
kennt (vergl.  579 — 581)  den  Satz: 

Ist  r  der  kürzeste  Abstand  der  Geraden  g  und  a,  R  — qp 
ihr  Neigungswinkel  und  erfährt  g  um  die  feste  Achse  a 
eine  Schraubenbewegung  vom  Parameter  A^,  so  beschreibt 
der  Spurpunkt  von  g  in  einer  Normalebene  zu  a  eine 
Evolvente  des  Kreises  vom  Radius  /?  =  A^j-cotg  qp  um  den 
Achsenspurpunkt.  Die  Kreisevolvente  ist  verschlungen, 
gespitzt  oder  gestreckt  für  r^p  und  wird  für  r  =  ü 
(d.  h.  wenn  g  und  a  sich  schneiden)  eine  Archimedische 
Spirale. 

Man  kann  diesem  Satze  auch  folgende  Fassung  geben: 

Der  Normalschnitt  einer  schiefen  Regelschrauben- 
fläche ist  eine  Kreisevolvente  und  zwar  bei  einer  offenen 
Fläche  verschlungen,  gespitzt  oder  gestreckt,  je  nachdem 
die  Neigung  a  der  Kehlschraubenlinie  größer  als  die 
Neigung  (p  der  Erzeugenden,  ihr  gleich  (abwickelbare 
Fläche)  oder  kleiner  ist.  Bei  einer  geschlossenen  Fläche 
wird  der  Normalschnitt  eine  Archimedische  Spirale. 
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Die  abwickelbare  Schraubenfläche. 

607«  Die  abwickelbare  Schraubenfläche  wird  (wie  bereits 
erwähnt)  von  einer  Geraden  erzeugt,  die  sich  als  Tangente  an  einer 
Schraubenlinie  fortbewegt.  Die  letztere  ist  die  Rückkehr  kante 
und  zugleich  Eehlschraubenlinie  der  Fläche.  Aus  der  Definition 
folgt  nach  587^  daß  der  Normalschnitt  eine  gespitzte  Kreis- 
evolvente  ist.  Die  erzeugenden  Geraden  sind  Falllinien  der 
Fläche,  d.  h.  sie  schneiden  jede  Normalkurve  rechtwinklig;  sie  haben 
sämtlich  die  gleiche  Neigung  gegen  die  Normalebene.  Man  hat  es 
daher  mit  einer  abwickelbaren  Fläche  von  konstantem  Fallen 
zu  thun. 

Wir  wollen  einen  Gang  dieser  Schraubenfläche  in  orthogo- 
naler Projektion  darstellen^  indem  wir  ihre  Achse  senkrecht  zum 
Grundrisse  TTi  voraussetzen.  Der  Gang  werde  von  der  Ebene  TTi  und 
einer  im  Abstand  h  (Ganghöhe)  oberhalb  befindlichen  Parallelebene 
TTg  begrenzt  (Fig.  390).  Der  Grundkreis  des  Cylinders,  welcher  die 
Rückkehrkurve  s  trägt,  sei  s'  in  J\^  (Centrum  5',  Radius  r).  Die 
zweite  Projektion  der  Schraubenlinie  s  (Neigung  a)  wird  dann,  wie 
in  589,  als  Sinuslinie  s'  dargestellt.  Der  erste  Spurpunkt  von  s  sei 
Ä  auf  *';  er  bildet  zugleich  den  Grundriß  des  Spurpunktes  dieser 
Kurve  in  TTj.  Bei  rechtsgängiger  Windung  wird  die  Grundspur- 
linie (in  TTi)  durch  eine  volle  Windung  ^  der  aus  dem  Ursprünge 
A  gezogenen  Evolvente  des  Kreises  ä',  der  Grundriß  der  Deck- 
spurlinie  (in  TTg)  durch  die  ebenfalls  in  A  beginnende  rückläufig 
beschriebene  Evolventenwindung  f^  dargestellt.  Der  Grundriß  g' 
einer  Erzeugenden  g  ist  stets  eine  Tangente  des  Kreises  /,  ihre 
erste  Spur  G^  findet  sich  auf  ^,  die  Projektion  G^  der  dritten  Spur 
auf  /^',  woraus  der  Aufriß  ^',  der  s"  berührt,  leicht  gefunden  wird. 
Den  wahren  Umriß  für  die  erste  Projektion  bilden  die  Rück- 
kehrkante s  und  die  als  Berandungen  des  Flächenganges  auftre- 
tenden Kreisevolventen  f^  und  f^  nebst  den  ihre  Endpunkte  verbin- 
denden Erzeugenden  A  und  k.  Der  Umriß  der  ersten  Projek- 
tion wird  von  den  Linien  ^,  ä',  ^',  K  und  /  gebildet.  Den  wahren 
Umriß  für  die  zweite  Projektion  bildet  s  in  Verbindung  mit 
/j,  f^  und  den  zu  TTg  parallelen  Erzeugenden  A,  i,  k.  Der  Umriß 
der  zweiten  Projektion  besteht  also  aus  /^",  A",  ^",  A",  i"  und  <". 

Die  vollständige  Fläche  besteht  aus  unendlich  vielen  Gängen, 
von  denen  wiederum  ein  jeder  sich  ins  Unendliche  erstreckt;  ihre 
Grundspur  ist  eine  vollständige  Kreisevolvente  mit  ihren  beiderlei 
von  A   ausgehenden   Windungen,    die  sich  in   unendlich  vielen  auf 
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dem  Ereisdurchmesser  AS'  liegenden  Doppelpunkten  überkreuzen. 
Da  man  sich  die  Fläche  durch  Schraubenbewegung  der  Evolvente 
erzeugt  denken  kann,  so  wird  ersichtlich,  daß  jeder  Doppelpunkt 
der  letzteren,  z.  B.  i>,  eine  Schraubenlinie  d  als  Doppelkurve  er- 
zengt,  in  welcher  sich  zwei  Gänge  der  Fläche  schneiden.     In  der 


Figur  ist  ein  Teil  derjenigen  Doppelkurve  d  dargestellt,  welche 
der  Achse  zunächst  liegt;  ihre  erste  Projektion  ist  der  durch  D 
um  5'  gelegte  Kreis  rf',  woraus  der  Aufriß  d"  ohne  Schwierigkeit 
bestimmt  werden  kann. 

608.  Um  die  Meridiankurve  m  der  abwickelbaren 
Schraubenfläche  zu  zeichnen,  denke  man  sich  letztere  mit  der 
Hauptmeridianebene  M  geschnitten,  die  durch  die  Achse  parallel 

BoH»  u.  Pappbuitz.    n.  7 
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zu  TT2  geht.  Die  erste  Spur  m'  derselben  ist  durch  S^  parallel  zur 
or- Achse  zu  ziehen.  Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  Grundrisse 
ihrer  Durchschnittspunkte  mit  den  Erzeugenden  e  der  Fläche,  wie 
Q'  auf  e\  und  daraus  die  Aufrisse,  wie  Q"  auf  e\  Die  von  den 
letzteren  gebildete  Kurve  m"  zeigt  die  wahre  Gestalt  des  Meridian- 
schnittes;  sie  bildet  in  Jff'  eine  (auf  der  Rückkehrkante  befind- 
liche) Spitze  und  hat  die  Aufrisse  i",  A"  der  zu  TTj  parallelen  Er- 
zeugenden zu  Asymptoten.  Die  vollständige  Meridiankurve  besitzt 
unendlich  viele  Doppelpunkte,  in  denen  sich  ihre  den  verschie- 
denen Gängen  der  Fläche  entsprechenden  Zweige  schneiden  und  die 
zugleich  den  Doppelkurven  der  Fläche  angehören,  z.  B.  Ut=  m  x  d 
(Fig.  390). 

Mit  fast  ebenso  großer  Leichtigkeit  kann  die  Schnittkurve 
der  abwickelbaren  Schraubenfläche  mit  einer  beliebigen 
Ebene  Q  konstruiert  werden.  Man  benutzt  dabei  die  parallelen 
Spuren  o^  und  03  der  Ebene  in  TJ^  und  TT3.  Um  dann  ihren  Schnitt- 
punkt V  mit  einer  bestimmten  Erzeugenden  e  zu  finden,  lege  man 
durch  diese  als  Hilfsebene  die  Tangentialebene  T  der  Fläche, 
deren  erste  und  dritte  Spur  t^  und  ^g  auf  e  in  ihren  gleichnamigen 
Spurpunkten  senkrecht  stehen  (und  mithin  die  Kreisevolventen  /J 
bezw./j  berühren).  Die  Hilfslinie  Z  =  T  X  E,  welche  durch  L^  =  ^^  x  o^ 
und  L'3  =  ^'3  X  o'g  bestimmt  wird,  schneidet  e  in  dem  gesuchten 
Punkte  F.  Die  Asymptoten  der  Schnittkurve  liegen  in  den 
Tangentialebenen  der  Fläche  durch  die  zur  Schnittebene  parallelen 
Erzeugenden;  sie  besitzt  auf  der  Bückkehrkante  Spitzen,  auf  den 
Doppelkurven  Doppelpunkte.  Die  Hilfslinien  /  bilden,  weil  sie 
auf  Tangentialebenen  der  Fläche  liegen,  zugleich  Tangenten  der 
Schnittkurve.  In  die  Figur  ist,  um  sie  nicht  zu  komplizieren,  keine 
Darstellung  eines  solchen  ebenen  Schnittes  der  abwickelbaren 
Schraubenfläche  eingetragen. 

609.  Wir  sind,  um  die  abwickelbare  Schraubenfläche  zu  er- 
zeugen, von  einer  bestimmten  Schraubenbeweguiig  einer  ihrer  Er- 
zeugenden ausgegangen,  die  man  auch  dadurch  vollständig  definieren 
kann,  daß  man  sagt:  die  Erzeugende  ff  gleitet  ohne  Bollen 
als  Tangente  an  der  Bückkehrkurve.  Hierbei  beschreiben  alle 
ihre  Punkte  koaxiale  Schraubenlinien,  welche  die  Schnitte  der  Fläche 
mit  koaxialen  Eotationscylindern  bilden.  Die  Fläche  wird  aber 
auch  von  der  Erzeugenden  ff  beschrieben,  wenn  diese  auf  der 
ßückkehrkurve  ohne  Gleiten  rollt  und  dann  beschreiben  alle 
ihre  Punkte  (wie  aus  587  hen^orgeht)  gespitzte  Kreisevolventen, 
welche  die  Schnitte  der  Fläche  mit  den  Normalebenen  bilden. 
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Im  Anschluß  an  diese  Betrachtung  kann  die  Aufgabe  gelöst 
werden:  die  Schnittpunkte  einer  gegebenen  Geraden  ff  mit 
einem  Gange  einer  abwickelbaren  Schraubenfläche  zu  kon- 
struieren; oder  auch:   an  einen  Gang   einer   Schraubenlinie 
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Fig.  891. 

die    Tangenten    zu   ziehen,    die   eine    gegebene    Gerade  g 
schneiden  (Fig.  391). 

Die  Gerade  g  sei  durch  ihre  Spurpunkte  G^  und  G^  in  TTj  und 
TTg  bestimmt.  Ist  U  ein  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Fläche, 
so  geht  durch  ihn  eine  Erzeugende  e^  deren  Spurpunkte  H^  und 
E^  resp.  auf  den  Spurkurven  f^  und  f^  der  Fläche  liegen. 
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Indem  man  den  Punkt  U  zugleich  mit  ff  und  e  die  zur  Er- 
zeugung der  Fläche  dienende  Schraubenbewegung  in  geeignetem 
Sinne  (abwärts)  ausführen  läßt,  wird  e  die  Fläche  selbst  und  U  auf 
ihr  eine  Schraubenlinie  u  beschreiben,  deren  Spurpunkt  in  TT^  durch 
X  bezeichnet  werden  mag.  X  gehört  dann  zugleich  den  beiden 
Spurkurven  an,  welche  die  bewegten  Geraden  e  und  ff  in  TTj  be- 
stimmen. Von  diesen  ist  die  eine  die  gespitzte  Kreisevolvente  ^, 
die  andere  eine  (allgemeine)  Ereisevolvente  ff^  durch  den  Punkt  G^^ 
die  nach  606  gefunden  wird.  Man  bestimme  nämlich  den  S^reis  k 
als  Horizontalprojektion  aller  zu  der  genannten  Bewegung  gehörigen 
Schraubenlinien,  welche  Parallelen  zu  ff  als  Tangenten  haben  und 
ziehe  als  Projektion  einer  solchen  an  k  die  Tangente  f.  Rollt  f 
auf  Ä,  so  beschreibt  der  fest  mit  f  verbundene  Punkt  G^  die 
Kurve  ^j.  Demnach  kann  X  als  einer  der  Schnittpunkte  von  f^ 
und  ff^  gefunden  werden.  Da  umgekehrt  X  durch  Schrauben- 
bewegung (aufwärts)  in  den  gesuchten  Punkt  U  übergehen  muß, 
so  findet  man  dessen  Grundriß  U'  auf  /  mittels  eines  durch  X  um 
den  Achsenspurpunkt  S'  geschlagenen  Kreises.  Die  Horizontal- 
projektion e'  der  durch  U  gehenden  Erzeugenden  e  ist  eine  aus  U' 
an  den  Kreis  s'  gelegte  Tangente.  Die  Geraden  H^G^  und  -Sj^s 
sind  als  erste  und  dritte  Spur  der  Ebene  eff  parallel.  Der  in  der 
Figur  gezeichnete  Flächengang  hat  mit  der  Geraden  ff  außer  U 
noch  einen  weiteren  Punkt  F  (auf  der  Erzeugenden  d)  gemein,  der 
in  analoger  Weise  bestimmt  ist 

Das  hier  zur  Bestimmung  der  Schnittpunkte  einer  gegebenen 
Geraden  Gesagte  läßt  sich  mit  geringen  Abänderungen  bei  allen 
Schraübenflächen  anwenden,  deren  Normalkurven  bekannt  sind. 

610.  Für  die  Abwickelung  der  Schraubenfläche  sind  die 
in  458  bis  460  entwickelten  Sätze  zu  benutzen.  Bei  der  Ausbrei- 
tung der  Fläche  in  eine  Ebene  geht  die  Bückkehrschraubenlinie  s 
in  eine  ebene  Kurve  Sq  über,  die  mit  jener  in  entsprechenden 
Punkten  den  gleichen  Krümmungsradius  q  hat.  Dieser  ist  für  die 
Schraubenlinie  konstant  (586)  und  wird  (nach  589)  aus  dem  Grund- 

kreisradius   r  und   der  Neigung   cc    gemäß   der  Formel   q  =  — ^ 

leicht  gefunden  (Fig.  392a).  Man  zeichnet  nämlich  ein  recht- 
winkliges Dreieck  QBS  mit  r  und  h^  als  Katheten  und  dem  Winkel  a 
bei  Q  und  zieht  ST  JL  QS,  so  ist  QT  =  q.  Demnach  ist  hier  die 
Verwandelte  Sq  der  Rückkehrkurve  s  ein  Kreis  vom  Radius  q. 
Die  Erzeugenden  der  Fläche  werden  als  Tangenten  von  s  in  die 
Tangenten   von   s^    übergeführt.     Die   beiden   längs   s    zusammen- 


••   ^* 
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stoßenden  Mäntel  der  Fläche  werden  daher  in  der  Abwickelung  die 
Außenfläche  des  Kreises  s^  doppelt  überdecken.     Wir  stellen  die  zu 
dem  in  Fig.  390  gezeichneten  Flächeugange  gehörigen  Flächenteile 
mit    der  dort  angegebenen   Berandung   dar.     Die  Länge  /  eines 
Ganges  der  Schraubenlinie  s  wird  durch  Abwickelung  des  Schrauben- 
cylrnders   gefunden,   nämlich   als   Hypotenuse   eines   rechtwinkligen 
Dreiecks  QUF,  dessen  Katheten  resp.  die  Peripherie  2rn  des  Grund- 
kreises  und   die   Ganghöhe  k  bilden  (Fig.  392a];    /  bildet  zugleich 
die   wahre  Länge   der  zur  Be- 
randxmg  gehörigen  Erzeugenden 
h  und  k.     Man    zeichne   daher 
zuerst  (Fig.  392  d)  einen  Kreis- 
bogen vom  Radius  q   und   der 
Lange  ly    ziehe    in    den    End- 
punkten Aq^  Bq  seine  Tangenten 
h^  und  Kq  und  gebe  ihnen  die- 
selbe Länge.  Die  Rand  kurven 
f^  und  4  der  Fläche  sind  (587) 
Evolventen  der  Schraubenlinie  s 
und   geben    daher  in   der  Ab- 
wickelung    Evolventen     des 
Kreises  5^,    deren  Ursprungs- 
punkte Aq   und  Bq  sind.     Man 
teilt     daher    zweckmäßig    den 
Kreisbogen   A^B^   in   eine  hin- 
reichende Anzahl  n  (=  16)  gleicher  Teile,  zieht  in  den  Teilpunkten 
die   Tangenten  und  trägt  auf  ihnen  vom  m*®**  Teilpunkt   aus  nach 


Fig.  892  a. 


m 


der  einen  Seite   die  Strecke  —  •/,    nach  der  anderen 


n—Tti 


l  auf. 


n  n 

Diese  Teilstrecken  werden  aus  der  Hilfsfigur  392  a  entnommen. 

Die  so  gefundenen  Endpunkte  liegen  auf  den  verwandelten  Kreis- 
evolventen /j®  und  /^^.  Um  eine  auf  der  Schraubenfläche  gezogene 
Schraubenlinie,  also  ihren  Schnitt  mit  einem  koaxialen  Cylinder 
in  die  Abwickelung  zu  übertragen,  hat  man  auf  irgend  einer  Er- 
zeugenden die  Strecke  zwischen  jener  Schraubenlinie  und  dem  Be- 
rührungspunkte auf  der  Rückkehrkurve  in  wahrer  Länge  abzutragen. 
Es  ergiebt  sich  hieraus,  daß  die  Verwandelten  aller  Schrauben- 
linien der  Fläche  koncentrische  Kreise  bilden.  So  ist  die  zu 
Sq  koncentrische  Kreislinie  d^  als  Verwandelte  der  Doppelkurve 
durch  Abtragen  der  Strecke  B^C^  =  B"C"  (vergl.  Fig.  390)  auf  der 
Erzeugenden  k^  bestimmt. 
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Um  schließlich  in  die  Abwickelung  die  Verwandelte  m^  der 
Meridiankurve  m  einzutragen,  bestimme  man  zuerst  ihre  Spitze 
Bq  auf  Sqj  indem  man  den  Bogen  ^o^o  ^^^  vierten  Teile  des 
Bogens  Bq^q  gleichmacht.     Femer  übertrage  man  die  Schnittpunkte 


Fig.  892  &. 

der  Kurve  971  mit  einzelnen  Erzeugenden  der  Fläche  und  insbesondere 
ihre  Endpunkte  auf  den  Randkurven  f^  und  ^3.  Ersteres  geschieht, 
indem  man  den  wahren  Abstand  des  gesuchten  Punktes  von  einem 
bekannten  Punkte  der  durch  ihn  gehenden  Erzeugenden  mißt,  letz- 
teres  durch  Übertragung  von  Bögen  der  Randkurven.  Die  in  der 
Abwickelung  verzeichneten  Erzeugenden  i^  und  ä^  bilden  die  Asymp- 
toten der  Kurve  wi^. 

611.  Die  Eigenschatten-  und  Schlagschattengrenzen 
der  abwickelbaren  Schraubenfläche  bei  Parallelbeleuch- 
tung. —  Die  Grenzkurve  u  zwischen  Licht  und  Eigenschatten  wird 
auf  der  Fläche  durch  die  Berührungspunkte  aller  der  Tangential- 
ebenen gebildet,  welche  Lichtstrahlen  enthalten.  Da  jede  solche 
Ebene  die  Fläche  in  allen  Punkten  einer  Erzeugenden  berührt,  so 
folgt:  die  Lichtgrenze  u  auf  der  abwickelbaren  Schrauben- 
fläche besteht  aus  erzeugenden  Geraden;  dieselben  sind 
den    Mantellinien    des    Richtungskegels    parallel,    welche 
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dessen  Lichtgreiize  bildeo.  Hiernach  gestaltet  sich  die  Schatten- 
koQStntktion  für  die  in  Bede  stehende  Fläche  besonders  einfach; 
vir  vollen  sie  fUr  einen  in  bestimmter  Weise  begrenzten  Teil  unserer 


Fig.  393. 

Fläche  vollständig  durchführen  and  zwar  in  orthogonaler  Projektion 
unter  der  Annahme  einer  vertikalen  Schraubenachse. 

Wir  betrachten  nur  den  einen  der  beiden  in  der  ßückkehrkante 
t  zusammenstoßenden  Mäntel  der  Fläche  und  denken  uns  denselben 
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durch  zwei  parallele  Erzeugende  EF  und  GH,  durch  den  zwischen 
ihnen  liegenden  Gang  FMNOE  von  s  und  den  Gang  EJKLG  einer 
zweiten  mit  s  koaxialen  Schrauhenlinie  t  hegrenzt.  Die  Richtung 
eines  Lichtstrahles  /  sei  durch  seine  Projektionen  l  und  t'  fest- 
gelegt (Fig.  393). 

Die  Berandung  unserer  (rechtsgängigen)  Schraubenfläche  wird 
im  Grundriß  durch  die  koncentrischen  Kreise  s'  und  (  mit  der 
Tangente  EF'  des  ersteren,  im  Aufriß  durch  die  Sinuslinien  *"  und 
r  und  die  Tangenten  E'F'  und  G'H"  von  s'  dargestellt  {G'  =  E, 
R  =  F\  zu.  denen  noch  als  Umrißlinie  M"K"  kommt  {MK'  I|  x). 
Ii'gend  ein  Punkt  S  (etwa  mit  dem  ersten  Tafelabstand  =  2Aq) 
werde  als  Spitze  eines  Richtimgskegftls  gewählt  und  fiir  diesen  in 
bekannter  Weise  (483)  die  Eigen-  und  Schlagschattengrenze  (in  W^ 
konstruiert.  Hierauf  sind  parallel  zu  den  ersten  Projektionen  der 
Mantellinien,  die  auf  dem  Kegel  die  Lichtgrenze  bilden,  in  geeignetem 
Sinne  die  Tangenten  v!  und  v'  des  Kreises  s*  zu  ziehen.  Sie  bilden 
die  Grundrisse  zweier  Erzeugenden  u  und  w,  aus  denen  in  Verbin- 
dung mit«  die  Lichtgrenze  auf  der  Schraubenfläche  besteht;^ 
ihre  Aufrisse  vi'  und  v\  die  unter  Benutzung  der  Bandpunkte  leicht 
konstruiert  werden,  liegen  wieder  zu  den  Aufrissen  der  entsprechen- 
den Kegelkanten  parallel.  Man  zeichne  jetzt  die  Schatten  der 
Schraubenlinien  s  und  t  in  W^  als  Cykloiden  (588).  Li  der  !Figur 
ist  i^  eine  gestreckte,  t^  eine  verschlungene  Cykloide;  die  beschrei- 
benden Kreise  sind  s'  und  f",  der  rollende  Kreis  ist  dadurch  be- 
stimmt, daß  sein  Umfang  der  Länge  des  Schattens  der  Ganghohe 
A  =  FE  gleichkommt  und  seine  Bahnlinie  ist  parallel  zu  I,  Die 
Scheitel  der  Cykloiden  sind  die  Schatten  der  Punkte  A^,  0,  e/,  L, 
deren  Grundrisse  auf  s'  resp.  t  und  einem  zu  I  senkrechten  Durch- 
messer liegen.  Begrenzt  werden  die  Kurven  durch  die  Punkte 
E^  =  E  und  G^,  bezw.  F^  und  H^.  Die  Verbindungslinien  dieser 
Punktepaare  bilden  die  Schatten  der  Erzeugenden  EF  und  GH,  die 
zur  Berandung  gehören.  Schließlich  sind  parallel  zu  den  Schlag- 
schattengrenzen des  Richtungskegels  die  Geraden  u^  und  v^  zu  ziehen, 
welche  die  Kurven  s^  und  t^  in  den  Punkten  berühren,  die  den 
Endpunkten  der  Geraden  u  und  v  auf  s  und  t  als  Schatten  zugehören. 
Aus  den  Linien  ä^,  t^,  m^,  v^  EF^  und  G^H^  setzt  sich  die  Grenze 
des  Schlagschattens  der  Fläche  auf  die  Grundrißebene 
zusammen. 


^    Die  in  602  erwähnte  Kurve  4.  Ordnung  ist  hier  in  den  Kreis  s'  und 
seine  Tangenten  u'  und  v'  zerfallen. 
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Den  Punkten,  in  denen  der  ßandschatten  t^  sich  selbst  und 
die  Kurve  s^  überschneidet,  entsprechen  Punkte  der  Linien  t  und  «, 
die  Ton  der  Randlinie  t  Schatten  empfangen.  Man  findet  sie,  indem 
man  die  zu  den  Uberschneidungspunkten  gehörigen  Lichtstrahlen 
rückwärts  bis  zu  den  fraglichen  Kurven  verfolgt.  Die  gefundenen 
Punkte  liegen  auf  einer  ersten  Grenzlinie  w  des  Schlag- 
schattens der  Fläche  auf  sich  selbst  Will  man  eine  größere 
Anzahl  von  Punkten  der  Grenzlinie  w  konstruieren,  so  hat  man  die 
Uberschneidungspunkte  von  t^  mit  den  Schatten  geeigneter  Er- 
zeugenden der  Fläche  in  analoger  Weise  zu  benutzen.  Ferner  ent- 
spricht dem  Punkte  Z^,  in  welchem  s^  die  Kurve  t^  überschneidet, 
ein  Punkt  Z  des  Eandes  t,  der  von  dem  Rande  s  Schatten  erhält. 
In  Z  endigt  eine  zweite  Grenzkurve  z  des  Schlagschattens 
der  Fläche  auf  sich  selbst.  Dieselbe  berührt  s  in  demselben 
Punkte  wie  u.  Der  von  v  aufsteigende  Teil  der  Fläche  wirft  Schatten 
auf  ihre  Oberseite  zwischen  w  und  u,  auf  ihre  Unterseite  zwischeu 
z  und  V.  Der  von  u  absteigende  Teil  beschattet  die  Unterseite 
zwischen  u  und  z. 

Windschiefe  Regelschraubenflächen. 

612.  Wir  betrachten  zuerst  die  geschlossene  gerade 
Schraubenfläche.  Ihre  die  Achse  a  senkrecht  schneidenden  Er- 
zeagenden bilden  gleichzeitig  die  Normal-  und  Meridiankurven. 
Wir  denken  uns  die  Fläche  rechtsgängig.  Um  eine  einfache  Dar- 
stellung zu  geben,  sei  ein  Gang  derselben  durch  zwei  Erzeugende 
g  und  A,  die  in  den  Normalebenen  TTi  und  TTg  senkrecht  zu  TTj  liegen 
sollen,  und  durch  zwei  einem  koaxialen  Cylinder  (Grundkreis  /)  an- 
gehörige  Schraubenlinien  s  und  t  begrenzt. 

Der  Umriß  der  ersten  Projektion  besteht  dann  aus  dem 
Kreise  s'  (=  f)  und  der  Geraden  ff  (=  ä'),  der  Umriß  der  zweiten 
Projektion  aus  zwei  kongruenten  Sinuslinien  *"  und  t'\  die  sich 
in  den  Punkten  J",  B\  C"  auf  a"  schneiden  (Fig.  394).  Die 
Striktionslinie  der  Fläche  wird  von  ihrer  Achse  a  gebildet.  Die 
Tangentialebene  in  einem  Punkte  der  Achse  verbindet  diese  mit 
der  durch  ihn  gezogenen  Erzeugenden,  ist  also  eine  Meridianebene; 
schreitet  der  Berührungspunkt  auf  der  Erzeugenden  fort,  so  dreht 
sich  die  Tangentialebene  um  diese  und  geht  schließlich  (als  asymp- 
totische Ebene)  in  die  zugehörige  Normalebene  über.  Man  kon- 
struiert eine  Tangentialebene  mittels  der  Tangente  der  durch  den 
Berührungspunkt  gezogenen  koaxialen  Schraubenlinie. 

Die    Durchstoßpunkte    einer    gegebenen    Geraden    mit 
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einem  Flächengange  können  nach  der  in  607  angegebenen  Methode 
gefunden  werden.  Zur  Konstruktion  eines  ebenen  Schnittes  der 
Fläche  teile  man  die  auf  der  Achse  abgetragene  Ganghöhe  k  =  AC 
in  eine  hinreichende  Anzahl  gleicher  Teile  und  denke  sich  durch 
die  Teilpunkte  Normalebenen  gelegt,  welche  auf  der  schneidenden 
Ebene  E  Streichlinien  ||  e^  und  e^  bestimmen.  Jede  solche  Streich- 
linie schneide  man  mit  der  in  der  zugehörigen  Normalebene  liegenden 
E]rzeugenden.  Die  so  gefundenen  Punkte  liegen  auf  der  gesiichten 
Schnittkurve.  Letztere  besitzt  in  jedem  Flächengange  zwei  Asymp- 
toten. Dieselben  werden  durch  Normalebenen  bestimmt,  welche  die 
beiden  zur  Ebene  E  parallelen  (eine  Ganghälfte  begrenzenden)  Er- 
zeugenden enthalten.  Die  angedeutete  Konstruktion  ist  zuerst  im 
Grundrisse  auszuführen  und  hieraus  der  Aufriß  der  Schnittkurve 
abzuleiten. 

613.  Die  Schattengrenzen  der  geschlossenen  geraden 
Schraubenfläche  werden  nach  601  dargestellt.  Wird  von  TTi  aus 
auf  die  Achse  a   die   reduzierte  Ganghöhe  bis   nach  S  abgetragen 

{Ä''8''  ==  Aq  =  — )  und  der  Schatten  S^  des  Punktes  S  in  FTi  nach 

links  um  90^  bis  in  die  Lage  L  gedreht,  so  ist  L  der  Pol  des 
Lichtstrahles,  die  Neigung  von  /  gegen  TTi  heiße  A.  In  Fig.  394 
sind  die  Projektionen  r  und  T  des  Lichtstrahles  /  beide  gegen  die 
X-Achse  unter  45°  gezogen. 

Von  dem  Pole  L  aus  lalle  man  die  Lote  auf  die  um  Ä  sich 
drehende  Gerade  ff.  Der  geometrische  Ort  ihrer  Fußpunkte  ist  der 
Kreis  über  dem  Durchmesser  AL  und  bildet  den  Grundriß  u  der 
Lichtgrenze  u.  Diese  wird  auf  der  Fläche  durch  den  über  u 
stehenden  Rotationscylinder  ausgeschnitten  und  bildet  eine  Schrauben- 

linie   von    der  Ganghöhe  =   -  .     Durchläuft   ein  Punkt  die   Licht- 

grenze  eines  Flächenganges,  so  beschreibt  sein  Grundriß  den  Ki'eis 
u'  doppelt.  Ist  nämlich  U  auf  der  Erzeugenden  ^  der  erste  Spur- 
punkt der  Lichtgrenze  u,  U^  ein  höherer  Punkt  derselben  und  M 
der  Achsenspurpunkt  jenes  Cylinders,  so  ist  ZL  UMU^  =  2  qp,  wenn 
Z_  UAU^'  =  (p  ist.  Die  Höhe  des  Punktes  U^  über  TTi  ist  =  liQ-cp^ 
sie  wächst  proportional  dem  Winkel  L.  UMU^,  Hieraus  folgt: 
Jeder  Rotationscylinder,  der  die  Achse  der  geschlossenen 
geraden   Schraubenfläche   zur  Mantellinie  hat,    schneidet 

auf  ihr  eine  Schraubenlinie  von  der  Ganghöhe    -  aus.    Dem- 

nach  ergiebt  sich  der  Aufriß  u"  der  Lichtgrenze  als  eine  Sinuslinie, 
welche  die  Punkte  Ä\  B",  C"  auf  a"  enthält   Da  die  Neigung  dieser 


SchraobeDlinie  u  mit  A  flbereiiiBtilumt  (tang  A  =  \/ig:ZM  =  hg:LJ),  80 
hat  sie  Lichtstrahlen  zn  TaDgenten  und  ihr  Schatten  k,  in  TT,  wird 
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eine  gespitzte  Cykloide.  Letztere  entsteht,  wenn  der  Kreis  u  auf 
der  durch  L  gezogenen  Lichtstrahlenprojektion  V  abrollt  als  Bahn- 
linie des  Punktes  U,  den  u  mit  der  tiefsten  Erzeugenden  g  gemein  hat. 

h 
Die  Spitzen  folgen  einander  im  Abstände  —  •  cotg  A.   —   Die  beiden 

Bandschraubenlinien  s  und  t  ergeben  als  Schatten  s^  und  t^ 
in  TTi  ebenfalls  Cykloiden.  Diese  entstehen,  wenn  der  um  Ä  mit 
dem  Radius  ÄL  beschriebene  Ereis  auf  der  Geraden  l  abrollt,  als 
Bahnkurven  der  Endpunkte  B  und  E  von  g.  Unter  der  Annahme 
AB  ^  ä£  >  ÄL  sind  es  verschlungene  Cykloiden;  ihre  Gang- 
länge ist  doppelt  so  groß,  als  die  der  Cykloide  m^;  sie  sind  gegen- 
einander um  ihre  halbe  Ganglänge  verschoben  und  umschließen  mit 
ihren  Schleifen  abwechselnd  die  Spitzen  von  u^.  Zur  Begrenzung 
des  Schlagschattens  auf  die  Grundrißebene  gehören  schließlich  noch 
die  Ei-zeugende  g  und  der  Schatten  h^  der  Erzeugenden  A.  Man 
erhält  die  zu  u^,  s^,  t^  gehörigen  Elemente  am  einfachsten,  wenn 
man  von  einer  hinreichenden  Anzahl  äquidistanter  Erzeugenden  der 
Fläche  die  Schlagschatten  in  TTi  zeichnet,  weil  diese  ohnehin  noch 
benutzt  werden  müssen.  Wenn,  wie  in  unserer  Figur,  ein  Teil  des 
Schlagschattens  nicht  in  TTi,  sondern  in  TTa  sichtbar  wird,  so  er- 
scheint er  an  der  ar- Achse  gebrochen.  Man  konstruiert  dann  mit 
Hilfe  der  Affinität  zwischen  den  Schattenprojektionen  in  beiden 
Tafeln.  Die  Affinitätsachse  ist  :r,  die  Affinitätsstrahlen  werden 
durch  die  Schatten  H^  und  H*  eines  Punktes  H  der  Erzeugenden  h 
leicht  bestimmt  (bei  unserer  Annahme  liegen  sie  ||ar). 

614.  Der  Schlagschatten  der  Schraubenfläche  auf  sich 
selbst  wird  von  den  Kurven  r,  w,  y,  z  begrenzt,  die  auf  ihr  als 
Schatten  der  Lichtgrenze  u,  sowie  der  Kandlinien  Sj  t  und  h 
entstehen.  Die  Kurve  v  geht  tangential  von  der  Lichtgrenze  u  aus 
und  zwar  in  den  Punkten,  deren  Tangenten  die  Richtung  der  Licht- 
strahlen haben.  Der  Pol  L  bildet  den  Grundriß  dieser  Punkte.  In 
dem  dargestellten  Flächengange  besitzt  v  zwei  Zweige,  deren  Grund- 
risse zusammenfallen;  der  untere  endigt  auf  der  Randlinie  g  in 
ihrem  Schnittpunkte  mit  w^,  der  obere  auf  der  Randlinie  s  in  V 
{V^^u^  X  s^y  Man  bestimmt  Punkte  ihres  Grundrisses,  indem 
man  zu  den  Schnittpunkten  von  u^  mit  den  Schatten  erzeugender 
Geraden  die  entsprechenden  Punkte  auf  ihren  Grundrissen  sucht. 
um  den  Randschatten  auf  der  Fläche  zu  finden,  denke  man 
sich  durch  die  Schnittpunkte  von  s^,  t^y  und  h^  mit  den  Grundriß- 
schatten der  Erzeugenden  Lichtstrahlen  gezogen  und  verfolge  die- 
selben in  beiden  Projektionen  zurück  bis  zu  den  betreffenden  Er- 
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zengenden  selbst.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  Punkte  der  Grenz- 
linien Wj  tfj  X.  Die  Kurven  w  und  y  schneiden  die  Achse  a,  ihre 
Grrandrisse  sind  identisch.  Die  Kurve  w  beginnt  auf  u  in  dem 
Punkte  Wy  dessen  Schatten  W^^u^x  s^  ist,  und  endigt  in  dem  zu 
•/^  =  *^  X  A^  gehörigen  Punkte  /.  Der  Anfangspunkt  der  (im  Grund- 
riß YöUig  verdeckten)  Kurve  y  liegt  senkrecht  unter  W  auf  u,  ihr 
Endpunkt  T  auf  s  entspricht  dem  Schnittpunkte  T^  —  s^x  t^^  Die 
Kurve  z  beginnt  in  dem  vertikal  über  U  auf  h  gelegenen  Punkte 
und  endigt  in  J\  ihr  Aufriß  fällt  mit  der  durch  C"  gezogenen  Licht- 
strahlprojektion r  zusammen. 

616.  Die  offene  gerade  Schraubenfläche  mit  ihren 
Schattengrenzen  soll  unter  den  bisherigen  Annahmen  über  die 
Richtung  der  Achse  a  und  der  Lichtstrahlen  dargestellt  werden, 
also  für  a  _L  TTj  und  i_l  x  ^  L.I'  x  =^  45®.  Ein  rechtsgewundener 
Flächengang  sei  begrenzt  durch  die  Erzeugenden  ^(?  (iii  TTi)  und 
ÜJ  (in  n,)  und  die  auf  einem  koaxialen  Botationscylinder  liegenden 
Schraubenlinien  s  und  ^,  deren  Endpunkte  resp.  F^  H  und  C,  / 
sind.  Die  Kehlschraubenlinie  k  hat  das  vom  Achsenspurpunkte 
Ä  auf  FG  gefällte  Lot  ÄQ  zum  Radius ;  der  in  TT^  um  J  mit  diesem 
Radius  beschriebene  Kreis  K  ist  ihr  Grundriß,  ihr  Aufriß  eine  Sinus- 
linie Ä".  Ebenso  bildet  der  mit  dem  Halbmesser  ÄF  beschriebene 
Ejreis  s'  zugleich  den  Grundriß  von  s  und  t^  während  die  Aufrisse 
dieser  Kurven  zwei  kongruente  Sinuslinien  «"  und  f  sind,  die  sich 
in  den  Scheitelpunkten  B"  und  ly  der  Kurve  k"  überschneiden. 
Es  ist  zweckmäßig,  am  Aufrisse  a'  der  Achse  die  Ganghöhe  h=Ä'E" 
in  eine  hinreichende  Anzahl  (16)  gleicher  Teile  zu  teilen  und  durch 
die  Teilpunkte  Parallelen  zu  x  als  Aufrisse  von  Erzeugenden  zu 
ziehen,  die  man  numerieren  mag.  Die  Grundrisse  derselben  be- 
rühren den  Kreis  A';  ihre  Berührungspunkte  werden  durch  ent- 
sprechende Teilung  der  Peripherie,  die  im  Berührungspunkte  Q  von 
FG  beginnt,  erhalten.     Schließlich  bestimme  man  noch,  wie  vorher 

h 

(596)  aus  der  reduzierten  Ganghöhe  A^,  =  —  den  Pol  ü  des  Licht- 
strahles in  TTi  {AL  =  h^-^,   L.AL,x^  45^. 

616.  Der  Grundriß  u  der  Lichtgrenze  u  wird  von  den 
Fußpunkten  der  Lote  aus  dem  Pole  L  auf  die  Tangenten  des  Kreises 
Ä'  gebildet.  Diese  Kurve  4.  Ordnung  vl  (deren  Konstruktion  in 
Fig.  396  wiederholt  ist)  heißt  daher  eine  Fußpunktkurve  des 
Kreises  V  und  h  ihr  Pol.  Sind  e'  und  f  zwei  parallele  Tangenten 
von  Ky  J  und  K  ihre  Berührungspunkte,  X  und  Y  die  auf  ihnen 
liegenden  Fußpuukte  des  gemeinsamen  Lotes  aus  L  und  schneidet 


letzteres   den  über  dem  Durclimesser  JL  geschlagenen  Ereis  m   id 
M,  so  hat  man:  AJ^  AK=  MX-=  MV.    Daher  zeigt  sich,  daß  die 


Kurve  «'  eine  Pasoal'sche  Schnecke  (Eonchoide)  ist  (vergl.  440). 
L  ist  ihr  reeller  Doppelpunkt. 
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Der  Abstand  der  Erzeugenden  e  von  ihrem  Grundrisse  e  ist 
=  Ao-<jp,  wenn  z_  QAJ=  (f>  und  Q  der  Berührungspunkt  der  in  TTi 
liegenden  Erzeugenden  e^  mit  i',  /  der  von  e  mit  k'  ist.  Der 
Grandrißschatten  ^^  geht  aus  e  durch  eine  Parallelverschiebung  in 
der  Sichtung  von  t 
hervor,  deren  Größe 
für  X  =  z_  /^  (Neigung 
des  Lichtstrahles 
gegen  TTi)       durch 

messen  wird.  Schnei- 
den A^  und  AJ  den 
mit  dem  Radius  AL 
=  h^  .  cotg  A  be- 
schriebenen Kreis  w 
resp.  in  Q^  und  e^, 
so  ist  der  Bogen  Q^J^ 
der  Verschiebungs- 
größe gleich.  Die 
Linie  e^  ergiebt  sich 
als  Endlage  der  mit 
dem  Kreise  n  fest  ver- 
bundenen Geraden 
e^,  wenn  n  auf  der 
durch  L  parallel  zu 
/'  gezogenen  Ge- 
raden t  um  die  Bogen- 
länge =  QjeTj  fort- 
rollt. Oder:  Die  Schattengrenze  u^  in  TTi  ist  die  Hüllkurve 
der  Geraden  e^^  die  mit  dem  auf  i  rollenden  Kreise  n  fest 
verbunden  bleibt.  Der  Berührungspunkt  X^  von  u^  mit  e^  wird 
nach  568  als  Fußpunkt  des  aus  dem  augenblicklichen  Drehpunkte 
L^  auf  e^  gefällten  Lotes  bestimmt.  Ist  F  der  Fußpunkt  des  Lotes 
von  L  auf  e^,  so  begrenzen  die  Schenkel  des  Winkels  PLX  auf  dem 
Kreise  m  einen  Bogen  NM  =  Bogen  Q^J^^  =  LL^,  Rollt  daher  m 
ebenfalls  auf  i,  so  gelangt  der  Punkt  iV,  indem  er  eine  gespitzte 
Cykloide  c  beschreibt,  in  die  Lage  M^  auf  L^X^,  Letztere  Gerade 
ist  die  Normale  der  Cykloide  und  M^X^  =  3fX  dem  Radius  von  k^ 
gleich.  Büeraus  folgt:  Der  Schlagschatten  der  offenen  geraden 
Schraubenfläche  auf  eine  Normalebene  TTi  wird  durch  die 
Parallelkurve  (Aquidistante)  u^  einer  gespitzten   Cykloide 
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c  begrenzt.  Die  Cykloide  c  entsteht  beim  Bollen  eines  Kreises  m 
vom  Radius  =  ^A^^-cotgA  auf  dem  Grundrisse  i  eines  Lichtstrahles; 
die  auf  ihren  Normalen  abzutragende  konstante  Strecke  ist  dem 
kürzesten  Abstände  ÄQ  einer  Erzeugenden  von  der  Achse  der  Fläche 
gleich.  —  Die  ersten  Spurpunkte  der  die  Lichtgrenze  u  berührenden 
Lichtstrahlen  sind  Spitzen  von  u^\  sie  liegen  auf  der  Doppel- 
tangeute r  der  Kurve  u\  Die  erste  Spitze  F^  entspricht  dem  Be- 
rührungspunkte F',  die  zweite  W^  dem  Berührungspunkte  äT',  u.  s.  f. 
Die  Spitzentangenten  von  c  liegen  rechtwinklig  zu  l,  die  der  Parallel- 
kurve u^  abwechselnd  rechtwinklig  zu  LV  und  L}F\ 

617.  Der  Aufriß  w"  der  Lichtgrenze  auf  der  Schrauben- 
fläche wird  von  einer  wellenförmigen  Kurve  gebildet,  die  den  Aufiiß 
Ä"  der  Kehlschraubenlinie  in  den  Punkten  Ä",  J7",  B\  Jy  schneidet, 
deren  Grundrisse  auf  K  die  Endpunkte  der  JL  l  und  ||  x  gezogenen 
Durchmesser  bilden.  Der  Schnittpunkt  von  w"  mit  dem  Aufirisse 
einer  Elrzeugenden  liegt  senkrecht  über  dem  Schnittpunkte  ihres 
Grundrisses  mit  iji. 

Die  durch  den  Pol  L  parallel  zur  Achse  a  gezogene  Gerade  h 
bildet  die  Polachse  der  Schraubenfläche.  Die  gemeinsamen  Nor- 
malen der  Polachse  h  und  der  Erzeugenden  erzeugen  ihrerseits  eine 
zweite  gerade  Schraubenfläche;  dieselbe  ist  geschlossen  und  hat  den- 
selben Windungssinn  und  dieselbe  Ganghöhe  wie  die  gegebene.  Die 
Lichtgrenze  u  ist  der  Durchschnitt  dieser  Polarschrauben- 
fläche  mit  der  gegebenen  (601).  Die  Schlagschattengrenze  der 
Polarschraubenfläche  in  TTj  ist  eine  gespitzte  Cykloide  und  büdet 
die  gemeinsame  Evolute  der  Kurven  u^  und  c;  sie  ist  also  mit 
letzterer  kongruent  (571)  und  trägt  die  Spitzen  T^,  W^^  .  .  •  der 
ersteren  (450). 

Die  Schlagschatten  der  Bandkurven  s  und  t  unserer  Fläche 
in  TTi  sind  die  verschlungenen  Cykloiden  s^  und  t^,  Sie  gehen  aus- 
einander durch  eine  Verschiebung  in  der  Richtung  l  hervor,  deren 
Größe  sich  zu  AL  verhält,  wie  der  Bogen  FG  des  Grundkreises  s 
zu  seinem  SAdius.  Zu  ihnen  tritt  noch  der  Grundrißschatten  f^^U^ 
der  obersten  Erzeugenden  JE, 

Der  Schlagschatten  der  Fläche  auf  sich  selbst  ist  nach 
der  schon  in  614  angewandten  Methode  bestimmt.  Zu  seiner  Be- 
grenzung gehören  zunächst  zwei  Zweige  VM  und  WN  des  Schattens 
der  Lichtgrenze  u  auf  die  Fläche.  Diese  setzen  tangential  an  t<  in 
den  Berührungspunkten  V  und  W  der  Lichtstrahlen  an  und  endigen 
auf  den  Randlinien  s  und  t  Sodann  gehören  hierzu  die  Schatten 
der  Randkurven  auf  die  Fläche.     Diese  sind  aus  den  Schnittpunkten 
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der  Bandschatten  in  TTi  mit  den  Schatten  der  Erzeugenden  abge- 
leitet und  bilden  die  Kurvenzüge  PK,  XY,  ZK  und  STO.  Ersterer 
rührt  von  dem  Stücke  PJ  der  obersten  Erzeugenden  her,  die  beiden 
folgenden  von  t  und  der  letzte  von  s, 

618.  Wir  gehen  zur  Darstellung  einer  geschlossenen 
schiefen  Schraubenfläche  in  orthogonaler  Projektion  über 
(Fig.  397).  Die  Achse  a  der  rechtsgängigen  Fläche  sei  vertikal  ge- 
stellt, A  ihr  Spurpunkt  in  TTi ;  sie  teilt  die  Fläche  in  einen  oberen 
und  unteren  Teil.  Wir  stellen  nur  den  unteren  Teil  dar;  er  wird 
von  dem  Teile  einer  Erzeugenden  e  beschrieben,  der  von  der  Achse 
abwärts  geht.  Als  B  er  an  düng  desselben  diene  eine  (auf  koaxialem 
Kotationscylinder  mit  dem  Grundkreis  s'  liegende)  Schraubenlinie  s  in 
Verbindung  mit  a  und  zwei  einen  Flächengang  begrenzenden  Er- 
zeugenden BC  und  GHj  beide  ||  TTg.  Der  Randpunkt  B  der  untersten 
Erzeugenden  e^  liege  in  TTj.  Durch  den  Aufriß  e^"  ist  der  Neigungs- 
winkel 6  der  Erzeugenden  gegen  die  Normalebenen  bestimmt.  Die 
Strecke  CIV  auf  a"  giebt  die  Ganghöhe  h  an,  aus  welcher  h^ 
bestimmt  und  als  Ä'S''  aufgetragen  wird.  RSWe^  ist  eine  Mantel- 
linie des  Richtungskegels  der  Fläche  mit  der  Spitze  8  und  der 
mit  dem  Radius  AR  in  TTi  beschriebene  Kreis  p  sein  Grundkreis. 
Nach  diesen  Festsetzungen  können  die  beiderlei  Projektionen  aller 
Randlinien  der  Fläche  in  bekannter  Weise  konstruiert  werden. 

Es  ist  zweckmäßig,  eine  hinreichend  große  Anzahl  von  Er- 
zeugenden in  Grund-  und  Aufriß  zu  zeichnen.  Zu  diesem  Zwecke 
teile  man  etwa  den  Ereis  s  von  B  anfangend  in  16  gleiche  Teile 
und  ebenso  die  Ganghöhe  C'H".  Die  in  den  Teilpunkten  von  s' 
endigenden  Radien  bilden  die  Grundrisse  äquidistanter  Erzeugenden. 
Projiziert  man  ihre  Endpunkte  auf  die  a:-Achse  und  zieht  Strahlen 
durch  die  successiven  Teilpunkte  von  CII"  parallel  und  gleich  den 
Verbindungslinien  der  Punkte  auf  x  mit  6'",  so  bilden  diese  die  zu- 
gehörigen Aufrisse.  Letztere  umhüllen  den  Umriß  u"  der  zweiten 
Projektion;  u"  berührt  a'  in  den  Punkten  /"  und  K'\  die  von 
C  resp.  H"  je  um  \h  entfernt  sind. 

619.  Die  Meridiankurve  der  vollständigen  Schraubenfläche 
wird  von  zwei  Scharen  paralleler  Erzeugenden  BC,  GH,  .  .  . 
und  EF,  .  .  .  gebildet,  die  gegen  die  Achse  a  abwechselnd  nach  Unks 
und  rechts  unter  dem  Winkel  R  —  e  geneigt,  sie  in  Punkten  von 
der  gegenseitigen  Entfernung  =  ^  A  schneiden.  Sie  schneiden  einander 
in  unendlich  vielen  Doppelpunkten  (z.  B.  B),  die  bei  der  Schrauben- 
bewegung die  Doppelkurven  {d)  der  Fläche  beschreiben,  in  denen 
sich  der  obere  und  untere  Flächenteil  durchsetzen. 

RoiQf  0.  Papperitz.   II.  3 
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Die   Normalkurve   der  Fläche   ist  nach  606  eine  Archime- 
dische Spirale,  deren  Parameterkreis  (580)  der  mit  dem  Radius 


Fig.  897. 
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A^-cotg«  um  A  beschriebene  Kreis  p  ist.  Wir  konstruieren  die 
Nonnalkurve  n  in  einer  durch  den  Punkt  /  der  Achse  gelegten 
Nonnalebene.  Ihr  Grundriß  w'  hat  dann  den  vertikalen  Durch- 
messer des  Parameterkreises  zur  Tangente  im  Scheitelpunkte  A, 
Der  zu  Ä  gehörige  Krümmungsradius  der  Spirale  ist  -J-A^-cotge. 
Man  findet  weitere  Punkte  derselben,  wenn  man  von  A  aus  auf  die 
rechts  von  der  genannten  Scheiteltangente  liegenden  Radien  die 
successiven  Vielfachen  eines  Sechszehntels  der  Peripherie  von  p 
aufträgt.  Der  erste  Doppelpunkt  1/  der  Spirale  ist  der  Grundriß 
von  J)  =  BC  X  JßF  und  liegt  auf  der  Doppelkurve  d.  Die  Normale 
der  Kurve  n'  in  einem  Punkte  F'  geht  durch  den  Endpunkt  Q  des 
zu  P'A  senkrechten  Radius  von  p. 

Die  Tangentialebene  T  in  einem  Punkte  P  der  Erzeugenden 
e  enthält  außer  e  auch  die  Tangente  t  der  durch  P  gelegten  Nor- 
malkurve R.  Ihre  erste  Spur  t^  geht  durch  den  ersten  Spurpunkt 
Äj  von  e  parallel  zum  Grundrisse  tf,  also  senkrecht  zu  P'Qf  ihre 
zweite  Spur  ^  geht  durch  den  zweiten  Spurpunkt  T^  von  t  Man 
schließt  hieraus  den  Satz: 

Einer  Reihe  von  Punkten  P  auf  der  Erzeugenden  e  ent- 
spricht ein  zu  ihr  projektives  Büschel  von  Tangential- 
ebenen mit  der  Achse  e. 

Denn  die  Reihe  der  P  ist  zu  der  Reihe  der  P'  diese  zu  dem 
Büschel  der  Strahlen  P'Q,  dieser  zu  dem  der  Normalen  t^  (der  Spur- 
linien) und  der  letzte  endlich  zu  dem  Büschel  der  Tangentialebenen 
projektiv. 

Zur  Konstruktion  der  Durchstoßpunkte  einer  Geraden 
imd  der  Schnittkurve  einer  Ebene  mit  der  Fläche  können  die 
in  609  und  608  gegebenen  Methoden  dienen. 

620.  Um  den  wahren  Umriß  u  der  Schraubenfläche  für 
die  zweite  Projektion  zu  finden,  benutzt  man  die  in  602  an- 
gegebene allgemeine  Konstruktion,  indem  man  in  TT^  den  Pol  Z  der 
projizierenden  Strahlen  in  der  Richtung  der  ar-Achse  unendlich  fern 
annimmt.  Ist  daher  (Fig.  398)  g' =^  AfV  der  Grundriß  einer  Er- 
zeugenden g  und  V  der  Endpunkt  des  zu  g'  normalen  Radius 
von  /?,  so  schneide  man  g'  mit  der  Parallelen  zu  x  durch  V  in  V, 
V  ist  der  Grundriß  des  Punktes  U  der  Umrißkurve,  sein  Aufriß  V" 
findet  sich  senkrecht  darüber  auf  g". 

Die  Horizontalprojektion  vi  des  wahren  Umrisses  u  be- 
steht aus  zwei  Zweigen,  die  sich  in  dem  gemeinsamen  Scheitel- 
punkte A  berühren  und  die  zur  ar-Achse  parallelen  Tangenten  des 

8* 
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Kreises  p  zu  Asymptoten  haben.  Auf  den  Radien  AW  und  A7f\ 
des  Kreises  p  seien  die  Nachbarpunkte  U'  und  U\  der  Kurve  u 
nach  obigem  Verfahren  bestimmt.  Femer  sei  AX±  U'  F,  XZ  :j:|:  U'Aj 
^rrjl  UTunA  /_  U'AX^m.     Das  durch  die  HilfsUnien  gebildete 


Af 

Fig.  398. 

Viereck  ü'U"U^'lJ\'  nähert  sich  der  Parallelogrammform,  wenn  das 
mit  seiner  Diagonale  zusammenfallende  Kurvenelement  U'Ij\'  un- 
endlich klein  wird.  Daher  wird  (436)  die  Kurventangente  in  U' 
als  VY  erhalten,  wenn  man  Y  auf  XZ  so  bestimmt,  daß  das  Ver- 
hältnis XY:  Ü'X  dem  Grenzwerte  von  V'V"\  V'U{  gleich  wird.  Für 
den  Grenzübergang  darf  man  setzen: 

und  findet  daher,  wenn  Y  den  Schnittpunkt  XZ  y^  AV  bedeutet: 

i^'^1  _  JZl^i   -   W^>r,  •  C08  0)  _  A  W'  cos  a>  __  XV^  _  XY 
U%"  "    U'üY'  "        Ü'U'\       "■       AU'       "  AV^  Ü^' 

Hierin  liegt  eine  einfache  Tangentenkonstruktion.  Ist  U'  der 
gegebene  Kurvenpunkt  auf  u,  so  zeichne  man  das  rechtwinklige 
Dreieck  U'AF,  schneide  seine  Hypotenuse  U'F  mit  AM  in  X  und 
projiziere  X  senkrecht  auf  die  Kathete  AF  nach  Y  so  ist  Yü'  die 
gesuchte  Tangente. 

Der  Kreis  um  0^ ,  welcher  ti  in  A  berührt  und  außerdem  in 
U'  schneidet,  geht  in  den  Krümmungskreis  k  des  Scheitels  A  über, 
wenn  U'  sich  unbegrenzt  A  nähert.  Dabei  ist  stets  z_  IFAM 
=  |-  Z_  U'O^A,  während  der  zum  Centriwinkel  WAM  gehörige  Bogen 
IFM  des  Kreises  p  der  Konstruktion  zufolge  dem  Kurvenelemente 
V'Aj  also  auch  dem  zum  Centriwinkel  U'O^A  gehörigen  Bogen  des 
Kreises  k  gleich  wird.  Folglich  ist  AO  =  \AR  der  Krümmungs- 
radius im  Scheitel  der  Kurve  u\ 
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621.  Der  Umriß  u"  der  zweiten  Projektion  der  Schrauben- 
iläche  wurde  bereits  als  Hüllkurve  der  Aufrisse  ihrer  Erzeugenden 
bestimmt.  Die  zugehörigen  Berührungspunkte  ergeben  sich  aus  dem 
Grundrisse.  Er  besteht  aus  zwei  Scharen  hyperbelartig  verlaufender 
Zweige,  die  den  Achsenaufriß  a"  abwechselnd  von  links  und  rechts 
berühren  und  die  Aufrisse 
der  zu  TTg  parallelen  Er- 
zeugenden zu  Asymptoten 
haben.  Die  Erzeugenden, 
deren  Aufrisse  sich  mit  a" 
decken,  treffen  a  in  Punkten, 
deren  zweite  Projektionen  die 
Berührungspunkte  von  a"  und 
u'  bilden.  Jeder  solche  Punkt 
ist  ein  Scheitel  von  u'\  weil 
irgend  zwei  gleich  weit  von 
ihm  entfernte  Erzeugende 
sich  als  Gerade  projizieren, 
die  zur  Normalen  von  a" 
symmetrisch  Uegen. 

Es  soll  noch  der  Krüm- 
mungsradius von  u''  in 
einem  Scheitel  konstruiert 
werden.  Sei  i  eine  Er- 
zeugende der  Fläche,  deren 
Aufriß  {'  mit  a"  zusammen- 
fallt und  J=ix  a,  so  ist  /"  ein  Scheitel  von  w".  Sei  ferner  k  eine 
benachbarte  Erzeugende,  K=kxa  und  Uiev  aufÄ  gelegene  Punkt 
des  wahren  Umrisses  u,  setzt  man  endlich: 

so  gehören  zu  den  Bogenelementen  f/"/"  und  U'J'  der  Kurven  m" 
und  u'  resp.  die  Kontingenzwinkel  r"  und  2i/  (620).  Auf  der 
Achse  a  werde  von  K  aus  abwärts  die  reduzierte  Ganghöhe  A^  ab- 
getragen und  durch  ihren  Endpunkt  eine  Parallelebene  zum  Grund- 
risse gelegt,  die  A  in  iV^  und  die  Parallele  zu  i  durch  K  in  M 
schneiden  mag.     Dann  ist: 

rW  =  K'N'  =  Ao .  cotg  6 . 
und  man  findet  (Fig.  399): 

M'N'  =  T  •  Aq  •  cotg  « ,    M"N"  =  Ao .  tang  r"  , 
also:  M'N' 


Fig.399. 


M"N 


// 


=  i y,  •  cotg  6 . 

tang  I  ^ 
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Indem  r  und  r"  gleichzeitig  unendlich  klein  werden,  nähert  sich 
M'W\M"N"  dem  Werte  1,  man  darf  tangr"  durch  x"  selbst  er- 
setzen und  findet  den  Grenzwert: 

a)  \  =  tang  6 . 

Sofern  man  beim  Grenzübergange  von  unendlich  kleinen  Größen 
höherer  Ordnung  absehen  kann,  wird: 

und 

y)  VT  =  2'U"K\ 

Für  r  als  Krümmungsradius  von  u"  in  J"  folgt  aus  y): 

ebenso,  weil  die  Kurve  u'  in  /'  den  E[rümmungsradius  ^k^  •  cotg  6 
hat  (620): 

C^'Z'=Äo.COtg6-T  . 

Aus  der  Relation  ß)  erhält  man  endlich  mit  Benutzung  von  {£)\ 

S)  r  =  2  Aq  .  tang  6 . 

Hiernach  ist  der  Krümmungsradius  r  leicht  konstruierbar. 

633.  Die  Eigen-  und  Schlagschattengrenzen  der  ge- 
schlossenen schiefen  Schraubenfläche  bei  Parallelbeleuch- 
tung (Fig.  400).  Ein  Gang  des  unteren  Flächenteil^s  sei  wie  vorher 
dargestellt,     unter  der  Annahme: 

bezüglich  der  Richtung  der  Lichtstrahlen  /  werde  zuerst  von  dem 
Punkte  S  der  Achse  a,  dessen  erster  Tafelabstand  der  reduzierten 
Ganghöhe  h^  gleich  ist,  der  Grundrißschatten  S.  und  aus  diesem 
der  Pol  L  der  Lichtstrahlen  bestimmt.  Über  dem  Grundkreise 
/  denke  man  sich  einen  Richtungskegel  der  Fläche  konstruiert. 
Seine  Spitze  ist  C,  ihr  Grundrißschatten  (7^,  seine  Mantellinien  haben 
die  erste  Tafelneigung  6. 

Der  Grundriß  u'  der  Lichtgrenze  u  wird  erhalten,  indem  man 
von  L  aus  Lote  auf  die  Schatten  der  Erzeugenden  in  T[^  (oder  auf 
die  parallelen  Schatten  der  Mantellinien  eines  Richtungskegels)  fallt, 
und  dieselben  mit  den  Grundrissen  der  Erzeugenden  schneidet  (602). 
Wird  z.  B.  der  Punkt  U  der  Lichtgrenze  auf  der  Erzeugenden  e  =  DE 
gesucht,  so  ist  E'  der  erste  Spurpunkt  der  zu  e  parallelen  Mantel- 
linie des  Richtungskegels  und  FC^  deren  Schatten:  man  findet  also 
U'  auf  e  durch  die  Normale  LU'  zu  E'C^,  —  Die  Kurve  u'  kann, 
wie   in  der  Folge  noch  erörtert  wird,    verschiedene   Gestalten   an- 


nehmen.     Sie  besitzt  stets  in  L  einen  Doppelpunkt  und  in  Ä  einen 
Selbstberührangspunkt.     Wenn  sieb  aus  dem  Punkte  L   an  den 


Fig.  400. 
um  Ä  mit  dem  Radius   =  Ap-cotge  gescblagenen  Kreis  p  Tangenten 
ziehen  lassen,  so  hat  u'  diese  zu  Asymptoten.    Für  die  Bestimmung 


120  Schraubenflächen, 


der  Licht^enze  auf  dem  unteren  Flächenteile  kommt  nur  die  eine 
Hälfte  der  Kurve  u'  in  Betracht. 

Der  Aufriß  m"  der  Lichtgrenze  u  wird  aus  dem  Grundrisse 
u  mit  Hilfe  beider  Risse  der  Erzeugenden  bestimmt  So  findet 
sich  z.  B.  der  Punkt  V"  auf  /'  senkrecht  über  U'  =  u  x  e. 

um  den  Grundrißschatten  der  Fläche  zu  bestimmen,  ist  es 
zweckmäßig,  zuerst  den  Schatten  a^  der  Schraubenachse  a  und 
auf  ihm  den  Schatten  C^S^  der  Ganghöhe  CH  zu  suchen.  Letzteren 
teile  man  in  ebensoviel  (z.  B.  16)  gleiche  Teile,  wie  C"H'\  Die 
Teilpunkte  sind  die  Schatten  der  Ächsenschnittpunkte  äquidistanter 
Erzeugenden.  Durch,  einen  jeden  Teilpunkt  ziehe  man  den  Schatten 
e^  der  betre£fenden  Erzeugenden  e  parallel  zum  Schatten  der  ent- 
sprechenden Mantellinie  des  Richtungskegels  und  erteile  ihm  auch 
die  Länge  desselben  (z.  B.  J)^JE^  44^  ^*^')«  Di®  Endpunkte  E^  liegen 
auf  einer  Gykloide  s^,  dem  Schatten  der  Randschraubenlinie  s. 
Die^ Schatten  der  Erzeugenden  selbst  umhüllen  die  Kurve  u^,  den 
Schatten  der  Lichtgrenze  u.  Diese  Linie  u^  berührt  a^  in 
den  Punkten,  welche  den  Schnittpunkten  von  u  mit  a  entsprechen; 
solche  sind  X  und  T.  Den  Punkten  von  u,  deren  Tangenten  die 
Lichtstrahlrichtung  haben,  entsprechen  Spitzen  von  u^;  so  entspricht 
F^  dem  Punkte  F,  —  Die  Kurven  u^  und  s^,  der  Achsenschatten  a^ 
und  die  Schatten  JBC^  resp.  G^H^  der  untersten  resp.  obersten  EJr- 
zeugenden  des  Flächenganges  begrenzen  zusammen  den  Grundriß- 
schatten der  Fläche,  um  seine  Form  deutlicher  erkennen  zu  lassen, 
ist  seine  Fortsetzung  über  die  ar- Achse  hinweg  in  den  vom  Aufrisse 
eigentlich  verdeckten  Teil  der  Grundrißebene  gezeichnet  worden. 

Der  Schlagschatten  der  Fläche  auf  sich  selbst  wird 
analog  dem  Früheren  aus  den  Überschneidungen  der  Grundrißschatten 
ermittelt.  Zu  seiner  Begrenzung  gehören  die  Linienzüge  Of,  FZ 
und  die  aus  dem  Achsenpunkte  Y  gezogene  Erzeugende,  deren 
Grundriß  mit  a^  zusammenfällt.  Sie  bilden  auf  der  Fläche  resp. 
die  Schlagschatten  der  Lichtgrenze  u,  der  obersten  Erzeugenden  GH 
und  der  Achse  a. 

623.  Untersuchung  der  Kurven  4.  Ordnung,  die  den 
Grundriß  der  Lichtgrenze  einer  geschlossenen  schiefen 
Schraubenfläche  bilden.  Benutzt  man  statt  des  früheren  den 
aus  der  Spitze  S  beschriebenen  Richtungskegel  der  Fläche,  der  über 
dem  Grundkreise/?  vom  Radius  =  Ä^^.cotgc  steht,  so  erhält  man  die 
Punkte  der  ersten  Projektion  der  Lichtgrenze,  wenn  man  den  Grund- 
riß einer  Mantellinie  dieses  Kegels  mit  dem  Lote  aus  Z  auf  ihren 
Grundrißschatten  schneidet.  —  Der  Achsenspurpunkt  A,  der  Pol  Z 


Schrauben  flächen. 


121 


der  Lichtstrahlen,  und  der  Schatten  S^  der  Kegelspitze  S  bilden  in 
der  6randebene  TTi  ein  gleichschenklig -rechtwinkliges  Dreieck. 
Der  Grundriß  jeder  Erzeugenden  ist  ein  Durchmesser  des  um  Ä  be- 
schriebenen Kreises  p  und  ihr  Schatten  verbindet  einen  seiner  End- 
punkte mit  S^.  Das  Entstehungsgesetz  der  hier  zu  untersuchenden 
Kurye  c  läßt  sich  daher  unabhängig  von  ihrer  Beziehung  zu  der 
Schraubenfläche  folgendermaßen  aussprechen. 

Sind  die  Schenkel  AB  und  ÄC  eines  rechten  Winkels 
einander  gleich,  so  wird  jeder  Durchmesser  MN  eines  um 
seinen  Scheitel  A  beschriebenen  Kreises  p  von  den  Loten 
aus  -S  auf  MC  und  iVC  in  zwei  Punkten  P  und  Q  der  Kurve 
c  getroffen. 

Die  beiden  Lote  fallen  zusammen,  wenn  sich  der  Durchmesser 
JlfA'  mit  AC  oder  AJB  deckt;  daher  sind  A  und  JB  Doppelpunkte 
der    Kurve    und    zwar 
charakterisiert         sich  ^^ 

ersterer  als  Selbst- 
berührungspunkt 
(d.  h.  als  Vereinigung 
zweier  Doppelpunkte). 
Die  Gerade  AJB  bildet 
eine  Sfmmetrieachse 
der  Kurve;  denn  liegt 
ein  Kreisdurchmesser 
jK;JVj  mit  Atlf  zu  AB 
und  folglich  auch  zu 
AC  symmetrisch,  so 
schließen  die  Geraden 
iVCund  M^C,  sowie  ihre 
Lote  mit  AB  gleiche 
Winkel  ein.  —  Weil  die 
durch  A  gezogenen 
Strahlen  außer  diesem  doppelt  zählenden  Punkte  noch  je  zwei  weitere 
Punkte  der  Kurve  tragen,  schließt  man,  daß  die  Kurve  c  von  der 
4.  Ordnung  ist  (denn  als  Ordnung  einer  ebenen  Kurve  bezeichnet 
man  die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  irgend  einer  Geraden  der 
Ebene). 

Den  drei  Annahmen,  daß  B  innerhalb  des  Kreises  /?,  auf 
demselben  oder  außerhalb  liegt,  entsprechen  die  drei  verschiedenen 
in  Fig.  401,  402  und  403  dargestellten  Formen  der  Kurve  c.  Im 
zweiten  Falle  besitzt  sie  unendliche  Zweige;  sie  zerfällt  nämlich  in  die 


Fig.  401. 
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gerade  Linie  AC  und  eine  Kurve  3.  Ordnung,  die  sog.  Strophoide. 
Im  letzten  Falle  verläuft  die  Kurve  wiederum  durchs  Unendliche. 

634.  Die  obige  Konstruktion  läßt  offenbar  folgende  TTmkeh- 
rung  zu: 

Schneidet  ein  durch  B  gezogener  Strahl  m  den  Kreis  p 
in  F  und  G,  so  treffen  ihn  die  zu  AF  und  AG  normalen 
Durchmesser  in  Punkten  P  und  R  der  Kurve  c. 

Hieraus  ist  für  den  Fall,  daß  JB  außerhalb  p  liegt,  zu  schließen, 
daß   die   aus  JB  an   den   Bieis  p  gelegten  Tangenten  JBT  =  t  und 


Fig.  402. 

Bür=zu  Asymptoten  der  Kurve  c  bilden.  Denn  f&r  eine  solche 
Tangente  t  fallen  die  beiden  Durchmesser,  die  ihre  Schnittpunkte 
mit  c  bestimmen  in  den  Parallelstrahl  zu  t  durch  A  zusammen. 
Für  den  zweiten  der  obigen  Fälle  folgt,  daß  alle  Punkte  R  der  zu 
AB  normalen  Geraden  CE  der  Kurve  c  angehören,  weil  stets  der 
eine  Endpunkt  G  der  durch  B  gezogenen  Sehne  des  Kreises  p  mit 
B  selbst  zusammenfällt. 

Die  Halbierungslinie  des  Winkels  NAC  steht  auf  der  Strecke 
PR  in  ihrem  Mittelpunkte  /  senkrecht.  Daher  gehören  diese  Mittel- 
punkte /  dem   Kreise  i  an,   der  über  dem   Durchmesser  AB   be- 
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schrieben  ist.     Diese  Bemerkung  ergiebt,  auf  den  zweiten  Fall  an- 
gewendet, eine  neue  Konstruktion  der  Strophoide: 

Sei  B  ein  fester  Punkt,  A  seine  senkrechte  Erojektion 
aaf  die  feste  Gerade  /  und  der  Kreis  i  über  dem  Durch- 
messer AB  beschrieben;  schneidet  ein  um  B  sich  drehender 
Strahl  m  den  Kreis  i  in  J  und  die  Gerade  /  in  72,  so  be- 
schreibt derjenige  Punkt  P  desselben,  für  welchen  stets 
PJ=JIt  ist,  eine  Strophoide. 


Fig.  408. 

Hieraus  schließt  man  weiter:  Die  im  Abstände  BA^  =  AB  von 
B  gezogene  Parallele  l^  zu  /  ist  Asymptote  der  Strophoide.  Es 
besteht  nämlich  für  den  Strahl  m^  durch  B  die  Belation: 

wenn  /j,  Pj,  Ä^,  S^  seine  Schnittpunkte  mit  i,  c,  /,  l^  resp.  bedeuten. 
Nähert  sich  nun  m^  der  Parallelen  zu  /  durch  P,  so  nähert  sich 
Ä^Pj  der  Grenze  Null. 
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625.  Um  für  die  Tangenten  der  Kurve  4.  Ordnung  c  eine 
einfache  Konstruktion  abzuleiten,  gehen  wir  von  der  zweiten  Er- 
zeugungsweise derselben  (624)  aus.  Auf  dem  Strahle  m  durch  JS  sei 
F  ein  Punkt  des  Kreises  p  und  P  ein  Punkt  von  c,  also  FAP  ein 
rechter  Winkel.  Wir  setzen  z.  äFB  =  a.  Dreht  sich  m  um  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  FBG  =  '?//  in  die  Lage  tWj,  so  dreht  sich 


Fig.  404. 

u^Pnach  JQ  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  qp  =  z_  FAQ  =  i_FAG 
und  man  hat  (Fig.  404): 


also: 


cos  « 


tp  __  AF  •  cos  « 

Die  Schenkel  der  an  den  Scheiteln  A  und  B  liegenden  Winkel  rp 
und  if)  bilden  das  unendlich  kleine  Viereck  PRQS,  welches  als  ein 
Parallelogramm  anzusehen  ist,  und  seine  Diagonale  PQ  fällt  mit  der 
Tangente  der  Kurve  c  im  Punkte  P  zusammen.  Nach  436  hat  man 
ein  zu  ihm  ähnliches  Parallelogramm  PB^Q^S^  zu  zeichnen,  so  daß 
für  seine  auf  AP  und  BP  gelegenen  Seiten 

P7?i :  PS^  =PR'.PS 
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wird;  seine  Diagonale  PQ^  ist  die  gesuchte  Tangente  t     Es  ergiebt 
sich  aber  aus  der  Figur: 

cos  tt  cos  (t 

folglich : 

PR       BP    w       BP'ÄF 

Zieht  man  PT\\AB,  so  hat  man: 

BPijSF=AT:AF 
nnd  mithin: 

PR:PS=  AT' cos a:  AP. 

Hiemach  hat  man  schließlich  PS^  =  PA,  und  P?7=  AT  senkrecht 
zn  m,  sowie  UB^  senkrecht  zu  AP  zu  ziehen ;  man  findetdar  aus  das 
Parallelogramm  PJR^Q^S^  und  als  seine  Diagonale  die  Tangente  t 

Aus  dieser  Konstruktion  erkennt  man  leicht,  daß  die  Tangenten 
der  Kurve  c  in  ihrem  Doppelpunkte  £  durch  die  Endpunkte  B  und 
E  des  zu  AB  senkrechten  Durchmessers  von  p  gehen. 

626*  Für  eine  genaue  Zeichnung  der  Kurve  empfiehlt  es  sich 
noch,  die  Krümmungsradien  ihrer  beiden  Zweige  in  dem  gemein- 
samen Scheitelpunkte  A  derselben  zu  ermitteln.  Sei  (Kg.  404) 
HJ  der  auf  AB  liegende  Durchmesser  des  Kreises  p  und  ZM  ein 
benachbarter  Durchmesser,  der  mit  dem  vorigen  den  unendlich 
kleinen  Winkel  s  einschließt.  Der  zu  LM  normale  Durchmesser  NO 
schneidet  auf  BL  und  BM  zwei  Nachbarpunkte  r  und  ff"'  von  A 
auf  beiden  Kurvenzweigen  aus.  AF  und  AIK  sind  also  unendlich 
kleine  Sehnen  der  Kurvenzweige,  bezw.  ihrer  Krümmungskreise  und 
da  die  Tangenten  eines  Kreises  in  den  Endpunkten  einer  Sehne 
einen  doppelt  so  großen  Winkel  einschließen  als  die  Sehne  mit  einer 
von  ihnen,  so  ist  2  c  als  der  zu  den  Elementen  ^Tund  AH^  gehörige 
Eontingenzwinkel  zu  nehmen.  Sind  r^  und  r^  die  zugehörigen 
Krümmungsradien,  so  ist: 


Andererseits  ist 

und 

also  schließlich: 


J{L:AF=BJI:BA,    JMi  ÄlF  =^  BJ:BA 


_AB    AH  _   AB     AJ 

''i  ""     2    '  BW     ^2  -    2  -•  BJ' 


Halbiert  man  die  Strecke  AB  in  Z  und  trägt  auf  einen  Durchmesser 
des  Kreises  p  von  seinem  Endpunkte  U  aus  nach  beiden  Seiten  die 
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Starecke  AB  als  BX  und  EY  auf,  so  treffen  die  durch  JS  geführten 
Parallelen  zu  XZ  resp.  TZ  die  Gerade  AB  in  den  gesuchten 
Erümmungscentren  £^  resp.  K^.  Speziell  für  die  Strophoide 
(Fig.  402)  wird  r^  =  \AB  und  r^  =  00.  — 

627«  Die  offene  schiefe  Schraubenfläche  von  rechts- 
gängiger Windung  soll  mit  Eigen-  und  Schlagschattengrenzen  in 
orthogonaler  Projektion  dargestellt  werden.  Die  Achse  a  sei  wieder 
vertikal  gestellt,  A  ihr  Spurpunkt  in  TT^.  Als  Berandung  dienen 
die  Schraubenlinien  s  und  t,  in  denen  die  Fläche  von  einem 
koaxialen  Botationscylinder  geschnitten  wird,  sowie  zwei  einen 
Flächengang  begrenzende  Erzeugende  BC  und  DEj  beide  ||  TT^- 
Der  Randpunkt  B  der  untersten  Erzeugenden  e^  liegt  auf  dem 
Grundkreise  s'  ^t  des  Cylinders  in  T\^.  Ist  S  auf  a  die  Spitze 
eines  Bichtungskegels  von  der  Höhe  =Ao,  ^^\^fi  eine  Mantel- 
linie desselben  und  c  deren  Neigung  gegen  TTj,  so  ist  in  TTi  der 
Kreis  /?  mit  dem  Radius  AB  =  \  cotgc  zu  schlagen.  Endlich  sdilage 
man  um  A  den  Kreis  K  mit  dem  Radius  r  ^  AQf  ^  [A  -\  e^^  der 
den  Grundriß  der  Kehlschraubenlinie  k  bildet.  EUerauf  werden 
die  Schraubenlinien  A,  ^,  t  im  Aufrisse  als  Sinuslinien  in  bekannter 
Weise  verzeichnet  und  ebenso  beliebig  viele  (etwa  äquidistante)  Er- 
zeugende der  Fläche,  deren  Grundrisse  die  auf  s'  =  i  endigenden 
Tangenten  von  K  bilden  (Fig.  405). 

Der  Normalschnitt  der  Fläche  ist  nach  606  eine  Kreis- 
evolvente un<]  zwar  verschlungen,  gespitzt,  oder  gestreckt, 
je  nachdem  r  MA^ .  cotg  c  ist.  Die  Doppelpunkte  der  Kreisevolvente 
erzeugen  die  Doppelkurven  der  Fläche.  Der  Meridianschnitt 
m  der  Fläche  wird  zweckmäßig  im  Hauptmeridian  HTTj  dargestellt, 
so  daß  der  Aufriß  m"  die  wahre  Gestalt  zeigt.  Er  besteht  aus  un- 
endlich vielen  Zweigen,  deren  Aufrisse  die  Sinuslinie  A"  abwechselnd 
von  rechts  und  links  in  ihren  Scheiteln  berühren  und  die  sich  in 
Punkten  der  Doppelkurven  überschneiden.  Den  schon  beim  Normal- 
schnitt unterschiedenen  Eventualitäten  r  g  A^  cotg  €  entsprechend  be- 
sitzt der  einzelne  Zweig  der  Meridiankurve  einen  Doppelpunkt  (wie 
F  in  der  Figur)  oder  eine  Spitze  oder  keines  von  beiden,  so  daß 
man  ihn  ebenfalls  als  verschlungen,  gespitzt,  bezw.  gestreckt  be- 
zeichnen kann.  Dem  Doppelpunkte  entspricht  eine  weitere  Doppel- 
kurve, der  Spitze  einer  Rückkehrkurve  der  Fläche,  die  alsdann 
abwickelbar  ist.  Die  Kurve  m"  wird  einfach  konstruiert,  indem 
man  die  Schnittpunkte  der  Grundrisse  von  Erzeugenden  mit  der 
Hauptmeridianspur  m  auf  die  Aufrisse  überträgt.  Die  Aufrisse  der 
zu  TTg  parallelen  Erzeugenden  (z.  B.  e^")  bilden  Asymptoten  von  m\ 
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628*    Zur  Bestimmung  der  asymptotischen  abwickelbaren 


■■=— I- 


Fig.  405. 

Fläche  und  der  Striktionslinie  der  offenen  schiefen  Schrauben- 
tiäche  dient  die  Betrachtung  ihres  Bichtungskegels  mit  der  Spitze 
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S{AS  =  Aq),  dessen  Grundkreis  in  TTi  der  mit  dem  Radius  Ä^-cotg  e 
um  Ä  beschriebene  Parameterkreis  p  ist.  Wir  greifen  die  zu 
TTg  parallele  Erzeugende  e^  der  Fläche  heraus;  die  zu  ihr  parallele 
Mantellinie  des  ßichtungskegels  ist  SR  und  die  zu  SR  gehörige 
Tangentialebene  des  Kegels  liegt  parallel  zur  asymptotischen 
Ebene  von  e^  (vergl.  604).  Letztere  enthält  e^  selbst  und  erzeugt, 
indem  sie  zugleich  mit  e^  verschraubt  wird,  die  asymptotische  Fläche 
als  HüUfläche  aller  ihrer  Lagen.     Daher  folgt  (606): 

Die  asymptotische  Fläche  der  allgemeinen  Begel- 
schraubenfläche  ist  die  abwickelbare  Fläche  derjenigen 
Schraubenlinie,  die  über  dem  Parameterkreis  p  mit  der 
Ganghöhe  und  im  Sinne  der  gegebenen  Fläche  beschrieben 
ist.  Denn  ihre  Tangentialebenen  sind  denen  des  Bichtungskegels 
über  dem  Grundkreise  p  und  von  der  Höhe  h^  parallel. 

Im  Centralpunkte  einer  Erzeugenden  steht  die  Tangential- 
ebene der  gegebenen  Fläche  senkrecht  auf  der  asymptotischen  Ebene 
(604),  mithin  auf  einer  Tangentialebene  des  Richtungskegels  und 
folglich  parallel  zur  Achse  a  (104),  also  liegt  (597)  ihr  Berührungs- 
punkt, d.  h.  der  Centralpunkt,  auf  der  Kehlschraubenlinie.  Daher 
der  Satz: 

Die  Striktionslinie  einer  Begelschraubenfläche  ist 
deren  Eehlschraubenlinie. 

629.  Der  wahre  Umriß  für  die  erste  Projektion  wird  bei 
unserer  Fläche  von  der  Kehlschraubenlinie  gebildet.  Der  wahre 
Umriß  u  für  die  zweite  Projektion  ergiebt  sich  nach  602.  Der 
Pol  der  projizierenden  Strahlen  liegt  in  TTj  unendlich  fern  in  der 
Bichtung  der  x- Achse.  Ist  daher  g  der  Grundriß  einer  Erzeugenden, 
V  der  Endpunkt  des  zu  g  normalen  Badius  des  Parameterkreises  p, 
so  ziehe  man  durch  V  die  Parallele  zur  a:- Achse,  die  g  in  U' 
schneidet.  V  ist  der  Grundriß  des  Punktes  U  auf  g,  der  dem 
wahren  Umriß  angehört  (Fig.  405).  Die  Horizontalprojektion 
u  des  wahren  Umrisses  u  ist  eine  aus  zwei  Zweigen  bestehende 
Kurve  4.  Ordnung.  Jeder  Zweig  berührt  den  Kreis  k'  in  einem 
Scheitelpunkte  ((?',  W)  und  hat  die  zur  x-Achse  parallelen  Tangenten 
des  Kreises  p  zu  Asymptoten.  Die  Kurve  u  hat  die  durch  A 
parallel  und  senkrecht  zu  x  gezogenen  Geraden  zu  Symmetrieachsen 
und  besitzt  drei  reelle  Doppelpunkte  3/,  N,  L.  Die  beiden  ersten, 
M  und  N,  liegen  im  Endlichen  symmetrisch  zu  AL  auf  der  zu  x 
senkrechten  Achse,  der  letzte  L  ist  der  unendlich  ferne  Schnitt- 
punkt ihrer  Asymptoten.  — 
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Der  Umriß  m"  der  zweiten  Projektion  bildet  die  Hüllkurve 
der  Aufrisse  der  Erzeugenden.  Einzelne  Punkte  desselben  (wie  U'') 
können  mit  Hilfe  der  letzteren  aus  den  Punkten  {U')  von  u  ab- 
geleitet werden.  Die  Kurve  u"  besteht  aus  zwei  Scharen  hyperbel- 
artig verlaufender  Zweige,  die  A"  abwechselnd  von  links  und  rechts 
berühren  und  die  Aufrisse  der  zu  TTg  parallelen  Erzeugenden  zu 
Asymptoten  haben.  Die  Erzeugenden,  deren  Aufrisse  parallel  zu 
a"  liegen,  treffen  die  Kehlschraubenlinie  k  in  Punkten  {G\  Il)y  denen 
die  Berührungspunkte  von  u  mit  k!  und  von  m"  mit  A"  entsprechen. 
Dieselben  bilden  Scheitelpunkte  von  u  und  u"  wegen  der  Symmetrie 
dieser  Kurven  gegen  ihre  bezüglichen  Normalen. 

630.  Die  Eigen-  und  Schlagschattengrenzen  der  offenen 
schiefen  Schraubenfläche  bei  Parallelbeleuchtung.  In  Fig. 
406  sind  von  dem  unteren  zwischen  der  Kehlschraubenlinie  A 
und  der  Bandschraubenlinie  s  sich  erstreckenden  Flächenteil  drei 
Viertelgänge  dargestellt,  die  von  den  Erzeugenden  BC  und  DE 
begrenzt  werden.  Letztere  liegen  in  einer  Normal-  resp.  Parallel- 
ebene zu  TT^  und  speziell  der  Punkt  jB  in  rTj.  Der  Lichtstrahl  / 
sei  durch  seine  Projektionen  gegeben  (z_/'a:=45^,  Z-rir=30^  und 
L  sei  sein  Pol  in  TTi,  endlich  p  der  Parameterkreis  mit  dem 
Radius  J£  =  A^-cotg  <,  wo  A^  die  reduzierte  Ganghöhe  und  €  die 
erste  Tafelneigung  der  Erzeugenden  bedeutet. 

Der  Grundriß  u'  der  Lichtgrenze  u  wird  konstruiert  (602), 
indem  man  den  Grundriß  g  einer  Erzeugenden  als  Tangente  an  A' 
und  den  zu  ihr  normalen  Radius  des  Kreises  p  zieht;  die  Ver- 
bindungslinie seines  Endpunktes  auf  p  mit  L  schneidet  g  in  einem 
Punkte  dw  Kurve  u\  Von  dieser  Kurve,  deren  Formen  im  folgen- 
den genauer  betrachtet  werden,  kommen  in  der  Figur  die  beiden 
Zweige  TU'  und  F'tV'  zur  Erscheinung.  Der  Aufriß  u"  der  Licht- 
grenze u  wird  aus  ihrem  Grundriß  u  mit  Hilfe  der  Erzeugenden 
ermittelt. 

Der  Grundrißschatten  der  Fläche  ist  in  der  Figur  über  die 
ar-Achse  hinweg  ungebrochen  fortgesetzt  worden.  Er  wird  begrenzt 
von  den  Cykloiden  A^  und  5^,  die  als  Schlagschatten  der  Rand- 
schraubenlinien A  und  8  auftreten,  von  zwei  Zweigen  T^U^  und 
VJF^  des  Schattens  u^  der  Lichtgrenze  u  und  von  den  Schatten 
BC^,  BJE^  der  untersten  und  obersten  Erzeugenden  des  dargestellten 
Flächenteiles.  Für  die  graphische  Ausführung  bedarf  es  der  Dar- 
stellung einer  Anzahl  äquidistanter  Erzeugenden  der  Fläche  in 
Grund-  und  Aufriß  und  ihrer  Schatten  auf  TTi.  Die  Grundriß- 
schatten umhüllen  die  Kurve  u^. 

ROHH  u.  Pappkkitz.    11.  9 


1 30  Schraubettfiäcken. 


Der  Schlagschatten  der  Fläche  auf  sich  selbst  wird  aus 
den  Überschneidungen  der  Qrundrißschatten  der  Randkurren  mit 
denen  der  Erzeugenden,  sowie  ersterer  unter  sich  konstruiert.  Als 
Begrenzungen  treten  in  der  Figur  die  Linien  TX  und   VT  auf,    die 


Fig.  406. 
beide  auf  der  unteren  Seite  der  Fläche  liegen  und  von  denen   nur 
die  erstere  teilweise  im  Aufriß  sichtbar  ist.     Sie  bilden  resp,  die 
Schatten  der  obersten  Erzeugenden  Bß  und  der  Eehlschranbenlinie 
k  auf  der  Fläche. 
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631.  Untersuchung  der  Kurven  vierter  Ordnung,  die 
den  Grundriß  der  Lichtgrenze  einer  offenen  schiefen 
Schraubenfläche  bilden  (Fig.  407—414). 

Wir  betrachten  eine  zur  Achse  der  Schraubenfläche  normale 
Ebene  und  bezeichnen  in  ihr  mit  Ä  den  Achsenspuq)unkt,  mit  Z 
den  Pol  der  Lichtstrahlen,  mit  k  den  Grundkreis  der  Kehlschrauben- 
linie und  mit  r  seinen  Radius.  Den  Parameterkreis ,  d.  h.  den 
Grnndkreis  des  Bichtungskegels  von  der  Höhe  h^  dürfen  wir,  ohne 
Verwechselungen  befurchten  zu  müssen,  mit  demselben  Buchstaben  p 
benennen,  der  bereits  früher  (605)  für  seinen  Radius  p  =  A^cotgy) 
gebraucht  wurde.  Endlich  werde  q=AL=kQCoigX  gesetzt  {tp  und  X 
bedeuten  die  erste  Tafelneigung  der  Erzeugenden  und  des  Licht- 
strahles). Das  Entstehungsgesetz  der  zu  untersuchenden  Kurven  ist 
schon  in  602  angegeben  und  lautet  jetzt: 

Beschreiben  die  Punkte  JS  und  G  eines  um  A  rotieren- 
den Halbstrahles  die  Kreise  p  und  k,  so  trifft  die  Ver- 
bindungslinie von  JS  mit  dem  festen  Punkte  L  die  zu  G  ge- 
hörige Tangente  des  Kreises  k  in  einem  beweglichen  Punkte 
P.  Dieser  durchläuft  eine  unikursale,  zu  AL  symmetrische 
Kurve  4.  Ordnung  c. 

Wir  zeigen  zuerst ,  daß  die  entstehende  Kurve  c  in  Z  einen 
reellen  Doppelpunkt  hat.  Nimmt  man  vorerst  an,  Z  liege  außer- 
halb Ä,  so  tiberschreitet  die  Tangente  des  Kreise  k  bei  einem  vollen 
Umlauf  um  k  zweimal  den 
Punkt  Z,  nämlich  in  den 
Lagen  ZJ  und  ZK  (Fig. 
407);  dabei  fällt  jedesmal 
der  Punkt  P  mit  Z  zu- 
sammen, es  verläuft  also 
auch  die  Kurve  c  zweimal 
durch  Z.  Freilich  werden, 
wenn  Z  innerhalb  k  liegt, 
die  Tangenten  ZJ  und 
ZK  konjugiert  imaginär 
(347)  und  folglich  auch 
die  durch  J  und  K  ver- 
laufenden Radien  AB  und 
AC  des  Kreises  p  samt 
den  Strahlen  ZB  und  ZC. 
zwei  reelle  Aste  der  Kurve 
Doppelpunkt  zu  betrachten  (vergl.  430). 


Fig.  407. 

Es  schneiden  sich  dann  in  Z  nicht  mehr 
c  und  man  hat  Z  als  einen  isolierten 
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Wir  zeigen  zweitens,  daß  ein  beliebig  durch  den  Doppelpunkt 
L  gezogener  Strahl  noch  zwei  weitere  Kurvenpunkte  trägt,  die  reell 
getrennt,  vereint  oder  konjugiert  imaginär  sein  können.  Hieraus 
folgt  dann,  daß  die  Kurve  c  von  der  4.  Ordnung  ist,  wie  oben  be- 
hauptet wurde.^  In  der  That,  schneidet  der  gedachte  Strahl  den 
Kreis  p  in  den  Punkten  E  und  F  und  treffen  die  Radien  AH  und  j4^ 
den  Kreis  k  in  G,  resp.  I£,  so  bestimmen  die  zu  G  und  //  gehörigen 
Tangenten  auf  unserem  Strahle  die  beiden  Kurvenpunkte  P  und  Q,  die 
von  dem  doppeltzählenden  Punkte  Z  im  allgemeinen  verschieden  sind. 

Aus  ihrer  Entstehungsweise  ist  unmittelbar  klar,  daß  die  Kurve 
c  unikursal  ist,  d.  h.  daß  sie  stetig  in  einem  geschlossenen  Zuge 
beschrieben  werden  kann.  Von  isolierten  Punkten  wird  natürlich 
hierbei  abgesehen  und  man  hat  sich  die  Kurve,  falls  sie  sich  nicht 
im  Endlichen  schließt,  im  Unendlichen  geschlossen  zu  denken 
(vergl.  169  und  279).  Die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  zeigt  —  worauf  hier  nicht  näher  eingegangen  werden  kann  — , 
daß  eine  unikursale  Kurve  4.  Ordnung  stets  drei  Doppelpunkte 
besitzt.  Einer  derselben  ist  in  unserem  Falle  Z,  er  ist  stets  reell; 
die  beiden  anderen,  3/  und  iV,  können  reell  und  getrennt  sein  oder 
sich  in  einem  besonderen  Punkte  der  Kurve  miteinander  vereinen, 
oder  sie  sind  konjugiert  imaginär.  Überdies  können  sie  auch  un- 
endlich fern  liegen. 

Wir  werden  gewöhnliche  Doppelpunkte  der  Kurve,  in  denen 
sich  zwei  reelle  Äste  schneiden,  kurz  als  Knotenpunkte  bezeichnen. 
Als  Berührungsknoten  dagegen  bezeichnen  wir  einen  Doppel- 
punkt, in  dem  sich  zwei  Kurvenäste  in  der  1.  Ordnung  berühren. 
Man  kann  sich  diese  Singularität  durch  Vereinigung  zweier  Knoten- 
punkte entstanden  denken. 

632.  Die  Linie  AL  bildet  offenbar  stets  eine  Symmetrie- 
achse unserer  Kurve  c.  Falls  L  außerhalb  des  Kreises  p  liegt, 
lassen  sich  aus  Z  die  Tangenten  ZI  und  ZU  sm  p  ziehen,  sie  bilden 
Asymptoten  der  Kurve  c.  Es  fallen  nämlich  die  auf  ZT  und  Xf/^ 
nach  der  obigen  Konstruktion  zu  bestimmenden,  von  Z  verschiedenen. 
Kurvenpunkte  jedesmal  im  unendlich  fernen  Punkte  des  betreflfenden 
Strahles   zusammen,    weil  die   sie   ausschneidenden   Tangenten   des 


^  Eine  einfache  analytische  Untersuchung  bestätigt  dieses  Resultat,  indem 
sie  zeigt,  daß  unsere  Kurve  durch  eine  algebraische  Gleichung  4.  Grades  zwischen 
den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y  ihrer  Punkte  dargestellt  wird.  Macht 
man  A  zum  Koordinatenanfang  und  legt  die  ^- Achse  durch  L,  so  lautet  diese 
Gleichung : 

/)-(a;*  +  y'  —  qyf  —  x^{qy  —  pr)^  —  (qx^  +  pry  —  pqrf  =  0 . 
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Xreises  k  in  eine  zu  diesem  Strahle  parallele  Tangente  zusammen- 
fallen. Sind  femer  die  vom  Punkte  £  aus  an  den  Kreis  k  gezogenen 
Tangenten  ZJ  und  LK  reell  und  schneiden  die  Badien  AJ  und 
AX  ihrer  Berührungspunkte  den  Parameterkreis  /?  in  -8  und  (7,  so 
sind  ZB  und  ZC  die  Tangenten  im  Doppelpunkte  Z  der  Kurve 
c;  denn  von  den  beiden  auf  ZB  und  ZC  noch  zu  bestimmenden 
Kurvenpunkten  fällt  jedesmal  einer  mit  Z  zusammen.  Fallen  ins- 
besondere die  Tangenten  ZB  und  ZC  im  Doppelpunkte  Z  zusammen, 
was  fiir  q^  =  pr  eintritt,  so  wird  Z  ein  sog.  Oskulationsknoten, 
d-  h.  ein  Doppelpunkt,  in  dem  sich  zwei  Kurvenäste  oskulieren  (in 
der  2.  Ordnung  berühren).  Es  fallen  in  ihm  die  drei  Doppelpunkte 
i,  M,  N  zusammen.  Die  Endpunkte  S  und  R  des  auf  AZ  liegenden 
Durchmessers  des  Kreises  k  gekoren  der  Kurve  c  an  und  bilden 
wegen  der  Symmetrie  gegen  AZ  Scheitelpunkte  derselben.  Fällt 
insbesondere  Z  mit  einem  dieser  Punkte  S  zusammen,  so  wird  er 
zur  Spitze,  weil  alsdann  die  aus  Z  sn  k  gezogenen  Tangenten  und 
folglich  auch  die  Tangenten  an  c  im  Doppelpunkte  Z  koincidieren. 
FäUt  der  Pol  Z  des  Lichtstrahles  auf  den  Grundkreis  p  des  Bich- 
tungskegels  der  Fläche,  so  giebt  es  eine  Erzeugende  derselben,  die  die 
Richtung  des  Lichtstrahles  besitzt  und  folglich  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung zur  Lichtgrenze  gehört.     Der  Grundriß  dieser  Erzeugenden 


Fig.  408. 


Fig.  409. 


bildet  daher  einen  Bestandteil  der^Kurve  c  und  diese  zerfällt  in 
eine  Gerade  (Tangente  des  Kreises  k)  und  eine  Kurve  3.  Ordnung. 
Wir  geben  im  folgenden  eine  allgemeine  Übersicht  der  ver- 
schiedenen Formen  der  Kurve  c  Die  Einteilung  erfolgt  nach  den 
Werten  der  Größen  /?,  y,  r  und  zwar  dürfen  wir  den  Radius  r  der 
Kehlschraubenlinie  stets  als  endlich,  sowie  p  und  q  als  von  Null 
verschieden  betrachten.     Letzteres  sagt  aus,    daß   die  Erzeugenden 
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der  ßegelschraubenfläche  und  die  Lichtstrahlen  zur  Schraubenaclise 
geneigt  liegen.  Als  Hauptfälle  trennen  wir:  I.  der  Lichtstrahl  bildet 
mit  der  Achse  einen  spitzen  Winkel  oder  die  Lichtgrenze  ist  der 
wahre  Umriß  einer  schiefen  Parallelprojektion;   n.  der  Licht- 


Fig.  410.  Fig.  411. 

strahl  liegt  senkrecht  zur  Achse  und  die  Lichtgrenze  ist  mit  dem 
wahren  umrisse  der  zweiten  orthogonalen  Projektion  identisch. 


Fig.  412.  Fig.  413. 

688.  Gestalten  der  unikursalen  symmetrischen  Kurve 
4.  Ordnung  c,  die  bei  Parallelbeleuchtung  als  Grundriß 
der  Lichtgrenze  einer  Regelschraubenfläche  auftritt. 

I.   Schiefe  Projektioii  (9= endlich). 

1.    Geschlossene  gerade  Schraubenfläche: 

r  =  0,  /?  =  00.     Doppeltzählender  Kreis  über  dem  Durchmesser 

AZ  (Fig.  394). 


SchrauhenflächetL 


135 


r  >  O,    p^ 


2.    Offene  gerade  Schraubenfläche: 

CX).     Konchoiden,     M  und   N  imaginäre   Doppel- 
punkte; c  schließt  sich  im  Endlichen. 

a)  q  >  r,     L    Knotenpunkt    (Verschlungene    Kon- 
choide,  Fig.  395). 

^  Spitze  (Kardioide). 

L  isolierter   Doppelpunkt    (Gestreckte 
Eonchoide). 


r)  9<r. 


Fig.  414. 


Fig.  415. 


3.    Geschlossene  schiefe  Schraubenfläche. 

r  =  0,   p  endlich.     Z   Knotenpunkt,  M  und    N  erzeugen    durch 

Koincidenz  einen  Berührungsknoten  Ä. 

cc)  q  >  p.  c  verläuft  durch  das  Unendliche  mit  zwei 
reellen  Asymptoten  (Fig.  403). 

ß)q=:p.  c  zerfällt  in  eine  Kurve  3.  Ordnung 
(Strophoide)  mit  L  als  Knotenpunkt  und 
eine  sie  in  A  berührende  Gerade  (Fig.  402). 

y)  q  <  P'     c  schließt  sich  im  Endlichen  (Fig.  401). 

4.    Abwickelbare  Schraubenfläche: 

r  >  0,   p  =  r,     c  zerfällt  in  den  Kreis  k  und  die  an  ihn  aus  Z 

gelegten  beiden  Tangenten  (Fig.  393). 


136 


Schrauhenflächen. 


5.    Offene  schiefe  Schraubenfläche  mit  verschlungener 

Meridiankurve: 

^  >  ö,    p  >  r.     Der  Kreis  k  liegt  innerhalb  des  Kreises  p, 

a)  q  >  p.  L  liegt  außerhalb  beider  Kreise,  c  verläuft 
durch  das  Unendliche  mit  zwei  reellen 
Asymptoten;  i,  -3f,  N  Knotenpunkte 
(Fig.  407). 

ß)  q^p.  i  liegt  auf  dem  Kreise /?.  c  zerfällt  in  eine 
Kurve  3.  Ordnung  mit  L  als  Knotenpunkt 
und  eine  sie  in  ^und  N  schneidende  Gerade 
(Fig.  408). 


Fig.  416. 

y)  P  >  q>r.  L  liegt  zwischen  beiden  Kreisen,    c  schließt 
sich  im  Endlichen. 


q  >  j/pn     i,  M,  N  Knotenpunkte  (Fig.  409). 

q  =  |/pr.  M  und  N  fallen  mit  L  zusammen  und 
erzeugen  einen  Oskulationsknoten 
(Fig.  410). 

q  <  "[/p^.  -Wund  N  imaginäre  Doppelpunkte, 
L  Knotenpunkt  (Fig.  411). 

S)  q  =  r.     L   liegt   auf  dem   Kreise  k   und   bildet  eine 
Spitze  (Fig.  412). 

fi)  9'  <  r.     L  liegt   innerhalb   des   Kreises  k  und  bildet 
einen  isolierten  Doppelpunkt  (Fig.  413). 
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6.     Offene    schiefe    Schraubenfläche    mit    gestreckter 

Meridiankurve: 

r  >  Oy     p  <  r.     Der  Ereis  p  liegt  innerhalb  des  Kreises  k. 

a)  q  >  r,  L  liegt  außerhalb  beider  Kreise,  c  verläuft 
durch  das  unendliche  mit  zwei  reellen 
Asymptoten.  L  Ä^notenpunkt,  JJf  und  N 
imaginäre  Doppelpunkte  (Fig.  414). 

(f)  q  =^  r.  L  liegt  auf  dem  Kreise  k  und  bildet  eine 
Spitze,  c  verläuft  durch  das  Unendliche 
mit  zwei  Asymptoten  (Fig.  415). 


Fig.  418. 


y)  P  <  9  <  ^'  ^  liöR*  zwischen  beiden  Kreisen  und  bildet 
einen  isolierten  Doppelpunkt,  c  verläuft 
durch  das  Unendliche  mit  zwei  Asymptoten 
(Fig.  416). 

S)  q  =  p.  L  liegt  auf  dem  Kreise  p.  c  zerfällt  in  eine 
Kurve  3.  Ordnung  mit  L  als  isoliertem 
Doppelpunkt  und  eine  Gerade  (Fig.  417). 

^)  q  <  P'  J^  lißgt  innerhalb  des  Kreises  p  und  bildet 
einen  isolierten  Doppelpunkt,  c  schließt 
sich  im  Endlichen  (Fig.  418). 

n.    Orthogonale  Projektion  {q=o^). 

Der  unendlich  ferne  Punkt  Z  ist  ein  Knotenpunkt,  c  hat  zwei 

parallele  Asymptoten. 

1.    Geschlossene  schiefe  Schraubenfläche  (r  =  0): 

Die  Punkte  M  und  iV^  fallen  in  einem  Berührungsknoten  A  zu- 
sammen (Fig.  398). 
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2.    Offene  schiefe  Schraubenfläche  (r  >  0): 
a)  p  >  r,     M  und  N  Knotenpunkte  (Fig.  405). 


Fig.  419. 

ß)p^r,  (Abwickelbare  Fläche)  c  zerfällt  in  den 
Ereis  k  mit  zwei  parallelen  Tangenten 
(Fig.  390). 

y)  p  <r,     ^undiV^ isolierte  Doppelpunkte  (Fig.  419). 


Cyklische  Schraubenflächen. 

634.  Die  Schraubenfläche  von  kreisförmigem  Normal- 
schnitt (Fig.  420).  Die  Fläche  entstehe  durch  rechtsgängige  Ver- 
schraubung  des  anfänglich  in  TT^  gelegenen  Ejreises  n  vom  Radius  r 
um  eine  vertikale  Achse  a.  Auf  letzterer  sei  A  der  Spurpunkt  in 
TTi  und  AS  =  ä^  die  reduzierte  Ganghöhe.  Die  vom  Mittelpunkte  N 
des  erzeugenden  Kreises  n  beschriebene  Schraubenlinie  sei  s. 
Die  Punkte  /  und  K  seiner  Peripherie,  die  von  A  resp.  den  größten 
und  kleinsten  Abstand  haben,  beschreiben  die  Schraubenlinien  i  und 
A,  die  den  wahren  Umriß  für  die  erste  Projektion  zusammen- 
setzen; letztere  ist  die  Kehlschraubenlinie  der  Fläche.  Die  erste 
Projektion  der  Fläche  besteht  daher  aus  den  koncentrischen  Kreisen 
i  und  Ä'.  Den  wahren  Umriß  für  die  zweite  Projektion  be- 
stimmen wir  nach  601  als  geometrischen  Ort  der  Endpunkte  der- 
jenigen Durchmesser  des  verschraubten  Kreises  n,  die  zur  ar- Achse 
parallel  liegen.  Er  besteht  demnach  aus  zwei  mit  s  kongruenten 
Schraubenlinien  /  und  g^  die  aus  s  hervorgehen,  wenn  man  diese 
Linie  parallel  zur  .r- Achse  nach  links  oder  rechts  um  die  Strecke  r 
verschiebt.  In  Fig.  420  'ist  ein  zwischen  Tl^  und  einer  dazu  par- 
allelen Ebene  enthaltener  Gang  der  Fläche  dargestellt. 
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Die  Konstrulctioii  der  Lichtgrenze  fUr  Parallelbeleuchtang 
erfolgt  ebenfalls  DELch  601.  Man  hat  nach  Annahme  eines  Licht- 
strahles /  {l.rx  =  z,  Tj  =  45*)  den   Pol  L  desselben   in   TTi    zu 


Fig.  420. 

suchen.  Die  durch  ihn  gezogene  Vertikale  bildet  die  Polachse 
und  die  Endpunkte  der  durch  diese  gezogenen  Durchmesser  des 
verschiaubten  Kreises  n  erzeugen  die  Lichtgrenze.  Letztere  be- 
steht aus  zwei  Zweigen  u  und  «.     Man  findet  zuerst  den  Grundriß, 
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indem  man  auf  allen  durch  L  gezogenen  Strahlen  von  ihren  Schnitt- 
punkten mit  dem  Kreise  s  aus  nach  beiden  Seiten  den  Radius  des 
Kreises  n  abträgt.  Diese  Grundrißkurve  der  Lichtgrenze  hat  den 
Pol  Z  zum  Doppelpunkt.  Triflft  der  um  Z  mit  dem  Radius  r  be- 
schriebene Kreis  den  Kreis  s'  in  reellen  Punkten,  so  schneiden  sich 
in  Z  zwei  reelle  Kurvenzweige.  Da  femer  jeder  durch  den  Doppel- 
punkt Z  gezogene  Strahl  im  allgemeinen  und  höchstens  vier  weitere 
Punkte  der  Kurve  trägt,  so  ist  dieselbe  von  der  6.  Ordnung.  Sie 
wird  —  wie  die  in  440  betrachtete  PascaPsche  Linie,  mit  der  sie 
ihrer  Entstehungs weise  nach  verwandt  ist  —  als  eine  Konchoide 
bezeichnet.  Ihre  Form  hängt  wesentlich  von  der  Lage  des  Poles  Zf 
gegen  die  Kreise  s',  {  und  h!  ab.  Jedenfalls  ist  sie  symmetrisch 
in  Bezug  auf  den  zu  l  normalen  Durchmesser  des  Kreises  s'  und 
berührt  i  resp.  K  in  den  auf  diesem  Durchmesser  gelegenen  Punkten. 
Fällt  Z  auf  s'j  so  zerfällt  die  Kurve  in  den  um  Z  mit  dem  Radius 
=  r  beschriebenen  Kreis  und  in  eine  Pascal 'sehe  Konchoide 
(4.  Ordnung).  In  unserer  Figur  besteht  die  Kurve  aus  den  Zweigen 
u'  und  t?';  der  innere  Zweig  u'  zeigt  den  gestaltlichen  Typus  der 
Pascal' sehen  Schnecke  und  hat  Z  zum  Knotenpunkt;  der  äußere  v' 
bildet  ein  Oval. 

Aus  dem  Grundriß  leitet  man  leicht  den  Aufriß  der  Licht- 
grenze ab,  der  aus  zwei  wellenförmig  verlaufenden  Zweigen  u"  und 
«"  besteht. 

Der  Grundrißschatten  der  Fläche  wird  von  zwei  Parallel- 
kurven u^  und  v^  einer  Cykloide  s^  begrenzt;  sie  bilden  zusammen 
die  Htillkurve  aller  Lagen  des  Kreises  n,  wenn  dessen  Centrum  N 
die  Cykloide  s^  beschreibt.  Letztere  ist  der  Schatten  der  Schrauben- 
linie 8  und  die  successiven  Lagen  des  Kreises  n  bilden  die  Schatten 
der  Normalschnitte  der  Fläche.  Einzelne  Punkte  der  Kurven  u^ 
und  v^  werden  mittels  der  Schatten  solcher  Durchmesser  der  Normal- 
schnitte bestimmt,  welche  die  Polachse  treffen;  sie  ergeben  die 
Normalen  der  Cykloide  ä^,  auf  denen  beiderseits  die  konstante 
Strecke  r  abzutragen  ist.  Die  Kurve  u^  zeigt  in  jedem  Gange  zwei 
Spitzen  U^  und  V^\  die  durch  sie  gehenden  Lichtstrahlen  berühren 
die  Lichtgrenze  u  und  von  den  Berührungspunkten  U  und  V  gehen 
Grenzlinien  des  Schlagschattens  der  Fläche  auf  sich  selbst 
aus.  Dieser  Schlagschatten  kommt  zum  Teil  auf  der  Außenseite 
der  Schraubenfläche  zustande,  zum  Teil  liegt  er  auf  der  hohlen 
Innenseite.  Der  zuletzt  erwähnte  Teil  kommt  nicht  in  Betracht, 
wenn  der  von  der  Fläche  umschlossene  Raum  von  einem  Schrauben- 
körper erfüllt  ist,  wie  hier  angenommen  werden  mag.    In  der  Figur 
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bildet  die  Spitze  U^  den  Schatten  eines  Punktes  11,  der  dem  obersten 
Normalschnitt  o  angehört.  Die  von  U  ausgehende  Grenzlinie  UW 
des  außen  sichtbaren  Schlagschattens  rührt  von  dem  Kreise  o  her 
und  wird  aus  den  Überschneidungen  von  o^  mit  den  Grundriß- 
schatten tiefer  liegender  Normalschnittkreise  mittels  rückwärts  ge- 
zogener Liichtstrahlen  konstruiert.  Die  Linie  UIV  überschreitet  die 
Kehlschraubenlinie  k  in  einem 
Punkte  X,  welchem  im  Grund- 
risse ein  Berührungspunkt  X' 
mit  dem  Kreise  K  entspricht; 
sie  endigt  auf  u  mit  einer 
zum  Lichtstrahl  parallelen 
Tangente;  ihr  Grui^driß bildet 
überdies  eine  Schleife. 

635.  Die  Schlangen- 
robrf  lache  (Serpentine) 
entsteht  als  Hüllfläche  einer 
verschraubten  Kugel.  Der 
Radius  dieser  Kugel  K  sei  r, 
der  Abstand  ihres  Centrums 
-Jf  von  der  vertikal  gestellten 
Schraubenachse  a  sei  cf  >  r. 
Die  Verschraubung  sei  rechts- 
gängig und  h^  die  reduzierte 
Ganghöhe.  Die  vom  Punkte 
M  beschriebene  Schrauben- 
linie wird  durch  s  bezeichnet 
(Fig.  421);  ihre  Projektionen 
sind  in  TTj  ein  um  den 
Achsenspurpunkt  A  mit  dem 
Eadius  d  beschriebener  Kreis 
s'  und  in  TTg  eine  Sinuslinie 
s".  Eine  Normalebene  der 
Schraubenlinie  *,  durch  den 
Punkt  M  gelegt,  schneidet 
auf  der  um  M  beschriebenen 
Kugel  S  ihren  Berührungs- 
kreis c  mit  der  Schrauben- 
fläche aus.    Dieser  bildet  die 


^"M" 


Fig.  421. 


Charakteristik  der  Hüllfläche  (596)  und  kann  als  erzeugende  Kurve 
derselben   dienen.      Wir   stellen   einen   Gang   der  Fläche  dar,  der 
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zwischen  den  parallelen  Ebenen  zweier  erzeugender  Kreise  enthalten 
sein  mag  und  legen  die  Aufrißebene  TTj  senkrecht  zu  diesen  beiden 
Ebenen,  die  Grundrißebene  TTi  aber  durch  den  tiefeten  Punkt  B  des 
unteren  Kreises.  Die  beiden  Endkreise  der  Fläche  projizieren  sich 
in  TTg  als  die  Geraden  B'F''  und  E''J",  die  in  den  Endpunkten  N"  und 
0"  der  Sinuslinie  s"  auf  dieser  normal  stehen.  Die  Grundrisse  fallen 
in  eine  Ellipse  zusammen ,  deren  Centrum  iV'  =  (7  dem  Kreise  5' 
angehört;  ihre  kleine  Achse  ist  B'F'  =  E'J',  ihre  große  Achse  geht 
durch  Ä  und  hat  die  Länge  2r.  Die  Grundrisse  aller  erzeugenden 
Kreise  sind  kongruente  Ellipsen,  weil  ihre  Ebenen  gegen  TTi  einerlei 
Neigung  haben. 

Der  Umriß  der  ersten  Projektion  unserer  Fläche  wird  von 
den  beiden  Kreisen  i  und  k'  gebildet,  die  um  A  mit  den  Radien 
d  +  r  resp.  d  —  r  beschrieben  sind.  Die  zugehörigen  wahren  Um- 
risse, i  und  k,  sind  Schraubenlinien  und  speziell  ist  k  die  Kehl- 
linie. Der  Umriß  der  zweiten  Projektion  umhüllt  die  Aufrisse 
der  von  der  Fläche  umhüllten  Kugeln  und  besteht  daher  aus  zwei 
Parallelkurven  k"  und  r"  der  Sinuslinie  /',  die  erhalten  werden, 
wenn  man  auf  den  Normalen  von  s"  nach  beiden  Seiten  die  Strecke 
r  abträgt.  In  jedem  Gange  zeigen  die  beiden  (kongruenten)  Kurven 
m"  und  ü"  je  zwei  Spitzen  (C",  D"  und  G'\  //"),  in  denen  sie  auf 
die  Evolute  der  Sinuslinie  *"  auftreflfen.  Die  erste  Projektion  der 
wahren  Umrisse  u  und  v  besteht  aus  zwei  herzförmigen,  ge- 
schlossenen Zweigen  u  und  v\  die  sich  gegenseitig  auf  der  Linie 
ÄA"  kreuzen  und  beide  den  zur  ar-Achse  parallelen  Durchmesser 
des  Kreises  s  zur  Symmetrieachse  haben.  Sie  berühren  die  Kreise 
i  und  Ä'  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dieser  Geraden.  Man  findet 
beliebig  viele  Punkte  der  Kurven  u  und  v  auf  folgendem  Wege. 
Sei  M  ein  Punkt  der  Schraubenlinie  s  und  PQ  der  zum  Aufriß 
parallele  Durchmesser  des  um  M  beschriebenen  erzeugenden  Kreises, 
so  liegen  P"  und  Q"  auf  dem  Umriß  der  zweiten  Projektion  und 
P"Q"  ist  eine  Normale  von  s".  Die  erste  Projektion  P'Q'  desselben 
Durchmessers  ist  parallel  zur  :r-Achse  durch  den  Punkt  M'  von  s' 
zu  ziehen  und  endigt  resp.  auf  den  Kurven  u   und  v. 

636.  Ist  eine  Schlangenrohrfläche  nach  dem  Voraus- 
geschickten in  Grund-  und  Aufriß  dargestellt,  so  soll  jetzt  die  Kon- 
struktion der  Lichtgrenze  auf  ihr,  des  Schlagschattens  auf 
der  Grundrißebene  und  auf  der  Fläche  selbst  hinzugefügt 
werden  (Fig.  422). 

Sucht  man  auf  jeder  der  Fläche  einbeschriebenen  Kugel  den 
Lichtgrenzkreis  w  und  den  erzeugenden  Kreis  c  (die  Charakteristik),  so 


schoeiden  sich  diese  in  Gegenpnnkten   /'  und  Q  der  Kugel,   welche 
zngleich    der    Lichtgrenze    auf  der  Schraubenfläche    angehören. 


Die  Ebene  tod  c  steht  senkrecht  zur  Tangente  der  Schraubenlinie  s, 
die  vom  Kugel centnim  3f  beschrieben  wird,  die  Ebene  von  w  normal 
Kum  Lichtstrahl  /.     Hieraus  kann  ihre  Schnittlinie,  d.  i.  der  Durch- 
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messer  PQ  in  Grund-  und  Aufriß  gefunden  werden.   Die  Konstruktion 
nimmt  man   zweckmäßig  an  einer  Hilfskugel  vor,   die  mit  dem  ge- 
gebenen ßadius  r  um  irgend  einen  Punkt  H  des  Raumes  beschrieben 
ist,  und  überträgt  dann  die  Resultate  in  die  Hauptfigur  (in  Fig.  422 
ist  HR  =  Äq  angenommen).     Die  Konstruktion  läßt  sich  aber  noch 
bedeutend  vereinfachen,  indem  man  den  Pol  L  des  Lichtstrahles  in 
TTi  benützt  (599).     Sind  nämlich  P'  und  Q'  die  Grundrisse  der  ge- 
suchten  Lichtgrenzpunkte,   so  gehen  (nach  600)  ihre  Verbindungs- 
linien  P'Z   und    Q^Z   mit   dem   Pole  L  resp.  durch    die   Pole    der 
Tangenten  des  erzeugenden  Kreises  c  in  P  und  Q.     Da  aber  diese 
parallel   sind,   haben  sie  einerlei  Pol  und  die  Linien  FL  und  Q^Zf 
fallen  zusammen  in  den  durch  L  gezogenen  Durchmesser  der  Ellipse  c', 
die  den  Grundriß  von  c  bildet.     Alle  diese  Ellipsen  sind  kongruent 
und  gehen  auseinander  durch  Drehung  um  den  Achsenspurpunkt  A 
hervor.    Wir  zeichnen  eine  derselben  c   mit  dem  Centrum  N'  auf  s' 
und  denken  uns  eine  zweite  um  M'  beschrieben,  deren  Durchmesser 
P'Q'  durch  i  geht.     Wird   letztere   durch   Drehung   um  Ä  mit  c 
vereinigt,  so  geht  der  mitgedrehte  Durchmesser  nunmehr  durch  den- 
jenigen  Punkt  /  des   um  Ä  durch  Z  gelegten   Kreises  i,  der   bei 
der  erwähnten  Drehung  aus  Z  hervorgeht.     Hierdurch  ist  auch  die 
Länge  P'Q'  bestimmt.     Man  teilt  zweckmäßig  die  Kreise  i  und  s\ 
von  Z  und  N'  anfangend,   in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Teile;    sind 
dann  /  und  AT  entsprechende  Teilpunkte,    so  ziehe  man  Jlf  und 
ZAT  und  trage  auf  der  zweiten  Linie  den  auf  der  ersten  gefundenen 
Halbmesser  der  Ellipse  &  von  M'  aus  bis  nach  P'  und  ^  ab.    Man 
erhält   so   Punkte   des    Grundrisses   der   Lichtgrenze.     Um  Punkte 
ihres  Aufrisses  zu  bestimmen,  benützen  wir  die  Hilfskugel  mit  dem 
Centrum  H.    Die  Ebene  ihres  Lichtgrenzkreises  to  habe  e^  zur  ersten 
Spurlinie;  liegt  parallel  zu  PQ  der  gleichbezeichnete  Kugeldurch- 
messer, so  findet  man  seinen  ersten  Spurpunkt  -D^,  aus  ihm  aber 
nach  Größe  und  Richtung  den  Aufriß  P''Q",  der  in  die  Hauptfigur 
zu  übertragen  ist.    Das  Ergebnis  dieser  Konstruktionen  ist  folgendes. 
Die    Lichtgrenze    auf    der    Schlangenrohrfläche    besteht    aus    zwei 
Kurvenzweigen   u   und    v.      Die    Grundrisse   u    und   v    sind   ge- 
schlossen; der  innere  Zweig  u   berührt  den  inneren  Umrißkreis  der 
Fläche   in   den  Endpunkten  des  zu  /'  normalen  Durchmessers,  hat 
den  Pol  Z  zum  Knotenpunkt  und  zeigt  den  gestaltlichen  Typus  der 
Pascal' sehen  Schnecke;  der  äußere  Zweig  v  bildet  ein  Oval  und  be- 
rührt den  äußeren  ümrißkreis  in  den  Endpunkten  des  zu  r  normalen 
Durchmessers,  der  für  beide  Zweige  Symmetrieachse  ist.    Im  Aufriß 
berühren  die  beiden  Zweige  m"  und  v'  der  Lichtgrenze  in  jedem  Gange 
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die  Umrißkurven  je  zweimal  in  Punkten,  die  den  Durchschnitten  von 
u   und  V  mit  den  ersten  Projektionen  jener  Umrisse  entsprechen. 

Der  Grundrißschatten  der  Schraubenlinie  s  ist  eine  verschlungene 
Cykloide  s^,  von  der  ein  im  Punkte  iV^  beginnender,  in  0^  endigender 
Gang  gezeichnet  ist.  Der  Grundrißschatten  der  Schraubenfläche 
wird  einesteils  begrenzt  durch  die  Schatten  c^  und  rf^  der  beiden 
als  Berandung  eines  Ganges  auftretenden  erzeugenden  Kreise  c 
und  d  mit  den  Mittelpunkten  N  und  0,  andernteils  durch  zwei 
Kurven  u^  und  v^,  die  zusammen  die  Hüllkurve  der  Schatten  der 
verschraubten  Kugel  bilden.  Die  Ellipsen  c^  und  d^  sind  kongruent 
und  ihre  Achsen  parallel;  man  bestimmt  sie  als  affine  Kurven  zu 
c  ans  konjugierten  Durchmessern.  Hat  man  femer  für  die  Hilfs- 
kugel mit  dem  Centrum  R  den  Grundrißschatten  als  die  Ellipse  w^ 
konstruiert  (476)  und  denkt  man  sich  eine  mit  w^  kongruente  Ellipse 
so  bewegt,  daß  ihr  Centrum  die  Cykloide  s^  beschreibt,  während 
ihre  große  Achse  beständig  die  Richtung  von  /'  behält,  so  bilden  u^ 
und  v^  zusammen  die  Hüllkurve  aller  ihrer  Lagen.  Einzelne  Punkte 
findet  man  als  Schatten  der  vorher  bestimmten  Lichtgrenzpunkte, 
wie  P  und  Q,  Die  Kurven  u^  und  v^  zeigen  den  gestaltlichen  Typus 
der  Parallelkurven  der  verschlungenen  Cykloide^;  erstere  hat  in  jedem 
Gange  zwei  Spitzen,  letztere  ist  verschlungen.  Durch  die  Spitzen 
von  u^  führen  Lichtstrahlen,  welche  die  Lichtgrenze  u  berühren, 
und  in  jedem  solchen  Berührungspunkte  beginnt  die  Grenzlinie  eines 
Schlagschattens  der  Fläche  auf  sich  selbst  In  unserer  Figur 
wird  nur  ein  solcher  Schatten  sichtbar,  während  ein  zweiter,  im 
Inneren  der  Fläche  gelegen,  nicht  zur  Erscheinung  kommt.  Der 
äußere  Schatten  wird  einerseits  durch  die  Linie  UF  begrenzt,  die 
in  dem  der  Spitze  ü^  entsprechenden  Punkte  U  tangential  von  u 
ausgeht  und  auf  v  in  dem  Punkte  F  endigt,  der  dem  Schnittpunkte 
F^  von  u^  und  v^  entspricht.  Andererseits  bildet  die  Grenze  die 
Linie  XT,  deren  Endpunkte  auf  u  und  v  aus  den  Kreuzungspunkten 
X^  und  Y^  von  v^  mit  u^  und  v^  ermittelt  werden.  Um  die  Kurven 
Z7Fund  XT  mit  genügender  Sicherheit  zeichnen  zu  können,  müssen 
noch  einige  Zwischenpunkte  derselben  konstruiert  werden.  Zu  diesem 
Ende  hat  man  von  geeigneten  erzeugenden  Kreisen  der  Fläche 
Grund-  und  Aufriß,  sowie  den  Grundrißschatten  zu  suchen,  was  am 
leichtesten  mit  Benutzung  konjugierter  Durchmesserpaare  der  be- 
treffenden Ellipsen  geschieht.  Da  die  gesuchten  Kurven  Schatten 
der  Linien  u  und  v  bilden,  so  hat  man  aus  den  Schnittpunkten  von 
u^  und  v^  mit  den  Grundrißschatten  der  erzeugenden  Kreise  Licht- 
strahlen rückwärts  bis  zu  diesen  selbst  zu  verfolgen. 

BOHN  o.  Pafpbritz.   II.  10 
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Schrauben. 

637.  Eine  allseitig  begrenzte  ebene  Fläche  erzeugt  bei  einer 
Verschraubung  nm  eine  zu  ihr  senkrechte  Achse  einen  Körper,  der 
Schraube  heißt.  Wir  nehmen  an,  daß  der  erzeugende  Querschnitt 
der  Schraube  von  einer  geschlossenen  sich  selbst  nicht  schneidenden 
Linie  umgrenzt  sei.  Zu  jeder  Schraube  gehört  eine  Schrauben- 
mutter; es  ist  dies  ein  Körper  mit  einem  schraubenförmigen  Hohl- 
räume, den  die  zugehörige  Schraube  ausftillt,  so  daß  Schraubenmutter 
und  Schraube  von  der  nämlichen  Schraubenfläche  begrenzt  werden. 
Die  Schraube  kann  in  der  Schraubenmutter  eine  Schraubenbewegung 
ausführen,  indem  die  Oberflächen  beider  Körper  aufeinander  gleiten. 
Die  Einteilung  der  Schrauben  erfolgt  nach  den  geometrischen  Eigen- 
schaften dieser  Gleitflächen.  Der  Schraubenkörper  selbst  wird  im 
Gegensatz  zur  Schraubenmutter  öfters  als  Schraubenspindel  be- 
zeichnet. 

Die  technisch  verwendeten  Schrauben  besitzen  meist  einen 
massiven  Kern,  der  von  einem  um  ihre  Achse  beschriebenen  Bo- 
taüonscy linder  begrenzt  wird.  Der  außerhalb  des  Kernes  befindliche 
Teil  des  Schraubenkörpers  heißt  das  Gewinde.  Zur  Charakteri- 
sierung der  Schraube  genügt  die  Angabe  eines  Meridianschnittes, 
dessen  Höhe  in  der  Achsenrichtung  der  Ganghöhe  h  gleich  ist; 
er  werde  begrenzt  auf  einer  Seite  von  der  Achse  a,  unten  und  oben 
von  zwei  Radien  des  Kemcylinders  und  auf  der  anderen  Seite  von 
dem  sog.  Schraubenprofil.  Die  gebräuchlichsten  Profile  sind 
geradlinig  und  werden  von  gleichschenkligen  Dreiecken  oder  von 
Bechtecken  gebildet,  deren  Grundlinien  auf  der  Kemmantellinie 
liegend  sich  in  gleichen  Abständen  folgen  (bei  Dreiecken  können  die 
Grundlinien  unmittelbar  aneinander  stoßen).  Schrauben  mit  drei- 
eckigem Gewindeschnitt  heißen  scharfgängig,  mit  rechteckigem 
flachgängig.  Enthält  das  Profil  auf  eine  Ganghöhe  h  mehrere 
Dreiecke  oder  Bechtecke,  so  sagt  man,  die  Schraube  habe  mehr- 
faches Gewinde. 

638«  Darstellung  einer  flachgängigen  Schraube  mit 
Eigen-  und  Schlagschattengrenzen  (Fig.  423).  Die  Schrauben- 
spindel habe  einen  quadratischen  Gewindeschnitt,  die  Entfernung 
der  Gewindegänge  voneinander  sei  der  Quadratseite  gleich;  femer 
sei  der  Spindel  ein  sechsseitiger  prismatischer  Schraubenkopf  auf- 
gesetzt. Wir  legen  die  Grundrißebene  normal  zur  Schraubenachse. 
Das   Gewinde   wird  von   dem   Kemcy linder,    von   einem   koaxialen 
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Rotationscylinder  und  zwei  geschlossenen  geraden  Regelschrauben- 
flächen begrenzt,  deren  Durcbscbnitte  mit  den  CyliuderSäcben  die 
Gewindekanten  bilden.  Letztere  werden  im  Grundriß  durch  die 
Kreise  i  nnd  k,  im  Aufriß  durch  Sinuslinien  dargestellt;  in  der 
zweiten  Projektion  sind  die  Umrißlinieo  der  Cylinder  hinzuzufügen, 
soweit    sie   auf  dem  Gewinde  hegen,    resp.  sichtbar   sind;    endlich 


Fig.  423. 

zeichne  man  noch  die  Kanten  des  Schraubenkopfes  und  konstruiere 
von  allen  den  genannten  Linien  die  Grundrißschatten  unter  der 
Annahme  paralleler  Lichtstrahlen  {/',  /").  Der  Grundrißscliatten  ist 
über  die  »-Achse  fortgesetzt  Allenthalben  sind  nur  die  in  der  be- 
trefTenden  Projektionsrichtung  sichtbar  werdenden  Elemente  ver- 
zeichnet. Diese  Konstruktionen  bedürfen  nach  dem  Vorausgegangenen 
keiner  Grlänterung  mehr. 
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Die  Lichtgreuze  auf  der  Schraube  setzt  sich  zusammen 
ans  je  zwei  Mantellinien  der  beiden  Cylinder  über  den  Kreisen  i 
und  k  und  der  Lichtgrenze  auf  den  geraden  Begelschraubenflächen, 
die  das  Gewinde  begrenzen.  Letztere  kommt  für  unsere  Figur  nicht 
in  Betracht;  es  würde  von  jedem  Gewindegang,  wenn  man  ihn  für 
sich  allein  betrachtet,  die  Oberseite  ganz  im  Lichte,  die  Unterseite 
ganz  im  Schatten  liegen.  Yon  den  Lichtgrenzlinien  auf  dem  äußeren 
und  auf  dem  Kerncylinder  liegen  die  ersten  Spurpunkte  auf  i  und  k 
in  dem  zu  l  senkrechten  Durchmesser.  Der  Schlagschatten  auf 
der  Schraube  wird  begrenzt  von  den  Schatten  der  äußeren  Rand- 
linien des  Gewindes  auf  den  Kern  und  auf  den  folgenden  (tieferen) 
Gewindegang,  ferner  von  den  Schatten  der  Kanten  des  Schrauben- 
kopfes auf  die  Oberseite  des  Gewindes  resp.  auf  den  äußeren  Cylinder. 
Es  können  ferner  der  Schraubenkopf  auf  den  Kerncylinder  und 
dieser  auf  das  Gewinde  Schlagschatten  werfen;  diese  Schatten 
kommen   indes  in  unserer  Figur  nicht  zu  stände. 

Um  von  einem  Punkte  /  des  äußeren  Gewinderandes  r  den 
Schatten  K  auf  den  Kerncylinder  zu  finden,  beachte  man,  daß  der 
Schatten  der  durch  /  gezogenen  Mantellinie  des  äußeren  Cylinders 
auf  den  inneren  eine  Mantellinie  des  letzteren  wird,  die  man  aus 
dem  Grundriß  sofort  bestimmt.  Auf  ihrer  zweiten  Projektion  liegt 
Z"  so,  daß  /"Z"  II  r  wird.  Durch  Wiederholung  dieser  Konstruktion 
findet  man  Kurvenzüge,  wie  VF,  deren  Endpunkte  auf  dem  inneren 
Gewinderand  liegen  {U  ist  in  der  Figur  nicht  sichtbar).  An 
diese  schließen  sich  Schlagschattengrenzen  auf  der  Oberseite  des 
Gewindes  an,  z.  B.  FJF,  die  auf  dem  Außenrande  endigen.  Man  be- 
stimmt  zuerst  diese  Endpunkte,  z.  B.  JF,  aus  den  Überschneidungen 
{W^)  der  Grundrißschatten  r^  und  s^  zweier  Randschraubenlinien. 
Um  auf  einer  Erzeugenden  ZM  der  Regelschraubenfläche  den  Punkt 
N  der  Kurve  FJF  zu  finden,  geht  man  von  iV^^  =  r^X  LiMi^  ^^^^ 
Analog  sind  die  Schlagschatten  der  Kanten  des  Schraubenkopfes 
ermittelt;  in  der  Figur  ist  die  Linie  XY  auf  dem  äußeren  Cylinder 
ein  solcher. 

639.  Darstellung  einer  scharfgängigen  Schraube  mit 
Eigen-  und  Schlagschattengrenzen  (Fig.  424).  Die  Dreiecke 
des  Gewindeschnittes  mögen  mit  ihren  Grundlinien  aneinander 
stoßen;  die  Ganghöhe  sei  der  Grundlinie  gleich,  das  Gewinde  also 
einfach.  Auf  der  Spindel  mag  wieder  ein  sechsseitiger  prismatischer 
Kopf  sitzen.  Das  Gewinde  wird  von  zwei  schiefen,  geschlossenen 
Regelschraubenflächen   begrenzt,    die  sich  in  zwei  Schraubenlinien, 
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der  äußeren    und    inneren  Gewindekante  r  und  s  treffen;    letztere 
liegt  auf  dem  Kemcylinder. 

Stellen  wir  wie  vorher  die  Grundrißebene  normal  zur  Schrauben- 
achae  a,  so  werden  die  beiden  Gewindekauten  in  TT,  durch  kon- 
ceutrische  Ereise  um  A,  in  TTj  durch  Sinuslinien  in  bekannter  Weise 


Fig.  424. 

dargestellt.  Der  Umriß  der  zweiten  Projektion  ist  fUr  die  oben 
genannten  beiden  Regelschraubenflächen  nach  621  genau  beRtimmbar. 
Da  aber  im  vorliegenden  Falle  die  beiderlei  Projektionen  der  ümriß- 
kurven,    soweit   sie  in   Erscheinung  treten,    nahezu  geradlinig  ver- 
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laufen^  so  genügt  eine  angenäherte  Konstruktion.  Man  bestimme 
nämlich  nach  dem  in  600  gegebenen  Verfahren  auf  den  Gewinde- 
kanten r  und  s  (und  zwar  im  Grundriß)  die  Punkte  des  Umrisses 
für  die  zweite  Projektion,  übertrage  sie  in  den  Au&iß  und  verbinde 
je  zwei  zusammengehörige  Punkte  durch  gerade  Linien.  Im  Aufriß 
fallen  diese  geraden  Linien  annähernd  mit  den  gemeinsamen  Tan- 
genten der  beiden  Sinuslinien  r"  und  s"  zusammen,  die  die  Gewinde- 
kanten repräsentieren.  Zu  besserer  Verdeutlichung  der  Lage  und 
der  Sichtbarkeit  der  Umrißlinien  ist  in  Fig.  426  ein  Teil  der  Aufriß- 
figur in  beträchtlicher  Vergrößerung  gezeichnet;  für  die  Scheitel 
der  Linien  r"  und  s"  sind  die  Krümmungscentra  J  und  K  an- 
gegeben; durch  gestrichelte  Linien  ist  der  im  Hauptmeridian  ge- 
dachte Gewindeschnitt  dargestellt.  In  derselben  Figur  sind  gleich- 
zeitig die  Einzelheiten  des  Aufrisses  der  zu  unserer  Schraube 
gehörigen  Schraubenmutter  gezeichnet.  Die  zu  ihr  gehörigen  Elemente 
sind  von  den  entsprechenden  der  Schraube  selbst  durch  den  Index  1 
unterschieden  und,  um  beide  auseinander  zu  halten,  ist  die  eine  Figur 
ein  Stück  seitwärts  geschoben. 

Die  Lichtgrenze  auf  der  Schraube  (die  unter  der  gewöhn- 
lichen Annahme:  l^Vx  =  /_  V'x  =  45®  konstruiert  werden  mag)  setzt 
sich  aus  den  Lichtgrenzkurven  der  beiden  schiefen  Kegelflächen  zu- 
sammen, die  das  Gewinde  nach  oben  und  unten  begrenzen.  Ihre 
genaue  Konstruktion  erfolgt  nach  622 ;  aber  auch  hier  genügt  eine  an- 
genäherte Konstruktion  mit  Hilfe  gerader  Linien,  die  die  Kurven  selbst 
ersetzen  können.  Man  bestimme  also  wiederum  nur  die  Punkte  der 
Lichtgrenze  auf  den  Gewindekanten  r  und  s  nach  600,  und  verbinde 
die  zusammengehörigen  Punkte,  z.  B.  X"  und  T",  geradlinig.  Die 
Lichtgrenzlinien  auf  der  oberen  Gewindefläche  fallen  sehr  nahe  an 
den  Umriß  der  zweiten  Projektion  und  liegen  außerdem  im  Schlag- 
schatten der  Schraube  auf  sich  selbst,  so  daß  es  zweckmäßig  er- 
schien, sie  nicht  besonders  anzugeben.  Im  Hinblick  auf  Fig.  424 
bedarf  es  nach  dem  Gesagten  keiner  Erläuterung  mehr,  um  den 
Grundrißschatten  der  Schraube  entwerfen  zu  können. 

Der  Schlagschatten  der  Schraube  auf  sich  selbst  wird 
begrenzt  von  den  Schatten  der  Lichtgrenzlinien  der  unteren  Gewinde- 
fläche auf  die  obere  des  folgenden  (tieferen)  Ganges  und  von  den 
Schatten  der  äußeren  Gewindekante  r.  Dazu  treten  die  Schatten 
der  Kanten  des  Schraubenkopfes  auf  die  Oberseite  des  Gewindes, 

Um  auf  einer  Erzeugenden  MN  der  oberen  Gewindefläche  den 
Punkt  0  der  Schlagschattengrenze  zu  ermitteln,  zeichne  man  M'N'y 
M"N"  und  M^N^,   gehe   von   dem   Uberschneidungspunkte    0^   der 
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Geraden  M^N^  mit  dem  Grimdrißscbattea  der  scbattengebendea 
Linie  aas  und  verfolge  den  zugehörigen  LichtstraU  in  seinen  beiden 
Projektionen  bis  zur  Erzeugenden  MN  zurück.  Auf  diese  Art 
findet  man  alle  Kurvenzilge,  wie  XZ  und  ÜFff^,  die  zur  Begrenzung 
dee  Schlagschattens  gehören.  Man  hat  sein  Augenmerk  vomehmlich 
auf  die  Anfangs-  und  Endpunkte  dieser  Linien  zu  richten.  Die 
Linie  XZ  rührt  als  Schatten  von  der  Lichtgrenze  XY  und    einem 


Pig.  425. 

Teile  der  äußeren  Gewindekäute  her,  die  gebrochene  Linie  UFff 
bildet  den  Schatten  zweier  ünterkanten  des  Schraubenkopfes,  speziell 
F  den  einer  Ecke  desselben. 

640.  Darstellung  der  Schraubenmutter  einer  scharf- 
gängigen  Schraube  mit  Eigen-  und  Schlagschatten  (Fig.  425). 
Für  die  Schraube  und  ihre  Lage  gegen  die  Projektionsebenen  mögen 
ebenso   wie  für  die  Lichtstrahlen   dieselben  Annahmen   gelten,  wie 
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YOrhin.  Die  Schraubenmutter  aber  denken  wir  uns  durch  die  Haupt- 
meridianebene (ilTTg)  gehälftet  und  zeichnen  nur  ihre  hintere,  nach 
dem  Beschauer  zu  geöffnete  Hälfte  mit  zwei  Gängen;  den  KSrper, 
aus  welchem  sie  ausgehöhlt  ist,  denken  wir  uns  durch  die  Ebene  TT^ 
und  eine  parallele  Ebene,  sowie  durch  ein  regelmäßiges  sechsseitiges 
Prisma  begrenzt,  dessen  eine  Seitenfläche  ||  TT^  liegen  mag. 

Da  das  darzustellende  Gebilde  in  seinen  wesentlichen  Teilen 
mit  dem  vorhin  betrachteten  ttbereiustimmt,  so  ist  in  Bezug  auf 
die  Konstruktion  des  Grund-  und  Aufrisses,  sowie  des  Grund- 


Fig.  426. 

rißachattens  nichts  neues  zu  bemerken.  Wegen  der  Details  im 
Au&i&  ist  auf  Fig.  426  zu  verweisen.  Die  Bandlinien  bestehen  aus 
den  archimedischen  Spiralen  CD  und  FG  und  den  sie  verbindenden 
vierfach  gebrochenen  Linien  von  C  bis  G  und  D  bis  F,  die  den 
Hauptmeridianschnitt  des  Gewindes  bilden.  Die  Lichtgrenze  auf 
der  Gewindefläcbe  im  Inneren  besteht  aus  den  beiden  Teilknrven, 
die  der  oberen  und  unteren  Gewindefläche  entsprechen  und  wird 
wie  vorher  bestimmt;  sie  wird  nur  auf  der  unteren  Seite  sichtbar. 
Auch    die   Verzeichnung    der    Schlagschattengrenzen    auf  der 
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Innenfläche  erfolgt  ganz  analog  dem  früheren.  Diese  Grrenzkurven 
sind  teils  Schatten  der  inneren  Gewindekante  s,  teils  Schatten  der 
Kanten  des  Gewindeschnittes  im  Hauptmeridian.  Ihre  Punkte  werden 
auf  ICrzeugenden  (z.  B.  MN)  der  betreflfenden  Schraubenflächen  ge- 
funden, indem  man  ihre  Grundrißschatten  mit  denen  der  schatten- 
werfenden Kurven  schneidet  (z.  B.  in  OJ  und  den  zugehörigen  Licht- 
strahl zurück  verfolgt. 


ELFTES   KAPITEL. 


Die  Flächen  zweiten  Grades. 

Pole  und  Polarebenen,  Durchmesser  und  Diametralebenen;  Achsen. 

641.  Unseren  Ausgangspunkt  bildet  die  Definition :  eineFläche 
2.  Grades  wird  von  jeder  Ebene  in  einem  Kegelschnitte 
(Ellipse,  Parabel.  Hyperbel,  Geradenpaar)  geschnitten,  falls  diese 
Ebene  mit  der  Fläche  überhaupt  eine  reelle  Kurve  gemein 
hat.  Sehen  wir  von  Kegel-  und  Cylinderflächen  ab,  so  haben  wir  in 
der  Kugel  und  in  den  Rotationsflächen  2.  Grades  spezielle  Beispiele 
unserer  Flächen.  Aus  der  Definition  können  wir  unmittelbar  folgern, 
daß  jede  Gerade  die  Fläche  in  zwei  Punkten  trifft,  falls 
sie  überhaupt  reelle  Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Denn  eine  Ebene 
durch  diese  Gerade  schneidet  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte, 
auf  dem  auch  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Fläche  liegen 
müssen.  Die  beiden  reellen  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer 
Fläche  2.  Grades  können  auch  zusammenfallen,  dann  wird  die  Gerade 
zur  Tangente  und  der  Punkt  zum  Berührungspunkte. 

Die  Eigenschaft,  daß  eine  Fläche  2.  Grades  von  jeder  Geraden 
in  zwei  reellen  oder  konjugiert  imaginären  Punkten  getroffen  wird, 
wird  meistens  bei  der  Definition  und  Behandlung  der  Flächen  2.  Grades 
an  die  Spitze  gestellt;  es  bleibt  dann  immer  zu  zeigen,  daß  jede 
ebene  Kurve  ein  Kegelschnitt  ist,  wenn  sie  von  jeder  Geraden  in  zwei 
reellen  oder  konjugiert  imaginären  Punkten  geschnitten  wird.  Wir 
wollen  die  imaginären  Punkte  nicht  direkt  in  die  Definition  der 
Flächen  2.  Grades  aufiiehmen,  umso  weniger,  als  wir  erst  im  An- 
schlüsse an  die  Kegelschnitte,  allerdings  unabhängig  davon,  die  De- 
finition der  konjugiert  imaginären  Punkte  gegeben  haben  (348). 
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643.  Durch  einen  Ebenenbüschel  wird  auf  einer  Fläche  2.  Grades 
ein  System  von  Kegelschnitten  bestimmt;  trifft  die  Achse  dieses 
Büschels  die  Fläche  in  zwei  reellen  Punkten  P  und  Q,  so  gehen 
alle  Kegelschnitte  durch  diese  Punkte  hindurch.  Zwei  Punkte  der 
Geraden  PQ,  welche  die  Sehne  PQ  harmonisch  teilen,  sind  (nach 
284)  konjugiert  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Fläche  2.  Grades^ 
die  durch  PQ  gehen.  Man  nennt  deshalb  zwei  Punkte  kurzer- 
hand konjugierte  oder  harmonische  Pole  der  Fläche 
2.  Grades,  wenn  sie  zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbin- 
dungslinie mit  der  Fläche  harmonisch  liegen.  Diese  Defini- 
tion bezieht  sich  zunächst  nur  auf  Punktepaare,  deren  Verbindungs- 
linie die  Fläche  in  reellen  Punkten  schneidet;  sie  muß  indes  in 
analoger  Weise  wie  bei  den  Kegelschnitten  yerallgemeinert  werden 
(vergl.  288). 

Die  Polaren  eines  Punktes  Ä  in  Bezug  auf  zwei  Kegelschnitte 
k  und  l  unserer  Fläche,  deren  Ebenen  A  enthalten',  schneiden  sich 

in  einem  Punkte  B,  Treffen  sich 
k  und  l  in  zwei  reellen  Punkten  B^ 
und  jBg,  so  gehen  die  Polaren  von 
A  durch  den  Punkt  -B,  der  mit  Ä 
zusammen  die  Sehne  B^B^  harmo- 
nisch teilt.  Treffen  sich  k  und  / 
nicht,  d.  h.  schneiden  sich  ihre 
Ebenen  in  einer  Geraden  «,  die  mit 
unserer  Fläche  keine  reellen  Punkte 
gemein  hat,  so  machen  wir  folgende 
Überlegung.  Sei  (in  Fig.  427)  C^  ein 
Punkt  von  k  und  J9j  ein  Punkt 
von  /,  so  schneidet  die  Ebene  ÄC^D^ 
die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte 
m  und  die  Kurven  k  und  /  in  je 
einem  weiteren  Punkte  C^  resp.  D^y 
die  auf  m  liegen.  Sind  die  Punkte 
C^CgJC  harmonisch  und  ebenso  auch 
die  Punkte  B^B^AD,  so  ist  CB  die 
m.  Wir  legen  nun  weiter  durch  A 
einen  Strahl  der  m  in  JS'^  und  E^  trifft  und  durch  ihn  eine  Ebene, 
die  mit  unserer  Fläche  einen  Kegelschnitt  n  gemein  hat.  Diese 
Ebene  kann  aber  stets  so  gewählt  werden,  daß  sie  sowohl  l  in  zwei 
reellen  Punkten  Fy^  und  F^^  als  auch  k  in  zwei  reellen  Punkten  G^ 
und  G^  schneidet.     Es  ist  das  z.  B.  der  Fall,  wenn  die  Ebene  durch 


Fig.  427. 

Polare   von  A   in   Bezug   auf 
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n  mit  der  Ebene  durch  m  einen  sehr  kleinen  Winkel  einschließt, 
weil  sie  dann  aus  den  Ebenen  von  k  und  l  Geraden  ausschneidet, 
die  sehr  nahe  bei  C^C^  resp.  B^B^  liegen,  also  k  resp.  l  in  reellen 
Punkten  treffen.  Sind  F^F^ÄF  und  ebenso  G^G^AG  harmonisch, 
so  ist  FG  die  Polare  von  Ä  in  Bezug  auf  ti,  und  es  treffen  sich 
die  Polaren  CD  und  FG  von  Ä  in  Bezug  auf  m  und  n,  da  sich  m 
und  n  m  E^  und  E^  schneiden.  Schneiden  sich  aber  CJD  und  FGj 
so  thun  dies  auch  die  Geraden  CF  und  J9(?,  d.  h.  die  Polaren  von 
Ä  in  Bezug  auf  k  und  /,  und  damit  ist  unsere  Behauptung  er- 
wiesen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar:  Die  Polaren  eines  Punktes  Ä 
in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Fläche  2.  Grades, 
deren  Ebenen  durch  ihn  hindurchgehen,  liegen  in  einer 
Ebene  A.  Man  nennt  Ä  den  Pol  der  Ebene  A,  und  A  die 
Polarebene  des  Punktes  Ä  in  Bezug  auf  die  Fläche.  Je 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Verbindungslinie  durch  Ä 
geht,  werden  durch  J  und  A  harmonisch  getrennt.  Die  Be- 
rührungspunkte aller  von  A  an  die  Fläche  gelegten  Tan- 
genten liegen  —  falls  es  überhaupt  solche  Tangenten  giebt  — 
auf  dem  Kegelschnitte,  in  dem  seine  Polarebene  A  die 
Fläche  schneidet.  Schneidet  umgekehrt  A  die  Fläche  in 
einem  Kegelschnitte,  so  geht  die  Tangentialebene  in  jedem 
seiner  Punkte  durch  A  hindurch. 

Liegt  der  Punkt  A  auf  der  Fläche,  so  ist  seine  Polarebene  A 
nichts  anderes  als  die  Tangentialebene  im  Punkte  A.  Liegt  der 
Punkt  A  beliebig,  so  erhält  man  seine  Polarebene,  indem  man  drei 
Strahlen  durch  A  zieht,  die  die  Fläche  in  den  Punktepaaren  C^C,, 
D^D^i  ^\J^2  ^®^P-  schneiden;  dann  liegen  CjJ9j  X  C^JD^,  ^1^2  ^  ^2-^v 
C^E^  X  C^E^,  C\E\  X  Cj^i,  A^'i  X  ^2^2 y  ^d  D^E^  X  D^E^  auf 
der  gesuchten  Polarebene  von  A. 

648.  Ein  Punkt  A  und  ein  beliebiger  Punkt  £  seiner  Polar- 
ebene A  heißen  konjugierte  oder  harmonische  Pole  in  Bezug 
auf  die  Fläche  2.  Grades;  sie  sind  harmonische  Pole  in  Bezug  auf 
jeden  Kegelschnitt  der  Fläche,  dessen  Ebene  AB  enthält,  denn  die 
Polaren  von  A  in  Bezug  auf  diese  Kegelschnitte  gehen  durch  £,  da 
sie  alle  in  der  Polarebene  A  von  A  liegen,  wie  soeben  bewiesen 
wurde.  Hierbei  ist  es  gleichgültig,  ob  AB  die  Fläche  schneidet 
oder  nicht. 

Die  Punkte  einer  beliebigen  Geraden  ordnen  sich  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  2.  Grades  paarweise  zu  harmonischen  Polen  an.  Die 
auf  einer   Geraden  ^  liegenden    Paare   harmonischer  Pole 
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bilden  zwei  involutorische  Reihen.     Denn  legt  man  durch  die 
Gerade  ^   eine   Ebene,    die   die  Fläche  in  einem   Kegelschnitte    k 
schneidet,  so  sind  jene  Paare  auch  harmonische  Pole  in  Bezag  auf 
kj  woraus  nach  289  folgt,  daß  sie  zwei  involutorische  Beihen  bilden. 
Schneidet  die  Gerade  ff  die  Fläche,    so  gehören  die  Paare  harmo- 
nischer Pole  auf  ihr  ungleich  laufenden  involutorischen  Reihen    an, 
deren  Doppelpunkte  die  Schnittpunkte  von  ff  mit  der  Fläche   sind. 
Schneidet   die   Gerade  ff  die   Fläche   nicht  in  reellen  Punkten,    so 
bilden  die  Paare  harmonischer  Pole  auf  ihr  gleichlaufende  involu- 
torische   Reihen,     deren    Doppelpunkte    konjugiert    imaginär    sind 
(vergl.  348);  sie  stellen  die  konjugiert  imaginären  Schnittpunkte  von 
ff  mit  der   Fläche   dar.     Jede    Gerade    schneidet    somit    die 
Fläche  2.  Grades   in  zwei  reellen   oder  konjugiert   imagi- 
nären Punkten. 

Geht  die  Polarebene  A  des  Punktes  Ä  durch  den  Punkt 
-ff,  so  geht  auch  dessen  Polarebene  B  durch  Ä,  Denn  da  B 
in  A  liegt,  sind  Ä  und  £  harmonische  Pole  und  es  muß  auch  Ä  in 
der  Polarebene  von  B  liegen. 

644.  Beschreibt  ein  Punkt  Ä  eine  Gerade  y^,  so  dreht 
sich  seine  Polarebene  A  um  eine  Gerade  ff^;  beschreibt 
umgekehrt  ein  Punkt  B  die  Gerade  ff^,  so  dreht  sich  seine 
Polarebene  B  nm^^.  Sind  nämlich  f  und  A  zwei  Ebenen  durch 
^1  und  C  und  B  ihre  Pole,  so  geht  die  Polarebene  A  eines  be- 
liebigen Punktes  Ä  von  ^^  durch  CB  =  ff^.  Denn  da  die  Polar- 
ebenen r  von  C  und  A  von  B  durch  A  gehen,  muß  auch  die  Polar- 
ebene A  von  Ä  durch  C  und  B  gehen.  Daraus  folgt  dann  weiter, 
daß  auch  die  Polarebene  B  eines  Punktes  B  von  CB  den  beliebigen 
Punkt  A  von  ff^  enthält,  da  jff  in  A  liegt. 

Die  Punktreihe  auf  ff^  ist  projektiv  zu  dem  Büschel 
der  zugehörigen  Polarebenen  durch  ff^  und  die  Punktreihe 
auf  ^2  ebenso  zu  dem  Büschel  der  entsprechenden  Polar- 
ebenen durch  ff^.  Denn  die  Ebenen  durch  ff^  schneiden  ff^  in 
Punkten,  die  mit  den  Polen  der  bezüglichen  Ebenen  Paare  harmo- 
nischer Pole  bilden ;  diese  Punktepaare  aber  gehören  involutorischen, 
also  projektiven  Punktreihen  an.  Dieser  Beweis  ist  natürlich  nur 
dann  richtig,  wenn  ff^  und  ff^  sich  nicht  schneiden;  schneiden  sich 
dagegen  ff^  und  ff^  in  einem  Punkte  S,  so  schließen  wir  in  folgender 
Weise.  Auf  einer  beliebigen  Geraden  A^  schneidet  der  Ebenen- 
büschel mit  der  Achse  ff^  eine  zu  ihm  projektive  Punktreihe  aus; 
die  zu  den  Punkten  dieser  Reihe  gehörigen  Polarebenen  bilden  einen 
dazu  projektiven  Ebenenbüschel  mit  der  Achse  A^.    Die  Ebenen  des 
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letzteren  Büschels  schueiden  aber  g^  in  den  zu  den  Ebenen  des 
ersteren  Büschels  gehörigen  Polen,  die  ja  auf  ^^  liegen  müssen;  der 
Büschel  der  Ebenen  durch  g^  ist  somit  projektiv  zu  der  Punkt- 
reihe ihrer  Pole  auf  g^, 

645.  Zwei  Geraden  g^  und  g^  heißen  konjugierte  oder 
harmonische  Polaren  in  Bezug  auf  eine  Fläche  2.  Grades, 
wenn  jede  von  ihnen  die  Achse  eines  Büschels  von  Ebenen 
bildet,  deren  Pole  auf  der  anderen  liegen.  Schneidet  also 
die  Gerade  g^  die  Fläche  in  zwei  Punkten,  so  gehen  die  Tangential- 
ebenen in  diesen  Punkten  durch  g^.  Zu  jeder  Geraden  giebt  es 
eine  harmonische  Polare;  zwei  beliebige  Punkte  dieser  Geraden 
bilden  ein  Paar  harmonischer  Pole.  Sind  g^  und  g^  zwei  harmo- 
nische Polaren,  so  ordnen  sich  die  Punkte  der  Fläche  paarweise 
derart  zusammen,  daß  ihre  Verbindungslinie  sowohl  ^^  wie  g^ 
schneidet;  außerdem  werden  solche  Punktepaare  durch  g^  und  g^ 
harmonisk  getrennt. 

Schneiden  sich  zwei  harmonische  Polaren  g^  und  g^  in  einem 
Punkte  Ä,  so  ist  ihre  Ebene  Z  eine  Tangentialebene  der  Fläche 
2.  Grades  und  ihr  Schnittpunkt  S  der  Berührungspunkt.  Denn  8 
liegt  sowohl  auf  g^  wie  auf  g^ ,  seine  Polarebene  Z  enthält  also  g^ 
und  g^.  Legen  wir  also  durch  8  eine  beliebige  Ebene,  die  Z  in  ^ 
und  die  Fläche  in  k  schneidet,  so  ist  S  der  Pol  von  t  in  Bezug  auf 
Ä,  und  da  8  auf  t  liegt,  so  ist  t  eine  Tangente  von  h  und  8  ihr 
Berührungspunkt;  t  berührt  somit  auch  die  Fläche  in  5. 

Beschreibt  g^^  einen  Büschel  mit  dem  Scheitel  8,  so  be- 
schreibt ihre  harmonische  Polare  ^^  einen  dazu  projektiven 
Büschel  mit  dem  Scheitel  T\  die  Ebene  T  des  ersteren  Büschels 
ist  die  Polarebene  von  T,  die  Ebene  Z  des  zweiten  Büschels  die 
Polarebene  von  8,  In  der  That  gehört  zu  jeder  Geraden  durch 
S  eine  harmonische  Polare,  die  in  der  Polarebene  Z  von  8  liegt, 
und  zu  jeder  Geraden  der  Ebene  T  eine  harmonische  Polare,  die 
den  Pol  T  von  T  enthält.  Ferner  wird  eine  Gerade  in  der  Ebene 
T  von  dem  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  8  in  den  Punkten  einer 
Reihe  geschnitten,  deren  Polarebenen  einen  dazu  projektiven  Büschel 
bilden  und  aus  Z  die  harmonischen  Polaren  zu  den  Strahlen  des 
erstgenannten  Büschels  ausschneiden,  was  unsere  Behauptung  beweist. 

Liegen  zwei  Strahlbüschel,  deren  entsprechende  Strahlen  har- 
monische Polaren  in  Bezug  auf  die  Fläche  2.  Grades  sind,  in  der 
nämlichen  Ebene,  so  müssen  auch  ihre  Scheitel  zusammenfallen, 
denn  für  Z  =  T  wird  auch  8=  T.     Wir  erkennen  daraus,  daß  die 


158 


Die  Flächen  zweiten  Grades, 


Tangenten  in  einem  Punkte  der  Fläche  sich  in  Paare  har- 
monischer Polaren  anordnen,  die  zwei  inyolutorische 
Strahlbüschel  bilden.  Giebt  es  hier  zwei  Doppelstrahlen —  also 
solche ,  die  mit  ihren  harmonischen  Polaren  zusammenfallen  —  so 
müssen  dieselben  ganz  auf  der  Fläche  liegen.  Sind  dagegen  die 
involutorischen  Strahlbüschel  gleichlaufend,  so  definieren  sie  zwei 
konjugiert  imaginäre  Doppelstrahlen,  die  als  auf  der  Fläche  liegend 
anzusehen  sind.  Eine  Fläche  2.  Grades  wird  also  von  jeder 
Tangentialebene  in  zwei  reellen  oder  konjugiert  imaginären 
Geraden  geschnitten;  im  letzteren  Falle  hat  die  Tangentialebene 
nur  einen  reellen  Punkt,  den  Berührungspunkt,  mit  der  Fläche  gemein. 
Diese  Punkte  sind  von  elliptischer^  jene  von  hyperbolischer 
Krümmung. 

646«  Je  zwei  beliebige  ebene  Schnitte  k  und  l  einer 
Fläche  2.  Grades  liegen  in  doppelter  Weise  perspektiv;  die 
Schnittlinie  beider  Ebenen  und  die  Verbindungslinie  der 
beiden   Perspektivitätscentra    sind    harmonische   Polaren. 

Ist  g^  die  Schnittlinie  der 
Ebenen  von  k  und  /,  und 
dreht  man  die  Ebene  von  / 
umy^  bis  sie  mit  der  anderen 
sich  deckt,  so  liegen  k  und 
Iqj  die  gedrehte  Kurve  /,  nach 
356  in  zweifacher  Art  per- 
spektiv, denn  sie  bestimmen 
auf  ^j  die  nämliche  Involution 
harmonischer  Pole.  Daraus 
folgt  aber,  daß  auch  k  und  / 
zweifach  perspektiv  liegen 
und  es  mögen  in  Fig.  428 
die  Punkte  0^  und  0^  die 
Centren  f&r  die  beiden  Lagen 
sein.  Eine  beliebige  Ebene 
durch  Oj  Og  =  g^  schneide  k 
in  C  und  B,  l  in  E  und  F,  g^  in  H  und  die  Fläche  2.  Grades 
in  der  Kurve  m.  Dann  bilden  die  Punkte  II  =  CD  x  EP^ 
0^=^  CE  X  DE,  0^  =  CFx  DE  ein  Polardreieck  des  Kegelschnittes 
m]  i/  ist  also  der  Pol  von  0^0^  in  Bezug  auf  m,  d.  h.  die  Polar- 
ebene von  //  in  Bezug  auf  die  Fläche  geht  durch  0^0^,  Da  Gleiches 
für  jeden  Punkt  von^j  gilt,  so  sind^^  und/Zg  harmonische  Polaren; 
zugleich  sind  die  Centra  0^  und  0^  harmonische  Pole  unserer  Fläche. 


Fig.  428. 
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In  der  Figur  sind  der  Umriß  u  der  Fläche  und  in  der  Umrißebene 
die  Spuren  Aj,  /j,  m^  der  Ebenen  durch  ä,  /,  m  hinzugefügt. 

Legt  man  umgekehrt  durch  einen  Kegelschnitt  k  auf  der  Fläche 
2.  Grrades  eine  Eegelfläche  mit  dem  beliebigen  Scheitel  0^,  so 
durchdringt  sie  die  Fläche  noch  in  einem  zweiten  Kegelschnitte  /. 
Denn  ist  Qj  die  Polarebene  von  0^  und  C  ein  Punkt  von  ä,  ist  femer 
Oj(7xQi=Q  ^^^  liegen  O^QCE  harmonisch,  so  ist  E  ein  Punkt 
von  /.  Daraus  ersieht  man,  daß  die  ganze  Kurve  /  in  derjenigen 
Ebene  liegt,  die  mit  der  Ebene  von  k  zusammen  0^  und  Q^  harmo- 
nisch trennt,  d.  h.  jeder  Strahl  durch  0^  triflft  die  Ebenen  von  k 
und  /  in  Punkten^  die  von  0^  und  Qj  harmonisch  getrennt  werden. 

647.  Zwei  Ebenen,  von  denen  jede  den  Pol  der  anderen 
bezüglich  der  Fläche  2.  Grades  enthält,  heißen  konjugierte 
oder  harmonische  Polarebenen  dieser  Fläche.  Sie  sind 
auch  harmonische  Polarebenen  in  Bezug  auf  jeden  Tan- 
gentenkegel der  Fläche,  dessen  Scheitel  auf  ihrer  Schnitt- 
linie liegt.  Sind  nämlich  A  und  B  die  Ebenen,  A  und  B  ihre 
Pole,  so  sind:  A  X  B  =  ^^  und  AB  :=  ff^  harmonische  Polaren  in 
Bezug  auf  die  Fläche.  Ist  femer  0  auf  g^  der  Scheitel  eines 
Tangentenkegels,  so  liegt  seine  Berührungskurve  k  in  der  Polar- 
ebene Q  von  0,  die  auch  AB  =  ff^  enthält.  Da  nun  A  und  A  Pol 
und  Polarebene  in  Bezug  auf  die  Fläche  sind,  so  sind  auch  A  und 
und  A  X  Q  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  ä.  OA  und  A  sind  dem- 
nach Polstrahl  und  Polarebene  in  Bezug  auf  den  Tangentenkegel, 
und  ebenso  verhält  es  sich  mit  OB  und  B;  A  und  B  sind  harmo- 
nische Polarebenen  für  diesen  Kegel,  da  jede  den  Polstrahl  der 
anderen  enthält  (vergl.  486). 

Die  durch  eine  Gerade  ff  gehenden  Paare  harmonischer 
Polarebenen  bilden  zwei  involutorische  Ebenenbüschel. 
Denn  sie  schneiden  auf  der  harmonischen  Polaren  von  ff  involuto- 
rische Punktreihen  aus,  deren  Paare  harmonische  Pole  der  Fläche  sind. 

648.  Je  zwei  beliebige  Tangentenkegel  K  und  A  einer 
Fläche  2.  Grades  liegen  in  doppelter  Weise  perspektiv. 
Dabei  soll  die  Perspektive  Lage  von  K  und  A  bedeuten,  daß  sich 
ihre  Tangentialebenen  einander  so  zuordnen  lassen,  daß  sie  sich  in 
Geraden  einer  Ebene  schneiden,  die  wir  als  Perspektivitätsebene 
bezeichnen.  Es  kann  dieses  Resultat  leicht  aus  646  abgleitet  werden. 
Sind  nämlich  K  und  Z  die  Scheitel  und  k  und  l  die  Berühmngs- 
kurven  der  Kegel  K  und  A  und  ist  0^  ein  Perspektivitätscentrum 
für  k  und  /,  so  liegt  jeder  Punkt  von  k  mit  einem  Punkte  von  l 
auf  einem  Strahle  durch  0^.     Trifft  nun  ein  solcher  Strahl  durch  0^ 
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die  Kurven  k  und  l  in  den  Punkten  C  und  E,  so  schneiden  sich 
die  zugehörigen  Tangentialebenen  unserer  Fläche  in  der  harmo- 
nischen Polaren  zu  CE,  die  in  der  Polarebene  Qj  von  0^  liegt.  Diese 
Tangentialebenen  sind  aber  zugleich  Tangentialebenen  der  Kegel  K  und 
A  respektive;  sie  berühren  diese  Kegel  längs  der  Mantellinien  JTC  resp. 
LEj  die  in  der  nämlichen  Ebene  durch  KL  liegen.  Denn  KL  und 
CE  schneiden  sich,  da  ihre  konjugierten  Polaren  beide  in  Qj  liegen. 
Bezeichnen  wir  also  je  zwei  sich  schneidende  Mantellinien  von  K  und 
A  als  entsprechend,  und  ebenso  die  Tangentialebenen  in  ihnen, 
sowie  ihre  Punkte  auf  k  und  /  respektive,  so  können  wir  folgendes 
Resultat  aussprechen.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
von  k  und  l  bilden  zwei  Kegelflächen  mit  den  Scheiteln  0^  und  O^ 
respektive,  die  Schnittlinien  entsprechender  Tangentialebenen  von  K 
und  A  umhüllen  zwei  Kegelschnitte,  die  in  den  Polarebenen  von  O^ 
und  Og  respektive  liegen.  Denn  die  Tangentialebenen  von  K 
schneiden  Q^  in  den  Tangenten  des  Kegelschnittes  u^  in  dem  sich 
K  und  Qj  schneiden;    die   Tangentialebenen  von  A  gehen  ebenfalls 

durch    die     Tangenten 


^<^ 


von  1/,  so  daß  u  auch 
auf  A  liegt. 

649.  Wählt  man 
emen  beliebigen  Punkt 
Ä  und  in  seiner  Polar- 
ebene A  einen  be- 
liebigen Punkt  jB,  so 
daß  seine  Polarebene 
B  durch  Ä  geht,  und 
endlich  auf  der  Schnitt- 
linie von  A  und  B  einen 
beliebigen  Punkt  C, 
dessen  Polarebene  V 
natürlich  Ä  und  B  ent- 
halt, so  ist  der  Schnitt- 
punkt D  der  drei  Ebenen  A,  B,  T  der  Pol  der  Ebene  ABC  =  A. 
Die  vier  Punkte  A^  £,  C,  B  sind  die  Ecken  und  die  vier  Ebenen 
A,  B,  r,  A  die  Seitenflächen  eines  Tetraeders,  das  wir  ein  Polar- 
tetraeder  unserer  Fläche  nennen.  In  einem  Polartetraeder 
sind  die  Ecken  die  Pole  der  Gegenseiten  und  die  Seiten 
die  Polarebenen  der  Gegenecken,  je  zwei  gegenüberliegende 
Kanten  sind  harmonische  Polaren.  Es  giebt  sechsfach  un- 
endlich viele  Polartetraeder  zu  einer  Fläche  2.  Grades. 


Fig.  429. 
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Ist  P^  ein  Punkt  der  Fläche  und  treffen  ÄP^  und  BF^  die  Flache 
noch  in  Pg  resp,  P^ ,  so  ist  auch  ÄP^  x  -8P3  =  Pg  ein  Punkt  der 
Fläche  (Fig.  429);  er  liegt  nämlich  auf  der  Kurve,  die  die  Ebene 
äBP^  ans  der  Fläche  ausschneidet.  Es  folgt  dies  sofort  daraus, 
daß  Äy  B  und  /=  CD  X  ÄBP^  die  Ecken  eines  Polardreiecks  dieser 
Kurve  sind;  zugleich  ersehen  wir,  daß  P^P^  und  PJP^  die  Gegen- 
kanten AB  und  CD  treffen,  denn  sie  schneiden  sich  in  dem  Pole  J 
von  AB.  Die  Strahlen  CP^,  CP,,  CP3  und  CP^  treffen  die  Fläche 
noch  in  den  vier  weiteren  Punkten  Pg,  Pg,  P^  und  Pg  respektive. 
Es  ergeben  sich  nun  ftlr  diese  acht  Punkte  folgende  Beziehungen  zu 
dem  Polartetraeder: 

P^P^j  ^2-^4»  ^b^7y  -^6^8  gehen  durchs  und  liegen  harmonisch  zu ^  und A, 
-*i-^4'  "^   s>     b'^%1    e"i      »         »      -^  "       »  "  »  -^  V    **> 

-^1-* 6>  -^s-^ey  ^%"i^     4   8      y>  >»  '>       »'  >>  '>  ^    ?>    ■  > 

-*l-^?  -^2'^6»  ■Nl'^'  "^4-^7         ?>  Ji       D  ^y  „  „  „  X/    „    ^. 

PjPj,  P3P4,  P^P^j  ByPs  werden  durch  -4^  und  CD  harmonisch  getrennt, 

■^1-^7^  "^2-^8»  ^3-^6»  -^4-^0  »  »         ^^    »     -^-^  >> 

P^Pg,  P,P„  P3P,,  P,P,       „  „     ^i>  „   BC 

Auch  für  die  Tangentialebenen  in  diesen  acht  Punkten  finden  ähnliche 
Beziehungen  zu  dem  Polartetraeder  statt.  Geht  P^Pj^  durch  eine  Ecke 
des  Tetraeders,  so  liegt  die  Schnittlinie  der  zugehörigen  Tangential- 
ebenen TT,  und  TTjfe  auf  der  Gegenseite.  Trifft  P^Pj^  zwei  Gegenkanten, 
so   trifft  auch  die  Schnittlinie  von  TT,,  und  TI^  diese  Gegenkanten. 

650.  Jede  Sehne  der  Fläche  2.  Grades  wird  durch  ihren  Mittel- 
punkt und  den  unendlich  fernen  Punkt  harmonisch  geteilt.  Die 
Mittelpunkte  aller  parallelen  Sehnen  der  Fläche  2.  Grades 
liegen  in  einer  Ebene,  der  Polarebene  ihres  gemeinsamen 
unendlich  fernen  Punktes  (ihrer  Richtung);  sie  heißt  Dia- 
metralebene der  Fläche.  Auf  ihr  liegen  auch  die  Berührungs- 
punkte aller,  zu  den  genannten  Sehnen  parallelen  Tangenten  der 
Fläche.  Es  folgt  das  einfach  aus  der  Beziehung  zwischen  Pol 
und  Polarebene. 

Der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  ist  der  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden  seiner  Ebene.  Die  Mittelpunkte  aller  parallelen 
Schnitte  der  Fläche  2.  Grades  liegen  auf  einer  Geraden, 
der  harmonischen  Polaren  zu  der  den  parallelen  Ebenen 
gemeinsamen  unendlich  fernen  Geraden  (ihrer  Stellung); 
sie  heißt  Durchmesser  der  Fläche.  Auf  ihr  liegen  auch  die  Be- 
rührungspunkte der  beiden  Tangentialebenen,  die  zu  jenen  Schnitten 
parallel  sind.   Sind  nämlich  (/^  und  ff^  zwei  harmonische  Polaren  unserer 
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Fläche,  80  schneidet  jede  Ebene  durch  g^  die  Gerade  g^  in  dem  Pole 
von  g^  in  Bezug  auf  den  in  ihr  liegenden  Kegelschnitt  der  Fläche. 
Ist  in  Fig.  430  E  eine  beliebige  Ebene,  v  ihre  Schnittkurve 
mit  der  Fläche  und  sind  p  und  q  ein  Paar  konjugierte  Durchmesser 
von  v,  so  bestimmen  wir  die  Diametralebenen  A  und  B,  von  denen 

erstere  alle  zu  /?,  letztere  alle  zu  g 
parallelen  Sehnen  halbiert,  also  geht  A 
durch  q  und  B  durch  p.  Die  Gerade 
c  SS  A  X  B  ist  ein  Durchmesser  •  der 
'Kurven  l  und  ä,  in  denen  die  Fläche 
von  A  resp.  B  geschnitten  wird;  denn 
sie  halbiei-t  sowohl  die  zu  p  wie  die  zu 
q  parallelen  Sehnen.  Ist  nun  a  der 
konjugierte  Durchmesser  zu  c  in  Be- 
zug auf  k  [a\\p)  und  h  der  konjugierte 
Durchmesser  zu  c  in  Bezug  auf  /  {h  \\  y), 
so  halbiert  die  Ebene  f  =  aft  die  zu  c 
parallelen  Sehnen  der  Fläche,  denn  a 
und  h  halbieren  die  zu  c  parallelen 
Sehnen,  die  sie  treffen;  V  ist  also  eine 
Diametralebene.  Die  Geraden  a,  b  und 
c  sind  aber  Durchmesser  unserer  Fläche, 
indem  sie  die  Mittelpunkte  der  Parallel- 
schnitte zu  A  resp,  B,  resp.  V  tragen.  Denn  ist  z.  B.  Q  ein  Punkt 
von  ö,  so  halbiert  er  die  beiden  Sehnen,  die  man  durch  ihn  parallel 
zu  b  resp.  c  legen  kann ;  diese  Sehnen  sind  also  konjugierte  Durch- 
messer eines  zu  A  parallelen  Schnittes  und  Q  ist  sein  Mittelpunkt. 
Wir  können  hiemach  die  folgenden  Sätze  aussprechen,  wenn  wir  a 
und  A,  b  und  B,  c  und  V  als  konjugiert  bezeichnen. 

Ein  Durchmesser  d  und  eine  Diametralebene  A  heißen 
konjugiert,  wenn  A  die  zu  d  parallelen  Sehnen  halbiert, 
oder  wenn  d  die  Mittelpunkte  der  zu  A  parallelen  Schnitte 
trägt;  die  eine  Eigenschaft  ist  eine  notwendige  Folge  der 
anderen.  Zwei  Durchmesser  heißen  konjugiert,  wenn  jeder 
in  der  dem  anderen  konjugierten  Diametralebene  liegt.  Es 
giebt  dreifach  unendlich  viele  Dreikante  von  der  Be- 
schaffenheit, daß  ihre  Kanten  Durchmesser  und  ihre  Seiten 
Diametralebenen  sind  und  daß  jede  Kante  zur  Gegen- 
seite konjugiert  ist;  drei  solche  Durchmesser  heißen  kurz- 
weg konjugiert.  Alle  Durchmesser  und  Diametralebenen 
schneiden    sich   in   einem   Punkte,    dem   Mittelpunkte   der 


Fig.  430. 
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Fläche;  er  ist  zugleich  Mittelpunkt  aller  Diametralschnitte  und  der 
von  der  Fläche  begrenzten  Durchmesser.  Ist  nämlich  a  ein  Durch- 
messer der  Fläche,  A  die  ihm  konjugierte  Diametralebene  und  / 
ihre  Schnittkurre  mit  der  Fläche,  sind  femer  b  und  c  zwei  beliebige 
konjugierte  Durchmesser  von  l^  so  ist  r  ^  ab  die  zum  Durchmesser 
c  konjugierte  Diametralebene.  Die  Ebene  f  kann  nun  so  gewählt 
werden,  daß  sie  eine  beliebige  Gerade  d  durch  0  =  a  X  f{  enthält, 
da  b  irgend  ein  Durchmesser  von  l  sein  kann.  Bestimmt^mau  jabe^r 
zu  ^  den  konjugierten  Durchmesser  e  in  Bezug  auf  die  in  f  Uegende 
Kurve  der  Fläche,  so  ist  ce  diejenige  Diametralebene,  welche  di^ 
zu  if  parallelen  Sehnen  halbiert,  während  d  der  zu  ihr  konjugierte 
Durchmesser  ist,  q.  e,  d.  Da  zu  jedem  Punkte  eine  Polarebene 
gehört,  spricht  man  von  einer  unendlich  fernen  Ebene,  der  Polar- 
ebene des  Mittelpunktes. 

651.  Die  Beziehungen  zwischen  den  Durchmessern  und  Dia-, 
metralebenen  einer  Fläche  2.  Grades  ergeben  sich  auch  durch 
Spezialisierung  des  Polartetra^ders.  Wird  eine  seiner  Seitenflächen 
unendlich  fem,  so  wird  die  Gegenecke  zum  Flächenmittelpunkte, 
der  als  Pol  der  unendlich  femen  Ebene  erscheint.  Zugleich  rücken 
drei  Kanten  ins  Unendliche,  während  die  drei  übrigen  zu  Durch- 
messern werden  und  jeder  enthält  die  Mittelpunkte  der  Schnitte, 
deren  Ebenen  den  beiden  anderen  parallel  laufen.  Auch  hier 
gruppieren  sich  die  Punkte  der  Fläche  wieder  zu  je  acht  zusammen; 
sie  liegen  zu  je  zwei  auf  vier  Durchmessern  der  Fläche  und  bilden 
die  Ecken  eines  Parallelepipedons,  dessen  Kanten  jenen  drei  Durch- 
messern parallel  sind  (649). 

653*  Bei  den  voranstehenden  Betrachtungen  gingen  wir  von 
einem  beliebigen  Kegelschnitte  v  unserer  Fläche  und  zwei  konju- 
gierten Durchmessern  p  und  q  desselben  aus.  Die  zu  p  parallelen 
Sehnen  werden  dabei  von  einer  Diametralebene  A,  die  zu  q  parallelen 
Sehnen  von  einer  Diametralebene  B  halbiert;  die  Schnittkurven  von 
A  und  B  mit  der  Fläche  waren  l  resp.  k.  Die  weiteren  Schlüsse 
basierten  dann  darauf,  daß  zu  c  ==  A  X  B  konjugierte  Durchijießser 
in  Bezug  auf  k  resp.  /  existierten;  .sie  werden  hinfällig,  wenn  k 
und  /  Parabeln  sind.  Offenbar  ist  auch  hier  c  ein. Durchmesser, 
indem  er  die  Mittelpunkte  aller  Parallelschnitte  zu  v  trägt;  alle 
Ebenen  durch  c  schneiden  die  Fläche  in  Parabeln.  In  diesem  Falle 
kann  die  Fläche  einen  Mittelpunkt  im  Endliche^  nicht  haben,  da 
sonst  alle  Diametralebenen  durch  ihn  gehen  und  die  Diametral- 
schnitte ihn  zum  Mittelpunkte  haben  müßten.  Deshalb  werden  hier 
aUe  Durchmesser  und  alle  Diametralebenen  zu  c  parallel;  zu  jeder 
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Diametralebene  giebt  es  eine  konjugierte  Richtung,  die  Richtung  der 
von  ihr  halbierten  Sehnen,  zu  jedem  Durchmesser  giebt  es  eine 
konjugierte  Stellung,  die  Stellung  der  Ebenen  der  Schnitte,  deren 
Mittelpunkte  er  trägt.  Diese  Fläche  berührt  die  unendlich  ferne 
Ebene  im  unendlich  fernen  Punkte  von  c,  der  als  Pol  dieser  Ebene 
zugleich  Flächenmittelpunkt  ist. 

Die  Flächen  2.  Grades  können  demnach  eingeteilt 
werden  in  solche  mit  Mittelpunkt  und  solche  ohne  Mittel- 
punkt.  Im  ersten  Falle  gehen  die  Durchmesser  und  Dia- 
metralebenen durch  den  Mittelpunkt;  jedem  Durchmesser 
ist  eine  Diametralebene  konjugiert  und  umgekehrt.  Im 
letzteren  Falle  sind  alle  Durchmesser  und  alle  Diametral- 
ebenen zu  einer  Richtung  parallel.  Alle  Diametralebenen 
schneiden  diese  Flächen  in  Parabeln,  man  bezeichnet  sie 
deshalb  als  Paraboloide. 

658.  Die  Mittelpunkte  paralleler  Schnitte  liegen,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  auf  einem  Durchmesser.  Auf  ihm  liegen  auch  die 
Scheitel  aller  Tangentenkegel,  deren  Berührungskurven  diese  Parallel- 
schnitte sind  (vergl.  Fig.  480);  femer  liegen  auf  ihm  die  Scheitel 
der  Eegel,  die  man  durch  je  zwei  Parallelschnitte  legen  kann.  Je 
zwei  Parallelschnitte  sind  deshalb  ähnlich  gelegene  Kurven.  Der 
Beweis  fbr  diese  Sätze  liegt  darin,  daß  die  unendlich  ferne  Gerade 
der  Parallelebenen  den  bezüglichen  Durchmesser  zur  harmonischen 
Polaren  hat  (646). 

654.  Halbiert  eine  Ebene  die  zu  ihr  normalen  Sehnen, 
so  heißt  sie  Hauptebene;  trägt  ein  Durchmesser  die  Mittel- 
punkte der  zu  ihm  normalen  Schnitte,   so  heißt  ^r  Achse. 

Bei  den  Paraboloiden  giebt  es  offenbar  nur  eine  Achse, 
sie  trägt  die  Mittelpunkte  aller  Schnitte,  deren  Ebenen 
zur  gemeinsamen  Richtung  aller  Durchmesser  normal  sind. 
Durch  diese  Achse  giebt  es  zwei  Hauptebenen,  die  die 
Achsen  jener  Normalschnitte  enthalten.  Denn  jede  dieser 
beiden  Ebenen  halbiert  die  Sehnen,  die  auf  ihr  senkrecht  stehen. 
Andere  Hauptebenen  kann  es  im  allgemeinen  nicht  geben,  da  jede 
die  genannten  Normalschnitte  in  Achsen  schneiden  müßte.  Eine 
Ausnahme  tritt  nur  ein,  wenn  die  zur  Achse  normalen  Schnitte 
Kreise  sind,  die  Fläche  also  eine  Rotationsfläche  ist;  hier  ist  jede 
Ebene  durch  die  Achse  eine  Hauptebene. 

655*  Bei  den  Flächen  mit  Mittelpunkt  giebt  es  drei 
zu  einander  senkrechte  Achsen,  je  zwei  Achsen  liegen  in 
einer  Hauptebene.     Der  Beweis  hierfür,    sowie  die  Konstruktion 
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der  Achsen  erfolgt  ganz  wie  beim  Kegel  (vergl.  486  ff.).  Zu  jedem 
Durchmesser  giebt  es  einen  konjugierten  rechtwinkligen  Durch- 
messer, er  erscheint  als  Schnitt  der  zu  ersterem  Durchmesser  konju- 
gierten Diametralebene  mit  der  bezüglichen  Normalebene.  Beschreibt 
ein  Durchmesser  einen  Büschel,  so  beschreibt  der  ihm  konjugierte 
rechtwinklige  Durchmesser  eine  Kegelfläche  2.  Grades.  Denn  zu 
jenem  Büschel  von  Durchmessern  ist  der  Büschel  konjugierter  Dia- 
metralebeneuy  sowie  der  Büschel  der  Normalebenen  projektiv.  Einem 
zweiten  Büschel  von  Durchmessern  gehört  eine  zweite  Eegelfläche 
zu,  deren  Mantellinien  zu  jenen  konjugiert  und  rechtwinklig  sind. 
Beide  Büschel  haben  einen  Durchmesser  gemein,  dem  eine  gemein- 
same Mantellinie  beider  Eegelflächen  entspricht.  Die  Eegelflächen 
haben  deshalb  noch  mindestens  eine  weitere  Mantellinie  gemein, 
zu  dieser  giebt  es  in  jedem  Büschel  einen  konjugierten  rechtwinkligen 
Durchmesser.  Die  Ebene  dieser  beiden  Durchmesser  ist  deshalb 
die  konjugierte  Diametralebene  zu  dem  Durchmesser,  der  als  ge- 
meinsame Mantellinie  beider  Eegelflächen  auftritt;  d.  b.  diese  Mantel- 
linie ist  eine  Achse  und  jene  Ebene  eine  Hauptebene  unserer 
Fläche.  Die  konjugierten  rechtwinkligen  Durchmesser  in  dieser 
Hauptebene  bilden  die  beiden  anderen  Achsen,  und  die  Ebenen  durch 
je  zwei  Achsen  die  Hauptebenen,  was  unmittelbar  klar  ist.  Die 
vorher  bestimmten  Eegelflächen  2.  Grades  haben  —  abgesehen  von 
der  Mantellinie,  der  nur  ein  konjugierter  rechtwinkliger  Durchmesser 
entspricht  —  noch  drei  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  gemein, 
es  sind  die  drei  Achsen  der  Fläche  2.  Grades. 

656.  Die  Eonstruktion  der  Achsen  einer  Fläche 
2.  Grades  wird  genau  wie  beim  Eegel  ausgeführt  (vergl.  488  ff.) 
In  einer  beliebigen  Ebene  TTj  erhält  man  die  Spurpunkte  X^,  ¥^,  Z^ 
der  drei  Achsen  genau  wie  beim  Eegel  als  Schnittpunkte  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  mit  einem  Ereise.  Der  einzige  Unterschied 
besteht  in  folgendem.  In  der  Ebene  TTj  erhält  man  bei  der  Eegel- 
fläche den  Spurpunkt  eines  Durchmessers  (Polstrahls)  und  diiö  Spur- 
linie seiner  konjugierten  Diametralebene  (Polarebene)  als  Pol  und 
Polare  der  Spurkurve  u  des  Eegels  in  T[^.  Bei  der  Fläche  2.  Grades 
ist  dieses  nicht  mehr  der  Fall;  um  hier  Spurpunkt  und  Spurlinie 
eines  Durchmessers  und  seiner  konjugierten  Diametralebene  zu 
finden  verfährt  man  in  folgender  Weise  (Fig.  431).  Man  bestimme 
zu  einem  beliebigen  zu  TTi  parallelen  Durchmesser  die  konjugierte 
Diametralebene,  deren  Spur  a^  sei,  und  zu  dem  zu  a^  parallelen 
Durchmesser  die  konjugierte  Diametralebene  mit  der  Spur  d^,  außer- 
dem suche  man  zu  einem  beliebigen  Durchmesser  mit  dem  Spur- 
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Fig.  431. 


punkte  i>i  die  konjugierte  Diametralebene  mit  der  Spur  d^.  Dann 
gehört  jedem  Punkte  von  TTj  eine  bestimmte  Gerade  in  TTi  in  der 
Weise  zu,  daß  sie  Spuren  eines  Durchmessers  und  seiner  kon- 
jugierten  Diametralebene  sind.      So   gehört  dem   unendlich   fernen 

Punkte  von  b^  die  Ge- 
rade a^,  dem  unendlich 
fernen  Punkte  von  a^ 
die  Gerade  Äj,  dem 
Punkte  Oj  =  öj  X  b^  die 
unendlich  ferne  Gerade 
und  dem  Punkte  D^  die 
Gerade  d^  zu.  Man 
kann  nun  zu  jedem 
Punkte  von  TTi  die  zu- 
gehörige Gerade  finden, 
wenn  man  bedenkt,  daß 
der  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  derjenige 
Punkt  zugehört,  in  dem 
sich  ihre  zugehörigen  Geraden  schneiden,  uiid  daß  dem  Schnitt- 
punkte zweier  Geraden  diejenige  Gerade  zugehört,  die  durch  ihre 
zugehörigen  Punkte  geht.  Zu  den  Strahlen  durch  0^  gehören  die 
unendlich  fernen  Punkte;  diese  Strahlen  ordnen  sich  in  Paare  einer 
Involution,  indem  zu  jedem  Strahle  eines  Paares  der  unendlich  ferne 
Punkt  des  anderen  gehört.  So  bilden  a^b^  ein  Strahlenpaar  der 
Involution  und  ebenso  O^D^  und  die  Parallele  zu  d^  durch  0^,  Der 
Scheitel  0^  und  die  Rechtwinkelstrahlen  dieser  Involution  spielen 
hier  die  gleiche  Rolle  wie  in  Fig.  318  der  Mittelpunkt  und  die 
Achsen  der  Spurkurve  u  des  Kegels, 

Den  Parallelen  zu  b^  gehören  die  Punkte  von  a^  zu;  diese 
ordnen  sich  in  Paare  einer  Involution,  indem  zu  jedem  Punkte 
eines  Paares  eine  Gerade  durch  den  anderen  gehört.  0^  ist  der 
Mittelpunkt  dieser  Involution,  a^xd^=J^  und  iCj,  wo  D^K^\\b^  ist, 
bilden  ein  Punktepaar  derselben.  Ganz  in  gleicher  Weise  existiert 
auf  Äj  eine  Involution,  0^  ist  wieder  der  Mittelpunkt,  b^xd^=^G^ 
imd  iSTp  wo  DiH^  \\ai  ist,  bilden  ein  Punktepaar.  Zu  einem  Punkte 
F^  erhält  man  also  die  zugehörige  Gerade  /7^,  indem  man  Q^  auf 
a^  und  R^  auf  b^  sucht  [PiQ^  \\  b^,  Pji?j  ||  Oj),  S^  auf  a^  nach  der  Re- 
lation Oj/j  •  O^K^  =  O^Q^  •  ÖjÄj  und  1^  auf  b^  nach  der  Relation: 
O^G^'O^H^  =  O^jR^^O^T^  bestimmt,  dann  ist  p^  =  S^T^. 

657.    Die  Polareigenscbaften  der  Flächen  2.  Grades  geben  uns 
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Veranlassungy  einige  Beziehungen  des  Baumes  auf  sich  selbst  kennen 
zu  lernen.     Indem  man  bei  allen  geometrischen  Beziehungen  räum- 
licher Figuren,   die   sich   nur  auf  Lageverhältnisse  stützen,  die 
Begriffe  Punkt  und  Ebene,   und  infolgedessen  Punktreihe  und 
Ebenenbüschel  sowie  Gerade  und  Gerade,    miteinander  ver- 
tauscht, erhält  man  zu  der  ursprünglichen  Figur  die  duale  Figur^ 
die  duale  Eigenschaften  zu  jener  aufweist  (vergl.  341).     So  stellt 
sich  jedem  Satze,  der  sich  über  Lagebeziehungen  ausspricht,  ein 
dualer  gegenüber.     Dem  Gesetze  der  Dualität  sind  insbesondere 
die  Pole  und  Polarebenen  jeder  Fläche  2.  Grades  unterworfen,  und 
diese   besondere   Beziehung   heißt   Beciprocität  oder   reciproke 
Baumverwandtschaft  in   Bezug   auf  die  Fläche   2.  Grades   als 
Leitfläche.     Zu  jeder  Figur  g^   kann  eine  reciproke  Figur  gj  ent- 
worfen werden,  indem  man  die  Punkte,   Ebenen   und  Geraden  der 
einen   durch   Polarebenen,   Pole   und  konjugierte   Geraden   in   der 
anderen  ersetzt.     Vereinigte  Elemente  —  Punkt  auf  einer  Geraden 
oder  einer  Ebene,   sowie  Gerade  in  einer  Ebene  —  gehen  dabei 
wieder  in  vereinigte  Elemente  über! 

Den  Punkten  der  Leitfläche  2.  Grades  entsprechen  bei  dieser 
Beciprocität  die  Tangentialebenen  in  den  betreffenden  Punkten,  so 
dass  diese  Fläche  —  als  Ort  von  Punkten  —  zu  sich  selbst  re- 
ciprok  ist  —  als  Hüllfläche  von  Ebenen.  Zu  jedem  Satze  über 
Flächen  2.  Grades,  bei  dem  Lagebeziehungen  maßgebend  sind, 
giebt  es  also  einen  dualen  Satz,  wie  auch  die  vorangehenden  Sätze 
zeigen.  Jeder  Fläche  2.  Grades  entspricht  eine  andere  Fläche 
2. Grades  als  Beciprokalf lache;  einem  ebenen  Schnitte  der  ersteren 
entspricht  ein  Tangentialkegel  der  zweiten  und  umgekehrt,  den 
beiden  Schnittpunkten  mit  einer  Geraden  entsprechen  die  beiden 
Tangentialebenen  durch  die  reciproke  Gerade.  Den  Tangenten  der 
einen  Fläche  entsprechen  also  die  Tangenten  der  anderen  Fläche; 
umhüllen  die  Tangenten  bei  der  einen  Fläche  einen  Kegelschnitt, 
80  beschreiben  sie  bei  der  anderen  einen  Kegel.  Als  Beciprokal- 
fläche  einer  Kugel  in  Bezug  auf  eine  zweite  als  Leitfläche  erhält 
man  eine  Botationsfläche. 

668.  Wir  haben  in  der  Ebene  die  Centralprojektion  kennen 
gelernt,  bei  der  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  durch 
ein  festes  Centrum  gehen  und  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Geraden  auf  einer  festen  Achse  liegen.  Speziell  konnte  die  Be- 
ziehung zwischen  den  sich  entsprechenden  Figuren  vertauschbar 
sein,  indem  je  zwei  entsprechende  Punkte  durch  das  Centrum  und 
die   Achse   harmonisch   getrennt  werden  (vergl.  244).     Ganz  ebenso 
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können  wir  im  ßamne  die  Punkte  sich  wechselseitig  entsprechen 
lassen,  indem  wir  je  zwei  Punkte  einander  zuordnen,  deren  Ver- 
hindungslinie  durch  einen  festen  Punkt,  das  Centrum,  geht  und 
durch  dieses  und  eine  feste  Ebene  harmonisch  geteilt  wird.  Diese 
Beziehung  fuhrt  den  Namen:  involutorische  Gentralprojektion 
oder  invo-lutorische  Kollineation  des  Baumes.  Eine  Fläche 
2.  Grades  entspricht  sich  selbst  in  Bezug  auf  jede  involutorische 
Gentralprojektion,  deren  Centrum  ein  beliebiger  Punkt  und 
deren  feste  Ebene  seine  Polarebene  ist;  dabei  entsprechen  sich 
die  Punkte  der  Fläche  und  ebenso  ihre  Ebenen  paarweise,  die 
Verbindungslinie  jener  geht  durchs  Centrum,  die  Schnittlinie  dieser 
liegt  in  der  festen  Ebene.  Im  allgemeinen  entspricht  bei  der  ge- 
nannten Beziehung  jeder  Fläche  zweiten  Grades  wieder  eine  solche. 
669.  Ist  0^  das  Centrum  und  E^  die  feste  Ebene  einer  invo- 
lutorischen  Gentralprojektion  und  spielen  0^  und  E^  die  gleiche 
Bolle  für  eine  zweite  derartige  Projektion,  wobei  zugleich  0^  in  Ej 

und  Og  in  Ej  liegen  soll,  so  können  wir 
jedem  Punkte  des  Baumes  denjenigen 
entsprechen  lassen,  der  aus  ihm  hervor- 
geht, wenn  wir  beide  Projektionen  hinter- 
einander auf  ihn  anwenden.  Dabei  wird 
sich  zeigen,  daß  die  Beihenfolge,  in  der 
wir  diese  Projektionen  anwenden,  gleich- 
gültig ist.  Sei  in  Fig.  432  P  ein  be- 
liebiger Punkt,  und  schneidet  die  Ebene 
O^O^P  die  Gerade  EiXE2  =  *  im  Punkte 
e7,  so  geht  aus  P  durch  die  erste  Pro- 
jektion Pj  hervor,  wenn  PP^O^K  harmo- 
nisch hegen  und  K=^PO^  x  O^J  ist,  und 
aus  Pj  geht  durch  die  zweite  Projektion  P'  hervor,  wenn  P^P'O^L 
harmonisch  liegen  und  L=P^O^xO^J  ist.  Die  Punkte  O^KP^P  pro- 
jizieren wir  von  /  auf  die  Gerade  LO^P^  und  erhalten  vier  harmo- 
nische Punkte,  von  denen  drei  mit  i,  Oj,  P^  resp.  sich  decken, 
so  daß  P'  als  vierter  harmonischer  Punkt  zu  ihnen  auf  JP  liegt. 
Ist  -äf  =  0^0^  X  PP%  so  liegen  auch  PP'JM  harmonisch,  denn  sie 
liegen  auf  den  harmonischen  Strahlen  O^P^^  O^P',  O^L,  0^0^.  Der 
entsprechende  Punkt  P'  zu  P  wird  also  gefiinden,  indem  man  durch 
P  eine  gemeinsame  Sekante  zu  s  und  0^0^  zieht  (sie  ist  die  Schnitt- 
linie der  Ebene  O^O^P  und  sP)  und  auf  ihr  den  Punkt  P'  sucht, 
der  mit  P  in  Bezug  auf  s  und  0^0^  harmonisch  liegt.  Oflfenbar 
gelangt  man  zu  demselben  Punkte,    wenn  man  erst  den  Punkt  Pg 


Fig.  432. 
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konstruiert,  der  mit  P  harmonisch  zu  0^  und  E,  liegt,  und  dann 
den  Punkt  P',  der  mit  P^  harmonisch  zu  0^  und  E^  liegt.  Wir  er- 
halten abo  das  Besultat:  Sind  a  und  b  zwei  feste  Achsen  und 
läßt  man  je  zwei  Punkte  sich  gegenseitig  entsprechen,  die 
durch  die  Achsen  harmonisch  getrennt  werden,  deren  Ver- 
bindungslinie also  die  Achsen  schneidet,  so  entsteht  das  geschart- 
iuTolutorische  System.  Die  hier  definierte  Zuordnung  der 
Punktepaare  läßt  sich  auch  durch  Anwendung  zweier  in- 
Tolutorischer  Centralprojektionen  hintereinander  erzielen. 
Die  Centren  dieser  Projektionen  liegen  dabei  auf  einer  der  Achsen, 
ihre  festen  Ebenen  gehen  durch  die  andere,  und  zwar  muß  die  feste 
Ebene  jeder  Projektion  das  Gentrum  der  anderen  enthalten. 

Entsprechende  Ebenen  im  geschart-involutorischen 
System  werden  durch  die  Achsen  a  und  b  harmonisch  ge- 
trennt, d.  h.  ihre  Schnittlinie  trifft  beide  Achsen  und  bestimmt 
mit  ihnen  Ebenen,  die  zu  jenen  Ebenen  harmonisch  liegen.  Denn 
verbindet  man  einen  Punkt  der  einen  Ebene  mit  dem  entsprechenden 
Punkte  der  entsprechenden  Ebene,  so  wird  diese  Verbindungslinie 
durch  die  Achsen  harmonisch  geteilt.  Je  zwei  konjugierte  Polaren 
einer  Fläche  2.  Grades  bilden  die  Achsen  eines  geschart- 
involutorischen  Systems,  in  dem  sich  die  Fläche  selbst 
entspricht.  Die  Punkte  der  Fläche,  wie  ihre  Tangentialebenen, 
liegen  paarweise  harmonisch  zu  den  konjugierten  Polaren  und  ent- 
sprechen sich  im  System.  Einer  Fläche  2.  Grades  entspricht  in 
dem  genannten  System  stets  wieder  eine  Fläche  2.  Grades. 

Einteilung  der  Fläclien  zweiten  Grades;  ilire  Bezieliung  zu  den 

Rotationsfläclien ;  Kreissclinitte. 

660.  Wir  haben  bereits  eine  Einteilung  der  Flächen  in  solche 
mit  und  solche  ohne  Mittelpunkt  getroffen  und  haben  den  letzteren 
den  Namen:  Paraboloide  beigelegt.  Das  Verhalten  der  Flächen 
mit  Mittelpunkt  gegen  die  unendlich  ferne  Ebene  gestattet  uns  diese 
noch  weiter  einzuteilen,  ganz  wie  das  bei  den  Kegelschnitten  der 
Fall  war.  Eine  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  schneidet 
sie  entweder  gar  nicht  oder  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  der  Fläche  zusammenfällt.  Sind  alle  solche  Schnitte 
Ellipsen,  so  liegt  die  Fläche  ganz  im  Endlichen  und  führt  den 
Namen:  Ellipsoid.  Sind  Hyperbeln  unter  den  Diametralschnitten, 
so  verläuft  die  Fläche  ins  Unendliche  und  wir  haben  es  mit  Flächen 
zu  thun,  die  den  Namen:    Hyperboloide  führen.     Das  Verhalten 
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dieser  Flächen  gegen  das  unendlich  Ferne  ist  nun  noch  näher  zu 
eigraBden. 

Seien  a^  b,  c  drei  konjugierte  Durchmesser  der  Fläche ,  so  daß 
a  zur  Diametralebene  A^^bc,  b  zu  B=^ac  und  c  zu  r^ab  konju- 
giert ist,  sei  ferner  dem  Durchmesser  d  die  Diametralebene  A  kon- 
jugiert, so  kann  man  zu  jedem  weiteren  Durchmesser  e  die  konju- 
gierte Diametralebene  E  konstruieren.  Den  vier  Ebenen  B,  f,  ad, 
ae  durch  a  gehören  ja  als  konjugierte  Durchmesser  vier  Strahlen 
in  A  zu,  nämlich  b,  c,  A  X  A  und  A  X  E;  die  ersten  drei  sind  be- 
kannt und  der  vierte  bestimmt  sich  durch  das  Doppelverhältnis 
dieser  vier  Strahlen,  das  demjenigen  der  vier  Ebenen  gleich  ist. 
Damit  ist  die  Schnittlinie  von  E  mit  A  gefunden  imd  analog  finden 
sich  die  Schnittlinien  von  E  mit  B  resp.  f.  Zwei  konjugierte  Durch- 
messer der  Fläche  sind  auch  konjugierte  Durchmesser  der  in  ihrer 
Ebene  liegenden  Schnittkurve.  Die  konjugierten  Durchmesser  eines 
Diametralschnittes  bilden  die  Strahlenpaare  einer  Involution,  deren 
Doppelstrahlen  seine  Asymptoten  sind;  die  Asymptoten  der  Dia- 
metralschnitte (Hyperbeln)  sind  auch  Asymptoten  der  Fläche 
2.  Grades,  d,  h.  sie  berühren  sie  im  Unendlichen.  Alle  von  dem 
Mittelpunkte  0  einer  Fläche  2.  Grades  an  sie  gelegten  Tangenten 
sind  Asymptoten,  d.  h.  sie  berühren  sie  im  Unendlichen;  denn  es  ist 
das  für  alle  Diametralschnitte  der  Fall.  Es  kann  dies  auch  daraus 
gefolgert  werden,  daß  alle  zu  0  konjugierten  Punkte  unendlich 
fem  liegen. 

661,  Die  Asymptoten  aller  Diametralschnitte  bilden 
einen  Kegel,  den  Asymptotenkegel  der  Fläche.  Es  ergiebt 
sich  dies  schon  daraus,  daß  die  Flächentangenten  aus  einem  be- 
liebigen Raumpunkte  einen  Kegel  bilden,  wir  wollen  indes  die  Sache 
noch  etwas  weiter  verfolgen.  Schneiden  wir  die  Durchmesser  a,  3,  c,  d 
und  ihre  konjugierten  Diametralebenen  A,  B,  f,  A  mit  einer  beliebigen 
Ebene  TT,  und  sind  A^,  £^,  C^,  D^  die  zugehörigen  Spurpunkte  und 
o^,  Äj,  Cj,  ^  die  zugehörigen  Spurlinien  (Fig.  433),  so  läßt  sich, 
analog  wie  vorher,  zum  Spurpunkte  E^  von  e  die  Spurlinie  e^  der 
konjugierten  Diametralebene  E  finden.  Es  existiert  nun  in  TT  ein 
Kegelschnitt  m,  für  den  der  Spurpunkt  eines  jeden  Durchmessei's 
der  Fläche  der  Pol  der  Spurlinie  seiner  konjugierten  Diametralebene 
ist;  es  braucht  das  nur  für  J^,  jB^,  C^,  D^^  E^  und  Oj,  ä^,  Cj,  d^y  e^ 
gezeigt  zu  werden,  da  E^  beliebig  angenommen  worden  ist  Um 
nun  den  Kegelschnitt  w  zu  konstruieren,  für  den  A^B^C^  ein  Polar- 
dreieck und  D^  der  Pol  von  d^  ist,  bedenke  man,  daß  A^  und 
A^  =  a^  X  -^1^1    ^ind  ebenso  -D^  und  D^  =  d^  x  ^lA    harmonische 
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Pole  von  u  sind;  die  Doppelpunkte  /  und  K  der  Involution,  der 
die  Punktepaare  i>^,  D^  und  J^,  A^  angehören,  sind  also  Punkte 
von  M,  und  S^J^  8^K sind  die  zugehörigen  Tangenten,  wenn  S^^a^xd^ 
ist  Der  Kegelschnitt  u  kann  also 
auch  definiert  werden  durch  einen 
Punkt  J^  die  zugehörige  Tangente 
S^J  und  das  Polardreieck;  durch 
ein  Polardreieck  und  zwei  Punkte 
ist  aber  ein  Kegelschnitt  eindeutig 
bestimmt.  Den  Geraden  6^,  c^, 
Ä^D^  und  Ä^E^  gehören  als  Pole 
von  u  vier  Punkte  von  a^  zu,  näm- 
lich jBj,  Cj,  Äj,  fj,  wobei  das 
Doppelverhältnis  dieser  vier  Punkte 
gleich  dem  der  Geraden  ist.  Die 
Polare  von  E^  geht  also  durch  den 
Punkt  T^  von  a^,  ebenso  findet 
man  ihre  Punkte  auf  h^  und  c^; 
diese  Gerade  ist  aber  nach  der 
vorangehenden    Definition     nichts  ^is,  433. 

anderes   als   e^     u  ist   somit   die 

Spurkurve  des  Asymptotenkegels  in  TT.  Offenbar  existiert  keine 
Kurve  «,  und  damit  auch  kein  Asymptotenkegel,  wenn  die  Involu- 
tionen harmonischer  Pole  auf  den  drei  Geraden  A^D^,  AA  ^^^ 
C^J)i  gleichlaufend,  d.  h.  ohne  Doppelpunkte  sind.  Denn  eine  Ecke 
des  Polardreiecks  A^B^C^  muß  im  Innern  von  u  liegen,  falls  u  reell 
ist,  und  eine  jener  drei  Geraden  muß  dann  u  in  zwei  reellen  Punkten 
treffen. 

663.  Ein  Hyperboloid  und  sein  Asymptotenkegel  werden 
von  jeder  Ebene  in  koncentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich 
gelegenen  Kegelschnitten  geschnitten.  Denn  jeder  Durch- 
messer und  seine  ihm  in  Bezug  auf  die  Fläche  konjugierte  Diametral- 
ebene sind  auch  hinsichtlich  des  Kegels  konjugiert.  Daraus  folgt, 
daß  eine  zu  einer  Diametralebene  parallele  Ebene  Fläche  und  Kegel 
in  Kurven  schneidet,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  auf  dem  kon- 
jugierten Durchmesser  liegt,  und  daß  zwei  Durchmesser  dieser 
Kurven,  die  zu  zwei  konjugierten  Durchmessern  in  der  Diametral- 
ebene parallel  sind,  für  beide  Kurven  konjugiert  sind,  woraus  sich 
die  Ähnlichkeit  ergiebt.  Unmittelbar  fließt  hieraus  der  weitere 
Satz:  Auf  jeder  Geraden  liegen  zwei  gleiche  Strecken,  die 
einerseits  von   dem  Hyperboloid,    andererseits  von  seinem 
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Asymptotenkegel  begrenzt  werden.  Die  Achsen  des  Hyper- 
boloides sind  zugleich  die  Achsen  seines  Asymptoten- 
kegels. 

663.  Die  Einteilung  der  Flächen  2.  Grades  in  Ellipsoide, 
Paraboloide  und  Hyperboloide  basiert  auf  ihrem  Verhalten  gegen 
die  unendlich  ferne  Ebene.  Einen  zweiten  Einteilungsgrund  bildet  ihr 
Verhalten  gegen  die  Tangentialebenen,  denn  sie  hat  nach  645  mit 
denselben  entweder  zwei  reelle  Geraden  oder  nur  einen  reellen 
Punkt  (zwei  konjugiert  imaginäre  Geraden)  gemein.  Liegt  auf 
einer  Fläche  2.  Grades  eine  reelle  Gerade,  so  gehen  durch 
jeden  ihrer  Punkte  zwei  Gerade  oder  Erzeugende;  sie 
bilden  zwei  Scharen,  deren  Geraden  sich  gegenseitig 
schneiden,  während  die  Geraden  der  nämlichen  Schar  zu 
einander  windschief  sind.  Solche  Flächen  nennt  man  Regel- 
flachen;  die  Erzeugenden  jeder  Schar  können  als  Schnitt- 
linien entsprechender  Ebenen  zweier  projektiver  Ebenen- 
büschel  erhalten  werden.  In  der  That  ist  g^  eine  Gerade 
unserer  Fläche,  so  schneiden  die  Ebenen  durch  g^  die  Fläche  je 
in  einer  weiteren  Geraden,  etwa  Äj,  ä^,  Äj,  A^,  .  .  . ,  alle  diese  Ge- 
raden trefifen  g^.  Die  Ebenen  durch  Aj  schneiden  unsere  Fläche 
auch  in  je  einer  weiteren  Geraden,  etwa  g^  g^^  9zy  9^^  •  •  •>  ^^ 
alle  die  Gerade  h^  trefifen.  Aber  jede  dieser  Geraden  g  schneidet 
jede  der  Geraden  A,  so  schneiden  sich  g^  und  h^\  denn  g^h^  und 
Aj^i  sind  zwei  ebene  Schnittkurven  der  Fläche,  beide  müssen  sich 
in  zwei  Punkten  schneiden,  das  sind  ofiFenbar  die  Punkte  ^i  X  A^ 
und  giXh^y  da  g^^  g^  und  ebenso  Aj,  A^  sich  nicht  trefifen.  Legt 
man  nun  sowohl  durch  g^  wie  durch  g^  Ebenen,  die  der  Eeihe  nach 
die  Erzeugenden  Aj,  Ag,  Ag,  A^  .  .  .  enthalten,  und  läßt  je  zwei 
Ebenen  durch  die  nämliche  Gerade  A,.  sich  entsprechen,  so  sind  die 
beiden  Ebenenbüschel  projektiv,  denn  sie  schneiden  die  Gerade  g^ 
in  der  nämlichen  Punktreihe.  Da  diese  Ebenenbüschel  projektiv 
sind,  schneiden  sie  alle  Geraden  g  in  projektiven  Punktreihen,  d.  h, 
die  Erzeugenden  jeder  Schar  treffen  die  der  anderen  Schar 
in  projektiven  Punktreihen. 

Der  Berührungspunkt  einer  Ebene  durch  g  mit  dem  Hyperboloid 
ist  der  Schnittpunkt  von  g  mit  der  in  ihr  liegenden  Erzeugenden 
der  anderen  Schar.  Deshalb  gilt  der  Satz:  Die  Ebenen  durch 
eine  Erzeugende  eines  Hyperboloides  berühren  dasselbe 
in  Punkten  dieser  Erzeugenden,  dabei  ist  der  Büschel  der 
Ebenen  zu  der  Reihe  der  Berührungspunkte  projektiv. 

664.  Eine   Regelfläche   2.  Grades   ist   durch   drei  Er- 
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zengende  g^g^^  einer  Schar  völlig  bestimmt.  Denn  legt  man 
durch  g^  nnd  g^  Ebenenbüschel  und  läßt  man  je  zwei  Ebenen 
dieser  Büschel  dnrch  den  nämlichen  Punkt  von  g^  sich  entsprechen, 
so  schneiden  sie  sich  in  Erzeugenden  der  Begelfläche.  Jede  dieser 
Geraden  trifft  ja  g^^  g^  und  ^3,  hat  also  mit  der  Fläche  drei  Punkte 
gemein  und  liegt  ganz  auf  ihr.  Jede  Ebene  schneidet  die  projektiven 
Ebenenbüschel  durch  g^  und  g^  in  projektiven  Strahlbüscheln,  deren 
entsprechende  Strahlen  sich  in  den  Punkten  eines  Kegelschnittes 
treffen;  dieser  ist  die  Schnittkurve  der  Ebene  mit  der  Begelfläche.  Die 
gemeinsamen  Sekanten  dreier  beliebiger  Geraden  bilden 
eine  Schar  von  Erzeugenden  einer  Begelfläche  2.  Grades. 

Die  Begelflächen  verlaufen  ins  Unendliche,  gehören  also  zu  den 
Paraboloiden  und  Hyperboloiden.  Um  nun  zu  unterscheiden,  welcher 
von  beiden  Illächengattungen  eine  Begelfläche  angehört,  bedenken 
wir,  daß  die  Durchmesser  eines  Hyperboloides  sich  in  seinem  Mittel* 
punkte  schneiden  und  daß  die  Durchmesser  eines  Paraboloides  zu 
einander  parallel  laufen.  Sind  g^^  g^^  g^  drei  Erzeugende,  die  nicht 
der  nämlichen  Ebene  parallel 
laufen,  so  giebt  es  zu  jeder  von  •? 

ihnen  eine  parallele  Erzeugende 
der  anderen  Schar,  Wg^i  ^2ll^a' 

A3  II  ^3.       Die     Erzeugenden     h  //^\  ^-^^^^^^Ci^    '  /  ^X* 

schneiden  ja  die^  in  projektiven         /   ^-''r  ^""^\/         1 

Punktreihen,    Äj    verbindet    also      ^K\\(         -A^        f\^^^* 
die  Punkte  von  q^^  und  g^ ,    die        V       \  •   >-^         ^>^^  9u 
hierbei    dem    unendlich     fernen  \^  i^^'-^^^S^lL^^^^ 

Punkte  von  g^  entsprechen ;  analog  ^^f^:^I_^l2-^% 

finden  sich  A«  und  Ä«.     In  Fig.  _.    *    '  '  .^  < 

434  sind  die  ersten  Projektionen  ^*' 

dieser   Geraden   dargestellt,    G^,  Fig.  434. 

6^3,  6^3,  iTj,  jffj,  JSTg    seien    ihre 

ersten  Spurpunkte  und  G^,  G^,  G^,  H\  H^,  Ä»,  ihre  Spurpunkte 
in  einer  Parallelebene.  Macht  man  ö^/#  G^^i,  so  ist  G^J  die  erste 
Spur  einer  Ebene  durch  g^,  die  parallel  zu  g^  liegt,  ebenso  ist  G^K 
{G^K:^  G^G^)  die  erste  Spur  einer  Ebene  durch  g^j  die  parallel  zu 
g^  liegt.  G^J  X  G^K  =  H^  ist  also  der  erste  Spurpunkt  der  ge- 
suchten Geraden  h^  (H^H*  i;^  G^G*).  Die  sechs  Punkte  G.,  H.  liegen 
auf  der  ersten  Spurkurve  c^  der  Fläche,  ebenso  liegen  die  sechs 
Punkte  (r»,  J?*  auf  der  Spurkurve  c^  in  der  Parallelebene,  die  sechs 
Geraden  g^,  h^  berühren  den  scheinbaren  Umriß  u  der  Fläche.  In  der 
Figur  sind  die  Striche,  als  Zeichen  der  ersten  Projektion,  weggelassen. 


2C-^J... 
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Die  Ebenen  g^h^  und  h^g^  sind  dann  parallele  Tangentialebenen 
und  die  Verbindungslinie  PjQg  ihrer  Berührungspunkte  Pj  =  ^j  X  Aj 
und  Qg  =  Aj  X  ^2  ^^^  ®^^  Durchmesser  der  Fläche.  Ganz  ebenso 
sind  PjQj  und  PjQg  Durchmesser  dieser  Fläche,  wo  Pi=^g^X  A3, 
61  =  *2  X  5^8»  ^a  =5^3  X  ^1  und  Q^  =  Ag  X  ^^j  sind.  PiPaÖiQ«  ist  ein 
Parallelogramm,  denn  die  Seiten  Pg^i  und  QgPj  liegen  auf  den 
parallelen  Geraden  ^g  und  Ag  und  die  Seiten  P^l^^  und  Q^Q^  werden 
aus  der  Ebene  ^gAg  durch  die  parallelen  Ebenen  g^h^  und  h^g^  aus- 
geschnitten. Die  Durchmesser  P^Qi  und  P^Q^  schneiden  sich  im 
Mittelpunkte  0  des  Parallelogramms  PiPaQi^a»  ^^^  zugleich  Mittel- 
punkt der  Fläche  ist;  die  Fläche  ißt  ein  Hyperboloid.  Beim  Hy- 
perboloid giebt  es  zu  jeder  Erzeugenden  der  einen  Schar 
eine  parallele  Erzeugende  der  anderen  Schar;  zwei  Paare 
paralleler  Erzeugenden  schneiden  sich  in  den  Endpunkten 
eines  Durchmessers,  dessen  Mittelpunkt  der  Flächen- 
mittelpunkt ist.  Jede  Ebene,  die  das  Hyperboloid  in  zwei 
parallelen  Erzeugenden  schneidet,  berührt  seinen  Asymp- 
totenkegel längs  einer  Mantellinie,  die  in  der  Mitte 
zwischen  den  beiden  Erzeugenden  liegt. 

665.  Sind  g^,  g^,  g^  drei  Erzeugende  einer  Begelääche,  und 
sind  diese  einer  Ebene  f  parallel,  so  sind  ihre  gemeinsamen  Se- 
kanten Aj,  A3,  Ag  .  .  .  einer  zweiten  Ebene  H  parallel.  Denn  die 
Erzeugenden  A  treffen  die  Geraden  g^,  g^y  g^  in  ähnlichen  Punkt- 
reihen, da  sie  projektiv  sind  und  ihre  unendlich  fernen  Punkte  sich 
gegenseitig  entsprechen.  Es  kann  nämlich  keine  Erzeugende  A 
geben,  die  zu  g^  parallel  ist,  da  dann  A  zu  f  parallel  wäre  und  ^3 
und  ^g  treffen  müßte,  die  in  zwei  verschiedenen,  zu  V  parallelen 
Ebenen  liegen.  Die  ähnlichen  Punktreihen  auf  den  Geraden  g 
werden  aber  durch  parallele  Ebenen  ausgeschnitten;  denn  enthält  Aj 
entsprechende  Punkte  der  Reihen,  und  enthält  auch  A^  entsprechende 
Punkte,  so  schneidet  jede  Ebene,  die  zu  Aj  und  h^  parallel  ist,  die 
Geraden  g  in  entsprechenden  Punkten  der  ähnlichen  Reihen.  Jede 
zu  r  parallele  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Erzeugenden  g, 
aber  in  keiner  im  Endlichen  liegenden  Erzeugenden  A;  diese  müßte 
ja  die  Schnittpunkte  aller  Erzeugenden  g  mit  V  enthalten,  die  alle 
unendlich  fem  sind.  Ebenso  schneidet  jede  zu  H  parallele  Ebene 
die  Fläche  in  einer  Erzeugenden  A  und  in  einer  unendlich  fernen 
Geraden,  die  zur  Schar  der  Erzeugenden  g  gehört.  Auf  unserer 
Fläche  liegen  demnach  zwei  unendlich  ferne  Erzeugende,  aus  jeder 
Schar  eine. 

Jede   zur   Schnittlinie   von  f  und  H    parallele  Gerade  ist  ein 
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Fig.  435. 


Durchmesser  unserer  Fläche.  Sei  P  ein  heüebiger  Punkt  der  Fläche, 
und  d  die  Parallele  zu  f  X  H  durch  ihn,  seien  femer  ff^  und  hj^  die 
Erzeugenden  durch  P,  dann  projizieren  wir  aUe  Erzeugenden  durch 
Parallelstrahlen  zu  d  auf  die  Ebene  fffij^.  Die  Projektionen  yj',  ff^,  . . , 
^o^  ^i>  ^3>  •  •  •  werden  zu  ff.^  die  Projektionen  h^  h^  .  ,  ,  von 
A^,  Aj  .  .  .  werden  zu  ä^  parallel.  Es  mag  nun  A'B'CB'  ein 
Parallelogramm  mit  dem  Mittelpunkte  P  sein  (Fig.  435),  und  zwar 
sei  A'B  II  CD'  \\ g,  und  FC  \\  BA'  ||  h^\  -..'«^    , 

auf  der  Fläche  liegt  dann  ein  wind- 
schiefes Viereck  ABCJD^  dessen  Seiten 
Erzeugende  sind  und  dessen  Parallel- 
projektion A'BC'V  ist.  A'B  wird 
Ton  h^  halbiert,  die  Punkte  A  und  B 
haben  deshalb  gleichen  Abstand  von 
der  Ebene  g^  und  liegen  zu  ver- 
schiedenen Seiten  dieser  Ebene.  Durch 
analoge  Schlüsse  finden  wir,  daß  die 
Geraden  AC  und  BD  zu  der  Ebene 
gJi^  parallel  sind  und  die  Gerade  d  in 
Punkten  treffen  die  von  P  gleich  weit  abstehen.  Zugleich  ersehen 
wir,  daß  AC  und  BD  von  d  halbiert  werden,  da  PA'  ^  PC  und 
PB=^PB  ist  AC  und  BD  sind  harmonische  Polaren  unserer 
Fläche,  so  daß  d  außer  P  nur  noch  einen  unendlich  fernen  Punkt 
mit  ihr  gemein  hat,  wie  das  auch  aus  dem  weiter  oben  Gesagten 
folgt.  Da  Ä  und  damit  A  völlig  willkürlich  ist,  so  schließen  wir, 
daß  d  alle  zur  Ebene  g^^^  parallelen  Sehnen,  die  d  treffen,  halbiert; 
d  ist  somit  ein  Durchmesser  der  Fläche. 

Beim  Paraboloid  sind  die  Erzeugenden  der  einen  Schar 
einer  Ebene  V  parallel  und  die  der  anderen  Schar  einer 
zweiten  Ebene  H.  In  jeder  Schar  giebt  es  eine  unendlich 
ferne  Erzeugende,  so  daß  jede  Schar  die  Erzeugenden  der 
anderen  in  ähnlichen  Punktreihen  trifft.  Die  Durchmesser 
der  Fläche  sind  alle  zu  f  X  H  parallel;  jede  zu  f  X  H  par- 
allele Ebeue  ist  eine  Diametralebene  und  schneidet  die 
Fläche  in  einer  Parabel. 

666.  Zu  den  aufgezählten  Flächen  gelangen  wir  auch  in  ein- 
fachster Weise,  wenn  wir  ihre  Hauptschnitte  in  Betracht  ziehen. 
Jede  Fläche  mit  Mittelpunkt  hat  drei  Achsen,  die  zugleich 
Achsen  der  Hauptschnitte  sind.  Treffen  alle  drei  Achsen  die  Fläche 
in  reellen  Punkten,  so  sind  die  Hauptschnitte  Ellipsen,  die  Fläche 
heißt  Ellipsoid. 
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Schneidet  die  Fläche  nur  zwei  AchBen  in  reellen,  (^e  dritte 
aber  in  imaginären  Punkten,  so  sind  die  beiden  Hauptschnitte  durch 
die  dritte  Achse  Hyperbeln,  der  andere  Hauptschnitt  ist  eine  Ellipse 
Im  Endpunkte  einer  reellen  Achse  ist  die  Tangentialebene  parallel 
zum  Hauptschnitte  durch  die  beiden  anderen  Achsen,  der  eine  Hy- 
perbel bildet;  die  Tangentialebene  schneidet  diese  Hyperbel  in  ihren 
beiden  unendlich  fernen  Punkten,  d.  h.  durch  ihren  Berührungs- 
punkt gehen  zwei  Erzeugende,  die  den  Asymptoten  der  Hyperbel 
parallel  laufen.  Die  vorliegende  Fläche  ist  eine  Regelfl&che  und 
heißt  einschaliges  Hyperboloid,  da  die  ganze  Fläche  nur  aus 
einem  Stück  besteht. 

Schneidet  die  Fläche  nur  eine  Achse  in  reellen  Punkten,  so 
sind  die  beiden  Hauptschnitte  durch  diese  Achse  Hyperbeln,  wäh- 
rend der  dritte  Hauptschnitt  ganz  imaginär  ist.  Die  Fläche  besteht 
also  aus  zwei  symmetrischen  Teilen,  die  nicht  miteinander  zusammen- 
hängen; die  zur  dritten  Hauptebene  parallelen  Schnitte  sind  Ellipsen. 
Die  Fläche  heißt  zweischaliges  Hyperboloid. 

Bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt  sind  die  Durchmesser  par- 
allel, es  existiert  nur  eine  Achse,  und  durch  sie  gehen  zwei 
Hauptebenen,  die  die  Fläche  in  Parabeln  schneiden.  Die  Achse 
trifft  die  Fläche  nur  in  einem  im  Endlichen  liegenden  Punkte,  dem 
Scheitel  der  Fläche;  er  ist  zugleich  Scheitel  jener  beiden  Parabeln, 
deren  Achse  die  Flächenachse  ist.  Liegen  die  beiden  Hauptparabeln 
auf  der  nämlichen  Seite  der  Tangentialebene  im  Scheitelpunkte,  so 
ist  jeder  zur  Achse  senkrechte  Schnitt  der  Fläche  eine  Ellipse, 
deren  Achsen  von  den  Parabeln  begrenzt  werden.  Die  Fläche  heißt 
elliptisches  Paraboloid. 

Liegen  dagegen  die  beiden  Hauptparabeln  zu  verschiedenen 
Seiten  der  Tangentialebene  im  Scheitelpunkte,  so  ist  jeder  zur  Achse 
senkrechte  Schnitt  eine  Hyperbel.  Denn  jede  solche  Ebene  schneidet 
immer  nur  die  eine  Parabel  in  reellen  Punkten,  die  dann  die  End- 
punkte der  Hauptachse  der  Hyperbel  bilden,  während  ihre  Neben- 
achse die  Fläche  nicht  trifft.  Die  zur  Achse  normalen  Hyperbel- 
schnitte haben  ihre  Hauptachse  in  der  einen  oder  anderen  Haupt- 
ebene, je  nachdem  sie  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der 
Tangentialebene  im  Scheitelpunkte  liegen.  In  dieser  Tangential- 
ebene liegen  zwei  Erzeugende  der  Fläche,  die  den  Asymptoten 
sämtlicher  zur  Achse  normalen  Hyperbelschnitte  parallel  sind;  denn 
alle  diese  Parallelschnitte  haben  dieselben  beiden  unendlich  fernen 
Punkte  gemein.  Die  Fläche  ist  eine  Regelfläche  und  heißt  hyper- 
bolisches Paraboloid. 
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Im  XIV.  Kapitel  bringen  wir  die  Abbildungen  der  genannten 
Flächen  in  schiefer  Parallelprojektion;  es  sind  dort  jedesmal  die 
Hauptschnitte  und  die  Umrisse  dargestellt,  und  es  ermöglicht  diese 
Art  der  Projektion  eine  bessere  räumliche  Vorstellung  der  Flächen 
als  die  Orthogonalprojektion. 

667.  Ein  Mittel,  um  uns  die  allgemeinen  Flächen  2.  Grades 
vorzustellen,  liefern  uns  auch  die  Rotationsflächen  2.  Grades.  Aus 
dem  Rotationsellipsoid  leitet  man  das  allgemeine  ab,  indem  man 
einen  Hauptschnitt  des  letzteren  als  Meridianschnitt  des  ersteren 
wählt  und  alle  zu  dieser  Meridianebene  senkrechten  Sehnen  der 
Fläche  in  dem  gleichen  Verhältnisse  vergrössert,  oder  verkleinert; 
natürlich  bleiben  dabei  die  Mittelpunkte  der  Sehnen  ungeändert. 
Zwei  Flächen,  die  in  dieser  Beziehung  stehen,  heißen  affin.  In 
gleicher  Weise  ist  das  einschalige  Hyperboloid  affin  zu  der  Fläche, 
die  durch  Rotation  einer  Hyperbel  um  ihre  Nebenachse  entsteht, 
während  das  zweischalige  Hyperboloid  affin  zu  der  Fläche  ist,  welche 
eine  Hyperbel  durch  Rotation  um  ihre  Hauptachse  erzeugt.  Zum 
Rotationsparaboloid  ist  das  elliptische  Paraboloid  affin.  Zum  hyper- 
bolischen Paraboloid  giebt  es  keine  affine  Rotationsfläche.  Denn 
jede  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Hyperbel,  deren  unend- 
lich ferne  Punkte  auf  den  beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden 
der  Fläche  liegen,  nur  die  der  Achse  parallelen  Ebenen  schneiden 
in  Parabeln ;  keine  dieser  Kurven  aber  kann  durch  Affinität  in  einen 
Kreis  übergehen. 

668.  Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  auf  den  allgemeinen  Flächen 
2.  Grades  —  abgesehen  vom  hyperbolischen  Paraboloid  —  Kreise 
hegen,  und  daß  man  infolgedessen  noch  in  einer  zweiten,  höchst  ein- 
fachen Weise  von  den  Rotationsflächen  2.  Grades  zu  den  allgemeinen 
gelangen  kann.  Nach  fiilheren  Darlegungen  sind  alle  Parallel- 
schnitte einer  Fläche  2.  Grades  ähnliche  Kegelschnitte,  deren  Mittel- 
punkte auf  einem  Durchmesser  liegen ;  existiert  also  auf  der  Fläche 
ein  Kreis,  so  sind  alle  Parallelschnitte  auch  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  einem  Durchmesser  d  liegen.  Durch  einen  Punkt  C 
von  d  ziehen  wir  eine  Gerade  a  senkrecht  zu  den  Ebenen  der 
Parallelkreise  und  verschieben  diese  Kreise  in  ihren  Ebenen  so,  daß 
ihre  Mittelpunkte  auf  a  rücken;  dann  bilden  die  Kreise  in  der  neuen 
Lage  eine  Rotationsfläche.  Aus  einem  ebenen  Schnitte  der  ur- 
sprünglichen Fläche  durch  d  wird  dabei  ein  ebener  Schnitt  der 
neuen  Fläche  durch  a;  denn  die  in  den  Parallelebenen  liegenden 
Sehnen  der  ersten  Kurve  gehen  bei  der  Verschiebung  in  parallele 
Sehnen  der  letzteren  Kurve  über,    die  natürlich  a  trefi'en.     Da  die 
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Punkte  der  neuen  Kurve  aus  denen  der  ursprünglichen  durch  eine 
Parallel  Verschiebung,  nämlich  parallel  zu  den  Schnittgeraden  der 
Ebene  ad  mit  den  Parallelebenen,  hervorgehen,  so  erscheint  jene 
als  Parallelprojektion  von  dieser  und  ist  somit  ein  Kegelschnitt. 
Die  Rotationsfläche  ist  also  vom  2.  Grade. 

Die  Beziehung  der  allgemeinen  Fläche  2.  Grades  zu  der  aus 
ihr  abgeleiteten  Botationsfläche  läßt  sich  auch  in  der  folgenden 
Weise  auffassen.  Beide  Flächen  haben  den  Parallelkreis  gemein, 
dessen  Mittelpunkt  in  C^axd  liegt,  seine  Ebene  sei  f.  Wir 
ordnen  nun  jedem  Punkte  P  des  Raumes  einen  Punkt  P^  derart 
zu,  daß  die  Parallele  zu  d  durch  P  und  die  Parallele  zu  a  durch 
Pj  sich  auf  r  schneiden,  und  daß  PPj  parallel  zur  Schnittlinie  von 
ad  und  V  ist.  Eine  solche  Beziehung  der  Punkte  eines  räumlichen 
Gebildes  auf  die  Punkte  eines  anderen  heißt  Affinität;  die  beiden 
Gebilde  sind  affin  und  in  affiner  Lage.  Die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  sind  parallel;  die  Schnittlinien  entsprechender 
Ebenen  liegen  in  f,  ebenso  die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden. 

669.  Auf  jeder  Fläche  2.  Grades  liegen  zwei  Systeme 
von  Parallelkreisen;  ihre  Konstruktion  für  die  einzelnen  Flächen 
gestaltet  sich  in  der  folgenden  Weise.  Ist  k  ein  Kreisschnitt  und 
d  der  Flächendurchmesser  durch  seinen  Mittelpunkt,  so  ist  die  Ebene 
durch  d  senkrecht  zur  Kreisebene  eine  Hauptebene  A  unserer  Fläche. 
Denn  ein  Durchmesser  jenes  Kreises  steht  auf  A  senkrecht  und  alle 
zu  ihm  parallelen  Kreissehnen  werden  durch  A  halbiert;  Gleiches 
gilt  aber  auch  für  die  parallelen  Sehnen  der  Parallelkreise.  Jeder 
Kreisschnitt  steht  demnach  auf  einer  Hauptebene  senk- 
recht. Fällt  man  von  den  Mittelpunkten  zweier  Kreischnitte,  deren 
Ebenen  sich  schneiden,  Lote  auf  die  Schnittgerade,  so  treffen  sie 
dieselbe  in  dem  nämlichen  Punkte,  liegen  also  in  einer  zu  ihr  nor- 
malen Ebene.  Diese  Ebene  ist  eine  Hauptebene,  da  sie  die  zur 
Schnittgeraden  parallelen  Sehnen  beider  Kreise  halbiert.  Zugleich 
ersieht  man,  daß  durch  je  zwei  Kreise  der  Fläche  2.  Grades,  deren 
Ebenen  nicht  parallel  sind,  eine  Kugelfläche  gelegt  werden  kann. 
Diese  kann  mit  der  Fläche  keine  weiteren  Punkte  gemein  haben, 
denn  sonst  würden  alle  Kugelkreise,  die  mit  jenen  Kreisen  je  zwei 
Punkte  und  mit  der  Fläche  noch  einen  weiteren  Punkt  gemein 
haben,  ganz  auf  der  Fläche  liegen.  Daraus  folgt  weiter,  daß  es 
auf  einer  Fläche  2.  Grades  nicht  drei  Kreise  geben  kann,  ohne  daß 
zwei  von  ihnen  Parallelschnitte  sind.  Denn  im  anderen  Falle  würden 
die  drei  Kreise  auf  einer  Kugelfläche  liegen,  und  die  Fläche  2.  Grades 
müßte   mit  ihr   identisch  sein.     Die  beiden  Systeme  von  Parallel- 


Die  Flächen  zweiten  Grades, 


179 


kreisen   sind    zu   einer  Hauptebene   normal  und  in  Bezug  auf  die 
anderen  symmetrisch. 

670.  Beim  Ellipsoid  giebt  es  drei  verschieden  lange  Achsen 
—  abgesehen  von  Rotationsflächen  —  und  durch  die  mittlere  Achse 
giebt  es  zwei  Kreisschnitte.  Sind  Ä^A^  >  B^B^  >  C^C^  die  drei 
Achsen,  so  gehen  zwei  Bjreisschnitte  durch  B^B^  und  treffen  die 
Ellipse  mit  den  Achsen  A^A^,  C^C^  in  den  vier  Punkten,  deren 
Abstände  von  ihrem  Mittelpunkte  0  gleich  \B^B^  sind.  Es  sind 
also  die  Schnittpunkte  dieser  Ellipse  mit  einem  koncentrischen 
Kreise  vom  Radius  OB^  =  OB^  zu  suchen,  was  nach  29  oder  376 
bewerkstelligt  werden  kann. 

Beim  einschaligen  und  zweischaligen  Hyperboloid  wird 
gleichzeitig  die  Fläche  und  ihr  Asymptotenkegel  in  Kreisen  ge- 
schnitten; es  ist  also  die  Aufgabe  zu  lösen:  bei  einem  Kegel  die 
Ereisschnitte  zu  bestimmen,  wenn  seine  Achsen  und  seine  Mantel- 
Unien  in  den  Hauptebenen  be- 
kamit  sind.  Sei  x  die  Kegelachse 
im  Inneren  des  Kegelmantels,  seien 
femer  a^,  a^  resp.  h^,  b^  die  Mantel- 
linien in  den  beiden  Hauptebenen 
durch  X,  und  sei  /^a^a^y^  z_  b^b^^ 
dann  wird  eine  Kugel ,  deren  Mittel- 
punkt auf  X  liegt  und  die  a^  und 
folglich  auch  a^  berührt,  die  Kegel- 
fläche in  zwei  Kreisen  schneiden. 
Ist  in  Fig.  436  M  der  Mittelpunkt 
der  Kugel,  so  sind  ihre  Berührungs- 
punkte 7j  und  T^  mit  a^  und  a^  die 
Fußpunkte  der  von  M  auf  Oj  resp. 
«2  gefällten  Lote;  in  der  Figur  ist 
die  Ebene  a^a^  um  x  in  die  Ebene 
h^h^  umgelegt  [MT^^  A^a^"^,  T^'^T^  ±_x).  Die  Kugel  schneidet  die 
Mantellinien  b^  und  b^  resp.  in  den  Punkten  i>^,  E^  und  jD^,  E^\ 
die  Kugelkreise  mit  den  Durchmessern  B^E^  resp.  B^j^E^,  deren 
Ebenen  also  auf  der  Ebene  b^b^  senkrecht  stehen,  liegen  nun  auf 
der  Kegelfläche.  Ein  solcher  Kreis  hat  nämlich  mit  dieser  fünf 
Punkte  gemein,  liegt  also  ganz  auf  ihr;  denn  beide  Kreise  enthalten 
die  Punkte  2^,  T^  der  Kegelfläche  und  berühren  sie  noch  in  je 
zwei  weiteren  Punkten,  der  eine  in  B^  und  E^,  der  andere  in  B^ 
und  E^,  Daß  die  genannten  Kreise  durch  T^  gehen,  folgt  aus  der 
Relation:  {T^T^)  •  [TJ^")  =  T^B^  •  T^'E^  =  T^'B^ .  T^E^. 

12* 


Fig.  436. 
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671»  Für  alle  Flächen  2.  Grades  lassen  sich  die  Kreis- 
schnitte  durch  folgende  Überlegung  gewinnen.  Die  Hauptebene, 
die  auf  den  Ebenen  der  Ereisschnitte  senkrecht  steht,  schneidet  die 
Fläche  in  einem  Kegelschnitte  c;  x  sei  eine  Achse  von  c  und  Ä  einer 
ihrer    Endpunkte    (Fig.  437).     Die   Kreisschnitte  k^  und  k^    durch 

A  treffen  c  außerdem  noch  in  je 
einem  der  beiden  Punkte  K^  und 
JTg,  die  zu  x  symmetrisch  liegen; 
beide  Kreise  gehören  einer  Kugel 
an,  fiir  die  der  Kreis  durch  Äy  K^y 
K^  ein  größter  Kreis  ist.  Jeder 
Kreis  dieser  Kugel  trifft  die  Fläche 
in  vier  Punkten,  die  paarweise  auf 
Aj  und  k^  liegen.  Insbesondere 
schneidet  der  Kugelkreis  Z,  dessen 
Ebene  in  x  auf  der  Ebene  von  c 
senkrecht  steht  und  den  Haupt- 
schnitt b  enthält,  die  Fläche  in  vier 
zusammenfallenden  Punkten,  denn 
er  berührt  in  Ä  die  beiden  Ej-eise 
k^  und  A3.  Dieser  Kugelkreis  /  hat  mithin  auch  mit  h  vier  unendlich 
nahe  Punkte  gemein,  er  ist  also  der  Krümmungskreis  von  b  im 
Scheitel  A»  In  der  Figur  sind  h  und  /  um  x  in  die  Ebene  von  c 
als  b^  und  l^  umgelegt;  l^  deckt  sich  aber  mit  dem  Kugelkreise 
durch  Ay  iTj,  Ä'g,  so  daß  K^  und  K^  sich  als  Schnittpunkte  von  l^ 
und  c  bestimmen.  Nun  sind  für  die  Kurven  l^  und  c  die  Gerade 
Ky^K^  und  die  Tangente  ^  in  ^  gemeinsame  Sehnen;  demnach  bilden 
sie  nach  377  die  Doppelstrahlen  einer  Involution,  ihre  Strahlen- 
paare gehen  durch  die  Punktepaare,  die  in  Bezug  auf  beide  Kurven 
konjugiert  sind.  Als  ein  Paar  konjugierter  Punkte  wählen  wir  einen 
unendlich  fernen  Punkt  (eine  bestimmte  Richtung) ,  etwa  J^ ,  und 
den  Punkt  e/,  in  dem  sich  die  zu  der  gewählten  Richtung  konju- 
gierten Durchmesser  von  l^  und  c  schneiden.  Diese  beiden  Punkte 
werden  von  t  und  K^K^  harmonisch  getrennt,  d.  h.  J  hat  von  t  und 
K^K^  gleichen  Abstand. 

672.  Ist  die  Fläche  ein  Ellipsoid  mit  dem  Mittelpunkte  0, 
so  sind  b^  und  c  Ellipsen  mit  der  gleichen  Halbachse  OA  und  den 
weiteren  Halbachsen  OC^  resp.  OB,  wobei  OC^  >  OB  ist  (Fig.  437). 
Der  Mittelpunkt  L  von  l^  ergiebt  sich  nach  411  {GA  \\  C^O,  GC^\\AO, 
GL  JL  ACq)\  der  Punkt  /,  der  dem  unendlich  fernen  Punkt  von  AB 
konjugiert   ist,   liegt   auf  dem   Durchmesser   JL  von  l^  [JL  JL  AB) 
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und  auf  dem  Durchmesser  HO  von  c  {HA\\BO,  HB\\AO).  K^K^ 
triflFt  HO  in  Q,  wobei  QJ  =  JH  ist.  Schneidet  x  die  Kurven  c  und 
l^  noch  in  A^  resp.  A^j  so  liegt  offenbar  der  Schnittpunkt  R  von 
A^B  mit  A^R  (J_  45)  auf  ÄjiTg. 

Ist  die  Fläche  ein  elliptisches  Paraboloid,  so  sind  b^  und 
r  Parabeln  mit  der  gleichen  Achse  x  und  dem  gleichen  Scheitel  A, 
und  es  schließt  b^  die 
Parabel  c  ein  (Fig.  438). 
Ist  P  ein  Punkt  von  c 
und  L  bekannt,  so  ist 
dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  PA  in  Bezug 
auf  beide  Kurven  der 
Punkt  J  konjugiert,  in 
dem  sich  die  Geraden 
JL{±PA)  und  JM{\\x) 
schneiden ,  wenn  MP 
=  ^fA  ist.  J  steht  von 
A'jA'g  und  t  gleich  weit 
ab,   ändert  sich  also  /, 

so  ändert  sich  K^K^  und  damit  der  Kreis  Z^;  liegt  speziell  /  auf  tj 
so  wird  der  Kreis  zum  Krünmiungskreise  von  c  in  A,  Demnach 
bestimmt  sich  Z  als  Mittelpunkt  "des  Kriimmungskreises  /^  von  b^ 
in  J,  indem  man  die  Sehne  AB^  in  JV' halbiert  {B^  ist  ein  beliebiger 
Punkt  von  Äq),  von  N  das  Lot  auf  t  fällt  und  durch  seinen  Fuß- 
punkt iV'  die  Gerade  N'Z  J_  ABq  zieht.  Einfacher  noch  bestimmt 
sich  der  Punkt  A^,  der  Schnittpunkt  von  l^  und  x,  indem  man  von 
dem  beliebigen  Punkte  B^  von  b^  auf  t  ein  Lot  fällt  und  durch 
seinen  Fußpunkt  B'  die  Gerade  B'A^  i.  ^^o  zieht.  Offenbar  liegt 
jetzt  der  Punkt  E  =  PB  x  A^R  auf  K^K^,  wenn  PR\\x  und 
J^R  _L  AP  ist. 

Ist  die  Fläche  ein  zweischaliges  Hyperboloid  mit  dem 
Mittelpunkte  0,  so  sind  b^  und  c  Hyperbeln  mit  der  gleichen 
Halbachse  OA  und  den  Asymptoten  OC^  resp.  OB,  wobei  OC^  >  OB 
ist  (Fig.  439),  wenn  man  unter  Cq  und  B  die  Schnittpunkte  der 
bezüglichen  Asymptoten'  mit  der  Tangente  ^  in  ^  versteht.  Der 
Mittelpunkt  Z  des  Krümmungskreises  von  ^^  in  A  liegt  auf  der 
Geraden  LCq{_L  0^0).  Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  OB  ge- 
hört die  Asymptote  OB  als  Polare  in  Bezug  auf  b  und  ZJ  als 
Polare  in  Bezug  auf/  zu;  der  ihm  konjugierte  Punkt  /  ist  also  der 
Fußpunkt  des  von  Z  auf  OB  gefällten  Lotes.     K^K^  trifft  OB  in  Q, 
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wobei  QJ=  JB  ist.     Für  das  einschalige  Hyperboloid  ist   die 
Konstruktion    analog,    an   Stelle    der    Hyperbel   b^   tritt    nur   eine 


Fig.  489. 


Fig.  440. 


Ellipse   h^   mit   der  Halbachse   AO   und  der  weiteren  Achse    C^O, 
wobei  C^O  >  AO  ist  (Fig.  440). 


Die  Konstanten  der  Flächen  zweiten  Grades.    Die  Fiächen  durch 

neun,  acht  und  sieben  Punlite. 

678*  Kennt  man  von  einer  Fläche  2.  Grades  drei  ebene  Schnitte 
A,  /  und  m,  so  ist  ihre  Schnittkurve  u  mit  jeder  anderen  Ebene  be- 
stimmt, denn  u  enthält  die  sechs  Punkte,  in  denen  A,  /  und  m  von 
dieser  Ebene  geschnitten  werden.  Auch  wenn  die  sechs  Punkte  teil- 
weise oder  insgesamt  imaginär  werden,  ist  nach  349  u.  f.  die  Kurve  u 
bestimmt.  Wählt  man  die  drei  Kegelschnitte  A,  /,  m  beliebig,  jedoch 
so  daß  sie  sich  paarweise  in  reellen  oder  imaginären  Punkten 
schneiden,  dann  geht  durch  sie  eine  Fläche  2.  Grades,  wie  weiterhin 
gezeigt  werden  soll.  Die  Annahme  der  Kegelschnitte  A,  /,  m  kann 
durch  die  Annahme  von  neun  Punkten  ersetzt  werden;  von  diesen 
wählt  man  etwa  fünf  in  der  Ebene  K  und  giebt  dadurch  A,  drei 
weitere  in  der  Ebene  A  und  giebt  dadurch  /,  das  ja  die  Schnitt- 
punkte von  A  mit  A  enthalten  muß,  den  neunten  Punkt  nimmt  man 
in  der  Ebene  M  und  giebt  dadurch  m,  das  die  Schnittpunkte  von  M 
mit  k  und  /  enthalten  muß.  Es  wird  nun  später  gezeigt  werden, 
daß  auch  durch  neun  ganz  willkürlich  gewählte  Punkte  eine  Fläche 
2.  Grades  gelegt  werden  kann,  so  dass  die  Zahl  der  Konstanten^ 
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oder    der    willkürlichen    Punkte    einer    Fläche   2.    Grades 
gleich  nenn  ist. 

674.  Wir  gehen  jetzt  von  drei  Kegelschnitten  k,  l,  m  aus,  und 
nehmen  an,  daS  sich  l,  m  in  den  Punkten  A^,  A^  femer  m,  k  in 
^j,  -Bj,  endlich  ä,  /  in  Cj,  C^  schneiden.  Wir  werden  beweisen, 
daß  die  Kegelschnitte  kj  l,  m  eine  Fläche  2.  Grades  be- 
stimmen,  d.  h.  daß  in  zwei  beliebigen  Ebenen  zwei  Kegel- 
schnitte liegen,  die  sich  gegenseitig  und  jeden  der  Kegel- 
schnitte k,  If  m  je  zweimal  schneiden.  Die  Geraden  A^A^, 
B^B^j  C^C^  haben  den  Punkt  S  gemein,  der  den  drei  Ebenen  der  drei 
Kegelschnitte  angehört.  Die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  S  und 
den  Pnnktepaaren  A^A^j  resp.  B^B^,  resp.  C^C^  bestimmen  eine  Ebene 
Z,  welche  die  Polaren  von  S  in  Bezug  auf  jeden  der  drei  Kegelschnitte 
enthält.  Deshalb  hegen  die  Punkte  A^B^  x  A^B^ = P,  A^B^  x  A^B^ = P' 
in  Z,  denn  PP'  ist  die  Polare  von  S  bezüghch  m;  ebenso  liegen 
die  Punkte  B^C^  x  B^C^  =  Q,  B^C^  x  B^C^  =  q,  C^A^  x  C^A^  =  Ä, 
C^A^  X  C^A^  ^R  in  Z.  Diese  drei  Punktepaare  bilden  die  Gegen- 
ecken eines  vollständigen 
Vierseits  —  PQÄ,  PqR, 
FQR    und    FQfH   sind 

seine  Seiten  —  denn  die 
Punkte  P,  Q,  £  liegen 

in    Z    und    der    Ebene 

A^B^C^,   die   Punkte  P, 

Qf,  E  hegen  in  Z  und 

der  Ebene  A^B^C^^  etc. 

Es  sei  nun  in  Fig.  441 

die   Ebene   Z   mit  dem 

Vierseit  dargestellt,  seine 

Diagonalen     PP\     qq, 

RR'    sind    die   Polaren 

von  8  in   Bezug  auf  m, 

k  und  /  respektive;  PP' 

xQq^B,  qqxRR 

=  C,  ÄÄ'xPP'=4sind 
die  Schnittpunkte  von  Z 
mit  den  Geraden  B^B^,  ^\^a>  ^1^2  respektive.  Z  wird  ferner  von 
Ä,  /,  m  in  den  Punktepaaren  K^K^^  A-^2>  ^\^%  geschnitten,  von 
denen  das  erste  durch  Q  und  q,  das  zweite  durch  R  und  R%  das 
dritte  durch  P  und  P'  harmonisch  geteilt  wird,  da  Q  und  q  har- 
monische Pole  von  k  sind  etc.     Legen  wir  jetzt  durch  Ä'^,  K^,  Xj, 
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L^,  M^  den  Kegelschnitt  s,  so  sind  QQ'  und  ebenso  RK  harmonische 
Pole  von  s,  nach  381  folgt  hieraus,  daß  auch  FP'  harmonische  Pole 
von  s  sind,  was  weiter  zur  Folge  hat,  daß  s  auch  durch  M^  geht. 
Die  sechs  Schnittpunkte  von  Z  mit  k,  /und  m  liegen  auf  einem 
Kegelschnitte  s. 

Wir  wählen  eine  neue  Ebene  durch  Ä,  die  A,  /,  m  in  den  Punkte- 
paaren i^ji^a  resp.  E^E^  resp.  F^F^  schneiden  mag;  die  Punkte  i>, 
E^  F,  welche  mit  S  zusammen  diese  Punktepaare  harmonisch  teilen^ 
liegen  wieder  in  Z.  Die  drei  Punktepaare  liegen  auf  einem  Kegel- 
schnitte n,  der  Z  in  N^  und  N^  schneiden  mag,  denn  BEF  ist  die 
Polare  von  S  in  Bezug  auf  n\  wir  wollen  nun  zeigen,  daß  s  durch 
N^  und  N^  geht.  Gehen  wir  von  den  Punktepaaren  C'jC^,  -Di-Dj 
und  E^E^  aus  und  stellen  die  gleichen  Überlegungen  wie  vorher  an, 
so  erkennen  wir,  daß  die  Punkte  C^B^  x  C^B^  =  U  und  C^B^  x  C^B^  =  U' 
die  Sehne  E^iJ^i  harmonisch  teilen  und  daß  ebenso  die  Punkte 
C^E^  X  Gj^a  =  r  und  C\E^  x  C^E^  =  F  die  Sehne  L^B^  harmonisch 
teilen.  U,  V  und  T,  V'  sind  demnach  Paare  harmonischer  Pole 
von  s\  sie  bilden  zwei  Paar  Gegeuecken  eines  Vierseits,  dessen 
drittes  Paar  die  Punkte  }F=  B^E^  x  B^E^  und  iV'^  B^E^  X  B^E^ 
bilden,  fr,  W  sind  also  ebenfalls  harmonische  Pole  von  s,  nach 
der  Konstruktion  liegen  sie  aber  zu  N^N^  harmonisch.  In  gleicher 
Weise  schließen  wir,  daß  die  Punkte  X=E^F^xE^F^  und  X'=^E^F^ 
X  E^F^  harmonische  Pole  von  s  sind,  sie  teilen  auch  die  Sehne 
N^N^  harmonisch.  Da  aber  N^N^  sowohl  zu  W,  ff  wie  zu  X,  X' 
harmonisch  sind,  und  da  /f,  ff  und  X,X'  harmonische  Pole  von  s 
sind,  so  geht  5  durch  ]\\  und  N^.  Jede  Ebene  durch  S  schneidet 
somit  die  vier  Kurven  A,  /,  m,  s  in  vier  Punktepaaren,  die  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen,  überhaupt  schneiden  sich  je  zwei  Kegel- 
schnitte, deren  Ebenen  durch  S  gehen  und  die  ä,  /,  w  je  zweimal 
treflfen,  in  zwei  Punkten.  Denn  eine  beliebige  Ebene  durch  S 
schneidet  die  fünf  Kurven  k,  /,  m,  n,  s  in  fünf  Punktepaaren,  und 
nach  dem  soeben  gefundenen  Resultate  liegen  sowohl  die  vier  Punkte- 
paare von  Ä,  /,  m,  5,  als  auch  die  vier  Punktepaai-e  von  A,  /,  n,  s 
auf  einem  Kegelschnitte;  beide  .  Kegelschnitte  sind  aber  identisch, 
da  sie  sechs  Punkte  gemein  haben. 

Ist  T  ein  Punkt  von  Z,  so  werden  alle  Kegelschnitte,  die  A,  /, 
m  je  zweimal  treffen  und  deren  Ebenen  durch  ST  gehen,  diese 
Gerade  in  den  nämlichen  beiden  Punkten  1\  und  T^  schneiden,  die 
ST  harmonisch  teilen.  Ist  n  ein  solcher  Kegelschnitt,  so  ist  der 
Schnittpunkt  Z  seiner  Tangenten  in  1\  und  T^  der  Pol  von  T^'T^'^ 
Z  und  T  sind  also  harmonische  Pole  von  n.     Z  und   T  sind   aber 
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auch  harmonische  Pole  von  s;  sie  hegen  ja  beide  in  Z^  und  n  und 
s  schneiden  sich  in  zwei  Punkten.  Demnach  liegt  Z  auf  der  Po- 
laren Ton  T  in  Bezug  auf  s,  und  wir  sehen,  daß  alle  jene  Kegel- 
schnitte durch  Tj,  T^  im  Punkte  T^  Tangenten  besitzen,  die  in  einer 
Ebene  T^  liegen;  diese  Ebene  schneidet  1  in  der  Polaren  von  Tin 
Bezug  auf  s.  Gleiches  gilt  für  die  Tangenten  im  Punkte  T^,  sie 
liegen  in  einer  Ebene  Tj.  «Teder  Kegelschnitt  durch  T^  und  T^,  der 
in  diesen  Punkten  Tj  resp.  Tg  berührt,  schneidet  die  vier  Kurven 
k,  l,  niy  8  je  zweimal,  sobald  er  eine  von  ihnen  trifft;  n  und  o  seien 
zwei  solche  Kegelschnitte. 

Wir  können  nun  endlich  beweisen,  daß  zwei  beliebige  Ebenen 
TT  und  P  die  Kurven  ä,  /,  w  in  je  drei  Punktepaaren  schneiden,  die 
je  einem  Kegelschnitt  angehören,  und  daß  diese  beiden  Kegelschnitte 
zwei  Punkte  gemein  haben.  Der  Schnittpunkt  der  Ebenen  1,  TT,  P 
sei  T;  A,  /,  771,  s,  n,  o  sollen  die  frühere  Bedeutung  haben.  Der 
vorher  bewiesene  Satz  läßt  sich  jetzt  auf  die  drei  Kurven  n,  o^  s, 
deren  Ebenen  durch  T  gehen,  anwenden.  Demnach  haben  je  zwei 
Kegelschnitte  ein  Punktepaar  gemein,  wenn  sie  die  Kurven  n,  o,  s  je 
zweimal  treffen  und  ihre  Ebenen  durch  T  gehen.  Durch  die  sechs 
Schnittpunkte  von  TT  mit  n,  0  und  s  geht  ein  Kegelschnitt  p,  und 
durch  die  sechs  Schnittpunkte  von  P  mit  «,  0  und  s  ein  Kegel- 
schnitt r,  beide  treffen  sich  in  zwei  Punkten,  p  und  r  schneiden 
alle  Kegelschnitte  je  zweimal,  deren  Ebenen  durch  T  gehen  und  die 
mit  71,  o  und  s  je  zwei  Punkte  gemein  haben.  Im  Besonderen 
schneiden  p  und  r  alle  Kegelschnitte  zweimal,  die  durch  T^  und  T^ 
gehen,  daselbst  Tj  und  T,  berühren  und  noch  s  treffen;  diese  Kegel- 
schnitte treffen  nach  Obigem  außerdem  jede  der  Kurven  k,  l,  m  je 
zweimal.  Ist  nun  /  ein  Schnittpunkt  von  TT  und  ä,  so  trifft  der 
Kegelschnitt  durch  /,  der  Tj  und  T,  in  T^  und  T^  berührt,  die  Kurve  s 
(ebenso  /,  m)  zweimal;  er  ist  demnach  von  der  zuletzt  genannten 
Art  und  trifft  auch  p  in  zwei  Punkten,  es  sind  das  seine  Schnitt- 
punkte mit  TT,  zu  denen  auch  /  gehört.  Die  Kurve  p  geht  somit 
durch  /  und  ebenso  durch  die  übrigen  Schnittpunkte  von  TT  mit 
Ä,  /  und  771.  In  gleicher  Weise  geht  r  durch  die  Schnittpunkte  von 
P  mit  Ä,  /  und  771,  und  da  schon  vorher  gezeigt  wurde,  daß  p  und  r 
ein  Punktepaar  gemein  haben,  so  ist  der  Beweis  f&r  unseren  Satz 
erbracht. 

675.  Bei  der  ganzen,  soeben  gemachten  Beweisführung  war 
angenommen,  daß  die  Kurven  A,  /,  tti,  «,  tz,  o,  p,  r  sich  in  reellen 
Ponktepaaren  schneiden;  es  ist  das  jedoch  durchaus  nicht  nötig. 
Man  hätte  nur  überall  statt  des  gemeinsamen  reellen  Punktepaares 
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zweier  Kurven  die  gemeinsame  Involution  der  harmonischen  Pole 
auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  zu  setzen;  die  reellen  oder  ima- 
ginären Doppelpunkte  dieser  Involution  bilden  eben  jenes  gemein- 
same Punktepaar.  A^  B,  C  sind  reell;  A  B  sind  die  Doppelpunkte 
einer  Involution,  die  dadurch  bestimmt  ist;  ebenso  bilden  M^^  M^ 
die  Doppelpunkte  einer  Involution,  gleichviel  ob  sie  reeU  oder  imaginär 
sind.  P  P'  ist  das  gemeinsame  Punktepaar  beider  Involutionen,  es 
ist  nur  dann  imaginär,  wenn  M^,  M^  reell  sind  und  die  Strecken 
A  B  und  -Jfj  M^  sich  teilweise  überdecken  (vergl.  354).  Sind  die 
Punktepaare  PF\  Q^j  ER'  alle  drei  reell,  so  giebt  es  einen  Büschel 
von  Kegelschnitten  durch  M^j  M^,  K^,  Z^,  mögen  diese  Punkte  nun 
reell  oder  imaginär  sein  (vergl.  363);  dieser  Büschel  schneidet  R  R' 
in  einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  Ä,  Ä'  sind.  Da  jedoch 
Zj,  L^  (reell  oder  imaginär)  zu  Ä,  R'  harmonisch  liegen,  so  geht 
eine  Kurve  des  Büschels  durch  L^,  L^  hindurch.  Man  gelangt  so 
wieder  zur  Kurve  «,  die  indessen  auch  ganz  imaginär  sein  kann. 
Ist  das  Punktepaar  PP'  reell,  sind  dagegen  QQ'  und  RR'  imaginär 
(alle  drei  Paare  können  nicht  imaginär  sein),  so  sind  K^  K^  und 
Lj  ig  reell.  In  diesem  Falle  bilden  Zj,  K^  und  B,  C  zwei  Punkte- 
paare einer  Involution  und  ebenso  Zj,  L^  und  A,  C  die  einer  andern 
Involution;  aus  jedem  der  beiden  reellen  Punkte  Pund  F  projiciren 
sich  dann  nach  363  die  beiden  Punktinvolutionen  durch  die  näm- 
liche Strahleninvolution,  und  es  sind  P  und  P'  harmonische  Pole 
in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt,  der  von  jeder  Involution  ein  Punkte- 
paar enthält.  P  und  P"  sind  also  harmonische  Pole  für  alle  Kegel- 
schnitte durch  K^j  JT^,  Z^,  L^  und  da  M^,  M^  (reeU  oder  imaginär) 
zu  P,  P'  harmonisch  liegen,  so  geht  ein  Kegelschnitt  s  auch 
durch  M^j  M^, 

Die  weiteren  Teile  des  früheren  Beweises  benutzen  die  Existenz 
der  Kurve  s  und  wenden  immer  die  gleiche  Schlußfolgerung  an, 
so  daß  hiemach  der  Beweis  auch  für  imaginäre  Schnittpunkte 
der  Kurven  k,  l,  m  seine  Gültigkeit  behält,  aber  auch  für  reelle 
Schnittpunkte  der  Kurven  k,  l,  m  und  eine  völlig  imaginäre 
Kurve  s. 

676,  Durch  neun  beliebige  Punkte  soll  eine  B'^läche 
2.  Grades  gelegt  werden.  Zu  diesem  Behufe  teile  man  die  neun 
gegebenen  Punkte  1,  2,  3,  .  .  .,  9  beliebig  in  drei  Tripel  und  lege 
durch  jedes  Tripel  eine  Ebene,  so  erhält  man  etwa  die  drei  Ebenen 
A=123,  8  =  456,  r  =  789,  die  sich  in  einem  Punkte  S  schneiden. 
Kann  man  nun  drei  Kegelschnitte  A,  /  und  m  durch  die  Punkte 
1,2,3  resp.  4,  5,  6  resp.  7,8,9  angeben,  die  zu  zwei  und  zwei  sich 
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in  zwei  Punkten  schneiden,  so  geht  durch  sie  die  gesuchte  Fläche 
2.  Grades  und  ist  dadurch  bestimmt. 

Betrachten  wir  nun  nur  die  beiden  Tripel  1,  2,  3  und 
4,  5,  6  in  den  Ebenen  A  und  B,  so  gehört  zu  jedem  Kegelschnitt 
durch  das  eine  Tripel  ein  ganz  bestimmter  Kegelschnitt  durch  das 
andere  Tripel ,  wenn  man  verlangt,  daß  beide  Kurven  die  Gerade 
c  =  A  X  B   in  dem  nämlichen  Punktepaar  tre£fen  sollen  (Fig.  442). 
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Fig.  442. 


Zwei  derartige  Kegelschnitte  sollen  kurz  entsprechende  Kegel- 
schnitte in  A  und  B  oder  auch  nur  entsprechende  Kegel- 
schnitte heißen.  Wir  untersuchen  weiter  die  Polaren  von  8  in 
Bezug  auf  die  Kegelschnitte  durch  das  eine  Tripel  und  ebenso  in 
Bezug  auf  die  durch  das  andere  Tripel.  Jede  Gerade  von  A  tritt 
als  Polare  eines  bestimmten  Kegelschnittes  auf  (der  auch  zerfallen 
kann);  Gleiches  gilt  für  jede  Gerade  von  B.  Zwei  Geraden  von 
A  und  B  nennen  wir  entsprechend,  wenn  sie  die  Polaren  von  8 
in  Bezug  auf  entsprechende  Kegelschnitte  sind.  Jeder  Geraden 
in  A  entspricht  eine  bestimmte  Gerade  in  B  und  umgekehrt;  ent- 
sprechende Geraden  schneiden  sich  auf  c.  Denn  zu  einer  beliebigen 
Geraden  in  A  gehört  ein  Kegelschnitt  durch  1,  2,  3,  für  den  sie  die 
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Polare  von  S  darstellt;  er  schneidet  c  in  einem  Punktepaare  (reell 
oder  imaginär),  das  mit  4,  5,  6  einen  Kegelschnitt  in  B  bestimmt, 
und  diesem  gehört  eine  bestimmte  Gerade  von  B  als  Polare  von 
S  zu.  Beide  Geraden  treflFen  c  in  demjenigen  Punkte,  der  mit  S 
zusammen  jenes  Punktepaar  harmonisch  trennt.  Es  soll  nun  be- 
wiesen werden,  daß  durch  die  entsprechenden  Geraden  eine  Perspektive 
Beziehung  der  Ebenen  A  und  B  aufeinander  definiert  wird.  Dazu 
brauchen  wir  nur  zu  zeigen,  daß  jedem  Büschel  von  Geraden  in  A  ein 
Büschel  von  Geraden  in  B  entspricht.  Ein  Eegelschnittbüschel  in  A, 
der  1,  2,  3  und  einen  weiteren  festen  Punkt  zu  Grundpunkten  hat, 
schneidet  c  in  Punktepaaren  einer  Involution;  diese  bestimmen  mit 
den  Punkten  4,  5,  6  Kegelschnitte  in  B,  die  ebenfalls  einen  Büschel 
bilden,  also  außer  4,  5,  6  noch  einen  weiteren  Punkt  gemein  haben 
(vergl.  364).  Dem  Punkt  S  ist  in  Bezug  auf  den  Büschel  in  A  ein 
bestimmter  Punkt  konjugiert,  durch  ihn  gehen  alle  Polaren  von  S 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels;  ebenso  ist  dem  Punkt 
8  ein  bestimmter  Punkt  in  Bezug  auf  den  Büschel  in  B  konjugiert. 
Da  nun  die  beiden  Kegelschnittbüschel  in  A  und  B  sich  entsprechen, 
so  thun  dies  auch  ihre  Polaren,  d.  h.  den  Geraden  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  von  A  entsprechen  die  Geraden  durch  einen  bestimmten 
Punkt  von  B.  Somit  sind  die  Systeme  entsprechender  Geraden  in 
A  und  B  perspektiv  und  0^  sei  das  Centrum  der  Perspektive. 

Wir  gewinnen  also  das  Resultat,  daß  jede  Ebene  durch  den  Punkt 
O3  die  Ebenen  A  und  B  in  Geraden  schneidet,  die  als  Polaren  von 
S  zwei  entsprechenden  Kegelschnitten  zugehören.  Ganz  ebenso 
existiert  ein  Punkt  0^  von  der  Beschaffenheit,  daß  jede  Ebene  durch 
ihn  die  Ebenen  B  und  V  in  Geraden  schneidet,  die  als  Polaren  von 
S  zwei  entsprechenden  Kegelschnitten  dieser  Ebenen  zugehören.  Die 
gleiche  Bedeutung  hat  ein  Punkt  0^  für  die  entsprechenden  Kegel- 
schnitte in  A  und  f.  Die  Ebene  O^O^O^  schneide  a  =  B  X  f  in 
J,  Ä  =  r  X  A  in  j5,  c  =  A  X  B  in  C;  femer  sei  k  der  Kegelschnitt 
durch  1,  2,  3  mit  S  und  JBC  als  Pol  und  Polare;  ebenso  seien  /  und  rn 
die  Kegelschnitte  durch  4,  5,  6  resp.  7,  8,  9  mit  S  und  CA  resp. 
AB  als  Pol  und  Polare.  Dann  entsprechen  sich  in  A  und  B  die 
Kurven  k  und  /,  in  B  und  f  die  Kurven  /  und  w,  in  f  und  A  die 
Kurven  m  und  ä;  d.  h.  diese  drei  Kegelschnitte  schneiden  sich 
paarweise  in  zwei  Punkten  und  liegen  deßhalb  auf  einer  Fläche 
2.  Grades.  Man  erkennt  hieraus  auch,  daß  durch  neun  Punkte 
eine  und  nur  eine  Fläche  2.  Grades  geht. 

677.  Hinsichtlich  der  Konstruktion  ist  noch  anzugeben,  wie 
man  am  einfachsten  die  Punkte  0^,  0^,  0^  findet.    Um  etwa  O3  zu 
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zeichnen,  suchen  wir  zu  drei  Geraden  der  Ebene  A  die  entsprechenden 
Geraden  in  B.  Der  Geraden  /Sl  in  A  gehört  als  Kegelschnitt  das 
Geradenpaar  Sl,  28  zu;  diesem  entspricht  in  B  der  Kegelschnitt 
durch  4,  5,  6,  8  und  P  =  c  x  23;  seine  Tangente  SU  in  S  entspricht 
der  Geraden  81.  Das  Pascal'sche  Sechseck  4,  5,  6,  5,/S,  P  bestimmt 
diese  Tangente;  denn  ihr  Schnittpunkt  U  mit  45  liegt  mit  den 
Punkten  Ä  =  56  X  c  und  S&  X  P4  in  gerader  Linie.  Ebenso  ent- 
spricht der  Geraden  52  von  A  die  Gerade  SF  in  B,  wobei  sich  F 
durch  das  Pascal'sche  Sechseck  4,  5,  6,  8,  5,  Q  bestimmt,  wenn 
Q  =  c  X  13  ist;  die  Verbindungslinie  von  P  =  56  x  c  mit  SQ  x  Q4 
schneidet  45  in  F.  Als  drittes  Paar  entsprechender  Kegelschnitte 
in  A  und  B  wählen  wir  die  Geradenpaare  23,  IP  und  56,  4P;  die 
Polaren  p^  und  p^  von  8  in  Bezug  auf  diese  Geradenpaare  ent- 
sprechen sich.  /?j  geht  durch  23  x  PI  und  den  Punkt,  der  durch 
kreuzweises  Verbinden  der  Schnittpunkte  von  23  und  PI  mit  b  und  c 
entsteht;  p^  geht  durch  56  X  P4  und  c  X  Py  Die  Verbindungs- 
linien von  81  xpi  mit  SUxp^  und  von  82  Xp^  mit  8Fxp^  treflfen 
sich  in  Og.     In  gleicher  Weise  zeichnet  man  0^  und  0^, 

Soweit  bedarf  man  zur  Konstruktion  nur  eine  einzige  Projektion, 
und  es  sind  noch  die  Schnittlinien  PC,  CA,  AB  der  Ebene  O^O^O^ 
mit  den  Ebenen  A,  B,  f  zu  finden.  Auch  hierzu  bedarf  man  der 
andern  Projection  nicht.  Auf  den  Geraden  BC,  CA  und  AB  liegen 
die  Durchstoßpunkte  von  0^0^  und  0^0^  mit  den  Ebenen  A,  B 
und  r  respective,  diese  ergeben  sich  aber  auf  folgende  Weise. 
Die  Ebene  80^0^  schneidet  A,  B  und  V  in  Geraden,  ihre  Schnitt- 
punkte mit  0^0^  sind  die  gesuchten  Durchstoßpunkte.  Sind  aber 
A^,  Pj,  Cj  drei  beliebige  Punkte  auf  a,  b,  c,  so  liegt  der  Punkt 
0^  =  80^  X  ^1-^1  C'i  auf  den  Verbindungslinien  von  8\  x  B^C^  mit 
8U  X  C^A^  und  82  X  B^C^  mit  8F x  C^A^\  analog  findet  man  den 
Punkt  0^=z80^  X  A^B^C\.  Die  Gerade  0^0^  schneidet  P^  C^,  C\  A^ 
und  Ay^B^  in  Punkten,  die  mit  8  verbunden  die  Schnittlinien  von 
80^0^  mit  A,  B  und  f  darstellen. 

678.  Aus  der  Konstruktion  der  Fläche  2.  Grades  durch  neun 
Punkte  folgt,  daß  es  durch  acht  beliebige  Punkte  noch  unendlich 
viele  Flächen  2.  Grades  giebt.  Zwei  Flächen  2.  Grades  schneiden 
sich  in  einer  Raumkurve  4.  Ordnung,  d.  h.  in  einer  Kurve, 
die  mit  jeder  Ebene  vier  Punkte  gemein  hat;  die  vier  Punkte  können 
reell  oder  paarweise  konjugiert  imaginär  sein.  In  der  That  schneidet 
jede  Ebene  die  beiden  Flächen  in  zwei  Kegelschnitten,  die  vier 
Punkte  gemein  haben.  Alle  Flächen  2.  Grades  durch  acht  be- 
liebige  Raumpunkte    haben    eine   Raumkurve   4.   Ordnung 
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gemein;  die  Gesamtheit  dieser  Flächen  heißt  ein  Flächen- 
büschel,    die     gemeinsame     Kurve     die     Grundkurve     des 
Büschels.      Zum   Beweise   zeigen   wir,    daß   die  Schnittkurve  von 
zweien  dieser  Flächen  auch  auf  den  übrigen  liegt.    Sind  1, 2, 3,  . . . ,  8 
die  gegebenen  Punkte  und  0^  und  Og  zwei  Flächen  durch  sie,  die 
sich  in  der  Kurve  u  schneiden,  dann  ist  nachzuweisen,  daß  eine  be- 
liebige Ebene  A  alle  Flächen  in  den  Kegelschnitten  eines  Büschels 
schneidet,    dessen  Grundpunkte  auf  u  liegen.      Seien   nun  A  und  B 
die  Ebenen  durch  1,  2,  3  resp.  4,  5,  6,  sei  ferner  S  der  gemeinsame 
Punkt  von  A,  B  und  A,    sei  endlich  f  die  Ebene   durch    7,  8,  S, 
Dann  schneiden  Oj  und  Og  die  Ebenen  A,  B,  f,  A  in  den  Kegel- 
schnitten Äj,  Äg,  resp.  /j,  /j,  resp.  m^,  wij,  resp.  rty^,  n^]    dabei  haben 
Äj,  l^,  mj,  Tij  paarweise  zwei  Punkte  gemein,  gleiches  gilt  für  ä^,  /j, 
iWg,  n^.     Die  Polaren  von  S  in  Bezug  auf  die  Kurven  k^,  /^,  m^,  n^ 
liegen  in  einer  Ebene,  der  Polarebene  von  S  in  Bezug  auf  Oj,  ebenso 
liegen  die  Polaren  von  S  in  Bezug  auf  die  Kurven  A^,  ^,  mg,  n^  in 
der   Polarebene   von  S  in  Bezug   auf  Og.     Die  Schnittlinie  beider 
Polarebenen  möge  die  Ebenen  A,  B,  f,  A  in  den  Punkten  A,  B,  C. 
D  respektive  treffen,  dann  sind  S  und  Ä  harmonische  Pole  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels,  der  k^  und  k^  enthält  und  den 
wir  kurz  durch  (AjÄg)  bezeichnen,  etc.     Jede  Gerade  in  A  durch  A 
stellt  nun  die  Polare  von  S  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Kegel- 
schnitt des  Büschels  (ÄjÄg)  dar.     Nehmen  wir  jetzt  auf  AxB  einen 
beliebigen   Punkt  P  an,    so  giebt   es  in  dem  Büschel  (Ä^Äg)  einen 
Kegelschnitt  Äg,  der  8  und  AP  zu  Pol  und  Polare  hat,  ebenso  ent- 
hält der  Büschel  {J^l^  einen  Kegelschnitt  /g,  flir  den  8  und  BP  Pol 
und   Polare   sind.     Äg   und  /g    schneiden  A  X  B  in  dem   nämlichen 
Punktepaar,    denn   dasselbe   liegt   erstens  zu  8  und  P  harmonisch 
und  gehört  zweitens  einer  Involution  an.  von  der  zwei  Punktepaare 
auf  Ol  und  Og  liegen,  wodurch  es  bestimmt  ist  (vergl.  354).     Daraus 
geht  hervor,  daß  eine  beliebige  Ebene  durch  die  Gerade  ABCB  die 
Ebenen  A,  B,  f,  A  in  vier  Geraden  schneidet,  die  als  Polaren  von 
8  in  den  Büscheln  (Ä^Äg),  (/i^),  ^^^nn^^  ^^'li  vier  Kegelschnitte  Äg, 
/g,  mg  und  TZg    bestimmen,   und  daß   diese  sich   paarweise  in   zwei 
Punkten  treffen.     Die  Kegelschnitte  Äg,  Zg,  TWg,  Wg  liegen  auf  einer 
Fläche  2.  Grades,  die  einerseits  die  acht  Punkte  1,  2,  .  .  .,  8  enthält 
und  andererseits  durch  die  Schnittpunkte  von  tz^  und  Wg,  d.  h.  durch 
die   Schnittpunkte   von  u  mit   der   beliebigen  Ebene  A  geht.     Ein 
Flächenbüschel  schneidet  jede  Ebene  in  einem  Kegelschnittbüschel, 
jede  Gerade  in  den  Punktepaaren  einer  Involution. 

Die  Polarebenen  jedes  Raumpunktes  in  Bezug  auf  alle 
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Flächen  eines  Büschels  schneiden  sich  in  einer  6erad.en; 
die  Gerade  heißt  dem  Punkte  konjugiert  in  Bezug  auf  den 
Büschel.  Denn  legt  man  durch  einen  Punkt  P  zwei  Ebenen,  so 
schneiden  sie  den  Flächenbüschel  in  zwei  Kegelschnittbüscheln,  und 
es  giebt  in  jeder  der  beiden  Ebenen  einen  Punkt,  der  zu  P  konju- 
giert ist  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  betreffenden  Büschels. 
Folglich  bildet  jeder  dieser  beiden  Punkte  mit  P  zusammen  ein 
Paar  harmonischer  Pole  für  alle  Flächen  des  Büschels,  sie  liegen 
also  in  sämtlichen  Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf  die  einzelnen 
Flächen  des  Büschels. 

679.  Die  Schnittkurve  zweier  Flächen  2.  Grades  kann  in 
mehrere  Kurven  zerfallen  und  wir  wollen  kurz  die  Möglichkeiten 
untersuchen.  Besitzen  zwei  Flächen  2.  Grades  einen  gemein- 
samen Kegelschnitt,  so  haben  sie  noch  einen  zweiten 
Kegelschnitt  gemein.  Dabei  ist  hervorzuheben,  daß  ein  solcher 
Kegelschnitt  auch  in  zwei  sich  schneidende  Geraden  zerfallen  kann. 
Ist  nämlich  k  der  gemeinsame  Kegelschnitt  und  /  der  übrige  Teil 
der  Schnittkurve,  so  lege  man  durch  drei  Punkte  von  /  eine  Ebene, 
die  natürlich  auch  k  in  zwei  Punkten  schneidet;  diese  fünf  Punkte 
liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  der  offenbar  beiden  Flächen  an- 
gehören muß  und  den  Rest  l  ihrer  Durchdringungskurve  bildet. 

Besitzen  zwei  Flächen  2.  Grades  zwei  gemeinsame 
windschiefe  Geraden,  so  haben  sie  noch  zwei  weitere  Ge- 
raden gemein.  Man  erkennt  dieses  sofort,  wenn  man  einerseits 
bedenkt,  daß  die  gesamte  Durchdringungskurve  von  der  4.  Ordnung 
ist,  und  andererseits  sich  klar  macht,  daß  durch  jeden  gemeinsamen 
Punkt  beider  Flächen  eine  gemeinsame  Erzeugende  geht,  die  jene 
beiden  windschiefen  Geraden  trifft. 

680«  Besitzen  zwei  Flächen  2.  Grades  eine  gemeinsame 
Gerade,  so  haben  sie  noch  eine  Raumkurve  3.  Ordnung 
gemein;  jeder  Punkt  dieser  Kurve  kann  als  Scheitel  eines 
Kegels  2.  Ordnung  dienen,  der  sie  ganz  enthält.  Die  Raum- 
kurve 3.  Ordnung  kann  hiemach  als  Schnittkurve  zweier  Kegel- 
ilächen  2.  Ordnung  mit  einer  gemeinsamen  Mantellinie  gewonnen 
werden,  und  ist  von  der  in  515  beschriebenen  Art.  Um  unsere  Be- 
hauptung zu  beweisen,  bemerken  wir  zunächst,  daß  die  beiden  Flächen 
2.  Grades  Regelflächen  mit  einer  gemeinsamen  Erzeugenden  ff  sind 
und  daß  alle  Erzeugenden  dieser  Flächen,  die  mit  ff  von  der  gleichen 
Schar  sind,  die  Raumkurve  3.  Ordnung  je  zweimal  treffen.  Denn 
jede   solche   Gerade   der   einen   Fläche    trifft   die   andere    in   zwei 
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Punkten,  die  auf  der  Schnittkurve  beider  Flächen  liegen  müssen; 
da  aber  g  zu  diesen  Geraden  windschief  ist,  so  gehören  beide 
Punkte  der  Raumkurve  3.  Ordnung  an.  Ebenso  erkennt  man,  daß 
die  Erzeugenden  der  beiden  Flächen,  die  nicht  zu  der  gleichen 
Schar  wie  g  gehören,  die  Kurve  3.  Ordnung  nur  je  einmal  treflFen. 
Ist  nun  S  ein  Punkt  der  Kurve  und  sind  g^  resp.  g^  diejenigen  Er- 
zeugenden der  beiden  Flächen,  die  durch  S  gehen  und  zu  g  wind- 
schief sind,  so  kann  die  eine  Fläche  durch  zwei  projektive  Ebenen- 
büschel mit  den  Achsen  g  und  g^j  die  andere  Fläche  durch  pro- 
jektive Büschel  mit  den  Achsen  g  und  g^  erzeugt  werden.  Die 
Ebenenbüschel  mit  den  Achsen  g^  und  g^  sind  beide  zu  dem  Büschel 
mit  der  Achse  g  projektiv,  also  sind  sie  auch  unter  sich  projektiv, 
und  da  g^  und  g^  sich  in  S  schneiden,  so  schneiden  sich  die  ent- 
sprechenden Ebenen  beider  Büschel  in  den  Mantellinien  einer  Kegel- 
fläche 2.  Grades  mit  dem  Scheitel  S.  Die  entsprechenden  Ebenen 
durch  g^  g^,  g^  schneiden  sich  aber  in  einem  Punkte,  der  beiden 
Regelflächen  angehört,  also  geht  die  Kegelfläche  durch  die  Raum- 
kurve 3.  Ordnung  hindurch.  Zugleich  erkennen  wir  den  Satz:  Ent- 
hält eine  Regelfläche  2.  Grades  eine  Raumkurve  3.  Ord- 
nung, so  wird  die  eine  Schar  ihrer  Erzeugenden  von 
Doppelsekanten,  die  andere  von  einfachen  Sekanten  dieser 
Kurve  gebildet.  Dabei  bezeichnen  Doppel-  und  einfache  Se- 
kanten solche  Geraden,  die  die  Raumkurve  zwei  resp.  einmal  treflFen. 
Die  reellen  Doppelsekanten  sind  eigentliche  oder  isolierte,  je 
nachdem  sie  die  Kurve  in  zwei  reellen  oder  zwei  imaginären  Punkten 
treffen.  Eine  Ebene  enthält  drei  eigentliche  Doppelsekanten,  wenn 
sie  die  Kurve  in  drei  reellen  Punkten  schneidet,  dagegen  eine  iso- 
lierte, und  zwei  konjugiert  imaginäre,  falls  sie  die  Kurve  nur  in 
einem  reellen  Punkte  trifft. 

681.  Durch  eine  Raumkurve  3.  Ordnung  und  zwei  ihrer 
Doppelsekanten  läßt  sich  eine  und  nur  eine  Regelfläche 
2.  Grades  legen.  Sind  a  und  b  diese  Sekanten  und  Ä^,  A^  resp. 
5j,  B^  ihre  auf  der  Raumkurve  liegenden  Punkte,  dann  gehen  durch 
die  Raumkurve  zwei  Kegel  mit  den  Scheiteln  Ä^  resp.  B^,  Die 
Ebenenbüschel  mit  den  Achsen  Ä^^A^  und  A^B^  sind  dadurch  pro- 
jektiv aufeinander  bezogen,  daß  sich  je  zwei  Ebenen  durch  den 
nämlichen  Punkt  der  Raumkurve  entsprechen,  sie  erzeugen  den 
Kegel  mit  dem  Scheitel  A^,  Die  Ebenenbüschel  mit  den  Achsen 
A^B^  und  B^B^  sind  ebenfalls  so  projektiv  aufeinander  bezogen, 
daß  entsprechende  Ebenen  durch  den  nämlichen  Kurvenpunkt  gehen. 
Demnach  sind  auch  die  Ebenenbüschel   mit  den  Achsen  A^B^  und 
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^2^2  projektiv,  wenn  je  zwei  Ebenen  durch  den  nämlichen  Punkt 
der  Raumkurve  sich  entsprechen.  Diese  Ebenenbüschel  erzeugen 
ein  Hyperboloid,  das  die  Raumkurve  3.  Ordnung  und  die  Geraden 
J,^i  und  A^JS^  enthält. 

Man  kann  das  Resultat  auch  dahin  aussprechen  ^  daß  durch 
eine  Kaumkurve  3.  Ordnung  und  zwei  beliebige  Raumpunkte  — 
falls  ihre  Verbindungslinie  keine  Doppelsekante  der  Kurve  ist  — 
eine  und  nur  eine  Fläche  2.  Grades  gelegt  werden  kann.  Denn 
nach  517  giebt  es  durch  jeden  Raumpunkt  eine  Doppelsekante  der 
Kurve;  zieht  man  also  dui*ch  die  beiden  Raumpunkte  die  bezüg- 
lichen Doppelsekanten  y  so  ist  die  Aufgabe  auf  die  vorhergehende 
zurückgeführt.  Denn  diese  Doppelsekanten  müssen  auf  der  ge- 
suchten Fläche  2.  Grades  liegen,  da  sie  je  drei  Punkte  mit  ihr 
gemein  haben  sollen.  Da  eine  Fläche  2.  Grades  durch  neun 
Punkte  eindeutig  bestimmt  ist,  ziehen  wir  den  weiteren  Schluß: 
Eine  Fläche  2.  Grades  —  Regelfläche  —  die  sieben  Punkte 
mit  einer  Raumkurve  3.  Ordnung  gemein  hat,  enthält 
sie  ganz. 

Es  geht  aus  diesen  Betrachtungen  weiter  hervor,  daß  sich  durch 
sechs  beliebige  Punkte  einer  Raumkurve  3.  Ordnung  eine  Regel- 
fläche 2.  Grades  legen  läßt,  die  die  Kurve  nicht  völlig  enthält.  Es 
gilt  aber  auch  der  Satz,  daß  eine  Raumkurve  3.  Ordnung  von 
jeder  Fläche  2.  Grades  in  sechs  Punkten  geschnitten  wird, 
die  freilich  paarweise  imaginär  werden  können.  Dieser  Satz  findet 
in  viel  allgemeinerer  Form  in  der  algebraischen  Analysis  seinen 
Beweis.  Von  der  Richtigkeit  desselben  kann  man  sich  auch  in 
folgender  Weise  eine  Vorstellung  machen.  Legt  man  durch  sechs 
reelle  Punkte  der  Kurve  eine  Fläche  2.  Grades  V,  so  wird  sie  mit 
der  Fläche  2.  Grades  O,  deren  Schnittpunkte  mit  der  Kurve  man 
untersuchen  will,  einen  Flächenbüschel  bestimmen.  Die  Flächen  dieses 
Büschels  leiten  kontinuierlich  von  der  Fläche  V  zur  Fläche  <t)  hin, 
indem  es  zu  jeder  Fläche  in  dem  Büschel  eine  benachbarte  giebt, 
deren  Punkte  nur  unendlich  wenig  von  ihr  abstehen.  So  gelangt 
man  von  der  Gruppe  der  sechs  Schnittpunkte  auf  W  kontinuierlich 
zur  Gruppe  der  Schnittpunkte  auf  <t),  indem  man  von  jeder  Gruppe 
zur  Nachbargruppe  übergeht,  deren  Punkte  sich  von  denen  der 
vorangehenden  Gruppe  nur  unendlich  wenig  unterscheiden.  Bei 
diesem  Übergange  können  zwei  Punkte  einer  Gruppe  gelegentlich 
zusammenfallen  und  dann  beim  weiteren  Fortgange  zur  Nachbar- 
flache  konjugiert  imaginär  werden,  aber  die  Zahl  der  reellen  und 
imaginären  Schnittpunkte  bleibt  erhalten. 

Roiui  u.  Pappbritz.    II.  18 
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682.  Die  Schmiegungsebene  in  einem  Punkte  P  einer  Baum- 
kurve 3.  Ordnung  u  berührt  daselbst  den  aus  P  durch  die  Kurve 
gelegten  Kegel  2.  Ordnung  längs  der  Mantellinie  t,  welche  Tangente 
von  M  in  P  ist.  Diese  Schmiegungsebene  berührt  in  P  auch  alle 
Hyperboloide,  die  außer  der  Raumkurve  noch  ihre  Tangente  t  in 
P  enthalten.  Denn  ein  solches  Hyperboloid  schickt  durch  P  außer 
t  eine  zweite  Erzeugende,  die  die  Raumkurve  nur  in  einem  Punkte 
trifft  und  das  ist  eben  P;  die  Ebene  beider  Erzeugenden  hat  also 
mit  u  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein. 

Betrachten  wir  nun  drei  Punkte  Pj,  Pg,  Pg  von  u  und  die  zu- 
gehörigen Tangenten  ^,  t^,  t^,  so  geht  durch  u  und  die  Geraden 
P^P^  und  t^  ein  Hyperboloid  0^;  ebenso  mögen  die  Hyperboloide 
Oj  und  03  außer  u  die  Geraden  t^f  P^P^  resp.  t^j  P1P2  enthalten. 
Projicieren  wir  u  mit  seinen  Tangenten  /, ,  i^,  t^  aus  einem  beliebigen 
Punkte  S  von  u  auf  die  Ebene  P^P^P^,  so  erhalten  wir  einen 
Kegelschnitt  u'  und  seine  drei  Tangenten  ^',  i^\  t^  in  den  bezüglichen 
Punkten  P^,  Pg,  Pg.  Nach  einem  bekannten  Satze  (269)  liegen  aber 
die  drei  Punkte  i^  X  P^Pg  =  A^^,  i^  x  PgPj  =  K^,  f^  X  PiP,  =  K^  auf 
einer  Geraden  k\  Die  Ebene  Sk'  schneidet  u  noch  in  zwei  reellen 
oder  imaginären  Punkten,  deren  Verbindungslinie  k  eine  eigentliche 
oder  isolierte  Doppelsekante  von  u  ist.  Nun  ist  aber  k  eine  gemein- 
same Erzeugende  der  drei  Hyperboloide.  Denn  auf  <t>^  liegt  die 
Gerade  SK^,  da  sie  drei  Punkte  von  <t)j  enthält,  demnach  liegt 
auch  die  Gerade  k  auf  <t),,  da  sie  mit  u  zwei,  mit  SK^  einen  Punkt 
gemein  hat.  Ahnliches  gilt  für  die  beiden  anderen  Flächen.  Trifft 
also  k  die  Ebene  PiPgPa  im  Punkte  Qy  so  liegen  die  Geraden 
P^Q,  P^Q,  PgQ  respektive  auf  den  Flächen  <t)j,  0^  und  Og.  Hier- 
nach sind  t^Qf  t^Q  und  t^Q  die  Schmiegungsebenen  von  u  in  den 
Punkten  Pj,  P^  und  Pg.  Drei  beliebige  Schmiegungsebenen 
einer  Raumkurve  3.  Ordnung  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  der  mit  ihren  drei  Berührungspunkten  in  einer 
Ebene  liegt. 

Durch  einen  beliebigen  Raumpunkt  gehen  mithin  nur  drei 
Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  3.  Ordnung,  denn  sonst  müßten 

m 

mehr  als  drei  Punkte  derselben  in  einer  Ebene  liegen. 

688,  Alle  Flächen  2.  Grades,  die  einem  Büschel  an- 
gehören, besitzen  ein  gemeinsames  Polartetraeder.  Dem 
Büschel  gehören  auch  vier  Kegelflächen  2.  Grades  an, 
deren  Scheitel  in  den  Ecken  dieses  Tetraeders  liegen.  Da 
die    Flächen  jede   Gerade   in   den   Punktepaaren    einer   Involution 
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schneiden,  so  ist  klar,  daß  zwei  Pnnkte,  die  ftlr  zwei  Flächen  des 
Büschels  harmonische  Pole  sind,  diese  Eigenschaft  auch  für  jede 
andere  Fläche  des  Büschels  aufweisen.  Demnach  besitzt  ein  Punkt, 
dem  in  Bezug  auf  zwei  Flächen  die  gleiche  Polarebene  zugehört, 
auch  in  Bezug  auf  jede  andere  Fläche  des  Büschels  die  näm- 
liche Polarebene.  Um  solche  Punkte  zu  finden,  gehen  wir  von  drei 
Geraden  a,  b,  c  aus,  die  von  demselben  Punkte  S  ausstrahlen,  und 
untersuchen  die  Polarebenen  ihrer  Punkte  hinsichtlich  zweier  Flächen 
(t>  und  M'  des  Büschels.  Zu  der  Punktreihe  auf  a  gehören  zwei 
projektive  Ebenenbüschel,  das  eine  enthält  die  Polarebenen  der 
Punkte  der  Seihe  in  Bezug  auf  <]>,  das  andere  in  Bezug  auf  M'. 
Diese  projektiven  Ebeuenbüschel  erzeugen  eine  Regelfiäche  2.  Grades, 
deren  beide  Begelscharen  die  folgende  Bedeutung  haben.  In  jeder 
Geraden  der  einen  Schar  schneiden  sich  die  Polarebenen  eines 
Punktes  von  a  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  (vergl.  678); 
jede  Gerade  der  anderen  Schar  ist  die  harmonische  Polare  von  a 
in  Bezug  auf  eine  Fläche  des  Büschels.  Offenbar  sind  die  Achsen 
der  genannten  Ebenenbüschel  die  harmonischen  Polaren  von  a  be- 
züglich <t)  resp.  V.  Wären  wir  jedoch  von  zwei  andern  Flächen 
des  Büschels  ausgegangen,  so  wären  wir  gleichwohl  zu  der  näm- 
lichen Regelfläche  gelangt,  denn,  eine  ihrer  Begelscharen  behält  die 
firühere  Bedeutung;  demnach  liegen  auch  die  harmonischen  Polaren 
von  a  bezüglich  dieser  beiden  beliebigen  Flächen  des  Büschels  auf 
jener  Begelfläche. 

Wir  haben  soeben  gesehen,  daß  alle  Geraden,  die  den  einzelnen 
Punkten  von  a  bezüglich  des  Büschels  konjugiert  sind,  auf  einer 
Regelfläche  liegen.  Gleiches  gilt  für  die  den  Punkten  von  b  kon- 
jugierten Geraden,  sowie  für  die  den  Punkten  von  c  konjugierten 
Geraden.  Die  drei  so  entstehenden  Regelflächen  haben  eine  Gerade 
gemeinsam,  nämlich  die  dem  Punkte  8  konjugierte  Gerade,  sie 
schneiden  sich  also  noch  paarweise  in  Raumkurven  3.  Ordnung,  für 
welche  diese  Gerade  Doppelsekante  ist.  Die  drei  Regelflächen  haben 
außer  der  genannten  Geraden  noch  vier  Punkte  gemein;  sie  können 
nämlich  als  Schnittpunkte  von  einer  dieser  Regelflächen  mit  der  auf 
den  beiden  übrigen  liegenden  Raumkurve  3.  Ordnung  angesehen 
werden;  die  Zahl  dieser  Schnittpunkte  ist  zwar  sechs,  aber  es 
liegen  zwei  von  ihnen  auf  der  den  drei  Regelflächen  gemeinsamen 
Geraden.  Jedem  der  vier  soeben  bestimmten  Punkte  ist  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  des  Büschels  ein  Punkt  von  a,  ein  Punkt  von  b  und 
ein  Punkt  von  c  konjugiert,  d.  h.  zu  einem  solchen  Punkte  gehört 
die  nämliche  Polarebene  hinsichtlich  jeder  Fläche  des  Büschels. 

13* 
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684.  Die  vier  Punkte  seien  /,  K,  L,  M\  es  ist  zu  zeigen, 
daß  die  Grundkurve  des  Büschels  auf  yier  Kegeln  2.  Grades  liegt, 
deren  Scheitel  diese  Punkte  sind.  Verbindet  man  einen  Punkt  Pj 
der  Grundkurve  mit  /,  so  schneidet  diese  Gerade  alle  Flächen  des 
Büschels  in  einem  gemeinsamen  Punkte  P,,  und  es  wird  F^f^ 
durch  /  und  die  zugehörige  Polarebene  harmonisch  geteilt.  Die 
Punkte  der  Grundkurve  des  Büschels  liegen  hiernach  paarweise 
auf  den  Mantellinien  eines  Kegels  mit  dem  Scheitel  /;  dieser  Kegel 
ist  vom  2.  Grade,  denn  er  bildet  eine  Fläche  des  Büschels,  nämlich 
diejenige  Fläche,  die  durch  /  hindurchgeht. 

Legt  man  durch  JK  eine  beliebige  Ebene,  so  schneidet  sie  die 
Grundkurve  des  Büschels  in  vier  Punkten,  die  paarweise  sowohl  auf 
zwei  Strahlen  durch  J  wie  auf  zwei  Strahlen  durch  K  liegen;  /und  K 
sind  demnach  harmonische  Pole  für  alle  Flächen  des  Büschels.  Die 
Polarebene  von  /,  die  ja  für  alle  Flächen  die  gleiche  ist,  geht  so- 
mit durch  K\  aus  gleichen  Gründen  geht  sie  auch  durch  L  und  3f. 
Die  vier  Punkte  /,  Jf,  jt,  M  bilden  ein  gemeinsames  Polartetraeder 
für  alle  Flächen  des  Büschels. 

Die  vier  Punkte  e/,  iT,  i,  M  brauchen  nicht  notwendig  reell 
zu  sein.  Neben  dem  Falle,  daß  alle  vier  Punkte  reell  sind,  kann 
der  Fall  eintreten,  daß  zwei  Punkte  reell  und  zwei  konjugiert  ima- 
ginär sind.  Sucht  man  zu  dem  reellen  Punkte  /  die  Polarebene, 
so  liegt  in  ihr  ein  Kegelschnittbüschel  mit  einem  gemeinsamen  Polar- 
dreieck; seine  Ecken  sind  die  Punkte  X,  i,  M^  und  diese  sind  ent- 
weder alle  drei  reell,  oder  es  ist  nur  einer  reell;  die  beiden  andern 
sind  dann  konjugiert  imaginär,  ihre  Verbindungslinie  ist  reell 
(vergl.  373).  Endlich  können  alle  vier  Punkte  imaginär  werden, 
sie  sind  dann  paarweise  konjugiert  imaginär  und  liegen  auf  zwei 
reellen  Geraden.  Diese  beiden  Geraden  sind  konjugierte  (har- 
monische) Polaren  für  alle  Flächen  des  Büschels. 

685.  Je  nachdem  von  den  Punkten  /,  A',  X,  M  alle  vier,  oder 
nur  zwei,  oder  keiner  reell  sind,  sind  die  Flächenbüschel  von  ver- 
schiedener Beschaffenheit.  Zunächst  ist  klar,  daß  in  jedem  Flächen- 
büschel stets  Regelflächen  enthalten  sind.  Denn  die  Grundkurve 
bestimmt  mit  jeder  ihrer  Doppelsekanten  eine  sie  enthaltende  Regel- 
fläche, nämlich  die  Fläche,  die  man  durch  acht  beliebige  Punkte 
der  Grundkurve  und  einen  Punkt  der  Doppelsekante  legen  kann. 
Ferner  erkennt  man,  daß  die  Kegelflächen  in  dem  Büschel  den 
Übergang  von  den  Regelflächen  zu  den  Flächen  2.  Grades  ohne 
Geraden  bilden.  Nennen  wir  nämlich  zwei  Flächen  des  Büschels 
benachbart,  wenn  sie  jede  beliebige  Gerade  in  benachbarten  Punkten 


Die  Flächen  zweiten  Grades.  197 

schneiden,  so  giebt  ea  zu  jeder  Fläche  zwei  benachbarte,  wie  es 
zu  jedem  Punkte  zwei  benachbarte  giebt.  Von  den  beiden,  einer 
Kegelfläche  benachbarten  Flächen  liegt  nun  die  eine  in  der  Nähe 
des  Scheitels  innerhalb,  die  andere  außerhalb  der  Eegelfläche:  denn 
auf  jeder  Geraden  trennt  ein  der  Kegeliiäche  angehörender  Punkt 
die  beiden  auf  den  Nachbarflächen  liegenden,  benachbarten  Punkte. 
Die  beiden  einer  Eegelfläche  benachbarten  Flächen  sind  Hyper- 
boloide, und  zwar  ist  das  Hyperboloid,  das  in  der  Nähe  des  Scheitels 
innerhalb  der  Eegelfläche  liegt,  zweischalig,  das  andere  dagegen 
einschalig,  also  eine  Regelfläche,  da  jede  die  Eegelfläche  nicht 
schneidende  Ebene  durch  ihren  Scheitel  das  erstere  Hyperboloid 
nicht  schneidet,  dagegen  das  letztere.  Schließlich  bemerkt  man, 
daß  die  Tangenten  in  je  zwei  Punkten  der  Kaumkurve  4.  Ordnung, 
deren  Verbindungslinie  durch  J  geht,  sich  in  einem  Punkte  der 
£bene  KLM  treffen. 

Wir  unterscheiden  hiernach  die  folgenden  drei  Arten  von 
Flächenbüscheln. 

Erstens:  Der  Büschel  von  Flächen  2.  Grades  enthält 
vier  reelle  Eegelflächen  mit  den  Scheiteln  /,  K,  Z,  M,  Dann 
lassen  sich  die  Punkte  seiner  Grundkurve  derartig  in  Gruppen  zu 
je  acht  anordnen,  daß  die  Verbindungslinie  irgend  zweier  Punkte 
der  Gruppe  entweder  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders  J  K  L  M  ver- 
läuft, oder  zwei  Gegenkanten  desselben  trifft,  (vergl.  649).  Die  Tan- 
genten der  Grundkurve  in  acht  Punkten  einer  Gruppe  sind  in  der 
Weise  angeordnet,  daß  jede  von  vier  anderen  getroffen  wird;  sie 
liegen  auf  einer  Regelfläche  des  Büschels  und  zwar  verteilen  sie 
sich  zu  vier  und  vier  auf  ihre  beiden  Scharen.  Daraus  schließen 
wir  aber,  daß  die  Grundkurve  aus  zwei  geschlossenen 
Eurvenzügen  besteht,  wobei  wir  zwei  Eurventeile,  die  in  der 
gleichen  Richtung  ins  Unendliche  verlaufen,  als  daselbst  zusammen- 
hängend ansehen.  Denn  vier  Tangenten  der  Grundkurve,  die  einer 
Regelfläche  des  Büschels  angehören  und  zwar  einer  Schar  der- 
selben, teilen  diese  Regelfläche  in  vier  Streifen,  in  jeder  Tangente 
grenzen  zwei  Streifen  aneinander.  Die  Geraden  der  Schar,  die 
dem  nämlichen  Streifen  angehören,  haben  alle  mit  der  Eurve  ent- 
weder zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre  Punkte  gemein,  da  man 
kontinuierlich  von  einer  zur  andern  übergehen  kann,  wobei  die 
Schnittpunkte  der  einen  kontinuierlich  in  die  der  anderen  übergehen, 
ohne  daß  sie  inzwischen  zusammenfallen  und  dann  imaginär  werden 
können.  Von  zwei  Geraden  der  Schar,  die  auf  zwei  aneinander 
grenzenden  Streifen  liegen,    schneidet  die  eine  die  Eurve  in  zwei 
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reellen,  die  andere  in  zwei  imaginären  Punkten,  da  man  beim  kon- 
tinuierlichen Übergang  von  einer  zur  andern  die  Grenzlage  passieren 
muß,  in  der  die  Gerade  die  Kurve  tangiert.  Auf  zwei  der  genannten 
vier  Streifen,  die  nicht  aneinander  grenzen,  liegen  demnach  zwei 
geschlossene  Kurvenzüge,  während  die  beiden  andern  Streifen  keine 
Punkte  der  Grundkurve  enthalten. 

Die  vier  Kegelflächen  teilen  alle  Flächen  des  Büschels  in  vier 
Klassen  ein,  indem  man  je  zwei  Flächen  zu  der  nämlichen  Klasse 
rechnet,  wenn  man  von  einer  kontinuierlich  —  d.  h.  stets  von  einer 
Fläche  des  Büschels  zur  Nachbartiäche  fortschreitend  —  zur  andern 
gelangen  kann,  ohne  eine  Kegelfläche  zu  passieren.  Von  diesen 
vier  Klassen  bestehen  zwei  aus  ßegelflächen.  Die  Begelflächen  der 
einen  Klasse  haben  lauter  Erzeugende,  die  jeden  der  beiden  Kurven- 
züge der  Grundkurve  je  einmal  treffen;  sie  enthalten  keine  Kurven- 
tangenten, da  die  beiden  auf  einer  Erzeugenden  liegenden  Punkte 
nicht  zusammenfallen  können ;  jede  Erzeugende  einer  solchen  Kegel- 
fläche  trägt  zwei  reelle  Punkte  der  Grundkurve.  In  gleicher  Weise 
haben  die  Mantellinien  zweier  Kegelflächen  mit  jedem  Kurvenzug 
einen  Punkt  gemein.  Die  Regelflächen  der  andern  Klasse  enthalten 
je  acht  Tangenten  der  Grundkurve;  ihre  Erzeugenden  treffen  diese 
teilweise  in  zwei  konjugiert  imaginären,  teilweise  in  zwei  reellen 
Punkten,  die  beide  auf  dem  nämlichen  Kurvenzuge  liegen.  In 
gleicher  Weise  enthalten  die  beiden  andern  Kegelflächen  je  vier 
die  Grundkurve  tangierende  Mantellinien;  jede  Mantellinie  trifft 
einen  Kurvenzug  zweimal  oder  gar  nicht. 

Zweitens:  Der  Büschel  von  Flächen  2.  Grades  ent- 
hält nur  zwei  reelle  Kegelflächen  mit  den  Scheiteln  /und  JT. 
Hier  enthält  der  Büschel  nur  zwei  Klassen  von  Flächen,  von  denen 
die  eine  aus  Begelflächen  besteht.  Jede  solche  Regelfläche  enthält 
vier  reelle  Kurventangenten,  in  jeder  Schar  zwei;  denn  hier  giebt 
es  zu  jedem  Kurvenpunkte  nur  drei  weitere  reelle,  die  mit  ihm  eine 
Gruppe  bilden.  Von  den  sechs  Geraden,  welche  die  Punkte  einer 
Gruppe  paarweise  verbinden,  gehen  nämlich  zwei  durch  /,  zwei 
durch  K,  und  zwei  treffen  JK  und  die  Schnittlinie  der  Polarebenen 
von  /  und  K.  Da  jede  Regelfläche  des  Büschels  nur  je  zwei  Tan- 
genten in  jeder  Schar  aufweist,  so  besteht  die  Grundkurve 
aus  einem  einzigen  geschlossenen  Kurvenzuge. 

Drittens:  Der  Büschel  von  Flächen  2.  Grades  enthält 
keine  reellen  Kegelflächen;  er  enthält  deshalb  nur  Regel- 
flächen. Keine  Tangente  der  Grundkurve  wird  von  einer  anderen 
getroffen,   da   es   keinen  reellen   Kegelscheitel   giebt.     Alle  Regel- 
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flächen  des  Büschels  sind  demnach  so  beschaffen,  daß  die  Er- 
zeugenden der  einen  Schar  keine  reellen  Kurventangenten  enthalten, 
also  alle  die  Grundkurve  in  zwei  reellen  Funkten  treffen,  daß 
dagegen  die  Erzeugenden  der  andern  Schar  vier  reelle  Kurven- 
tangenten aufweisen.  Die  Verbindungslinien  ihrer  Berührungspunkte 
treffen  paarweise  die  Gegenkanten  des  Polartetraeders,  von  denen 
ein  Paar  reell,  die  beiden  andern  Paare  konjugiert  imaginär  sind. 
Jede  Ebene  durch  eine  Tangente  der  Grundkurve  schneidet  sie  noch 
in  zwei  reeUen  Punkten.  Gäbe  es  nämlich  durch  die  Tangente  eine 
Ebene,  die  weiter  keine  reellen  Punkte  mit  der  Kurve  gemein  hätte, 
so  würde  man  die  Ebene  durch  Drehung  um  die  Tangente  in  eine 
neue  Lage  bringen  können,  in  der  sie  die  Kurve  in  reellen  Punkten 
schnitte,  zwischen  der  Anfangs-  und  Endlage  müßte  es  sonach  eine 
Lage  geben,  in  der  die  Ebene  die  Kurve  in  einem  weitern  Punkte 
berührte;  in  dieser  Ebene  lägen  dann  zwei  sich  schneidende  Kurven- 
tangenten, was  ja  ausgeschlossen  ist.  Jede  Ebene  schneidet  die 
Grundkurve  in  mindestens  zwei  reellen  Punkten.  Denn 
eine  Ebene,  welche  die  Kurve  überhaupt  nicht  in  reellen  Punkten 
schnitte,  würde  durch  Drehung  um  eine  ihrer  Geraden  in  eine  Lage 
gebracht  werden  können,  in  der  sie  die  Kurve  berührt,  aber  nicht 
schneidet;  das  ist  aber  nach  dem  Voranstehenden  unmöglich.  Die 
Grundkurve  besteht  aus  einem  einzigen  Kurvenzuge,  der  mindestens 
in  zwei  Richtungen  ins  Unendliche  verläuft. 

686.  Durch  jeden  Raumpunkt  gehen  zwei  Doppel- 
sekanten der  Raumkurve  4.  Ordnung.  Jedem  Raumpunkt  ist 
nämlich  eine  Gerade  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  kon- 
jugiert; Punkt  und  Gerade  sind  Pol  und  Polare  für  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels,  der  von  ihrer  Ebene  aus  dem  Flächenbüschel 
ausgeschnitten  wird.  Die  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels 
liegen  somit  paarweise  auf  zwei  Geraden  durch  jenen  Raumpunkt. 
Nach  373  u.  flg.  können  hier  die  folgenden  Möglichkeiten  eintreten, 
indem  wir  zwischen  eigentlichen,  isolierten  und  imaginären 
Doppelsekanten  unterscheiden,  je  nachdem  sie  die  Kurve  in  reellen 
Punkten  treffen,  oder  in  konjugiert  imaginären  und  selbst  reell  sind, 
oder  in  imaginären  und  selbst  konjugiert  imaginär  werden.  Ent- 
weder sind  beide  Doppelsekanten  eigentlich,  oder  beide  isoliert,  oder 
es  ist  eine  eigentlich  und  eine  isoliert,  oder  es  sind  beide  konjugiert 
imaginär.  In  den  Büscheln  mit  vier  oder  mit  zwei  reellen 
Kegelflächen  treten  alle  vier  Möglichkeiten  auf,  in  den  Büscheln 
ohne  reelle  Kegelflächen  dagegen  sind  entweder  beide  Doppel- 
sekanten  eigentlich,    oder    eine    ist    eigentlich    und    eine   isoliert. 
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Die  Konstruktion  der  Doppelsekanten  ist  nach  dem  Gesagten  selbst- 
verständlich. 

687.  Soll  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  durch  acht  be- 
liebige Punkte  konstruiert  werden,  so  kann  man  dabei  in 
ähnlicher  Weise  vorgehen,  wie  bei  der  Konstruktion  der  Fläche 
2.  Grades  durch  neun  Punkte  in  676.  Legt  man  durch  die  drei 
Gruppen  von  je  drei  Punkten  1,  2,  3  resp.  4,  5,  6,  resp.  4,  7,  8  drei 
Ebenen  A,  B  und  f,  so  giebt  es  in  jeder  dieser  Ebenen  noch  einen 
weiteren  Punkt  der  Raumkarve,  der  sich  in  folgender  Weise  be- 
stimmen läßt..  Nach  676  existiert  ein  Punkt  0^  von  der  Beschaflfen- 
heit,  daß  eine  beliebige  Ebene  durch  ihn  die  Ebenen  A  und  B  in 
Geraden  schneidet,  die  als  Polaren  von  S  zwei  entsprechenden  Kegel- 
schnitten angehören.  Dabei  sind  als  entsprechend  je  zwei  Kegel- 
schnitte durch  die  Gruppen  1,  2,  3  resp.  4,  5,  6  mit  zwei  gemein- 
samen Punkten  anzusehen,  und  S  ist  der  Schnittpunkt  der  Ebenen 
A,  B,  r.  Ganz  ebenso  giebt  es  einen  Punkt  0^,  so  daß  jede  Ebene 
durch  ihn  die  Ebenen  A  und  f  in  Geraden  schneidet,  die  als  Polaren 
von  S  zwei  entsprechenden  Kegelschnitten  durch  1,  2,  3  resp.  4,  7,  8 
angehören.  Eine  beliebige  Ebene  durch  0^0^  schneidet  die  Ebenen 
A,  B  und  r  in  drei  Geraden,  die  als  Polaren  von  S  drei  Kegel- 
schnitten durch  die  Gruppen  1,  2,  3  resp.  4,  5,  6  resp.  4,  7,  8  zu- 
gehören. Der  erste  Kegelschnitt  trifft  nach  dem  soeben  Gesagten 
jeden  der  beiden  andern  in  zw^ei  Punkten;  aber  auch  diese  beiden 
Kegelschnitte  haben  zwei  Punkte  gemein,  nämlich  den  Punkt  4  und 
einen  weiteren  Punkt,  beide  werden  durch  S  und  die  genannte  Ebene 
durch  OjOg  harmonisch  getrennt.  Die  drei  Kegelschnitte  liegen 
auf  einer  Fläche  2.  Grades  durch  die  acht  gegebenen  Punkte,  für 
welche  die  Ebene  durch  0^0^  die  Polarebene  von  5  ist.  Läßt  man 
diese  Ebene  sich  ändern,  wobei  sie  einen  Büschel  beschreibt,  so  ändert 
sich  die  zugehörige  Fläche  2.  Grades,  wobei  der  Flächenbüschel  durch 
die  acht  gegebenen  Punkte  entsteht,  und  dieser  schneidet  jede  der 
Ebenen  A,  B  und  f  in  einem  Kegelschnittbtischel.  Trifft  nun  0^0^ 
diese  Ebenen  in  den  Punkten  A^  ß  und  C  respektive,  so  sind  JS 
und  A  konjugierte  Punkte  für  den  Büschel  in  A,  und  analog  sind 
S  und  £f  resp.  S  und  C  konjugierte  Punkte  für  die  Büschel  in  B 
und  r.  Es  gilt  nun  den  vierten  Grundpunkt  des  Büschels  in  A 
zu  zeichnen,  fiir  den  1,  2,  3  Grundpunkte  und  S,  A  konjugierte 
Punkte  sind.  Ist  P  dieser  vierte  Grundpunkt,  so  werden  nach 
376  die  konjugierten  Punkte  6',  A  durch  die  Geraden  12  und  PS 
harmonisch  getrennt;  ebenso  trennen  13  und  P2,  sowie  23  und 
PI   die  Punkte  S^  A  harmonisch.     Schneidet  man  also  die  Gerade 
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Sä  mit  12  und  sucht  zu  diesem  Schnittpunkt  in  Bezug  auf  8,  A 
den  vierten  harmonischen  Punkt,  so  geht  die  Gerade,  die  ihn  mit 
3  verbindet^  durch  den  gesuchten  Punkt  P.  Ganz  ebenso  bestimmt 
man  zu  B^  A  und  8Ay,\%  den  vierten  harmonischen  Punkt  und 
verbindet  ihn  mit  2;  dann  geht  auch  diese  Linie  durch  P.  In 
gleicher  Weise  erhält  man  in  den  Ebenen  B  und  f  die  Punkte 
§  und  R\  es  sind  die  vierten  Durchstoßpunkte  der  Raumkurve 
4.  Ordnung  mit  diesen  Ebenen,  Durch  andere  Gruppierung  kann 
man  in  jeder  Ebene  durch  drei  bereits  bekannte  Kurvenpunkte  den 
vierten  finden  und  somit  beliebig  viele  Punkte  der  Kurve  zeichnen. 

Die  Raumkurve  4.  Ordnung  kann  auch  jils  Durchdringu^gskurve 
zweier  Hyperboloide  bestimmt  werden.  Dabei  hat  man  die  Er- 
zeugenden einer  Schar  der  einen  Fläche  mit  der  anderen  Fläche 
zu  schneiden  und  erhält  so  Punktepaare  der  Kurve.  Die  Schnitt- 
punkte eines  Hyperboloides  mit  einer  Geraden  lassen  sich  aber  in 
folgender  Weise  finden.  Man  wähle  zwei  projektive  Ebenenbtischel, 
deren  entsprechende  Ebenen  sich  in  den  Erzeugenden  der  einen 
Schar  des  Hyperboloides  schneiden,  diese  bestimmen  auf  der  Geraden 
zwei  projektive  Punktreihen;  ihre  sich  selbst  entsprechenden  Punkte 
(vergl.  320)  sind  die  gesuchten  Punkte. 

Legt  man  in  einem  Punkte  P  der  Kurve  die  Tangentialebenen 
an  die  beiden  Hyperboloide,  so  schneiden  sie  sich  in  der  Kurven- 
tangente t  von  P.  Konstruiert  man  das  Hyperboloid  des  Büschels 
mit  der  Erzeugenden  t^  so  ist  seine  Tangentialebene  in  P  zugleich 
die  Schmiegungsebene  der  Raurakurve.  Denn  diese  Ebene  enthält 
außer  t  noch  eine  weitere  Erzeugende  durch  P;  auf  ihr  liegt  noch 
ein  weiterer  Punkt  der  Kurve,  so  daß  die  drei  übrigen  Schnittpunkte 
von  Ebene  und  Kurve  in  P  zusammenfallen. 

688.  Alle  Flächen  2.  Grades  durch  sieben  feste  Punkte 
schneiden  sich  noch  in  dem  nämlichen  achten  Punkte; 
derselbe  soll  bestimmt  werden.  Durch  sieben  Punkte  giebt  es 
oflfenbar  noch  doppelt  unendlich  viele  Flächen  2.  Grades,  denn  um 
eine  dieser  Flächen  zu  konstruieren,  muß  man  noch  zwei  von  ihren 
Punkten  annehmen.  Fügt  man  den  sieben  festen  Punkten  noch  einen 
beliebigen  achten  hinzu,  so  geht  durch  sie  eine  Raumkurve  4.  Ord- 
nung; sie  bildet  die  Grundkurve  eines  Büschels  von  Flächen 
2.  Grades.  Eine  weitere  Fläche  2.  Grades  durch  die  sieben  festen 
Punkte,  die  diesem  Büschel  nicht  angehört,  schneidet  die  Raum- 
kurve 4.  Ordnung  noch  in  einem  achten  Punkte.  Denn  jede  ge- 
schlossene Kurve  wird  von  einer  Fläche  2.  Grades  in  einer  geraden 
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Anzahl  von  Punkten  geschnitten;  die  Zahl  dieser  Schnittpunkte  kann 
aber  hier  nur  acht  sein.  Sie  ist  nämlich  in  den  speziellen  Fällen, 
in  denen  die  Raumkurre  4.  Ordnung  in  zwei  Kegelschnitte,  oder  in 
eine  Gerade  und  eine  Raumkurve  3.  Ordnung  zerfallt,  gleich  acht, 
und  unter  den  Kurven  4.  Ordnung  durch  die  sieben  gegebenen 
Funkte  giebt  es  auch  solche,  die  in  eine  Gerade  durch  zwei  von 
ihnen  und  eine  Kurve  3.  Ordnung  durch  die  fünf  übrigen  zer- 
fallen. 

Sind  nun  ct)^,  (p^,  ^g  drei  Flächen  2.  Grades  durch  die  sieben 
gegebenen  Punkte,  so  haben  sie  nach  dem  soeben  Gesagten  noch 
einen  achten  Punkt  gemein;  jede  Fläche  durch  sieben  dieser  Punkte 
enthält  auch  den  achten,  und  man  bezeichnet  die  Gesamtheit  dieser 
Flächen  als  Flächenbündel  und  die  acht  gemeinsamen  Punkte 
als  seine  Grundpunkte.  Schneiden  sich  nämlich  jene  drei  Flächen 
in  den  Punkten  1, 2,  3, , . .,  8,  so  muß  die  Fläche  V  durch  1,2,...,  7 
und  zwei  beliebige  Punkte  P  und  Q  ebenfalls  durch  den  Punkt  8 
gehen.  Denn  ct)j,  ct)^  bestimmen  einen  Flächenbtischel,  ihm  gehört 
eine  Fläche  durch  P  an,  ebenso  giebt  es  in  dem  durch  ct)i  und  O, 
bestimmten  Büschel  eine  Fläche  durch  P;  die  beiden  soeben  ge- 
fundenen Flächen  durch  P  bestimmen  wiederum  einen  Flächen- 
büschel, der  natürlich  eine  Fläche  durch  Q  enthält,  das  ist  aber 
die  Fläche  Y.  Diese  Fläche  geht,  wie  alle  Flächen  des  zugehörigen 
Büschels,  auch  durch  den  Punkt  8.  Natürlich  können  die  acht 
gemeinsamen  Punkte  dreier  Flächen  2.  Grades  auch  paarweise  ima- 
ginär werden,  was  man  am  besten  erkennt,  wenn  man  von  dem 
Falle  mit  acht  reellen  Schnittpunkten  ausgeht  und  dann  eine  Fläche 
kontinuierlich  sich  ändern  läßt.  Schneiden  sich  zwei  der  drei 
Flächen  in  einer  reellen  Raumkurve  4.  Ordnung  und  wird  diese 
von  der  dritten  in  acht  reellen  Punkten  getroflfen,  so  kann  man 
durch  kontinuierliche  Änderung  der  dritten  Fläche  zwei  dieser 
Schnittpunkte  zusammenfallen  und  dann  konjugiert  imaginär  werden 
lassen.  Das  Gleiche  kann  man  mit  einem  zweiten,  dritten  und 
vierten  Paare  dieser  Punkte  thun. 

Um  zu  sieben  gegebenen  Punkten  den  achten  zu  finden,  der 
mit  ihnen  zusammen  die  Grundpunkte  eines  Flächenbündels  bildet, 
betrachte  man  drei  Hyperboloide.  Das  Hyperboloid  ct)^  enthalte  die 
Punkte  1,  2,  7  und  die  Geraden  34  und  56,  das  Hyperboloid  O^ 
die  Punkte  3,  4,  7  und  die  Geraden  12  und  56,  und  das  Hyper- 
boloid (i>^  die  Punkte  5,  6,  7  und  die  Geraden  12  und  34.  Hierdurch 
sind  die  drei  Flächen  bestimmt,  und  es  ist  nun  der  achte  gemeinsame 
Punkt  dieser  Hyperboloide  zu  konstruieren  (Fig.  443).  Bezeichnet  man 
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mit  34  (1,  2,  7,  8y  .  .  .)  den  Ebenenbüschel  niit  der  Achse  34,  dessen 
Ebenen  durch  1,  2,  7,  8,  .  .  .  gehen,  so  erzengen  die  projektiven 
Ebenenbtischel  34  (1,  2,  7,  8, . . .)  und  56  (1, 2,  7, 8, . . .)  die  Fläche  (i>^. 
Ebenso  erzeugen  die  projektiven  Büschel  12  (3,  4,  7,  8,  .  .  .)  und 
56  (3,  4,  7,  8  .  .  .)  die  Fläche  0^  und  die  projektiven  Büschel 
12  (5,  6,  7,  8,  .  .  .)  und  34  (5,  6,  7,  8,  .  .  .)  die  Fläche  ^g.  Den 
Ebenen  durch  5  6  sind 
einerseits  durch  0j  die 
Ebenen  durch  34  zu- 
geordnet und  anderer- 
seits durch  <t>2  die 
Ebenen  durch  1  2;  läßt 
man  nun  je  zwei  Ebenen 
durch  34  und  12 
einander  entsprechen, 
die  der  nämlichen  Ebene 
durch  56  zugeordnet 
sind,  so  sind  die  Ebenen- 
büschel mit  den  Achsen 
34  und  12  projektiv 
und  ihre  entsprechenden 
Ebenen  schneiden  sich 
in  den  Erzeugenden 
eines  Hyperboloides  Y. 
Die  Hyperboloide  Y 
und  03  haben  die  Er- 
zeugenden 12,  34  und 
außerdem  die  Erzeu- 
genden durch  7  resp. 
8,  die  12  und  34  treffen,  gemein,  und  da  die  Ebenenbtischel ,  die 
V  resp.  0g  erzeugen,  bekannt  sind,  kann  man  ihre  gemeinsame  Er- 
zeugende durch  den  gesuchten  Punkt  8  finden.  Dem  Ebenenbtischel 
3  4  (5,  6,  7,  8  .  .  .)  ist  durch  03  der  Büschel  12  (5,  6,  7,  8  .  .  .)  zu- 
geordnet, dagegen  ist  ihm  durch  Y  ein  Büschel  12  (P,  Q,  7,  8  .. .) 
zugeordnet.  Kennt  man  von  beiden  Büscheln  mit  der  Achse  1  2, 
die  ja  projektiv  sind,  drei  Paare  entsprechender  Ebenen  12(5,6,7) 
und  12  (P,  Q,  7),  so  kann  man  auch  die  in  beiden  Büscheln  sich 
selbst  entsprechende  Ebene  128  angeben. 

Die  Ebenen  12 P  und  12Q  bestimmen  sich  in  der  folgenden 
Weise.  Zeichnet  man  zunächst  die  drei  Ebenen  127,  347  und 
567   und   ihre   Schnittlinien,    so   liegen   auf  diesen    paarweise  die 
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Punkte  34  x  127  =  /,  12  X  347  =  K;  56  x  347  =  L,  34  X  567 
^  M;  12  X  567  =  JV,  56  X  127  =  0.  Schneidet  man  jetzt  die 
projektiven  Ebenenbüschel  34  (1,  2,  7,  8  .  .  .)  und  56  (1,  2,  7,  8 . . .) 
mit  den  Geraden  iVO  resp.  JK,  so  erhält  man  perspektiye  Punkt- 
reihen; dabei  entsprechen  den  Punkten  A^  =  AO  X  /l  und  A^  =  yo 
X  J2  die  Punkte  B^^JKx  Ol  und  B^==:JKx  02,  so  daß  X^Ä^JS^^ 
X  A^B^  das  Centrum  der  Perspektive  ist.  Den  Ebenen  345  resp. 
346  des  ersten  Büschels  entsprechen  die  Ebenen  56  ^^  resp.  56  i^^ 
des  zweiten,  wenn  die  ersteren  NO  in  A^  resp.  A^  treffen  {A^^=NO 
X  Mb,  A^^NOx  if 6)  und  B^=^JKx  A^X,  B^^JKx  A^X  ist.  Ganz 
analog  liefern  die  Ebenenbüschel  12  (3,  4,  7,  8  .  .  .)  und  56  (8,  4, 
7,  8,  .  .  .)  auf  den  Geraden  LM  resp.  JK  Perspektive  Punktreihen; 
den  Punkten  C^  =  LM  x  XS  und  C^  =  LMx  X4  entsprechen  die 
Punkte  jD^  =  JKx  IfS  und  D^  =  JK  x  L  4,  das  Centrum  der  Per- 
spektive ist  r=  C3-D3  X  C^B^.  Den  Ebenen  56  Äg  resp.  56  B^  des 
zweiten  Büschels  entsprechen  die  Ebenen  12P  resp.  12Q  des 
ersten,  wenn  P=  LMx  B^Y  \md  Q=LMxBqY  ist 

Der  Punkt  8  liegt  nun  in  der  Ebene,  die  den  projektiven 
Büscheln  12  (5,  6,  7  .  .  .)  und  12  (P,  Q,  7  .  .  .)  außer  der  Ebene 
127  gemeinsam  ist;  die  Ebene  128  triflft  also  LM  in  dem  Punkte 
E,  flir  den  der  Strahlbüschel  iV'(5,  6,  7,  B)  projektiv  zu  der  Punkt- 
reihe (P,  Q,  7,  Ä)  ist  {N5  X  67  =  5',  5'Px  6 6  =  if,  NZx LM^B). 
Die  Ebenen  128  resp.  568  schneiden  aber  LM  resp.  JK  in  den 
Punkten  E  resp.  5,  deren  Verbindungslinie  durch  Y  geht,  und  die 
Ebenen  568  resp.  348  schneiden  JK  resp.  NO  in  den  Punkten  S 
resp.  y,  deren  Verbindungslinie  durch  X  geht.  Der  Punkt  8  er- 
scheint also  als  Schnitt  der  Ebenen  12B,  347^  und  56<S. 


Konstruktionsaufgaben  bei  den  Flächen  zweiten  Grades. 

689.  Von  einer  Fläche  2.  Grades  soll  der  umriß  ge- 
zeichnet werden,  falls  die  eine  Projektion  dreier  ebener 
Schnitte  von  ihr  bekannt  ist.  In  Fig.  444  ist  also  eine  Pro- 
jektion dieser  Schnitte,  nämlich  ä',  I,  rn  gegeben,  wobei  es  gleich- 
gültig ist,  ob  diese  Kurven  eine  orthogonale  oder  schiefe  Projektion 
der  Schnitte  ä,  /,  m  darstellen.  Die  Ebenen  dieser  Schnitte  schneiden 
sich  paarweise  in  den  Geraden  a,  h  und  c  und  diese  in  dem  ge- 
meinsamen Punkte  6;  auf^  liegen  die  reellen  Schnittpunkte -Bj,  ^2 
van   k  und  m,    auf  c  die  Schnittpunkte    (7j,  C^  von  k  und  /.     Da- 
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gegen  sind  die  Schnittpunkte  Yon  /  und  m,  die  auf  a  liegen,  ima- 
ginär; je  zwei  Punkte  Ton  a,  die  für  /  harmonische  Pole  sind, 
sind  es  auch  fürm. 
Nun  giebt  es  nach 
642  einen  Eegel, 
der  die  Fläche 
längs  k  berührt, 
sein  Scheitel  sei 
K.  Der  wahre 
Umriß  dieses 

Kegels  —  zwei 
Mantellinien  — 
tri£ft  k  in  zwei 
Punkten,  die  dem 
wahren  Umriß  «< 
unserer  Fläche 
zugehören.  Denn 
in  einem  solchen 
Punkte  haben 
Fläche  und  Kegel 
die  nämliche 

Tangentialebene , 
und  diese  muß 
der  Projektions- 
richtung parallel 
sein,  da  der  Punkt 
auf  dem  Kegel- 
umrisse liegt.    In 

der  Projektion  berühren  demnach  die  Tangenten  von  K  an  h'  diese 
Kurve  in  denselben  Punkten  wie  den  scheinbaren  Umriß  u.  Die 
Kurven  v!  und  k'  tangieren  sich  somit  in  zwei  Punkten  1/  und  E', 
die  aus  k  von  der  Polaren  des  Punktes  K'  ausgeschnitten  werden. 
Analog  verhält  es  sich  mit  den  Berührungspunkten  von  u  und  /', 
sowie  von  u   und  m\ 

Es  gilt  also  nur  die  Punkte  K'^  L\  M  zu  finden.  Da  nun  K  der 
Pol  der  Ebene  durch  k  und  M  der  Pol  der  Ebene  durch  m  ist,  so  ist 
KM  die  konjugierte  Polare  von  h  in  Bezug  auf  unsere  Fläche.  Auf 
KM  liegen  deshalb  auch  die  Pole  von  h  in  Bezug  auf  jeden  Schnitt 
der  Fläche,  dessen  Ebene  durch  h  geht;  insbesondere  liegen  auf  ÜT^/ 
die  Punkte  F  und  §  als  Pole  von  h  in  Bezug  auf  m  resp.  A.  Ebenso 
geht   die   konjugierte    Polare  KL  von  c  durch   die   Pole  Ji  und   T 
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von  c  in  Bezug  auf  /  resp.  k,  und  in  gleicher  Weise  enthält  LM 
die  Pole  U  und  V  von  a  bezüglich  /  resp.  m.  Die  drei  Geraden 
P'Q',  R'T,  U'V  schneiden  sich  in  den  gesuchten  Punkten  K%  L' 
und  M\  auf  deren  Polaren  in  Bezug  auf  ä',  1^  m!  respektive  die  Be- 
rührungspunkte von  u'  lait  diesen  Kurven  liegen.  Teilen  P'Q^  und 
r'  die  Sehne  B(B^  harmoiiisch,  wird  femer  die  Sehne  C^C^  durch 
E'T  und  Z'  harmonisch  geteilt,  sind  endlich  U'Fxa'  und  T  auf 
a  harmonische  Pole  von  t  und  folglich  auch  von  m',  so  trägt  Y'Z^ 
die  Berührungspunkte  i>',  E  von  U  und  w';  ebenso  liegen  die  Be- 
rührungspunkte von  u'  und  I,  resp.  u'  und  m'  auf  X'Z'  resp.  X'Z'. 
Der  wahre  Umriß  u  liegt  in  der  Ebene  XYZ, 

Auch  die  Eigenschattengrenze  ist  hier  leicht  zu  finden,  falls 
man  den  Schatten  8^  von  S  auf  die  Ebene  des  Umrisses  u  kennt. 
Legt  man  durch  P  eine  Parallele  zu  b,  so  trifft  sie  die  Umrißebene 
in  0  (PO  II Ä,  XYxPO^O),  denn  P  liegt  in  der  Ebene  der  Kurve  m. 
Der  Schatten  P^  von  P  auf  die  Umrißebene  erscheint  als  Schnitt 
der  Geraden  PP^  (||5ÄJ  und  OP^  {\\YS^\  der  Schatten  P*  von  P 
auf  die  Ebene  der  Kurve  k  liegt  auf  dem  Schatten  der  Geraden  PO 
auf  diese  Ebene,  d,  h.  auf  einer  Parallelen  zu  PO  durch  F=YZx  OP^ 
(in  der  Figur  ist  zur  Vereinfachung  P^,  P*,  8^  geschrieben,  obgleich 
die  Projektionen  dieser  Punkte  gemeint  sind).  Da  Q  in  der  Ebene 
von  h  liegt,  so  ist  QP*  der  Schatten  von  QP  auf  diese  Ebene  und 
also  K*  der  Schatten  von  K  auf  dieselbe.  K  ist  aber  der  Scheitel 
des  Tangen tialkegels  mit  der  Berührungskurve  A;  die  Polare  von  K* 
in  Bezug  auf  k  schneidet  diese  Kurve  in  zwei  Punkten  H  und  •/, 
die  der  Eigenschattenkurve  des  Kegels  und  somit  auch  der  der 
Fläche  2.  Grades  angehören.  Ebenso  kann  man  auf  /  und  m  die 
Punkte  der  Eigenschattenkurve  bestimmen. 

690.  Es  sollen  von  einer  Fläche  2.  Grades  drei  kon- 
jugierte Durchmesser  bestimmt  werden,  wenn  man  von 
drei  Kegelschnitten  auf  ihr  die  eine  Projektion  kennt. 
Ganz  wie  vorher  seien  ä',  /',  m  diese  Projektionen,  Ä^A^  die  Schnitt- 
punkte von  /  und  m,  B^B^  die  von  k  und  iw,  C^  und  C^  die  von  k 
und  /,  femer  seien  8  der  gemeinsame  Punkt  der  Sehnen  \ä^^  B^B^j 
C^C^  und  Äj  Bj  C  ihre  Mittelpunkte,  endlich  seien  K,  L,  M  die 
Mittelpunkte  der  Kurven  A,  /,  m  (Fig.  445).  Durch  B^  ziehe  man 
nun  die  Sehne  B^D  von  m  parallel  zu  A^A^,  und  die  Sehne  B^E 
von  k  parallel  zu  C^C^\  beide  bestimmen  eine  zu  der  Ebene  von  / 
parallele  Ebene,  die  aus  der  Fläche  eine  zu  /  ähnliche  und  ähn- 
lich gelegene  Kurve  n  ausschneidet.  Der  Mittelpunkt  N  von  n  liegt 
auf  einer  Geraden,  die  man  durch  B^D  x  MA  zu  LA  parallel  zieht, 
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und  auf  einer  Geraden  durch  B^E  x  KCy  die  zu  LC  parallel  ist. 
Denn  in  Bezug  auf  die  Kurve  n  ist  der  Sehne  B^D  ein  zu  AL 
paralleler  Durch- 
messer konjugiert, 
und  ebenso  der  Sehne 
B^E  ein  zu  CL  konju- 
gierter Durchmesser, 
da  zu  jedem  Paar 
konjugierter  Durch- 
messer von  /  ein 
Paar  konjugierter 
Durchmesser  von  n 
parallel  ist.  Ist  C^F 
eine  Sehne  von  / 
parallel  zu  Ä^A^  und 

CyG  eine*  Sehne  von  \^  ,  i   x  "  v  r' 

k  parallel  zu  ^1^2» 
so  schneidet  die 
Ebene  dieser  Sehnen 
unsere  Fläche  in 
einer  Kurve  i  mit  dem  Mittelpunkte  /.  Dem  Vorausgehenden  analog 
schließt  man,  daß  /  auf  einer  Parallelen  zu  MA  durch  C^F  x  LA 
und  auf  einer  Parallelen  zu  MB  durch  C^G  X  KB  liegt,  da  i  zu  m 
ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage  ist. 

Die  Mittelpunkte  L  und  N  der  Parallelschnitte  /  und  n  liegen 
auf  einem  Durchmesser  unserer  Fläche,  ebenso  die  Mittelpunkte  M 
und  J  der  Parallelschnitte  m  und  i,  so  daß  0  ==  LN  x  MJ  der  Mittel- 
punkt der  Fläche  wird.  Zum  Flächendurchmesser  LO  ist  die  zur 
Kurve  /  parallele  Diametralebene  konjugiert;  zieht  man  also  OX\\A^A^ 
und  0Y\\  LA,  so  sind  OX,  07,  OZ  (wo  Z  ein  Punkt  auf  OL  ist), 
drei  konjugierte  Durchmesser  unserer  Fläche,  und  es  sind  noch  ihre 
Endpunkte  X,  Y,  Z  aufzusuchen.  In  der  Ebene  OYZ  liegen  auch 
die  Geraden  AL  und  AM,  erstere  schneidet  /,  letztere  schneidet  m 
in  zwei  Punkten;  die  dem  Kegelschnitte  mit  den  konjugierten  Durch- 
messern OY  und  OZ  angehören.  Da  aber  die  Richtungen  dieser 
Durchmesser  bekannt  sind,  so  genügen  schon  zwei  Punkte  des  Kegel- 
schnittes um  ihre  Längen  zu  zeichnen.  Sind  nämlich  P  und  Q  zwei 
solche  Punkte,  so  ziehe  man  QQj  ||  0^  und  wähle  Q^  derart,  daß 
QQ^  von  OY  halbiert  wird,  dann  schneiden  PQ  und  PQ^  den  Durch- 
messer OY  in  konjugierten  Punkten  R  und  R^,  und  es  ergiebt  sich 
seine  Länge  aus  {OY)^  =  OR.OR^,    Ähnlich  ergiebt  sich  die  Länge 
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OZj  während   sich  0¥  und  OZ  zu   einander   verhalten ,   wie   die  zu 
OY  und  OZ  parallelen  Durchmesser  von  /. 

691.  Von  einemEllipsoide  seien  drei  konjugierte  Durch- 
messer durch  ihre  Projektionen  auf  eine  Ebene  gegeben, 
es  soll  sein  scheinbarer  Umriß  in  dieser  Ebene  gezeichnet 
werden.  Ist  0  die  orthogonale  oder  schiefe  Projektion  des  Mittel- 
punktes und  sind  O'T,  0'7',  O'Z'  die  entsprechenden  Projektionen 
der  konjugierten  Halbmesser  unseres  EUipsoides  (Fig.  446),  so  ge- 
hört   die    Ellipse    i  mit   den 


Oo 
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Halbmessern  OX  und  OY  der 
Fläche  an.  Die  Tangential- 
ebenen in  den  Punkten  dieser 
Kurve  sind  dem  Durchmesser 
OZ  parallel,  sie  umhüllen 
einen  Cylinder,  der  die  Fläche 
längs  der  Kurve  i  berührt. 
Der  scheinbare  Umriß  dieses 
Cylinders  wird  von  den  beiden 
Tangenten  von  {  gebildet,  die 
zu  &Z'  parallel  laufen;  ihre 
Berührungspunkte  Ä,  B  liegen 
auf  dem  zu  OZ  koi^jugierten 
Durchmesser  von  i\  Man 
findet  diese  Punkte  Ä  und  ^, 
indem  man  Y'O^  senkrecht  zu  OX'  zieht  und  gleich  OX'  macht, 
dann  ist  der  Kreis  i^  mit  dem  Mittelpunkt  0^  und  dem  Badius  O^Y 
zu  i"  affin,  die  gemeinsame  Tangente  t  von  tl  und  i^  ist  die  Affinitats- 
axe.  Ist  nun  «7=  ^  x  OZ'  und  ist  KO^:]^JO^  {K  auf  t),  so  ist  A'O  der 
zu  OZ  konjugierte  Durchmesser,  wenn  A'O  durch  Ä  geht  und 
A^Ä'  II  O^O  ist  (Aq  =  OoA^X  lo)-  Di©  Punkte  A'  und  ff  gehören  aber 
auch  dem  scheinbaren  Umriß  u'  der  Fläche  an,  denn  in  den  Punkten 
A  und  JB  haben  Ellipsoid  und  Cylinder  eine  gemeinsame  zur  Pro- 
jektioüsrichtung  parallele.  Tangentialebene;  u'  und  {  berühren  sich 
in  A'  und  Jff,  die  gemeinsamen  Tangenten  sind  zu  O'Z  parallel. 
In  gleicher  Weise  kann  man  die  Berührungspunkte  von  u  mit  den 
beiden  Ellipsen  bestimmen,  für  die  OX'  und  OZ  resp.  OY'  und  OZ 
konjugierte  Halbmesser  sind.  Damit  sind  dann  sechs  Punkte  des 
Umrisses  u   bekannt,  der  sich  daraus  zeichnen  läßt. 

Die  Konstruktion  wird  einfacher,  wenn  man  zu  dem  Durch- 
messer A'B  von  u  direkt  den  konjugierten  Durchmesser  C'J/  auf- 
sucht,   der  mit  OZ'  zusammenfällt.     Der  konjugierte   Durchmesser 
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zu  AB  bezüglich  der  Schnittknnre  t  ist  EF  {F^  =  i^  x  /Oq,  FF^  ||  (/O^), 
Ol,  OF  und  OZ  sind  drei  konjugierte  Halbmesser  des  EUipsoides. 
OB  und  OZ  sind  konjugierte  Halbmesser  einer  Schnittellipse  k,  die 
sieb  als  gerade  Linie  projiziert,  da  (/F  und  O'Z'  sich  decken. 
Projiziert  sich  aber  eine  Ellipse  als  Stück  einer  Geraden, 
und  sind  (7j&'  und  (XZ  die  Projektionen  zweier  konjugierter 
Halbmesser,  so  bestimmen  sich  die  End-  oder  ümrißpunkte 
C\  IT  der  Projektion  aus:  {(yCY^{aiyY^{aFJ+ [O'Zy, 
oder  mit  anderen  Worten:  OC'^OB'  ist  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  den  Katheten  OE'  und  OZ'  {Z'G  =  OF', 
ZG\_  OE,  OG  =  aiT), 

Den  soeben  erwähnten  Satz  beweisen  wir  in  der  folgenden  Form. 
In  Fig.  447  seien  OZ  und  OF  konjugierte  Halbmesser  einer  Ellipse 
A,  a  sei  eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  der  Ellipse  und  OO  die 
Richtung,  in  der  wir  k  auf  a  projicieren.  Der  zur  Projektions- 
richtung parallele  Halbmesser  von  k  sei  OM^  der  dazu  konjugierte 
Durchmesser  CB,  Projizieren  wir 
nun  die  Punkte  Z  und  F  zunächst 
in  der  Eichtung  OO  auf  CB  nach 
Z^  und  F^,  so  ist:  (OCf^ipBf 
=  (PZ^Y  +  [Oi\)\  Denn  der  Kreis 
k^  mit  dem  Durchmesser  CB  ist 
zu  k  affin,  sein  Radius  OM^  ( J_  CB) 
ist  affin  zu  0M\  ebenso  sind  Z^Z^ 
und  P^F^  affin  zu  ZZ^  und  FF^, 
wenn  Z^  und  F^  auf  k^  liegen,  die 
Radien  F^O^  Z^O  aufeinander  senkrecht  stehen,  und  Z^Z^  \\  F^^F^  _L  CB 
ist.  Daraus  folgt  aber  die  Kongruenz  der  Dreiecke  OZ^Z^  und  F^OF^ 
und  aus:  [OCf=:^(pZ^f={OZ^f+{Z^Z^f  die  obige  Relation.  Projiziert 
man  die  Punkte  C,  jÖ,  Z^,  F^  in  der  Richtung  00'  weiter  auf  a  nach 
6",  B\  Z'j  F^  so  gilt  die  Relation  auch  für  diese  Projektionen  und 
damit  ist  der  obige  Satz  bewiesen. 

692.  Wollen  wir  die  gleiche  Aufgabe  wie  für  das  Ellipsoid 
flir  das  einschalige  und  zweischalige  Hyperboloid  lösen,  so  ist  es 
vorteilhaft,  die  folgenden  Betrachtungen  über  koncentrische, 
ähnliche  Kegelschnitte  vorauszuschicken.  Fassen  wir  eine 
Involution  ins  Auge,  sie  ist  durch  ihren  Mittelpunkt  0  und  ein 
Punktepaar  P,  Pj  bestimmt;  für  jedes  weitere  Punktepaar  Q,  Q^  gilt: 
OQ'OQ^  =  OP-OPy  Dieses  Produkt  vvollen  wir  die  Potenz  der 
Involution  nennen,  die  positiv  oder  negativ  sein  kann,  je  nachdem 
die  Punkte  eines  Paares  auf  der  gleichen   oder   auf  verschiedenen 


Fig.  447. 
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Seiten  Yon  0  liegen.  Ist  die  Potenz  positiv,  so  besitzt  die  Idyg- 
lution  zwei  reelle  Doppelpunkte,  deren  Abstände  von  0  gleich  der 
Wurzel  aus  der  Potenz  sind.  Sind  zwei  Involutionen  mit  gemein- 
samem Mittelpunkte  auf  der  nämlichen  Geraden  gegeben,  so  sind 
sie  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  wenn  je  zwei  Punkte 
einander  entsprechen,  deren  Abslände  von  0  sich  wie  die  Wurzeln  aus 
den  bezüglichen  Potenzen  verhalten.  Jedem  Punktepaar  der  einen 
Involution  ist  hierdurch  ein  Punktepaar  der  andern  zugeordnet. 
Haben  die  Involutionen  beide  reelle,  oder  beide  keine  reellen  Doppel- 
punkte, d.  h.  haben  ihre  Potenzen  gleiches  Vorzeichen,  so  ist  die 
gemeinte  Zuordnung  eine  reelle,  im  entgegengesetzten  Falle  ist  sie 
imaginär.  Solche  imaginäre  Zuordnungen  müssen  wir  in  den  Ereis 
unserer  Betrachtungen  aufiiehmen. 

untersuchen  wir  jetzt  die  Kegelschnitte  mit  gemeinsamem  Mittel- 
punkt 0,  welche  die  gleiche  Involution  konjugierter  Durchmesser 
aufweisen.  Ein  solcher'  Kegelschnitt  ist  durch  einen  seiner  Punkte 
bestimmt,  an  seiner  Stelle  kann  auch  ein  Paar  harmonischer  Pole 
P  und  P^  auf  einem  Durchmesser  gegeben  sein.  Sei  c  der  Durch- 
messer durch  PPj,  d  sein  konjugierter,  ferner  a  ein  beliebiger  Durch- 
messer und  b  sein  konjugierter,  so  sind  Q  und  Q^  auf  a  (Fig.  448) 

harmonische  Pole,  wennP^Qj  ||rfund 
PQ II  b  ist,  da  PjQi  die  Polare  von  P 
und  PQ  die  von  Q^  ist.  Es  ergiebt 
sich  so  auf  einem  beliebigen  Durch- 
messer a  die  Potenz  OQOQ^  der 
Involution  harmonischer  Pole  und 
damit  die  Länge  des  Durchmessers, 
falls  seine  Endpunkte  reell  sind. 
Ein  zweiter  Kegelschnitt  mit  der 
gleichen  Involution  konjugierter 
Durchmesser  wie  der  erste  wird  dem 
Punkte  P  einen  andern  Punkt  von  c, 
etwa  Pj,  als  harmonischen  Pol  zuordnen;  für  ihn  sind  Q,  Q^  auf  a 
harmonische  Pole,  wenn  PQ\\b  und  P^Q^\\d  ist.  Aus  der  Figur 
ersieht  man,  daß  OP^ :  OP^  =  OQ^ :  OQ^  ist,  was  das  Resultat  ergiebt: 
Zwei  Kegelschnitte  mit  der  gleichen  Involution  konjugierter  Durch- 
messer bestimmen  auf  jedem  Durchmesser  zwei  Involutionen  har- 
monischer Pole,  deren  Potenzen  für  alle  Durchmesser  in  dem  näm- 
lichen Verhältnisse  stehen,  nämlich  wie  OP^:OP^.  Daraus  folgt 
allgemein,  daß  die  Pole  und  Polaren  des  einen  Kegelschnittes  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen  sind  zu  den  Polen   und  Polaren   des 


Fig.  448. 
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andern,  und  d&8  gleiches  für  die  Punkte  und  Tangenten  dieser 
Kurven  stattfindet.  Alle  Kegelschnitte  mit  der  nämlichen 
Involution  konjugierter  Durchmesser  sind  samt  ihren 
Polarsystemen  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 

Solche  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  bildet  jedes 
System  von  Parallelschnitten  bei  einer  Fläche  2.  Grades;  yerschiebt 
man  ihre  Ebenen  parallel  mit  sich  selbst,  so  daß  ihre  Mittelpunkte 
in  den  der  Fläche  rücken,  so  sind  sie  auch  koncentrisch.  Gerade 
dieses  Beispiel  zeigt  uns  aber,  daß  das  Verhältnis  entsprechender 
Strecken  auch  imaginär  sein  kann.  Sind  z.  B.  zwei  Parallelschnitte 
eines  EiUipsoides  reell,  so  sind  sie  und  ihre  Polarsysteme  in 
reeller  Weise  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  d.  h.  einem  reellen 
Punkte  entspricht  dabei  wieder  ein  reeller  Punkt  (vergl.  646);  ebenso 
ist  es  falls  beide  Schnitte  imaginär  sind.  Ist  dagegen  ein  Schnitt 
reell  und  einer  imaginär,  so  sind  sie  zwar  noch  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen,  aber  einem  reellen  Punkte  der  einen  Ebene  entspricht  ein 
imaginärer  Puukt  der  andern. 

698.  In  jeder  Ebene  werden  durch  eine  Fläche  2.  Grades  die 
Punkte  und  Geraden  einander  zugeordnet,  indem  jedem  Punkte  die 
Gerade  der  Ebene  entspricht,  die  auf  seiner  Polarebene  liegt.  Jeder 
Punkt  und  die  ihm  entsprechende  Gerade  sind  Pol  und  Polare  in 
Bezug  auf  die  Schnittkurve  der  Ebene  mit  der  Fläche,  mag  diese 
Kurve  reell  oder  imaginär  sein.  Kennt  man  ein  Paar  konjugierter 
Durchmesser  dieser  Kurve  und  auf  ihnen  die  Involutionen  harmo- 
nischer Pole,  so  ist  sie  bestimmt.  Diese  Involutionen  können  durch 
ein  beliebiges  Punktepaar  gegeben  sein,  da  der  Mittelpunkt  der 
Kurve  zugleich  ihr  Mittelpunkt  ist.  Wählt  man  dasjenige  Punkte- 
paar einer  Involution,  dessen  Punkte  vom  Mittelpunkt  gleichen  Ab- 
stand haben,  so  fallen  entweder  beide  Punkte  zusammen  und  bilden 
einen  der  beiden  reellen  Doppelpunkte;  dann  wird  der  Durchmesser 
von  zwei  reellen  Punkten  der  Kurve  begrenzt  und  soll  kurz 
reeller  Durchmesser  heißen.  Oder  es  liegen  die  beiden  Punkte 
auf  verschiedenen  Seiten  des  Mittelpunktes;  dann  trägt  der  Durch- 
messer keine  reellen  Kurvenpunkte  und  soll  kurz  imaginärer 
Durchmesser  heißen;  die  beiden  Punkte  nennen  wir  die  Gleich- 
punkte der  Involution.  In  Fig.  449  seien  a  und  b  zwei 
konjugierte  Durchmesser,  und  es  sei  OA^  =  OA^^  OB^  «  OB^. 
Sind  Ay^Ä^^  AA  reelle  Durchmesser,  so  ist  die  Kurve  eine 
Ellipse  durch  ihre  Endpunkte  A^,  A^j  B^,  B^,  Sind  A^A^,  A-^2 
imaginäre  Durchmesser,  so  ist  die  Kurve  imaginär;  A^A^  und 
ebenso  B^B^  sind  harmonische  Pole  von  ihr.    Ein  beliebiger  reeller 
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Durchmesser  C^C^  jener  Ellipse  ist  zugleich  imaginärer  Durchmesser 
dieser  imaginären  Kurve,  d.  h.  C^C^  sind  harmonische  Pole  Ton  ihr; 

es  folgt  das  unmittelbar  aus 
dem,  was  über  die  Ähnlichkeit 
beider  Kurven  gesagt  wurde. 
Ist    ^i-ij   ein   reeller, 
^i^a  ein  imaginärer  Durch- 
messer, so  ist  die  Kurve  eine 
^  Hyperbel,  die  durch  A^^  A^ 
geht  und  B^.  B^  zu  harmo- 
nischen    Polen    hat.      Ihre 
Asymptoten  bilden  die    Dia- 
gonalen     eines      Parallelo- 
Fig.  449.  grammes      IKLM^      dessen 

Seiten  zu  jenen  Durchmessern 
parallel  sind  und  von  ihnen  halbiert  werden.  Denn  die  As3rmp- 
toten  berühren  die  Hyperbel  im  Unendhchen,  jeder  Punkt 
einer  Asymptote  ist  also  harmonischer  Pol  zu  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte.  Nun  ist  aber  MB^  die  Polare  von  B^  und  MA^ 
die  Polare  von  A^j  also  ^  der  Pol  von  A^B^,  und  somit  sind  M 
und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  OJW  harmonische  Pole.  Ist  A^A^ 
ein  imaginärer,  B^B^  ein  reeller  Durchmesser,  so  ist  die  Kurve 
eine  Hyperbel,  die  durch  B^,  B^  geht  und  -r^^,  A^  zu  harmonischen 
Polen  hat.  Die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  sind  die  nämlichen, 
wie  bei  der  vorigen.  Ein  beliebiger  reeller  Durchmesser  dieser 
Hyperbel  mit  den  Endpunkten  C^^  C^  ist  ein  imaginärer  Durchmesser 
von  jener  Hyperbel,  und  Cj,  C^  sind  harmonische  Pole  von  ihr. 

694.  Zu  jedem  Kegelschnitte  gehört  demnach  ein  anderer  in 
der  Weise,  daß  jeder  reelle  Durchmesser  des  einen  ein  imaginärer 
Durchmesser  des  anderen  ist,  und  daß  die  Endpunkte  jedes  reellen 
Durchmessers  des  einen  für  den  anderen  Kegelschnitt  harmonische 
Pole  —  Gleichpunkte  —  sind.  Dieses  Resultat  läßt  sich  ersichtlich 
direkt  auf  die  Fläche  2.  Grades  übertragen.  Sind  XX^ ,  Y¥^ ,  ZZ^ 
drei  konjugierte  reelle  Durchmesser,  so  ist  die  zugehörige  Fläche  ein 
Ellipsoid;  sind  dagegen  XT^,  TY^^  ZZy^  drei  konjugierte  imaginäre 
Durchmesser,  so  ist  die  zugehörige  Fläche  imaginär,  die  Gleich- 
punkte Z,  X^  etc.  sind  harmonische  Pole  von  ihr.  Die  Endpunkte 
eines  jeden  Durchmessers  der  ersten  Fläche  sind  harmonische 
Pole,  nämlich  Gleichpunkte,  der  zweiten.  Sind  XJ^,  ITj,  ZZ^ 
drei  konjugierte  Durchmesser,  und  sind  die  ersten  beiden  reell,  der 
letzte  imaginär,  so  ist  die  zugehörige  Fläche  ein  einschaliges  Hyper- 


Die  Flächen  zweiten  Grades^ 


213 


boloid;  sind  dagegen  die  beiden  ersten  Durchmesser  imagin&r,  der 
letzte  reell,  so  ist  die  zugehörige  Fläche  ein  zweischaliges  Hyper- 
boloid« Beide  Hyperboloide  haben  den  gleichen  Asymptotenkegel; 
die  Endpunkte  eines  jeden  reellen  Durchmessers  der  einen  Fläche 
sind  harmonische  Pole,  nämlich  Oleichpunkte,  der  anderen. 

695.  Von  einem  einschaligen  Hyperboloid  soll  der 
scheinbare  ümriB  in  einer  Projektionsebene  konstruiert 
werden,  wenn  man  die  Projektionen  von  drei  konjugierten 


/  y    I. 


/  / 


Fig.  450. 

Durchmessern  auf  diese  Ebene  kennt.  Zunächst  ist  zu  be- 
merken, daß  die  Projektion  eine  orthogonale  oder  schiefe  sein  kann, 
die  Konstruktion  bleibt  die  gleiche.  X^Jund  Y^Y  seien  die  beiden 
reellen  Durchmesser,  ^^^der  imaginäre  (Fig.  450),  so  daß  Z^^  Z 
die  Gleichpuukte  einer  Involution  harmonischer  Pole  der  Fläche 
und  also  selbst  harmonische  Pole  sind.  Wir  zeichnen  zunächst  auf 
der  Ellipse  i  mit  den  konjugierten  Durchmessern  X'X\  und  TY^ 
die  beiden  Punkte  A\  B  des  Umrisses,  was  ganz  wie  in  691  ge- 
schieht. Man  ziehe  TO^  J_  OT  und  mache  es  gleich  (7X',  be- 
schreibe um  Oq  mit  dem  Radius  Y'O^  den  Kreis  i^,  der  zu  x  affin 
ist,  und  bestimme  auf  ihm  die  Punkte  B^  und  A^^  so  daß  E^O^x_A^O^ 
ist  und  EJOq  die  Gerade  OZ'  in  dem  Punkte  E  schneidet,  der  auf 


214  Die  Flächen  zweiten  Orades. 


der  Achse  RT&  der  Affinität  liegt.  Die  zu  E^^  A^  affinen  Punkte 
E\  A*  sind  die  Endpunkte  zweier  konjugierter  Halbmesser  von  i\ 
und  zwar  ist  A'  ein  Punkt  des  gesuchten  Umrisses  u^  da  die  Tan- 
gente von  V  in  J'  zu  OfZ'  parallel  ist. 

OE^  OA^  OZ  sind  drei  konjugierte  Halbmesser  unserer  Fläche; 
OE  und  OZ  bilden  zwei  konjugierte —  einen  reellen  und  einen  ima- 
ginären —  Halbmesser  einer  Hyperbel  A,  die  unserer  Fläche  an- 
gehört und  sich  als  Gerade  projiziert.  Die  Punkte  des  wahren 
Umrisses  auf  dieser  Hyperbel  sind  hier  imaginär ,  sie  liegen  auf 
dem  zur  Projektionsrichtung  konjugierten  Durchmesser  und  bilden 
die  Doppelpunkte  der  Involution  harmonischer  Pole  auf  ihm.  Nun 
gilt  der  Satz:  Projiziert  man  zwei  konjugierte  Halbmesser 
einer  Hyperbel  in  beliebiger  Richtung  auf  eine  Gerade  in 
ihrer  Ebene,  und  macht  diese  Projektionen  zur  Hypote- 
nuse und  einen  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
8  0  ist  seine  andere  Kathete  gleich  der  Projektion  des  Halb- 
messers, der  zur  Projektionsrichtung  konjugiert  ist.  Dieser 
Satz  liefert  uns  die  Projektion  (/C  s=  (yjy  des  imaginären  Durch- 
messers von  v!j  der  zu  C/A'  konjugiert  ist,  da  ja  jeder  Durchmesser 
von  k  zu  OA  konjugiert  ist  ((7^'  Hypotenuse,  O'E'  die  eine  und 
(yC  die  andere  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks).  Aus  den 
konjugierten  Durchmessern  A'B  und  CD'  können  die  Asymptoten 
von  tt,  sowie  v!  selbst  gezeichnet  werden. 

Zum  Beweise  des  voranstehenden  Satzes  benutzen  wir  Fig.  449, 
indem  wir  die  konjugierten  Halbmesser  OE  und  OZ  von  k  in 
der  Bichtung  B^B^  auf  den  dazu  konjugierten  Durchmesser  A^A^ 
projizieren.  Machen  wir  ZU^ZF^OE  und  UZF\\OE,  so  sind 
OU  und  Oy  die  Asymptoten  von  k.  Sind  Z^j  ^ii  ^  diö  Pro- 
jektionen von  Zy  C/,  Tauf  A^A^  {UU^\\FV^\\ZZ^\\B^B;i ,  so  gilt  die 
Relation:  OF^OU^OJ-OM,  wenn  /  und  M  auf  den  Asymp- 
toten durch  die  Tangenten  in  B^  resp.  B^  ausgeschnitten  werden 
[JM  i^  B-^B^).  Daraus  folgt  weiter  durch  Projektion:  OU^-OV^ 
'^{PA^)\  oder  {OZ^f-^iZ^U^f^iOA^f,  da  U^Z^^Z^F^  ist.  U^Z^ 
ist  aber  gleich  der  Projektion  des  Halbmessers  OE^  so  daß  in 
der  That  die  Projektionen  von  OE  und  OZ  Hypotenuse  und  Kathete 
eines  Dreiecks  sind,  dessen  andere  Kathete  OA^  ist.  Damit  ist 
jener  Satz  für  die  Projektionen  auf  A^A^  bewiesen  und  gilt  folglich 
auch  fbr  die  Projektionen  auf  jede  andere  Gerade  der  Ebene,  da 
die  letzteren  den  ersteren  proportional  sind.  0£Fenbar  stellt  in  dem 
genannten  rechtwinkligen  Dreieck  eine  ILathete  die  Projektion  eines 
reellen,  die  andere  die  eines  imaginären  Halbmessers  dar. 


Die  Flächen  zweiten  Grades.  215 


Soll  in  gleicher  Weise,  wie  vorher  beim  einschaligen,  beim 
zweischaligen  Hyperboloid  der  Umriß  gefunden  werden, 
so  legen  wir  wieder  die  Durchmesser  X^X,  Y^Y,  Z^Z  zu  Grunde 
(Fig.  450),  nur  soll  jetzt  Z^Z  der  reelle  Durchmesser  sein,  während 
die  beiden  anderen  imaginär  sind.  Konstruieren  wir  ganz  wie  vorher 
die  Durchmesser  A'B  und  C'i/,  so  ist  A'JB"  ein  imaginärer,  aber 
Ciy  der  ihm  konjugierte  reelle  Durchmesser  des  scheinbaren  Um- 
risses v'  unserer  Fläche.  Denn  die  Ebene  des  wahren  Umrisses  t; 
ist  die  der  Projektionsrichtung  konjugierte  Diametralebene,  ihre 
Schnittlinie  AJB  mit  OXY  ist  der  Diametralebene  konjugiert,  die 
durch  OZ  parallel  zur  Projektionsrichtung  geht.  Demnach  ist  A'B' 
der  zur  Richtung  ffZ'  konjugierte  Durchmesser  von  i";  aber  er  ist 
hier  imaginär.  Alle  zu  J£  konjugierten  Durchmesser  der  Fläche 
liegen  in  der  zur  Projektionsrichtung  parallelen  Ebene  durch  OZ^ 
ihre  Projektionen  fallen  also  auf  C/Z';  in  dieser  Ebene  wird  der 
zur  Projektionsrichtung  konjugierte  Durchmesser  CD  genau  so  be- 
stimmt wie  vorher,  so  daß  Ciy  der  zu  A'JB'  konjugierte,  hier  aber 
reelle  Durchmesser  des  Umrisses  v'  wird. 

696.  Die  Eigenschattengreuze  eines  Ellipsoides  zu 
finden,  wenn  sein  scheinbarer  Umriß  in  einer  Projektions- 
ebene und  der  Schatten  eines  Punktes  der  Fläche  auf  die 


r- 

I 
/% 


<,X'      ^' 


^»k 


Fig.  451. 


Umrißebene  gegeben  ist.  Der  wahre  Umriß  sei  t«,  seine  Projek- 
tion v!  sei  durch  zwei  konjugierte  Durchmesser  A'B  und  CDf  ge- 
geben; außerdem  seiP",  die  Projektion  eines  Punktes  des  Ellipsoides, 
sowie  sein  Schatten  P^  auf  die  Ebene  des  Umrisses  in  der  Projek- 
tion P/  bekannt  (Fig.  451).    Die   Projektionsrichtung   mag   hierbei 
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arthogonal  oder  schief  zur  Projektionsebene  sein;  es  übt  das  auf 
die  Konstruktion  keinen  Einfluß.  Wir  suchen  zunächst  einen  zu  u 
affinen  Kreis  Uq  mit  dem  Mittelpunkte  Oq  und  dem  Radius  O^Ä^OC 
{OqÄ'  ±  Ciy),  R8T  sei  die  Tangente  von  u^  und  «'  in  Ä.  Der  zur 
Projektionsrichtung  parallele  Halbmesser  des  EUipsoides  sei  OZj  so 
daß  OZ^  OAy  OC  drei  konjugierte  Halbmesser  desselben  sind;  femer 
sei  Q  der  Schnittpunkt  von  PP*  mit  der  Ebene  des  Umrisses  u. 
Kennen  wir  den  Durchstoßpunkt  N  von  ZP  mit  der  Umrißebene, 
so  liegt  der  Schatten  von  Z  auf  diese  Ebene  auf  P^iV  {Z'Z^'  ||  FP^% 
Z^  auf  N'P^  und  ist  damit  gefanden.  Verlängern  wir  aber  ZO  bis 
Z^  und  PQ  bis  Pj  {ZO  =:  OZ^,  PQ^QP{),  so  sind  die  Punkte 
N^ZPxZ^P^  und  M^ZP^xZ^P  harmonische  Pole  unserer  Fläche, 
und  da  ZZ^  der  zur  Umrißebene  konjugierte  Durchmesser  ist,  so 
liegen  N'  und  M  in  dieser  Ebene.  N  und  M  sind  hiemach  harmo- 
nische Pole  von  u  und  teilen  OQ  harmonisch,  demgemäß  sind  N' 
und  M'  harmonische  Pole  von  u'  und  teilen  ffQf  harmonisch.  Wir 
schneiden  deshalb  O^P'  mit  BS  in  Tj  ziehen  die  affine  Oerade  O^T 
und  bestimmen  darauf  Pq  (P^,P' ||  0^(7);  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  /,  K  von  u^  (JO^  \\KPq  ±  O^T)  trifft  dann  O^T  in  N^  und 
der  affine  Punkt  N'  auf  OT  (N^IT  \\  O^O)  ist  der  gesuchte  Punkt. 
Denn  wird  O^P^  durch  iVJ,  und  einen  weiteren  Punkt  M^  harmonisch 
geteilt,  so  sind  iV^  und  M^  zugleich  harmonische  Pole  von  u^. 

Somit  ist  uns  jetzt  außer  dem  Umriß  u'  auch  die  Projektion 
O'ZJ  des  Schattens  OZ^  von  dem  zu  u  konjugierten  Halbmesser  OZ 
auf  die  Umrißebene  bekannt.  Die  Projektion  v'  der  Eigenschatten- 
grenze V  ergiebt  sich  nun  aus  folgender  Überlegung.  Die  Kurve  v 
schneidet  u  in  den  beiden  Punkten  X  und  X^,  deren  Tangential- 
ebenen  zu  ZOZ^  parallel  sind;  XX^  ist  also  der  zu  OZ  konjugierte 
Durchmesser  von  t£,  wenn  Z=  u  x  OZ^  ist  Zum  Halbmesser  &y 
von  tt'  ist  der  Halbmesser  O^^Y^  von  u^  affin  (S  =  OT'  x  0^7^,  J^ 
auf  Uq,  r^rwO^O);  dem  Halbmesser  OT'  ist  der  Halbmesser  O'X' 
konjugiert  (X,  auf  u,,  0,X,  ±0,7,,  0,X,  xar^R,  1,X'||  O^a). 
Um  nun  noch  den  zu  (7X  konjugierten  Halbmesser  ÜV  von  v  zu 
konstruieren,  bedenken  wir  daß  OF  in  der  Ebene  ZOZ^  liegt.  Diese 
Ebene  schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  Kurve  A,  die  sich  als  Gerade 
projiziert,  und  F  ist  derjenige  Punkt  von  A,  dessen  Tangente  der 
Lichtrichtung  ZZ^  parallel  ist.  Projiziert  man  aber  die  konjugierten 
Halbmesser  OZ  und  OT  von  k  in  der  Richtung  ZZ^  auf  die  Ebene 
von  tf,  und  macht  man  ihre  Projektionen  OZ^  und  OT  zu  Katheten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  so  ist  nach  dem  Satze  in  695  der 
Schatten  OF^  von  OF  auf  die  Umrißebene  gleich  der  Hypotenuse 
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dieses  Dreiecks  {Z^'fF  ±Z^'a,  Z;W=^  OT,  V^a  =  WO').  Da  VV^ 
die  Fläche  in  V  berührt  und  TT  \\  OZ  ist,  so  ist  V^  der  Pol  yon 
FF  in  Bezug  auf  A,  und  folglich  sind  F^  und  F'  harmonische  Pole 
Ton  u'  und  daraus  ergiebt  sich  P. 

Der  Schlagschatten  des  Ellipsoides  auf  die  Projektionsebene 
hat  die  Schatten  von  OX  und  OF^  zu  konjugierten  Halbmessern. 

Die  Abänderung,  die  unsere  Konstruktion  im  Falle  eines  Hyper- 
boloides erfährt,  ist  nach  den  Erörterungen  in  695  leicht  anzugeben. 
In  Fig.  460  ist  der  Eigen-  und  Schlagschatten  eines  Hyperboloides 
gezeichnet,  dessen  Achsen  den  Projektionsebenen  parallel  sind. 

€97,  Von  einem  Punkte  P  aus  an  ein  zweischaliges 
Hyperboloid  einen  Tangentialkegel  zu  legen  und  seine 
Berührungskurve  u  zu  zeichnen.     Von  dem   Hyperboloid  mit 


Fig.  452. 

dem  Mittelpunkte  0  seien  drei  konjugierte  Durchmesser  durch  eine 
Projektion  gegeben,  Ä'A^  sei  die  des  reellen,  FB^'  und  C'C^ 
seien  die  der  beiden  imaginären  Durchmesser  (Fig.  452).  P  sei  auf 
einer  Parallelen  zu  ÄÄ^  gegeben,  die  die  Ebene  OBC  in  Q  tri£Ft. 
Durch  P  legen  wir  Ebenen  parallel  zu  OAB,   OBC,  OCA,   die  Cq 
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resp.  ÄÄ^  resp.  BB^  in  den  Punkten  L  resp.  /  resp.  K  schneiden 
{K'q  II  C'C^,  L'q  II  BB(,  /'P'  II  Oq)\  bestimmen  wir  nnn  zu  J,  K,  L 
die  harmonischen  Pole  /j  resp.  Ky^  resp.  L^  auf  den  bezüglichen 
Durchmessern,  so  ist  J^K^L^^  die  Polarebene  von  P  und  enthält  die 
Berührungskurve  u  des  Tangentialkegels  aus  P.  J  und  /^  liegen 
als  harmonische  Pole  eines  reellen  Durchmessers  auf  der  nämlichen 
Seite  von  0,  während  LL^  und  KK^  durch  0  getrennt  werden  als 
harmonische    Pole    imaginärer    Durchmesser   {&J'  •  (X/j'  =  (O'-i')*, 

Unsere  Aufgabe  ist  somit  zurückgeführt  auf  die  folgende:  Ein 
zweischaliges  Hyperboloid  mit  einer  Ebene  zu  schneiden, 
die  drei  konjugierte  Durchmesser  AÄ^j  BB^,  CC^  desselben 
respektive  in  e^,  Zj,  ij  trifft.  Diese  Ebene  schneidet  OBC  in 
K^Z^  und  OAP  in  «/^iV,  wenn  N=^  KJj^  x  QO  ist;  die  Gerade  PO 
triffi  dieselbe  —  als  Polarebene  von  P  —  im  Mittelpunkte  M  der 
gesuchten  Kurve  u  {M'  =  P'ff  x  «^i'-A^').  Die  Diametralebene  OAP 
halbiert  alle  zu  ^^Ifi  parallelen  Sehnen  der  Fläche,  denn  Ji^iL^  ist 
die  harmonische  Polare  zu  PQ  in  Bezug  auf  die  Fläche.  Demnach 
ist  der  zu  MJ^^  konjugierte  Durchmesser  von  u  zu  A'^i^i  parallel. 

Es  erübrigt  noch  die  Endpunkte  dieser  konjugierten  Durch- 
messer zu  bestimmen.  Da  die  Polarebene  von  /^  durch  PJ  geht, 
so  sind  «/j  und  E  =  PJ  x  MJ^  harmonische  Pole  von  t£,  daraus  er- 
giebt  sich  der  Durchmesser  TX^  von  u  {MJ^^  MW^{M'Xy). 
Man  könnte  auch  davon  Gebrauch  machen,  daß  die  Polarebene  von 
N  durch  PQ  geht  und  daß  also  N  und  F  ^  PQ  x  MJ^  harmonische 
Pole  von  u  sind;  dann  würde  sich  X'  aus  MK-MF^  [MXy  er- 
geben. Die  Polarebene  von  i/j  geht  durch  LQ  und  ist  zu  OAB 
parallel,  sie  schneidet  die  Ebene  von  u  in  DF^  wenn  D^LQxL^K^ 
ist;  BF  ist  also  die  Polare  von  L^  in  Bezug  auf  u.  Die  Polare 
von  H  in  Bezug  auf  m,  wo  MH\\L^K^  und  H=MExFB  ist,  geht 
durch  ij  und  ist  zu  MJ^  parallel,  folglich  sind  if  und  G^LyGxMH 
[L^G\MJ^  harmonische  Pole  von  m.  Der  imaginäre  Durchmesser 
TY(  von  v!  bestimmt  sich  hiemach  aus:  M'G'^ MR  :^{Mry. 
Aus  den  beiden  Durchmessern  XX^'  und  TY^  zeichnet  man  dann 
die  Asymptoten  von  u   und  u   selbst. 

Sind  außer  den  Projektionen  ÄA^^  ^^1%  C'C(  der  drei  kon- 
jugierten Durchmesser  der  Fläche  nur  die  Schnittpunkte  /j,  iTj,  L^ 
einer  Ebene  mit  diesen  Durchmessern  durch  ihre  Projektionen  ge- 
geben, so  zeichne  man  zunächst  K'  und  L'  {OK'  -  O'K^  =  [OtB)^ 
und  OL'.OL;^{OC'f)  und  ziehe  i'Q' ||  O'Z' und  ÜT'Q' ||  O'X',  dann 
findet  man  N'^qOxL(K;.    Sucht  man  nun  J  {OJ'^OJ^^^OA'Y) 
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und  zieht  P'J'  \\  qo  und  Pq  ||  ro,  so  erhält  man  M^FUxN'J^. 
Endlich  ergeben  sich  die  Längen  der  Durchmesser  von  vl  aus 
iTN-'M'F'^  [aXY  und  MG'*MH'^{Mr)\  wenn  F^N'J^xFq, 
lJf^L;K^^qL\  G'MH'WL^K^,  H'  auf  FUf  und  &L(\N'J(  ist. 
698.  In  einem  Punkte  eines  EUipsoides  die  Tangen- 
tialebene zu  konstruieren.  Von  der  Fläche  seien  drei  konju- 
gierte  Durchmesser  in  einer 
Projektion  ÄA(,  BB(,  C'C^ 
gegeben  (Fig.  453);  eine  zu  CCy^ 
parallele  Sehne  durch  den 
Punkt  q  der  Ebene  OAB  wird 
die  Fläche  in  zwei  Punkten  P 
undP^  schneiden,  deren  Tangen- 
tialebenen wir  bestimmen  wollen. 
Diese  Tangentialebenen  müssen 
durch  die  harmonische  Polare 
EG  von  PP^  gehen;  da  aber 
PPj  II  CC^  ist,  so  liegt  EG  in 
GAB  und  ist  die  Polare  von 
Q  in  Bezug  auf  die  Ellipse  mit 
den  konjugierten  Durchmessern 

ÄA^,  BB^  {{aBy^aB'-aF, 

((/Ay=^  OF-aG',  qV  \\  äO,  qF  \\  F&).  Der  Pol  der  Ebene  BGC 
liegt  einerseits  auf  PPy^  und  andererseits  in  der  Tangentialebene 
des  Punktes  C,  die  zu  OAB  parallel  ist,  d.  h.  /  ist  dieser  Pol,  wenn 
CH^OF  und  HJ^  PQ  ist.  Da  nun  die  Ebene  EGC  die  Gerade 
PP^  in  K  schneidet  (S'^  &C  x  H'F,  F^G'E'x  qF,  Z'=  P^P( 
XB!8'\  so  sind  /  und  K  harmonische  Pole  des  Elllipsoides  und  P, 
Pi  ergeben  sich  aus  der  Relation:  (QP)*  =  {QP^^  =  Q/-  QK.  Die 
Projektionen  dieser  Punkte  genügen  einer  gleichen  Relation  und 
können  mit  ihrer  Hilfe  gezeichnet  werden.  Die  Tangentialebenen 
EGP  resp.  EGP^  enthalten  die  Geraden  BP  resp.  ÄPj,  welche  die 
Ebene  O^C in  jlf  resp.  JV  treffen  {M^R'P'xFR',  N'^EP(xFR\ 
so  daß  GM  resp.  GN  die  Spuren  der  Tangentialebenen  in  OAC  sind. 
€99«  Durch  eine  Gerade  die  beiden  Tangentialebenen 
an  ein  einschaliges  Hyperboloid  zu  legen.  Von  dem  Hyper- 
boloide seien  drei  konjugierte  Durchmesser  in  einer  Projektion 
gegeben,  nämlich  A' A^,  ^^(i  C'C^'  —  die  ersteren  reell,  der 
letztere  imaginär  —  außerdem  mag  die  Gerade  die  Ebenen  OAB 
und  OBC  in  I)  resp.  E  schneiden  (Fig.  454).  Der  Kürze  halber  be- 
zeichnen wir  die  Ebenen  OAB  und  OBC  mit  V  resp.  A.     Die  Polar- 
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ebene  vDn  B  hat  in  r  die  Spur  JK  {B'K^'  #  aj\,  J\  J(  teUen  ÄA^' 
und  K\  K(  teilen  BB(  harmonisch)  und  in  A  die  Spur  KG  ||  CC^ ; 
die  Polarebene  von  E  hat  in  A  die  Spur  LM  (j^'i/ #  O' Jlf/,  Z',  i/ 
teilen  BB^  harmonisch,  {UCJ^  GM' ^  aM{)  und  in  f  die  Spur 
JyJ?||^^j.  Die  Schnittlinie  GH  beider  Ebenen  ist  demnach  die 
harmonische  oder  konjugierte  Polare  zu  BE  {ff  =  L'M  x  K'G\ 
ü'  =  J'K'  X  BH\  sie  trägt  also  die  Berührungspunkte  der  beiden 


^gU.^^' 


Tangentialebenen  durch  die  Gerade  BE.  umgekehrt  trägt  BE  die 
Berührungspunkte  der  beiden  Tangentialebenen  durch  GH,  Um  die 
Berührungspunkte  X  und  Y  der  gesuchten  Tangentialebenen  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Schnittpunkte  von  GH  mit  der  Fläche  zu  finden 
bedenken  wir  erstens,  daß  die  Ebene  BEO  die  Sehne  XY  halbiert. 
Der  Mittelpunkt  N  von  XY  liegt  also  auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen 
BEO  und  HKGj  deren  Spurpunkte  in  A  und  V  resp.  8  und  T  sind 
(iS'  =  E'a  xK'G\  T^BOx  K'H\  N'=8'Tx  G'Hy  Zweitens  be- 
merken wir,  daß  die  Polarebene  von  //  die  Ebene  BEL^  ist,  daß 
also  H  und  Q^BEL^x  HG  harmonische  Pole  unserer  Fläche  sind 
{HK'xBL^^B,  Bq\\CC^').  Daraus  folgt  die  Relation:  {N'Xf 
=  {IfY'f  =  ISTH.N'q,  die  uns  die  Punkte  T  und  F  liefert. 

Analog  kann  man  die  Schnittpunkte  Z,  ^  von  BE  rrSi  dem 
Hyperboloide  finden,  die  zugleich  die  Berührungspunkte  der  Tangen- 
tialebenen durch  GH  sind.  Der  Mittelpunkt  F  von  ZW  liegt  auf 
der  Geraden  NO^  B  und  R  =  BE  x  PQ  sind  harmonische  Pole 
der  Fläche,  da  die  Polarebene  von  D  durch  JK  geht  und  zu  CC^ 
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parallel  ist,  also  PQR  enthält.  Die  Relation:  {FZ'Y  =  {FWY 
^FR'.FUt  ergiebt  die  gesuchten  Punkte. 

700*  Von  einer  Fläche  2.  Grades  sind  der  scheinbare 
Umriß  11  und  drei  ihrer  Punkte  durch  eine  Projektion,  etwa 
Ä^  B,  Cj  gegeben,  man  soll  die  Projektion  c'  des  Kegel- 
schnittes c  zeichnen,  der  auf  der  Fläche  liegt  und  durch  die 
drei  gegebenen  Punkte  geht.  Zunächst  ist  zu  zeigen,  daß  die  Auf- 
gabe nach  Wahl  von  u\  Ä  B^  C  völlig  bestimmt  ist.  Wir  ziehen 
zu  diesem  Zwecke  die  zur  Projektionsrichtung  parallelen  Sehnen  AA^^ 
BB^j  CC^,  die  durch  die  ümrißebene  in  A^,  B^j  C^  halbiert  werden. 
Dann  liegen  die  Schnittpunkte  J^  =  AB  x  A^B^y  K^  =  AB^  X  A^B^ 
L^^BCx  B^C^,  Mo^BC^x  B^C,  P^^CAx  C^A^,  Q^  =  CA^  X  C^A 
in  der  ümrißebene;  sie  bilden  die  drei  paar  Gegenecken  eines  Vier- 

seites,  dessen  Diagonalen  A^B^^  ^o^q  ^^^  ^o-^o  ^^^^'  ^o^  ^o  ^^^^ 
einerseits  harmonische  Pole  der  Fläche  und  also  auch  von  t<,  anderer- 
seits liegen  sie  zu  A^,  B^  harmonisch;  sie  können  also  konstruiert 
werden,  sobald  man  u,  A^  und  Bq  kennt.  Ebenso  kann  man  L^,  M^, 
sowie  Pq,  Qq  zeichnen,  wenn  t£,  A^,  Bq  und  Cq  bekannt  sind.  Die 
Ebene  ABC  schneidet  die  Umrißebene  in  JqL^Pq  ;  die  Kurve  c  durch 
A,  B  und  C  geht  demnach  durch  die  Schnittpunkte  S  und  T  von  u 
mit  der  Geraden  J^L^Pq.  Projiziert  man  c  in  der  ursprünglichen 
Projektionsrichtung  auf  die  Umrißebene,  so  geht  diese  Projektion 
durch  A^y  J5^,  C^  und  berührt  u  in  S  und  T.  Projiziert  man  sie  in 
der  gleichen  Richtung  auf  die  Projektionsebene,  so  erhält  man  die 
Kurve  c ,  die  durch  A',  B  C  geht  und  u  in  zwei  Punkten  S'  und  T 
berührt.  Die  Gerade  S'T  geht  durch  die  Punkte  J\  L\  P'  und  zwar 
liegen  e/",  K'  harmonisch  zu  Ä^  B  und  u\  ebenso  liegen  L\  M  har- 
monisch zu  By  C  und  u  und  P',  Q'  liegen  harmonisch  zu  C,  Ä  und  u. 
Dadurch  sind  aber  diese  Punkte  völlig  bestimmt  und  damit  auch 
S',  r  und  c\ 

Ä,  B,  C  sind  aber  die  Projektionen  je  zweier  Flächenpunkte 
Ay  A^y  resp.  B^  J5j,  resp.  C,  C^^  so  daß  man  im  Ganzen  auf  der 
Fläche  acht  Kurven  erhält,  die  je  einen  der  Punkte  A^A^  und  J5,  B^ 
und  C,  Cj  enthalten.  Je  zwei  dieser  Kurven,  z.  B.  die  Kurven  durch 
ABC  resp.  A^B^C^,  haben  die  gleiche  Projektion.  Es  giebt  deshalb 
im  Ganzen  vier  Kurven  durch  A'j  B,  C\  welche  «'  je  zweimal  be- 
rühren; die  Berührungspunkte  von  u'  mit  diesen  Kurven  liegen 
respektive  auf  den  Geraden:  J'BB,  J'Mq,  L'K'Q,  FK'M. 

Unsere  Aufgabe  deckt  sich  demnach  mit  der  folgenden:  Einen 
Kegelschnitt  zu  zeichnen,  der  durch  drei  gegebene  Punkte 
geht  und  einen  gegebenen  Kegelschnitt   zweimal   berührt. 
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Wir  wollen  dieselbe  in  der  Weise  lösen,  daß  wir  uns  der  Fläche 
2.  Grades  bedienen;  die  Lösung  selbst  ist  durch  das  Vorangehende 
schon  im  wesentlichen  skizziert.  Es  mag  noch  bemerkt  werden, 
daß  eine  reelle  Lösung  nur  möglich  ist,  wenn  die  gegebenen  drei 
Punkte  alle  zugleich  innerhalb,  oder  zugleich  außerhalb  des  gegebenen 
Kegelschnittes  liegen.  Denn  von  zwei  sich  zweimal  berührenden 
Kegelschnitten,  mögen  die  Berührungspunkte  reell  oder  imaginär 
sein,  liegt  der  eine  ganz  innerhalb  des  andern.  Die  Lösung  wird 
sich  verschieden  gestalten  je  nach  der  Art  der  gegebenen  Kurve 
und  der  Lage  der  gegebenen  Punkte  —  ob  innerhalb  oder  außer- 
halb —  da  sich  hierdurch  die  Art  der  in  Betracht  zu  ziehenden 
Fläche  ändert.     Wir  wollen  uns  hier  einige  Fälle   näher   ansehen. 

701.  a)  Eine  Ellipse  «'  und  drei  Punkte  Ä\  B,  C  im 
Innern  derselben  sind  gegeben,  einen  Kegelschnitt  c  durch 
Ä\  -B',  C"  zu  zeichnen,  der  u   zweimal  berührt. 


-^^^z 


Ä 


\l 


Fig.  455. 


Von  der  Ellipse  v!  mögen  zwei  konjugierte  Durchmesser  ZXj 
und  YT^  bekannt  sein  (Fig.  455),  dann  mache  man  etwa  XX^  zur 
Affinitätsachse  und  beschreibe  über  XX^  als  Durchmesser  den  zu  u 
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affinen  Kreis  u^  und  suche  zu  A\  B^  C  die  affinen  Punkte  A^^  B^^  C^. 
Eine  Ellipse,  durch  A^^  B^,  C^^  die  den  Ereis  u^  zweimal  berührt, 
kann  als  orthogonale  Projektion  eines  Kreises  aufgeüekßt  werden,  der 
auf  einer  Kugel  mit  u^  als  größtem  Kreise  liegt.  Sind  A^j  B^  die 
senkrecht  über  A^  resp.  B^  liegenden  Punkte  der  Kugel  und  A^,  B^ 
die  dazu  symmetrischen  {A^A^  =  AqA^j  ^2^0  ^  ^0-^3))  ^^  liegen 
auf  A^Bq  zwei  Punkte  J^  und  Ä^,  in  denen  sich  die  Sehnen 
A^B^  und  A^B^  resp.  A^B^  und  A^B^  schneiden.  Um  sie  zu  zeichnen 
ist  die  Ebene  durch  A^A^  und  B^B^  um  A^  B^  umgelegt;  die  um- 
gelegten Punkte  sind  ebenso  wie  die  Kaumpunkte  bezeichnet,  sie 
liegen  auf  dem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  BE^  wo  DE  die  durch 
A^  und  Bq  gehende  Sehne  von  u^  ist.  Ganz  analog  findet  man  auf 
A^Cq  zwei  Punkte  L^  und  J/^,  in  denen  sich  die  Kugelsehnen  A^C^ 
und  Ä^C^  resp.  A^C^  und  A^C^  schneiden. 

Die  Ebene  ^2-^2^2  schneidet  die  Ebene  von  u^  in  J^L^^  der 
Kugelkreis  durch  ^,  B^,  C^  trifft  u^  in  seinen  beiden  Schnittpunkten 
mit  JqLq'^  seine  Projektion  geht  durch  A^,  B^j  C^  und  berührt  Uq 
in  den  genannten  Punkten  (sie  sind  in  der  Figur  imaginär).  Der 
Engelkreis  durch  A^,  B^,  C^  trifft  u^  in  Sq  und  7^,  den  Schnitt- 
punkten von  Uq  mit  KqM^  ;  seine  Projektion  geht  wieder  durch  A^,  B^j  CJ, 
und  berührt  u^  in  S^  und  Tq.  Bestimmt  man  zu  S^  und  T^  auf  u^^ 
die  affinen  Punkte  8  und  T  auf  k',  so  giebt  es  eine  Kurve  c  durch 
A'y  Bj  Cj  die  u'  in  S  und  T  berührt;  hieraus  kann  man  beliebig 
viele  Punkte  von  c'  zeichnen.  Es  giebt  vier  Kurven  durch  A\  B'j  C", 
die  u  zweimal  berühren;  ihre  Berührungspunkte  liegen  BXiiJZ,  KM, 
JMy  KL  respektive. 

702.  Die  voranstehende  Behandlung  des  Problems  bedarf  noch 
nach  zwei  Richtungen  hin  einer  Ergänzung.  Zunächst  können  zwei 
der  gegebenen  Punkte  konjugiert  imaginär  sein;  es  ist  dann  eine 
Ellipse  zu  zeichnen,  die  durch  einen  reellen  und  zwei  kon- 
jugiert imaginäre  Punkte  geht  und  die  Ellipse  v!  zweimal 
berührt.  Genau  wie  vorher  geht  man  wieder  von  der  EUipse 
zum  affinen  Ejreise  über  und  führt  die  Konstruktion  für  diesen 
aus  (Fig.  456).  Es  sei  u^  der  Kreis,  A^  der  reelle  Punkt;  die 
imaginären  Punkte  mögen  auf  der  Geraden  h^  liegen  und  als 
Doppelpunkte  einer  Involution  definiert  sein,  der  die  Punktepaare 
D^y  Eq  und  jP^,  Gq  angehören.  Es  gilt  nun  nach  354  die  beiden 
Punkte  Jq  und  K^  zu  finden,  die  einerseits  ein  Punktepaar  der 
Involution  andererseits  ein  Paar  harmonischer  Pole  von  Uq  bilden. 
Zu  diesem  Zwecke  wähle  man  Q  auf  Uq  so,  daß  QO  ±  A^  ist;  die 
Verbindungslinien  von  Q  mit  2?^,  E^,  /{,,  G^  schneiden  dann  Uq  in 
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den  Punktepaaren  D^,  E^  und  F^^  G^  einer  Involution,  deren  Cen- 
trum in  iV=  I^x^^  X  ^1©,  liegt.     Die  Verbindungslinie  von  N  mit 

dem  Pole  E^  von  h^  schneidet 
Uq  in  /j  und  iT^;  dieses 
Punktepaar  gehört  erstens 
der  Involution  auf  dem  Kreise 
an  und  liegt  zweitens  zu 
dem  Punktepaare  u^  x  h^ 
harmonisch.  Q/^  und  QAT^ 
schneiden  deshalb  aus  h^  die 
gesuchten  Punkte  J^  und 
Kq  aus. 

Durch  Jq  giebt  es  nun 
eine  reelle  Gerade  h^j  auf 
der    die    Involution   harmo- 


Fig.  456. 


nischer  Pole  in  Bezug  auf  die  Kugel  durch  u^  als  größten  Kreis  so 
beschaffen  ist,  daß  ihre  Projektion  sich  mit  der  Involution  auf  h^ 
deckt.  Um  h^  zu  zeichnen  lege  man  die  senkrechte  Ebene  h^h^ 
um  Hq  in  die  Zeichenebene  um  (die  umgelegte  Gerade  ist  wieder 
mit  Äg  bezeichnet).  Die  Polarebene  von  /^  geht  durch  K^  und  ist 
normal  zur  Zeichenebene,  sie  enthält  den  Punkt  K^  von  A,,  wenn 

^2^0  -L  ^0  ^^^»  "^0  ^^^  ^3  ®^^^  ^^^  harmonische  Pole  der  Kugel. 
Dem  unendlich  fernen  Punkt  von  h^  gehört  als  Polarebene  eine  zu 
Äj  senkrechte  Ebene  durch  den  Kugelmittelpunkt  0  zu.  Ist  DP  das 
Lot  von  0  auf  h^  und  PM^  das  Lot  von  P  auf  Ag,  so  ist  M^  har- 
monischer Pol  zu  dem  unendlich  fernen  Punkte  von  A,,  d.  h.  Mittel- 
punkt der  Involution  harmonischer  Pole  auf  h^.  Seine  Projektion 
M^  muß  deshalb  Mittelpunkt  der  Involution  auf  h^  sein,  d.  h.  auf 
QN  liegen ;  denn  die  Tangente  in  Q  ist  zu  h^  parallel  und  schneidet 
h^  in  demjenigen  Punkte,  der  in  der  Involution  dem  Punkte  J/J^ 
entspricht.  Somit  läßt  sich  M^  als  Schnittpunkt  von  M^M^  J_  h^  mit 
dem  Halbkreise  über  PJ^  konstruieren.  Die  Gerade  JqM^  =  h^  trägt 
nach  der  Konstruktion  zwei  Paare  harmonischer  Pole,  deren  Pro- 
jektionen zwei  Punktepaare  der  Involution  auf  h^  bilden,  demnach 
projiziert  sich  jedes  Paar  harmonischer  Pole  von  A,  als  ein  Punkte- 
paar der  Involution  auf  A^.  Die  Gerade  h^  hat  also  mit  der  Kugel 
zwei  imaginäre  Punkte  gemein,  die  sich  als  die  imaginären  Doppel- 
punkte der  auf  A^  gegebenen  Involution  projizieren. 

Jeder  der  beiden  Punkte  A^  und  A^  der  Kugel,  deren  Projek- 
tion Aq  ist,  bestimmt  mit  h^  eine  Ebene;  diese  schneiden  die  Kugel 
in  zwei  Kurven,    deren  Projektionen   die  verlangten   Eigenschaften 
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besitzen.  Die  Spuren  JqUq  und  J^F^  dieser  Ebenen  schneiden  Uq 
in  den  Punkten,  in  denen  Uq  von  den  gesuchten  Kurven  berührt 
wird,  wenn  Uq  und  /^  die  Spurpunkte  der  durch  A^  resp.  A^  ge- 
zogenen Parallelen  zu  \  sind.  Zur  Konstruktion  lege  man  Uq  V^A^A^ 
um  ihre  Spur  um,  so  daß  A^U^  ||  A^Vq  \\  h^  wird  (A^Aq  =  AqA^=:^  der 

halben  Kugelsehne,   f^o^o^ll^o»  ^2^3 -L  *o)* 

Benutzt  man  nun  wiederum  die  Affinitat,  um  von  dem  Kreise 
u^  und  den  Geraden  Jq  Uq  und  Jq  Fq  zur  EUipse  u  und  den  Geraden 
JU  und  JF  zurückzukehren,  so  kann  man  die  gesuchten  Kurven 
konstruieren,  da  man  von  jeder  ihre  beiden  Berührungspunkte  mit  u 
und  den  reellen  Punkt  A'  kennt.  Offenbar  giebt  es  hier  nur  zwei 
reelle  Lösungen,  da  man  durch  Kq  keine  reellen  Geraden  ziehen 
kann^  die  die  Kugel  in  imaginären  Punkten  schneiden. 

703.  Die  Konstruktion  in  701  bedarf  auch  noch  der  Ergänzung, 
wenn  die  Berührungspunkte  von  c  mit  u  konjugiert  imaginär  sind. 
Die  beiden  Kurven  c  und  u  haben  einen  Pol  und  seine  Polare  ge- 
meinsam und  außerdem  auf  dieser  die  Involution  harmonischer  Pole. 
Ihre  reellen  oder  imaginären  Doppelpunkte  sind  die  gemeinsamen 
Berührungspunkte  beider  Kurven,  die  zugehörigen  Tangenten  gehen 
durch  den  Pol  des  Trägers  der  Involution.  Wir  haben  also  die 
Aufgabe  zu  lösen:  Durch  einen  Punkt  Ä  einen  Kegelschnitt 
c  zu  legen,  der  mit  einem  anderen  Kegelschnitte  u  einen 
Pol  und  seine  Polare  und 
auf  der  letzteren  die  Invo- 
lution harmonischer  Pole 
gemeinsam  hat.  Ist  in 
Fig.  457  p  die  Polare,  so  suche 
man  ihren  Pol  P  in  Bezug  auf 
u  und  ein  Paar  harmonischer 
Pole  auf  Pj  etwa  Q  und  B,  Ein 
Kreis  c^,  dem  auf/?  die  gleiche 
Involution  harmonischer  Pole 
zugehört  wie  den  Kurven  u  und 
c',  kann  als  perspektiv  mit  c' 
angesehen  werden,  wobei  p  die 
Achse  der  Perspektive  ist. 
Jedem  Punkte  von  p  gehört 
aber  die  nämliche  Polare  durch  P  in  Bezug  auf  u  und  c  zu,  so 
daß  der  Durchmesser  PO  von  u  zugleich  Durchmesser  von  c  ist, 
er  halbiert  die  zu  p  parallelen  Sehnen.  Der  entsprechende  Durch- 
messer des  zu  c   Perspektiven  Kreises  c^  steht  in  N==p  X  PO  auf  p 
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senkrecht,  sein  Mittelpunkt  M^  kann  beliebig  gewählt  werden.  Zieht 
man  M^R  und  QL±M^R,  so  muß  QL  die  Polare  von  B  in  Bezug 
auf  den  Kreis  c^  sein;  demnach  ist  P^  =^QLxM^N  der  Pol  von  p 
bezüglich  c^  und  der  Radius  von  Cj  ist  =  V-^i^i  •  M^^- 

Kennt  man  aber  c{,  so  ergiebt  sich  das  Gentinim  C  der  Per- 
spektiven Beziehung  zwischen  c'  und  Cj  einfach;  es  ist  C=^PP^  xÄ'A^. 
Denn  P  und  P^  sind  entsprechende  Punkte  und  ebenso  Ä  und  Äy^ 
wenn  Ä^  auf  c^  liegt  und  Ä'P  und  Ä^P^  sich  auf/?  schneiden.  Sind 
jD^,  E^  die  Endpunkte  des  Durchmessers  M^P^^,  so  liegen  die  find- 
punkte ly,  E'  des  Durchmessers  OP  von  c  auf  Ci?j  und  CE^,  Der 
zu  jD'jB'  konjugierte  Durchmesser  FG'  ist  zu  /?  parallel  und  ent- 
spricht der  parallelen  Sehne  F-^K^G^  von  Cj,  wenn  iCj  dem  Mittel- 
punkte K'  von  c'  entspricht  (Jfiif',  Fy^F,  G^ff  gehen  durch  C^.  Hier- 
nach ist  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  von  c  gefunden. 

704.  b)  Eine  Ellipse  u  und  drei  Punkte  A\  B,  C  außer- 
halb sind  gegeben,  einen  Kegelschnitt  c  durch  die  drei 
Punkte  zu  legen,  der  u  zweimal  berührt.     Sind  XXj  und  Yl\ 

zwei       konjugierte 
^^  Durchmesser  von  u 

und  ist  Uq  der  Kreis 
über  dem  Durch- 
messer XTj  (Fig. 
458),  so  betrachte 
man  wieder  u  und 
Uq  als  affin  und 
suche  zu  Ä\  3%  C 
die  affinen  Punkte 

Kegelschnitt  durch 

^0»  -^o»  ^0?  ^^r  "o 
zweimal      berührt, 

läßt  sich  als  Pro- 
jektion eines  Kegel- 
schnittes auf  einiem 
Botationsh jperbo  - 
loide  mit  dem  Kehl- 
kreise Uq  ansehen;  die  Tangenten  von  u^  sind  die  Projektionen 
der  Erzeugenden  des  Hyperboloides.  Die  Polare  von  A^  schneide 
Uq  in  B  und  E,  die  Polaren  von  B^  resp.  CJ,  mögen  u^  in  F  und  G 
resp.  iT  und  N  schneiden.  Sind  nun  A^,  A^\  B^.  B^;  C^j  C^  die 
Punktepaare  auf  dem  Hyperboloide,  deren  Projektionen  in  A^^,  B^. 
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Fig.  458. 
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Cq  respektive  liegen,  so  liegt  der  Spurpunkt  J^  von  A^JS^  auf  den 
Geraden  DG,  EF  und  Ä^B^.  Denn  Ä^D  ist  eine  Erzeugende  der 
einen  Schar  und  B^G  eine  solche  der  anderen  Schar,  beide  liegen 
in  einer  Ebene,  deren  Spur  DG  ist;  ebenso  liegen  J^E  und  B^F 
als  Erzeugende  aus  verschiedenen  Scharen  in  einer  Ebene  mit  der 
Spur  EF.  Jq  ist  zugleich  der  Spurpunkt  von  J.^B^.  Analog  ist  £q 
als  gemeinsamer  Schnittpunkt  von  DF,  EG  und  Ä^Bq  der  Spurpunkt 
der  Geraden  -ij-^s  ^^^  ^3^2-  ^^  gleicher  Weise  finden  sich  der 
Spurpunkt  Z^  ==  A^Cq  x  JDH  x  EN  von  A^C^  und  A^C^,  sowie  der 
Spurpunkt  M^  ^  A^C^x  DN  x  EH  von  A^C^  und  A^C^. 

Die  Gerade  J^L^  ist  die  gemeinsame  Spur  der  Ebenen  A^B^C^ 
und  A^B^C^\  diese  schneiden  das  Hyperboloid  in  Kurven,  deren  ge- 
meinsame Projektion  durch  ^,  B^  und  C^  geht  und  u^  in  zwei 
Punkten  S^  und  T^  berührt,  die  auf  J^L^  liegen.  Geht  man  von  u^ 
wieder  zurück  zur  affinen  Kurve  u  und  von  e/J,,  Z^,  5^,  T^  zu  den 
affinen  Punkten  /,  jC,  S,  T,  so  sind  8  und  ?  die  beiden  Berührungs- 
punkte von  c   und  u, 

705.  Ein  Hyperbel  u  und  drei  Punkte  A\  B,  C  inner- 
halb sind  gegeben,  durch  die  drei  Punkte  soll  ein  Kegel- 
schnitt c  gelegt  werden,  der  u  zweimal  berührt  (Fig.  459). 
XZj  sei  die  reelle,  YY^  die  imaginäre  Achse  von  «,  deren  Asymp- 
toten OE  und  OE^  wir  zeichnen.  Durch  Rotation  von  u  um  XX^ 
entsteht  ein  zweischaliges  Botationshyperboloid ;  auf  ihm  liegen  drei 
Punktepaare  A^,  A^\  B^,  B^  und  C^,  C3,  deren  Projektionen  Ä,  S 
und  C  sind.  Um  die  Abstände  der  Punkte  J,,  A^  von  der  Pro- 
jektionsebene zu  finden,  ziehen  wir  den  Parallelkreis  a  durch  A 
und  legen  ihn  als  a^  in  die  Zeichenebene  um.  Ist  DD^  die  senk- 
recht zu  XXj  durch  Ä  gezogene  Hyperbelsehne  und  F  ihr  Mittel- 
punkt, so  ist  FD  der  Radius  von  o^.  Schneidet  aber  DD^  die 
Asymptoten  in  E  und  Ä\ ,  so  ist  {FD)^  =  {FEf  -  (07)«.  Teilen 
nämlich  F  und  §  die  Achse  XX^  harmonisch,  so  ist:  {pX)^=OQ'OF 
und  {EGy=EN.EF,  wenn  die  Parallelen  zu  OE  durch  Q  und  X 
die  Sehne  DD^  in  N  und  G  treffen  (^6^  =  07).  Ferner  sind  E 
und  iV^  harmonische  Pole  von  u,  denn  die  Polare  von  E  geht  durch 
Q  und  ist  zu  OE  parallel;  also  ist:  {FD)^==  FN.FE.  Durch  Addi- 
tion beider  Gleichungen  folgt  unmittelbar  die  obige.  Die  Beweis- 
führung ändert  sich  nicht  für  irgend  zwei  konjugierte  Durchmesser 
einer  Hyperbel.  Wir  haben  demnach  den  Satz:  Auf  jeder  Ge- 
raden werden  zwei  Strecken  begrenzt,  eine  von  den  Asym- 
ptoten, eine  von  der  Hyperbel;  sie  können  als  Hypotenuse 
und    Kathete    eines    rechtwinkligen    Dreiecks    verwendet 
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werden,   dessen   andere  Kathete  dann  der  zu  der  Geraden 
parallele  Durchmesser  ist.  Ob  die  von  den  Asymptoten  begrenzte 


?' 


Fig.  459. 

Strecke  oder  die  Hyperbelsehne  als  Hypotenuse  in  dem  Dreieck  auftritt, 
hängt  davon  ab,  ob  der  parallele  Durchmesser  imaginär  oder  reell  ist. 

Nachdem  nun  a^  und  damit  die  umgelegten  Punkte  Ä^  und  A^ 
gefunden  sind  {A!A^  _L  ^^i),  bestimmen  wir  in  ganz  ähnlicher  Weise 
B^,  £,  und  (7„  C,  {£,B,\IC,C,\\A^A,\\XX^),  Der  Spurpunkt  / Yon 
A^B^  ergiebt  sich  als  Schnitt  von  A'B'  und  der  Verbindungslinie 
der  in  gleicher  Richtung  umgelegten  Punkte  A^  und  B^-  Ebenso 
ist  K  der  Spurpunkt  der  durch  C^  parallel  zu  A^B^  gezogenen  Ge- 
raden, wenn  C'KWA'B"  und  C^K\\A^B^  ist.  Die  Ebene  A^B^C^  hat 
die  Spur  JK,  sie  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel, 
deren  Projektion  durch  A\  E  und  C  geht  und  u  in  den  auf  JK 
liegenden  Punkten  8  und  T  berührt.  Die  Schnittpunkte  Ä,  T  von  u 
und  JK  bestimmen  sich  in  bekannter  Weise  und  ebenso  der  Pol  P 
von  /?  =  JK  Dann  kann  wieder  die  Konstruktion  von  703  an- 
gewendet werden. 

Wären  die  Punkte  Ä^  B,  C  außerhalb  der  Hyperbel  u  gelegen, 
60  wäre  das  durch  Rotation  von  u  um  die  Achse  YY^  entstehende 
einschalige  Hyperboloid  der  Betrachtung  zu  Grunde  zu  legen;  die 
Art  der  Konstruktion  würde  ganz  dieselbe  bleiben. 
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706.  Von  einem  zweischaligen  Hyperboloide,  dessen 
Achsen  den  Projektionsebenen  parallel  sind,  den  Eigen- 
schatten sowie  den  Schlagschatten  auf  sich  selbst  nnd  die 
Horizontalebene  zu  zeichnen.  Die  reelle  Achse  XX^  sei  senk- 
recht zu  TTj,  die  imaginären  Achsen  YY^  und  ZZ^  seien  parallel 
resp.  senkrecht  zu  TTg.  Dann  ist  der  scheinbare  Umriß  in  TTg  eine 
Hyperbel  «"  mit  den  Achsen  X"Z/'  und   FT/'  (Fig.  460);    in  n. 
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Fig.  460. 
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giebt  es  dagegen  keinen  scheinbaren  Umriß.  Die  Ebene  TTi  schneidet 
die  Achse  XX^  in  einem  Punkte  M^  und  das  Hyperboloid  in  einer 
EUipse  Oj,  deren  Achsen  Äj^B^  und  C^D^  zu  YY^  resp.  ZZ'j  parallel 
und  proportional  sind.  Haben  die  Asymptoten  von  u  in  TTi  die 
Spurpunkte  U^  und  F^,  so  ist  nach  der  vorigen  Nummer:  [M^A^)^ 
=  (J^Pj)^  —  (07)*.  Das  Hyperboloid  mag  begrenzt  werden  durch 
die  Ellipse  a^   und  eine  dazu  parallele  und  kongruente  Ellipse  a^j 
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deren  Ebene   TT3    die   Achse   XX^   in   M^   schneidet    [OM^  =  M^O, 

Sind  t  und  /"'  die  Projektionen  des  Lichtstrahles  /,  so  liegt  die 
Kurve  v  der  Lichtgrenze  auf  unserer  Fläche  in  der  zur  Lichtrich- 
tung, konjugierten  Diametralebene.  Diese  schneidet  auch  den  Asymp- 
totenkegel der  Fläche  in  zwei  Mantellinien,  die  seine  Lichtgrenze 
bilden;  diese  Mantellinien  sind  zugleich  die  Asymptoten  von  v.  Ist 
0^  der  Schatten  des  Mittelpunktes  auf  T\^  und  sind  J^  und  K^  die 
Berührungspunkte  der  von  0^  an  die  Spurellipse  b^  des  Asymptoten- 
kegels gelegten  Tangenten,  so  bilden  OJ^  und  OK^  die  Lichtgrenze 
des  Kegels  und  die  Ebene  OJ^K^  schneidet  das  Hyperboloid  in 
seiner  Lichtgrenze  v.  Zur  Konstruktion  von  J^  und  A\  benutzen 
wir  die  Affinität,  indem,  wir  an  Stelle  der  Ellipsen  a^  und  b^  die 
Kreise  a^  und  b^  mit  den  Durchmessern  A^B^  resp.  U^V^i  einführen 
und  zu  0^  den  affinen  Punkt  0^  aufsuchen.  Die  Verbindungslinien 
affiner  Punkte  sind  zu  Ä^B^  senkrecht;  die  Entfernungen  affiner 
Punkte  von  Ä^B^  verhalten  sich,  wie:  C^JD^iA^B^.  Die  Tangenten 
von  OJ^  an  b^  mögen  in  J^  und  K^  berühren,  dann  sind  die  affinen 
Punkte  e/j  und  X^  die  gesuchten  Punkte;  O'J^  und  (/K^  sind  die 
Asymptoten  von  t?',  0"/j"  und  (/'iTj"  sind  die  von  v\  J^K^  schneidet 
a^  in  L^  und  iV^,  die  affinen  Punkte  L^  und  A\  auf  a^  liegen  auf  v. 
Der  Schatten  v^  von  v  auf  TTi  geht  ebenfalls  durch  L^  und  N^  und 
hat  O^L^  und  OJN^  zu  Asymptoten;  er  berührt  natürlich  a^  in  L^ 
und  Ny  Hiermit  sind  die  Kurven  v,  v'\  v^  bereits  bestimmt,  es 
lassen  sich  indessen  leicht  zwei  konjugierte  Durchmesser  dieser 
Kurven  angeben. 

Ziehen  wir  durch  0  eine  Parallele  zu  i^A^,  so  ist  sie  ein 
imaginärer  Durchmesser  von  v,  der  dazu  konjugierte  reelle  Durch- 
messer ist  OQ^,  wo  Qi  der  Mittelpunkt  von  L^N^  ist.  Die  End- 
punkte —  Gleichpunkte  —  des  imaginären  Durchmesser  liegen  auf 
der  Ellipse  mit  den  Achsen  YY^  und  ZZ^  (vergl.  693).  Benutzen 
wir  die  frühere  Affinität,  so  ist  der  Kreis  mit  dem  Durchmesser 
JTj  zu  der  genannten  Ellipse  affin;  der  zu  J^KP  parallele  Durch- 
messer R^S^  dieses  Kreises  liefert  dann  den  affinen  Durchmesser  RS 
der  Ellipse.  Zu  dem  imaginären  Durchmesser  RS  von  v  findet  man 
den  reellen  TW  mit  Hilfe  der  Asymptoten.  Für  v^  ist  X  ein  reeller 
Durchmesser,  T^  und  W^  sind  seine  Endpunkte,  der  ihm  konjugierte 
imaginäre  Durchmesser  ist  gleich  und  parallel  mit  ES  =  RS, 

Die  durch  die  vertikale  Achse  parallel  zum  Lichtstrahl  gelegte 
Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Hyperbel  A,  auf  der  die  Punkte 
rund  W  liegen;  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  sind  zu  /parallel. 
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Projiziert  maü  nun  diese  Hyperbel  h  durch  Strahlen  parallel  zu 
Pj5j  (Pj  =  Oj  X  0  *^^  ^i®  Ebene  von  m,  so  deckt  sich  diese  Pro- 
jektion mit  u.  Zugleich  geht  00^  in  00^  über  {0^0^\\P^B^, 
O'O^^^  &0^)  und  im  Aufnß  T  in  l^  und  r,  iV"  in  T^,  1F^  auf  u". 
T^  und  Äf''^  sind  dann  solche  Punkte  von  u",  deren  Tangenten  zu 
/^  parallel  sind,  sie  liegen  also  auf  dem  zu  l^  konjugierten  Durch- 
messer von  u"  und  können  auch  hieraus  konstruiert  werden;  aus 
ihnen  ergeben  sich  dann  wieder  T",  T'  und  T^. 

Der  Schlagschatten  auf  die  Horizontalebene  ist  in  der  Figur 
nur  von  dem  einen  Flächenteile  angegeben,  der  Schatten  des  anderen 
Teiles  fallt  zu  weit  weg  und  ist  deshalb  fortgelassen. 

In  die  Höhlung  des  oberen  Flächenteiles  dringt  das  Licht  ein 
und  es  entgeht  deshalb  in  dieser  Höhlung  auch  Schlagschatten. 
Die  Eandellipse  o,  trägt  die  Punkte  N^  und  Zg  von  w;  der  kleinere 
Teil  der  Höhlung  bis  zur  Lichtgrenze  v  liegt  im  Eigenschatten  und 
es  wirft  das  kleinere  Bandstück  N^L^  in  das  Innere  der  Höhlung 
seinen  Schlagschatten  a^.  Die  Lichtstrahlen,  die  den  Band  a^ 
treffen,  bilden  einen  Cylinder  und  dieser  schneidet  das  Hyperboloid 
nach  679  in  einem  zweiten  Kegelschnitt  öj*,  beide  Kurven  a,  und 
ög*,  sowie  ihre  ersten  Projektionen  sind  zu  einander  affin.  Die  zum 
Lichtstrahle  parallele  Ebene  durch  die  vertikale  Achse  schneidet 
die  Fläche  in  der  Hyperbel  h  und  die  Bandkurve  a^  in  F^,  der 
Schatten  F*  von  F^  liegt  ebenfalls  auf  h  und  es  ist  F*F^  \\  L  Pro- 
jiziert man  wieder  ä  in  m  durch  Parallelen  zu  Pj^j,  so  geht  F^  in 
^3  und  F^  in  ^^  auf  u  über  {Ä^F^  ||  /^).  Im  Aufriß  erhält  man 
F^"  auf  u\  indem  man  durch  A^"  eine  Parallele  zu  l^  zieht,  im 
Grundriß  ist  F^'F*\\P^B^.  a^  und  a^  sind  affine  Ellipsen;  N^L^ 
ist  die  Affinitätsachse,  F^  und  F"*  sind  ein  Paar  affiner  Punkte, 
dadurch  ist  aber  die  affine  Beziehung  bestimmt  und  a^  kann  hier- 
nach gezeichnet  werden. 

707.  Eine  Gerade  zu  zeichnen,  die  vier  gegebene  wind- 
schiefe Geraden  trifft.  Die  gemeinsamen  Sekanten  dreier  Ge- 
raden bestimmen  ein  einschaliges  Hyperboloid,  d.h.  die  eine  Schar 
von  Erzeugenden  desselben;  schneidet  man  also  dieses  mit  der 
vierten  Geraden  in  zwei  Punkten  P  und  Q,  es  geht  durch  jeden 
eine  Erzeugende  der  genannten  Schar.  Diese  beiden  Erzeugenden 
treffen  alle  vier  gegebenen  Geraden.  Unsere  Aufgabe  basiert  also 
darauf:  Die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einem  ein- 
schaligen Hyperboloid  zu  finden,  wenn  drei  Erzeugende 
einer  Schar  von  ihm  bekannt  sind. 

Zur    Konstruktion   bedienen    wir    uns    zweier   paralleler   Pro- 
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jektionsebenen  TTj  und  TTj.  Die  Geraden  seien  a,  b,  c,  d,  ihre  Spur- 
punkte in  den  Parallelebenen  seien  A^,  A^\  B^,  B^.,  C^,  C^;  -D,,  D^; 
die  orthogonalen  Projektionen  der  zweiten  Spurpunkte  auf  TTi  seien 
4j",  jBj",  Cj",  i)^"  (Fig.  461).  Wir  projizieren  nun  die  Ebene  TT^ 
in  der  Richtung  von  d  auf  TTj  und  erhalten  als  Projektionen  der 
zweiten  Spurpunkte  die  Punkte  ^',  3^\  C^  B^  =  i>i,  die  aus  den 
orthogonalen   Projektionen   durch    parallele    Verschiebung   um    die 


2^i 


»» 


.v> 


Fig.  461. 


gleiche  Strecke  D^'B^  hervorgehen.  In  der  Figur  sind  nur  A^" 
und  B^'  angegeben  {A^'A^isX^i^i)'  ^^^  Hyperboloid  hat  nun 
bei  der  schiefen,  zu  d  parallelen  Projektion  einen  Kegelschnitt  u 
als  scheinbaren  Umriß,  und  jede  Tangente  an  u'  ist  die  Projektion 
zweier  Erzeugenden,  einer  aus  der  einen  und  einer  aus  der  anderen 
Schar.  Die  Tangenten  von  B^  an  u  sind  also  die  schiefen  Pro- 
jektionen der  gesuchten  gemeinsamen  Sekanten;  denn  die  zugehörigen 
Erzeugenden  des  Hyperboloides  aus  einer  der  beiden  Scharen  treffen 
sowohl  die  Geraden  a,  &,  c  als  Erzeugende  der  anderen  Schar, 
als  auch  die  Gerade  d. 

Um  u  zu  zeichnen,  müssen  wir  außer  seinen  Tangenten  a%  b\  c' 
noch  zwei  weitere  Tangenten  aufsuchen,  indem  wir  irgend  zwei  ge- 
meinsame Sekanten  von  a,  b  und  c  konstruieren.  Wir  wählen  eine 
Gerade  2||a,  die  b  und  c  trifft  und  eine  Gerade  ä||c,  die  a  und  b 
trifft.      Ziehen    wir   A^G-i;^C^C^,   so   ist   A^G   die   Projektion   der 
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zweiten  Spur  einer  Ebene,  die  durch  a  parallel  zu  c  geht;  ziehen 
wir  ebenso  B^H:^C^C^\  so  ist  B^'H  die  Projektion  der  zweiten 
Spur  einer  Ebene,  die  durch  b  parallel  zu  c  geht.  Beide  Ebenen 
schneiden  sich  in  ä;  die  Projektion  ihres  zweiten  Spurpunktes  ist 
K^=A^G  X  B^E{K  II  c).  Machen  wir  £^Z:^A^A^'  und  C^Mif^A^A^\ 
so  ist  J^'  =  B^'ZxC^'M  die  Projektion  des  zweiten  Spurpunktes  von 
i  (r  II  a^.  Nun  sind  von  D^  die  beiden  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt tt'  zu  legen,  von  dem  wir  fünf  Tangenten  a\  b%  c,  i,  k 
kennen.  Es  schneiden  aber  alle  Tangenten  von  u  auf  zwei  festen 
Tangenten,  etwa  c  und  k%  projektive  Punktreihen  aus;  verbinden 
wir  die  Punkte  dieser  Reihen  mit  jD^,  so  erhalten  wir  zwei  projek- 
tive Strahlbüschel;  ihre  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen  e  und 
f  sind  die  gesuchten  Tangenten.  Die  Strahlen  des  ersten  Büschels 
laufen  von  D^  nach  c'  x  a,  c  x  b\  c  X  «',  die  entsprechenden 
Strahlen  des  zweiten  Büschels  von  B^  nach  k  x  a,  K  x  b'  und 
Ä'  X  c'.  Wählen  wir  jetzt  einen  Kreis,  der  den  zweiten  Strahl  des 
ersten  Büschels  in  i>j  berührt,  so  liefern  die  drei  Strahlen  dieses 
Büschels  auf  dem  Kreise  die  Punkte  P,  B^  und  §.  Schneidet  der 
Kreis  den  zweiten  Strahl  des  zweiten  Büschels  in  Ä,  so  ist  das 
neue  Strahlbüschel  Ä  (P,  i)^,  Q,  .  .  .  )  zu  dem  ersten  Büschel  pro- 
jektiv und  zu  dem  zweiten  perspektiv.  Die  entsprechenden  Strahlen 
des  zweiten  und  des  dritten  Strahlbüschels  schneiden  sich  in  Punkten 
einer  Geraden  5,  auf  der  die  Punkte  RPxB^N=S  und  BQxB^O  =  T 
liegen  (iV=  ä'  x  «',  0  =  ä'  X  i)»  s  trifft  den  Kreis  in  X  und  7,  und 
B^X  und  B^Y  sind  die  gesuchten  Tangenten  e'  und  f. 

Durch  den  Schnittpunkt  U  von  f  und  c  {U'  ^  f  x  c')  legen  wir 
eine  Ebene  parallel  zu  TTi  und  TTg;  diese  Ebene  teilt  die  Geraden 
Ä^A^^  B^B^,  C^C^j  F^F^  in  dem  nämlichen  Verhältnisse,  wobei  /^  F^ 
die  Spurpunkte  von  /'  bedeuten.  Bestimmen  wir  also  V  auf  A^A^ 
so,  daß  r^i :  V'A^^  U'C^ :  U'C^  wird,  so  ist  C^/eine  zu  n^  und  Hg 
parallele  Gerade  der  Ebene  af\  demnach  ist:  A^F^\\A^'F^\\  U'V\ 
außerdem  wird  B^F^  \\  B^F^  und  C^F^  \\  C^F^.  Ganz  analog  ergeben 
sich  die  Spurpunkte  E^  und  E^  von  e. 

Die  ganze  Konstruktion  ist  in  schiefer  Projektion  ausgeführt; 
will  man  zur  orthogonalen  Projektion  übergehen,  so  hat  man  noch 
E^  und  F^  parallel  zu  B^B^'  um  die  Strecke  B^B^"  nach  E^'  und 
Pj"  zu  verschieben. 

708.  Striktionslinien  der  Regelflächen  2.  Grades.  Faßt 
man  die  eine  Schar  von  Erzeugenden  einer  Regelfläche  ins  Auge, 
so  giebt  es  auf  jeder  Erzeugenden  einen  Punkt,  der  von  der  benach- 
barten, unendlich  nahen  Erzeugenden  einen  kleineren  Abstand  hat 
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wie  jeder  andere.  Der  Ort  dieser  Punkte  bildet  eine  Kurre,  die 
Striktionslinie;  zu  jeder  Schar  gehört  eine  Striktionslinie.  Auf 
jeder  Erzeugenden  ff  gehört  derjenige  Punkt  der  Striktionslinie  an, 
durch  den  die  gemeinsame  Normale  zu  ihr  und  der  Nachbargeraden 
ff^  geht.  Legt  man  durch  ffj  eine  erste  Ebene  parallel  zu  ff  und 
dann  eine  zweite  senkrecht  zu  jener,  so  schneidet  die  letztere  ff  in 
einem  Punkte  der  Striktionslinie.  Nun  schneidet  jede  Ebene  durch 
ff^  aus  der  Fläche  noch  eine  Erzeugende  der  anderen  Schar  aus, 
die  im  allgemeinen  ff  im  Endlichen  trifft.  Ist  jedoch  die  Ebene  E 
durch  ff^  parallel  zu  ff,  so  muß  sie  eine  Erzeugende  der  zweiten  Schar 
enthalten,  die  zu  ff  parallel  ist;  diese  Ebene  enthält  also  zwei  parallele 
Erzeugende,  d.  h.  sie  berührt  die  Fläche  in  dem  unendlich  fernen 
Punkt  von  ff.  Eine  Ebene  A  durch  ff^  senkrecht  zu  E  schneidet 
die  Fläche  in  einer  Erzeugenden  der  anderen  Schar,  die  ff  in  dem 
Punkte  der  Striktionslinie  und  ff^  in  dem  Berührungspunkte  der 
Ebene  trifft;  beide  Punkte  sind  aber  unendlich  nahe  und  können 
durch  einander  ersetzt  werden.  In  jedem  Punkte  der  Strik- 
tionslinie steht  also  die  Tangentialebene  senkrecht  auf 
der  Ebene,  welche  durch  die  bezügliche  Erzeugende  und 
die  dazu  parallele  Erzeugende  der  anderen  Schar  geht, 
also  den  Mittelpunkt  enthält. 

709.  Das  hyperbolische  Paraboloid  und  seine  Strik- 
tionslinien.  Die  Achse  des  Paraboloides  mag  senkrecht  zum 
Grundriß  sein,  dann  projizieren  sich  die  Erzeugenden  beider  Scharen 
als  Parallelen.  Ist  etwa  ursprünglich  ein  windschiefes  Viereck  ABCD 
gegeben,  dessen  Seiten  auf  dem  Paraboloide  liegen  sollen,  so  erhält 
man  den  Durchmesser  in  Ä^  indem  man  die  zu  CB  parallele  Ebene 
durch  AB  schneidet  mit  der  zu  BC  parallelen  Ebene  durch  AD. 
Nun  ist  die  orthogonale  Projektion  des  Vierecks  ABCB  auf  eine  zur 
Durchmesserrichtung  normale  Ebene  TTi  ein  Parallelogramm  ÄB'C'I/ , 
Im  Scheitel  S  des  Paraboloides,  dem  Endpunkt  seiner  Achse,  stehen 
die  Erzeugenden  auf  der  Achse  senkrecht,  sind  also  zu  TTj  parallel. 
Legt  man  durch  A  und  B  Ebenen  parallel  zu  TT^  und  schneiden 
diese  CB  in  A^  und  B^^  so  teilt  jede  zu  TTi  parallele  Ebene  die 
Strecken  AB  und  A^B^  in  dem  nämlichen  Verhältnis.  Die  Ver- 
bindungslinie dieser  Teilpunkte  ist  eine  Erzeugende  der  Fläche, 
wenn  ihre  Projektion  zu  AB'  und  CB  parallel  ist,  und  zwar  ist 
sie  dann  die  eine  Erzeugende  durch  den  Scheitel.  Schneiden  sich 
also  ÄÄ^  und  BBy^  in  E  und  geht  ff'  durch  E  parallel  zu  ÄBf^ 
so  ist  ff'  die  Projektion  einer  Erzeugenden  durch  den  Scheitel  S, 
d.  h.  S  liegt  auf  ff'.     Denn  ff'  teilt  AB  und  Ä^B^^  in  dem  näm- 
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liehen  Verhältnis.  In  gleicher  Weise  findet  man  die  andere  Er- 
zeugende h  durch  den  Scheitel;  damit  ist  dann  Scheitel  und  Achse 
der  Fläche  gefunden.  Die  Ebenen  der  Kauptschnitte  durch  die 
Achse  halbieren  die  Winkel  der  Erzeugenden  ff  und  A;  die  Haupt- 
schnitte sind  zwei  Parabeln  t  und  i^. 

In  Fig.  462  ist  TTj  parallel  zu  i  und  TTj  parallel  zu  k  gewählt. 
Kennt  man  die  Hauptebenen  und  eine  Erzeugende  des  Paraboloides, 


Fig.  462. 

so  kennt  man  noch  drei  weitere,  die  zu  ihr  symmetrisch  hinsichtlich 
der  Hauptebenen  liegen.  Die  Fläche  ist  dann  bestimmt,  die  Scheitel- 
erzengenden  und  die  Hauptschnitte  können  unmittelbar  angegeben 
werden.  In  der  Figur  sind  vier  symmetrische  Erzeugende  als  Be- 
grenzung der  Fläche  genommen. 

Da  hier  alle  Erzeugenden  der  einen  Schar  zur  Ebene  ag  parallel 
sind,  wo  a  die  Achse  und  ff  eine  Erzeugende  im  Scheitel  ist,  so  ist 
die  Ebene  durch  eine  behebige  Erzeugende  e,  die  zu  off  parallel  ist, 
auch  zur  benachbarten  Erzeugenden  parallel.  Der  Striktionslinie 
gehört  also  derjenige  Funkt  von  «  an,  dessen  Tangentialebene  auf 
Off  senkrecht  steht;   mit  anderen  Worten:   alle  Punkte,   deren  Tan- 
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gentialebenen  auf  äff  senkrecht  stehen,  gehören  einer  Striktionslinie 
an.  Die  Striktionslinie  ist  also  eine  Parabel  p,  deren  Ebene  durch 
die  Achse  a  geht  und  alle  zu  äff  normalen  Sehnen  der  Fläche 
halbiert.  Ist  n  die  zu  ff  senkrechte  Tangente  im  Scheitel,  so  liegen 
ff'h'ny  harmonisch,  oder  es  ist:  H'P'  =  Ä'iV,  wenn  H\  N',  P'  die 
Schnittpunkte  von  A',  n',  p  mit  einer  Erzeugenden  sind.  Aus  dem 
Grundriß  p'  ergiebt  sich  der  Aufriß  p"  und  der  Seitenriß  f'\ 

710.     Eine  Striktionslinie    des  Hyperboloides    zu   be- 
stimmen.   Die  Ebene  der  Eehlellipse  b  sei  zu  TTi  parallel  und  ihre 

große  Achse  zu  TTj; 
die  Fläche  werde 
durch  zwei  kon- 
gruente zu  TTi  par- 
allele Ellipsen  a  und 
c  begrenzt  (Fig.  463). 
Um  auf  einer  be- 
liebigen Erzeugen- 
den e  den  Punkt  P 
der  Striktionslinie  s 
zu  finden,  verfahren 
wir  folgendermaßen. 
Die  Ebene  durch  e 
und  den  Flächen- 
mittelpunkt 0  hat  in 
den  parallelen  Ebe- 
nen von  b  resp.  a  die 
parallelen  Spuren  QO 
resp.  E^J[Q  =  e  x  b, 
£^=e  X  a).  In  Q 
errichten  wir  auf  der 
Ebene  eO  die  Nor- 
male QiVj  mit  Ä\ 
F^lf  ^  als  Spurpunkt;  dann 

Fig.  463.  ist  der  Berührungs- 

punkt P  der  Ebene 
eN^  ein  Punkt  der  Striktionslinie.  Wir  benutzen  hierbei  die 
zu  a  und  b  affinen  Kreise  a^  und  i^,  welche  die  großen  Achsen 
dieser  Ellipsen  als  Durchmesser  haben.  Ziehen  wir  eine  beliebige 
Tangente  e^  an  b^  mit  den  Endpunkten  B^^  und  ^^  auf  a^  und 
dazu    die   Normale   jE^V,    welche    die    große    Achse    von   a   m   J 

schneidet,  und  suchen   die   affinen  Punkte  Ä    und  E  zm  E.^  und 

'      •  11 


<?• 
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i-^,  so  ist  Q'  der  Berührungspunkt  von  JB^E'  mit  b'  und  es  ist 
Q'(y  II  ^j«/.  Denn  in  der  affinen  Figur  stehen  die  entsprechenden 
Geraden  auf  e^  senkrecht.  ^iVj  ist  senkrecht  zu  JJE^\  QXj  ist 
eine  FaUlinie  der  Ebene  eO,  wenn  Zj  =  JJS^  x  QfJ^i  ist.  Da  nun 
Q^i  JL  Qi'i  ist,  80  erhalten  wir  QqL\  jl  Q^N^  durch  Umlegen  dieser 
Geraden  um  ZiQ'A\  [Q^Qf  ±L^Q;,  §oC' =  (^'H  ^))»  ™d  somit  ist 
jV'j  bestimmt.  E^^\  schneidet  a  noch  in  einem  Punkte  F^,  er  ist 
Spurpunkt  einer  Erzeugenden  der  zweiten  Schar,  die  e  in  dem  ge- 
suchten Punkte  P  trifft.  Gehen  wir  wieder  zu  dem  affinen  Punkte 
F^^  auf  a^  über  {F^^F^^  und  F^F^  schneiden  sich  auf  der  großen 
Achse  von  a  in  JT)  und  bestimmen  F^  auf  a^  so  daß  F^^F^=ß^F^^ 
ist,  dann  ist  der  zu  F'^F'F^^  X  F'^F^^  affine  Punkt  F  [P'P  ±Äff) 
ein  Punkt  der  florizontalprojektion  s'  der  Striktionslinie.  Der  Auf- 
riß F'  geht  unmittelbar  daraus  hervor.  Die  Striktionslinie  schneidet 
die  Kehlellipse  in  den  Scheitelpunkten  und  ist  symmetrisch  zu  den 
Achsen  der  Fläche. 


ZWÖLFTES  KAPITEL. 


Verschiedene   Flächen, 

Abwickelbare  Flächen. 

711,  In  den  vorausgehenden  Kapiteln  wurden  bereits  drei 
große  Klassen  von  Flächen  behandelt,  die  Rotations-,  Schrauben- 
flächen und  Flächen  2.  Grades.  Da  sie  von  größerer  Bedeutung 
in  der  Praxis  sind,  wurden  sie  ausführlicher  studiert,  während  wir 
die  übrigen  Flächen  in  ein  Kapitel  zusammenfassen  und  nur  einige 
wichtige  näher  betrachten  wollen.  Schon  die  genannten  Flächen 
konnten  als  Beispiele  der  Erzeugung  von  Flächen  durch  Bewegung 
von  Kurven  oder  Flächen  dienen  und  wir  wollen  hier  noch  eine 
Reihe  weiterer  Flächen  untersuchen,  die  sich  ebenfalls  durch  Be- 
wegung erzeugen  lassen.  Wir  beginnen  zunächst  mit  den  abwickel- 
baren Flächen,  deren  fundamentale  Eigenschaften  schon  früher 
in  454 — 466  klar  gelegt  wurden.  Als  Ausgangspunkt  wählten  wir 
dort  die  Raumkurve,  deren  Tangenten  die  abwickelbare  Fläche 
bilden;  so  war  dieselbe  durch  Bewegung  einer  Geraden  definiert, 
die  tangential  an  einer  Raumkurve  entlang  gleitet.    Wir  erkannten 
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aber  auch,  daß  jede  SchmieguDgsebene  jener  Raumkurve  die  ab- 
wickelbare Fläche  längs  der  zugehörigen  Tangente  oder  Erzeugenden 
berührt;  so  erschien  die  Fläche  als  Hüllfläche  der  Schmiegungs- 
ebenen. 

Wir  gehen  nun  von  einer  Ebene  aus,  die  sich  nach  irgend 
einem  Gesetze  stetig  bewegt,  jedoch  so,  daß  sie  nur  einfach 
unendlich  viele  Lagen  annimmt,  daß  also  durch  einen  Raumpunkt 
im  allgemeinen  nur  eine  endliche  Anzahl  dieser  Ebenen  geht.  Von 
der  Bewegung  wird  vorausgesetzt,  daß  sie  stetig  sei,  d.  h.  daß  es  für 
jede  Lage  der  Ebene  eine  bestimmte  Gerade  gebe  von  folgender 
BeschafiFenheit.  Nähert  sich  die  bewegte  Ebene  dieser  Lage  von 
der  einen  oder  anderen  Seite,  so  muß  sich  ihre  Schnittgerade  mit 
der  festen  Ebene  der  genannten  Geraden  unbegrenzt  nähern;  letztere 
kann  als  Schnittlinie  benachbarter  Ebenen  angesehen  werden.  Wir 
erhalten  so  eine  stetige  Folge  von  Geraden;  je  zwei  benachbarte 
schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Die  Reihe  dieser  Punkte  erfüllt 
eine  Raumkurve,  deren  Tangenten  jene  Geraden  und  deren  Schmie- 
gungsebenen  jene  Ebenen  sind.  Punkt  und  Schmiegungsebene 
spielen  bei  der  Raumkurve  eine  gleichartige  Rolle,  drei  benachbarte 
Punkte  liefern  eine  Schmiegungsebene,  drei  benachbarte  Schmiegungs- 
ebenen  einen  Punkt  der  Raumkurve.  In  der  That  entsprechen  bei 
einer  reciproken  Raumverwandtschaft  (vergl.  657)  den  Punkten  einer 
Raumkurve  die  Schmiegungsebenen  einer  zweiten  und  den  Schmie- 
gungsebenen  der  ersten  die  Punkte  der  zweiten. 

712.  Legt  man  einer  Ebene  zwei  Bedingungen  auf,  so  kann 
sie  noch  unendlich  viele  Lagen  einnehmen;  alle  diese  Ebenen  hüllen 
eine  abwickelbare  Fläche  ein.  Daher  entsteht  eine  abwickelbare 
Fläche,  wenn  eine  Ebene  sich  so  bewegt,  daß  sie  fort- 
während zwei  feste  Flächen,  die  sogenannten  Leitflächen, 
berührt.  Dieser  Erzeugung  der  abwickelbaren  Fläche  entspricht 
bei  reciproker  Raumverwandtschaft  die  Erzeugung  einer  Raumkurve 
als  Durchdringung  zweier  Flächen.  Die  Tangente  in  einem  Punkte 
der  Durchdringungskurve  ist  der  Schnitt  der  zugehörigen  Tangential- 
ebenen der  beiden  Flächen.  Entsprechend  ist  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Berührungspunkte,  in  denen  die  bewegliche  Ebene  die 
Leitflächen  berührt,  eine  Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche; 
diese  berührt  die  Leitflächen  je  längs  einer  Kurve.  An  Stelle  der 
Leitflächen,  welche  von  der  beweglichen  Ebene  berührt  werden, 
können  auch  Raumkurven  oder  ebene  Kurven  als  Leitkurven 
treten.  Dem  entspricht  die  Erzeugung  einer  Raumkurve  als  Durch- 
dringung  von   abwickelbaren   oder   von  Kegelflächen.     Jede   Htdl- 
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ebene  der  abwickelbaren  Fläche  enthält  die  bezüglichen  Tangenten 
der  Leitkurven. 

Es  wurde  früher  bemerkt,  daß  die  ßaumkurve,  deren  Tangenten 
die  abwickelbare  Fläche  bilden,  eine  ßückkehrkurve  dieser  Fläche 
ist,  daß  also  jeder  ebene  Schnitt  dort,  wo  er  diese  Kurve  triflft, 
Spitzen  aufweist.  Die  abwickelbare  Fläche  besitzt  auch  im  all- 
gemeinen eine  Doppelkurve,  in  deren  Punkten  sich  je  zwei  Er- 
zeugende treffen,  da  es  im  allgemeinen  Ebenen  giebt,  die  die  ßück- 
kehrkurve in  zwei  Punkten  berühren.  Nur  hei  der  abwickelbaren 
Fläche  der  ßaumkurve  3.  Ordnung  (vergl.  515  flg.)  ist  dieses  un- 
möglich, da  jede  Ebene,  die  diese  Kurve  berührt,  sie  nur  noch  in 
einem  weiteren  Punkte  trifft.  Die  Schnittpunkte  der  Doppel- 
und  der  ßückkehrkurve  sind  entweder  stationäre  Punkte  oder 
Spitzen  für  die  letztere.  Denn  durch  einen  Punkt  der  Doppel- 
kurve geben  zwei  Tangenten  der  ßückkehrkurve,  rückt  also  dieser 
Punkt  der  ßückkehrkurve  unendlich  nahe,  so  rücken  auch  die  beiden 
Berührungspunkte  der  zugehörigen  Tangenten  unendlich  nahe,  die 
Ebene  dieser  Tangenten  hat  also  vier  unendlich  nahe  Punkte  mit 
der  ßückkehrkurve  gemein,  so  daß  beim  Grenzübergang  entweder 
ein  stationärer  Punkt  oder  eine  Spitze  erscheint. 

713.  Als  ein  Beispiel  der  abwickelbaren  Flächen  ist  bereits 
früher  die  abwickelbare  Schraubenfläche  behandelt  worden  (vergl. 
607 — 611),  worauf  hier  hingewiesen  sein  mag.  Hier  soll  beson- 
ders auf  die  Flächen  eingegangen  werden,  die  zu  den  ßaumkurven 
4.  Ordnung  (vergl.  683  flg.)  in  reciproker  Verwandtschaft  stehen. 
Die  wesentlichen  Eigenschaften  dieser  Flächen  sind  zu  denjenigen 
der  ßaumkurven  4.  Ordnung  dualistisch  und  können  hiemach 
sofort  ausgesprochen  werden.  Dabei  ist  zu  beachten,  daß  bei  re- 
ciproker Verwandtschaft  einer  Fläche  2.  Grades  wieder  eine  Fläche 
2.  Grades,  einer  ßegelfläche  wieder  eine  ßegelfläche  entspricht;  jedem 
Punkt  und  seiner  Polarebene  in  Bezug  auf  die  erste  Fläche  ent- 
spricht eine  Ebene  und  ihr  Pol  in  Bezug  auf  die  zweite  und  um- 
gekehrt.    Wir  erhalten  also  die  ßesultate : . 

Es  giebt  eine  Fläche  2.  Grades,  die  neun  gegebene  Ebenen  berührt. 
Es  giebt  unendlich  viele  Flächen  2.  Grades,  die  acht 
gegebene  Ebenen  berühren,  sie  werden  alle  von  der  näm- 
lichen abwickelbaren  Fläche  4.  Klasse  umhüllt,  ihre  Ge- 
samtheit, wird  als  Flächenschar  bezeichnet.  Legt  man  also 
an  zwei  Flächen  der  Schar  die  gemeinsame  abwickelbare  Fläche, 
so  hat  sie  die  gleiche  Eigenschaft  für  je  zwei  andere  Flächen  der 
Schar.    Die  Fläche  heißt  von  der  4.  Klasse,  weil  durch  jeden  ßaum- 
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pnnkt   vier  Tangentialebenen   derselben  gehen,   die   natürlich   alle 
Flächen  der  Schar  berühren. 

Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  der 
Schar  liegen  auf  einer  Geraden. 

Alle  Flächen  2.  Grades,  die  einer  Schar  angehören, 
besitzen  ein  gemeinsames  Polartetraeder,  Der  Schar  ge- 
hören vier  Kegelschnitte  an,  die  in  den  Ebenen  des  Polar- 
tetraeders liegen.  Natürlich  bilden  je  drei  Ecken  dieses  Te- 
traeders ein  Polardreieck  für  den  in  dieser  Ebene  liegenden  Kegel- 
schnitt. Die  vier  Kegelschnitte  sind  Doppelkurven  der 
abwickelbaren  Fläche.  Denn  durch  die  reciproke  Raumkurve 
4.  Ordnung  gehen  vier  Kegelflächen  2.  Ordnung,  deren  Mantellinien 
je  zwei  ihrer  Punkte  tragen,  in  deren  Tangentialebenen  also  je  zwei 
ihrer  Tangenten  liegen;  mithin  schneiden  sich  die  Erzeugenden  jener 
abwickelbaren  Fläche  paarweise  in  den  Punkten  der  genannten  vier 
Kegelschnitte. 

714.  Die  vier  Doppelkegelschnitte  der  abwickelbaren  Fläche 
4.  Klasse  sind  entweder  alle  vier  reell,  oder  es  sind  nur  zwei 
reell;  oder  es  ist  keiner  reell.  Im  zweiten  Fall  ist  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  der  beiden  konjugiert  imaginären  Kegelschnitte 
reell,  im  letzten  Fall  giebt  es  zwei  reelle  Geraden,  in  denen  sich 
die  Ebenen  der  paarweise  konjugiert  imaginären  Kegelschnitte 
schneiden. 

1.  Sind  die  vier  Doppelkegelschnitte  reell,  so  ordnen 
sich  die  Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche  in  Gruppen  zu  je 
acht  derartig  an,  daß  jede  von  ihnen  von  vier  anderen  Erzeugenden 
aus  der  Gruppe  getroflFen  wird;  diese  gemeinsamen  Punkte  liegen 
natürlich  auf  den  Doppelkegelschnitten.  Jede  Gruppe  von  acht 
Erzeugenden  gehört  einer  Regelfläche  der  Schar  an,  sie  zerfällt  in 
zweimal  vier  windschiefe  Geraden.  Die  abwickelbare  Fläche 
besteht  aus  zwei  geschlossenen  Mänteln,  deren  jeder  eine 
Rückkehrkurve  besitzt;  sie  berührt  deshalb  jede  Fläche  der 
Schar  in  zwei  getrennten  Kurvenzügen. 

Die  vier  Kegelschnitte  teilen  alle  Flächen  der  Schar  in  vier 
Klassen,  wenn  man  alle  Flächen  der  nämlichen  Klasse  zurechnet, 
die  man  kontinuierlich  —  d.  h.  stets  von  einer  Fläche  der  Schar 
zur  Nachbarfläche  fortschreitend  —  ineinander  überführen  kann, 
ohne  einen  der  vier  Kegelschnitte  zu  passieren.  Zwei  dieser  vier 
Klassen  bestehen  aus  Regelflächen,  Die  Regelflächen  der  einen 
Klasse   haben   lauter   Erzeugende,    deren   beide   Berührungspunkte 


Verschiedene  Flächen.  241 


mit  der  abwickelbaren  Fläche  auf  verschiedenen  Eurvenzügen  liegen; 
jede  solche  Krz engende  trägt  zwei  reelle  Berührungspunkte,  keine 
von  ihnen  gehört  der  abwickelbaren  Fläche  an.  Insbesondere  giebt 
es  zwei  Doppelkegelschnitte  derart ,  daß  durch  jeden  ihrer  Punkte 
zwei  reelle  Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche  gehen ,  und  zwar 
Ton  jedem  Mantel  eine.  Die  Flächenmäntel  durchdringen  sich  gegen- 
seitig in  diesen  beiden  Kegelschnitten. 

Die  Regeläächen  der  anderen  Klasse  enthalten  je  acht  Er- 
zeugende der  abwickelbaren  Fläche,  berühren  somit  die  Rückkehr- 
kurve in  acht  Punkten;  die  Erzeugenden  der  Regelfläche  berühren 
die  abwickelbare  Fläche  entweder  gar  nicht,  oder  in  zwei  Punkten 
des  nämlichen  Mantels.  Insbesondere  sind  die  beiden  anderen  Doppel- 
kegelschnitte so  beschaffen,  daß  durch  ihre  Punkte  entweder  keine 
reellen  Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche  gehen,  oder  zwei 
reelle  Erzeugende  des  gleichen  Mantels.  Jeder  Flächenmantel  be- 
sitzt je  einen  Teil  dieser  Kegelschnitte  als  Doppelkurve,  ihre  anderen 
Teile  liegen  nicht  auf  der  Fläche,  sondern  verlaufen  isoliert.  Die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Kegelschnittstücke,  die  als  wirk- 
liche Doppelkurve  auftreten,  liegen  auf  der  abwickelbaren  Fläche; 
in  diesen  Punkten  besitzt  die  Rückkehrkurve  Spitzen. 

2.  Sind  nur  zwei  Doppelkegelschnitte  reell,  so  zerfallen 
die  Flächen  der  Schar  in  zwei  Klassen;  eine  unter  ihnen  besteht 
aus  Regelfiächen.  Diese  enthalten  je  vier  Erzeugende  der  abwickel- 
baren Fläche,  die  zu  zwei  und  zwei  windschief  sind;  sie  berühren 
die  Rückkehrkurve  in  vier  Punkten.  Die  abwickelbare  Fläche, 
wie  ihre  Rückkehrkurve,  bestehen  nur  aus  je  einem  Teil. 
Die  beiden  Doppelkegelschnitte  zerfallen  in  je  zwei  Teile,  von  denen 
der  eine  wirklich  Doppelkurve  des  Flächenmantels  ist,  der  andere 
aber  isoliert  verläuft.  In  den  vier  Endpunkten  dieser  Kegelschnitt- 
stücke bildet  die  Rückkehrkurve  Spitzen. 

3.  Ist  kein  Doppelkegelschnitt  reell,  so  enthält  die  Flächen- 
schar nur  Regelflächen.  Keine  Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche 
trifft  eine  andere  unter  ihnen;  deshalb  giebt  es  auf  jeder  Regelfläche 
nur  vier  windschiefe  Erzeugende  von  ihr,  während  alle  Geraden  der 
anderen  Schar  dieser  Regelfläche  die  abwickelbare  Fläche  in  je  zwei 
reellen  Punkten  berühren.  Die  abwickelbare  Fläche  besitzt 
nur  einen  Mantel,  ihre  Rückkehrkurve  ist  einteilig  und 
ohne  Spitzen.  Auch  die  Kurven,  in  denen  die  abwickelbare  Fläche 
die  Regelflächen  der  Schar  berührt,  sind  einteilig.  Diese  Kurven 
sowohl,  wie  die  Rückkehrkurve  verlaufen  notwendig  in  zwei  Ricli- 
tungen  ins  Unendliche. 

ROHN  u.  Pappkritz.    II.  if, 
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715.  Ganz  analog  wie  die  Durchdringungskurve  4.  Ordnung 
zweier  Flächen  2.  Grades  in  eine  Raumkurve  3.  Ordnung  und  eine 
Gerade,  oder  in  zwei  Kegelschnitte  —  die  selbst  wieder  aus  Ge- 
radenpaaren bestehen  können  —  zerfallen  kann,  kann  auch  die 
abwickelbare  Fläche  4.  Klasse  zerfallen.  Sie  teilt  sich  dabei  ent- 
weder in  eine  abwickelbare  Fläche  3.  Klasse  und  einen  Ebenen- 
büschel, oder  in  zwei  Kegelflächen  2.  Ordnung,  die  selbst  wieder 
aus  zwei  Ebenenbtischeln  bestehen  können.  So  zeriällt  die  ab- 
wickelbare Fläche  zweier  Kugeln  in  zwei  Rotationskegel. 

Die  Rückkehrkurve  der  abwickelbaren  Fläche  3.  Klasse 
ist  eine  Raumkurve  3.  Ordnung.  Denn  nach  682  gehen  durch 
jeden  Raumpunkt  drei  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  3.  Ord- 
nung, nach  dem  Gesetze  der  Dualität  liegen  also  in  jeder  Ebene 
drei  Punkte  der  genannten  Rückkehrkurve.  Die  Tangenten  einer 
Raumkurve  3.  Ordnung  bilden  sonach  die  allgemeinste  abwickelbare 
Fläche  3.  Klasse. 

Jede  Schmiegungsebene  der  Raumkurve  3.  Ordnung 
schneidet  die  abwickelbare  Fläche  ihrer  Tangenten  in 
einem  Kegelschnitt.  Denn  alle  Punkte  der  Kurve  liefern  mit 
irgend  einem  festen  Punkte  auf  ihr  verbunden  einen  Kegel  2.  Ord- 
nung; nach  dem  Prinzip  der  Dualität  schneiden  also  alle  Schmie- 
gungsebenen jede  einzelne  unter  ihnen  in  den  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes. Die  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  ist  für  die 
beiden  in  ihnen  liegenden  Kegelschnitte  gemeinsame  Tangente. 
Während  also  die  abwickelbare  Fläche  zweier  Kegelschnitte  bei  all- 
gemeiner gegenseitiger  Lage  von  der  4.  Klasse  ist,  wird  sie  von  der 
3.  Klasse,  sobald  beide  Kegelschnitte  eine  gemeinsame  Tangente 
haben. 

716.  Die  Beleuchtung  einer  Oberfläche  durch  eine 
leuchtende  Fläche,  Scheibe,  oder  Kurve.  Die  Lösung  dieser 
Aufgabe  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  abwickelbaren  Fläche.  Ist 
nur  ein  leuchtender  Punkt  vorhanden,  so  bildet  diejenige  Kurve 
auf  der  belichteten  Oberfläche  die  Lichtgrenze,  deren  Punkte  ihre 
Tangentialebenen  durch  den  leuchtenden  Punkt  schicken.  Ein 
Punkt  der  Fläche  liegt  im  Lichte  oder  im  Eigenschatten,  je  nachdem 
seine  positive  Normale  mit  dem  leuchtenden  Punkte  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  seiner  Tangentialebene  liegt.  Dabei  ist 
mit  dem  Worte  positiv  die  Richtung  der^Normale  gemeint,  die  nicht 
in  den  von  der  Oberfläche  eingeschlossenen  Raum  eindringt.  Zugleich 
ist  zu  bemerken,  daß  hier  und  auch  weiterhin  für  das  auffallende 
Licht  auch   Schlagschatten    eintreten   kann.     Tritt    an    Stelle    des 


Verschiedene  Flächen.  243 


leuchtenden  Punktes  eine  leuchtende  Fläche  (Scheibe,  oder  Kurve), 
so  giebt  es  auf  der  belichteten  Fläche  dreierlei  Stufen,  volles 
Licht,  Halbschatten  und  vollen  Schatten.  Liegen  alle  nach 
einem  Punkte  der  belichteten  Fläche  gerichteten  Lichtstrahlen  auf 
der  nämlichen  Seite  seiner  Tangentialebene,  wie  seine  positive  Nor- 
male, so  hat  er  volles  Licht;  liegen  sie  alle  auf  der  anderen  Seite, 
so  hat  er  vollen  Eigenschatten,  liegen  sie  auf  beiden  Seiten,  so  hat 
er  Halbschatten.  Die  Grenzkurve  zwischen  vollem  und  Halbschatten 
enthält  solche  Punkte,  deren  Tangentialebenen  die  leuchtende  Fläche 
{Scheibe,  oder  Kurve)  berühren;  Gleiches  gilt  für  die  Grenzkurve 
zwischen  Halbschatten  und  Licht.  Im  letzteren  Falle  liegen  positive 
Normale  und  leuchtende  Fläche  auf  der  gleichen  Seite  der  betreffenden 
Tangentialebene,  im  ersteren  auf  verschiedenen  Seiten  von  ihr.  Die 
gemeinsame  abwickelbare  Fläche  der  leuchtenden  und  der  beleuch- 
teten Fläche  berührt  diese  in  den  erwähnten  beiden  Grenzkurven. 
Nach  dem  Gesagten  besitzt  die  abwickelbare  Fläche  zwei  verschieden- 
artige Teile,  der  eine  berührt  in  der  Grenzkurve  des  vollen  Schattens, 
der  andere  in  der  Grenzkurve  des  vollen  Lichtes. 

717.  Licht,  Halb-  und  voller  Schatten,  sowie  Schlag- 
schatten einer  Kugel,  die  von  einer  kreisförmigen  Scheibe 
beleuchtet  wird  (Fig.  464).  Durch  den  Mittelpunkt  0  der  Kugel 
und  den  Mittelpunkt  M  der  Scheibe  legen  wir  eine  Ebene  Z  senk- 
recht zur  Ebene  der  Scheibe ;  sie  ist  Symmetrieebene  für  Kugel  und 
Scheibe  und  folglich  auch  für  ihre  gemeinsame  abwickelbare  Fläche. 
Diese  Symmetrieebene  wollen  wir  parallel  zur  ersten  Projektions- 
ebene nehmen.  Die  Ebene  der  Scheibe  sei  K,  und  k  ihr  Kandkreis ; 
der  Pol  von  K  in  Bezug  auf  die  Kugel  sei  K]  endlich  seien  /  und 
Z  harmonische  Pole  sowohl  für  k  wie  für  die  Kugel.  Dann  bilden 
/,  K,  L  und  der  in  vertikaler  Richtung  unendlich  ferne  Punkt  die 
Ecken  des  gemeinsamen  Polartetraeders  von  Scheibe  und  Kugel. 
Ist  AA^  der  horizontale  Durchmesser  der  Scheibe  und  sind  BB^ 
seine  reellen,  oder  imaginären  Durchstoßpunkte  mit  der  Kugel,  so 
teilen  /,  L  sowohl  AA^  wie  BB^  harmonisch.  Nun  wählen  wir  die 
Tangente  t  in  einem  Punkte  T  von  k  und  legen  durch  sie  die  beiden 
Tangentialebenen  an  die  Kugel.  Ihre  Berührungspunkte  P  und  Q 
liegen  entweder  auf  der  Kurve  «,  die  den  voll  belichteten  Teil  der 
Kugel  begrenzt,  oder  auf  der  Kurve  r,  welche  die  Grenze  des  Voll- 
schattens bildet;  es  hängt  das  von  der  Lage  von  t  gegen  die  Kugel 
ab.  PQ  und  t  sind  konjugierte  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kugel; 
P§  geht  also  durch  K  und  steht  auf  der  Ebene  Ot  senkrecht.  Zur 
Konstruktion  von  P,  Q  sei  bemerkt,  daß  sie  zunächst  in  der  Polar- 
ie* 
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ebene   des   Punktes  txl.  liegen,   die  zu  Z  normal  ist  und  deren 
Spur  in  Z  auf  der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  0  senkrecht 


steht.  Projiziert  man  nun  /  auf  diese  Polarebene,  so  ist  KPQ  zu 
dieser  Projektion  senkrecht,  da  die  konjugierten  Polaren  (  und  PQ 
zu  einander  normal  sind.     Der  Schatten  P*  auf  ü*  in  der  Aufriß- 
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ebene  liegt   auf  dem   Lichtstrahle   TP.     In   der  Figur   sind  einige 
Hilfslinien  weggelassen. 

Bewegt  sich  T  und  mit  ihm  seine  Tangente  t,  so  beschreibt 
ihre  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  die  Kugel  einen  Kegel  2.  Grades 
(657)  mit  dem  Scheitel  A';  seine  Mantellinien  stehen  senkrecht  auf 
den  Tangentialebenen  eines  anderen  Kegels  mit  0  als  Scheitel  und 
A  als  Grundkreis.  Die  Kurven  u  und  v  bilden  demnach  zusammen 
die  Durchdringungskurve  4.  Ordnung  von  der  Kugel  und  dem  Kegel 
mit  dem  Scheitel  K.  Die  Schnittpunkte  von  u  und  v  mit  dem 
Kugelkreise  /  in  der  Symmetrieebene  Z  sind  die  Berührungspunkte 
C.  Cj,  D,  i>j  der  von  A  und  A^  an  /  gelegten  Tangenten  {CD  und 
Cji>j  durch  K).  Ebenso  schneiden  u  und  v  den  in  der  Ebene  K 
der  Scheibe  liegenden  Kugelkreis  m  in  vier  Punkten  J5',  F,  E^ ,  F^ ; 
es  sind  dies  die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  von 
k  und  m.  In  der  Figur  sind  diese  Punkte  durch  Anwendung  einer 
zur  Scheibe  parallelen  Seitenrißebene  konstruiert.  Die  Tangenten 
in  den  Punkten  E,  F  von  u  und  E^,  F^  von  v  gehen  durch  K. 

Da  /  und  L  harmonische  Pole  sowohl  von  k  wie  von  m  sind, 
so  bilden  sie  zusammen  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Ver- 
tikalen das  gemeinsame  Polardreieck  der  beiden  Kreise  k  und  m. 
Die  vier  gemeinsamen  Tangenten  dieser  beiden  Kreise  bilden  aber 
ein  Vierseit,  dessen  Diagonalen  nichts  anderes  wie  die  Seiten  jenes 
Polardreieckes  sind  (vergl.  374).  Daraus  folgt,  daß  EE^  und  FF^ 
durch  /  und  EF^  und  FE^  durch  L  gehen,  daß  also  auch  J  und  L 
harmonische  Pole  in  Bezug  auf  den  Kegel  mit  dem  Scheitel  K  sind. 
Für  den  Büschel  von  Flächen  2.  Grades,  dessen  Grundkurve  in 
u  und  V  zerfällt,  sind  K,  J.  L  und  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Vertikalen  die  Ecken  des  gemeinsamen  Polartetraeders.  Die 
Kurven  u  und  v  liegen  hiernach  auch  auf  einem  Kegel  2.  Grades 
mit  dem  Scheitel  L,  einem  Kegel  mit  dem  Scheitel  J  und  einem 
Cylinder  2.  Grades  mit  vertikalen  Mantellinien.  Letzterer  mag 
die  Symmetrieebene  Z  in  dem  Kegelschnitte  w  schneiden;  u  und  v 
sind  dann  Stücke  des  Kegelschnittes  w,  für  den  J'K'L'  ein  Polar- 
dreieck ist  und  von  dem  bereits  genügend  viele  Punkte  bekannt  sind, 
um  ihn  zu  konstruieren.  Aus  m  ,  v'  ergiebt  sich  dann  der  Aufriß 
tt",  v"  entweder  mit  Hilfe  der  Kugel,  oder  des  Kegels  mit  dem 
Scheitel  K  in  einfacher  Weise. 

Sucht  man  zu  den  Mantellinien  des  soeben  genannten  Cylinders 
die  konjugierten  Polaren,  so  umhüllen  dieselben  einen  Kegelschnitt  z 
in  der  Ebene  Z.  Die  Tangenten  von  z  sind  die  Polaren  der  Punkte 
von  w  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  Z;  z  und  w  sind  also  reciproke 
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Kegelschnitte  in  Bezug  auf  den  Kreis  /.  Die  Tangentialebenen  in 
den  Punkten  von  u  oder  v  schneiden  Z  in  den  Tangenten  von  z; 
die  gemeinsame  abwickelbare  Fläche  von  Kugel  und  Scheibe  besitzt 
eine  in  Z  liegende  Doppelkurve  z.  Natürlich  besitzt  sie  auch  in 
den  Vertikalebenen  durch  JK  und  LK  Doppelkurven,  z  geht  durch 
die  in  Z  liegenden  Schnittpunkte  G  und  G^  der  gemeinsamen  Tan- 
genten von  k  und  m  {G'  Pol  von  U'K'  in  Bezug  auf  f,  G(  Pol  von 
E(K').  Ferner  berührt  z  die  Geraden  AC^  AD,  A^C^,  A^D^  in  den 
Punkten,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  /  die  Tangenten  von  w  in  den 
Punkten  C,  D,  C^,  B^  sind.  Diese  Berührungspunkte  liegen  auch 
auf  den  Polaren  von  A  resp.  A^  in  Bezug  auf  z;  die  Polaren  gehen 
aber  durch  K  und  je  einen  der  beiden  Punkte,  die  mit  ./  resp.  J^ 
die  Strecke  GG^  harmonisch  teilen. 

Die  Tangentialebene  in  einem  Punkte  P  von  u  oder  v  berührt 
auch  den  Kreis  k  in  einem  Punkte  T\  die  zugehörige  Taugente 
mag  AA^  in  S  treffen.  Dann  ist  S  der  Pol  der  Vertikalebene  durch 
PK,  also  S'a  JL  P'K',  so  daß  sich  S'  unmittelbar  aus  P'  ergiebt 
und  daraus  auch  T  und  T  [S'^T'  tangiert  Ä'"  in  T"y  PT  ist  eine 
Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche;  ihr  Schnittpunkt  P*  mit  der 
Aufrißebene  ist  ein  Punkt  der  Schlagschattenkurve  u*  oder  r*. 
Damit  ist  eine  punktweise  Konstruktion  der  Kurven  m*  und  v*  ge- 
geben. Da  die  Tangentialebene  in  P  aus  der  Aufrißebene  die  Tan- 
gente von  u*  im  Punkte  P*  ausschneidet,  so  geht  diese  durch  den 
zweiten  Spurpunkt  S^  der  Geraden  ä,  in  der  jene  Tangentialebene 
die  Ebene  Z  schneidet  {SS^Jl  0P\  S^S^'±x).  Je  nachdem  P'  und 
T  auf  der  nämlichen  oder  auf  verschiedenen  Seiten  von  s  liegen, 
liegen  auch  P"  und  2"'  auf  der  gleichen  oder  auf  verschiedenen 
Seiten  von  0".M"  =  s\ 

Die  abwickelbare  Fläche  4.  Klasse,  deren  Erzeugende  (z.B.  PT) 
wir  soeben  bestimmt  haben,  besitzt  eine  Rückkehrkurve  r;  die  Pro- 
jektionen r'  und  r"  dieser  Kurve  werden  umhüllt  von  den  Projek- 
tionen der  Erzeugenden  (z.  B.  von  P'T  resp.  F'Ty  Die  Kurve  r 
besitzt,  wie  wir  früher  gesehen  haben,  acht  Spitzen;  von  diesen 
liegen  vier  auf  k  und  vier  auf  z.  Die  Spitzen  auf  k  sind  die  Be- 
rührungspunkte der  gemeinsamen  Tangenten  von  k  und  m\  nämlich 
r,  Cj,  Vj  F^\  nur  die  Kreisbogenstücke  C^F  und  Ü^J\  liegen  wirk- 
lich auf  der  abwickelbaren  Fläche,  die  beiden  anderen  verlaufen 
isoliert.  Die  Spitzen  auf  z  sind  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 
AC,  AD,  A^C^,  ^i^v  li^Dilich  X,  Y,  Ä\,  7^;  die  Kurvenstücke  XY 
und  A'jTj  liegen  auf  der  Fläche,  während  die  Kurvenstücke  XX^ 
und  iTj  isoliert  verlaufen. 
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718.     Die   Flächen   von   gleichförmiger   Neigung.     Die 
Fläche  von    gleichförmiger    Neigung  bildet  einen   besonderen  Fall 
der    abwickelbaren    Flächen;    sie    ist    dadurch   definiert;    daß   die 
Tangentialebenen  in  allen  ihren  Punkten  gleiche  Neigung  gegen  die 
Horizontalebene  zeigen.     Alle  Tangentialebenen  einer  solchen  Fläche 
sind   demnach   zu  denjenigen  eines  Eotationskegels   mit  vertikaler 
Achse  parallel.     Legt  man  also  von  einem  beliebigen  Punkte  den 
Tangentenkegei   an   die  Fläche,   so   muß   er   entweder  in   mehrere 
Ebenen  zerfallen,  oder  seine  Mantellinien  müßten  zu  denen  des  Ro- 
tationskegels  parallel   sein.     Das  letztere  ist  aber  unmöglich ,   wie 
man  beim  Betrachten   der  Tangentenkegel  aus  den  Punkten  einer 
beliebigen  Geraden  erkennt.     Denn  jede  Ebene  durch  diese  Gerade 
müßte  die  Fläche  in  einer  Kurve  schneiden,  die  von  einem  System 
paralleler  Geraden  berührt  würde,  nämlich  den  Geraden  der  Ebene, 
die  zu  einer  Mantellinie   des   Eotationskegels  parallel  laufen.     Die 
aus  einem   Punkte   an   die   Fläche   gelegten   Tangentialebenen  be- 
rühren  sie   somit   längs  Kurven;    dieselbe  erscheint  also  als  Hüll- 
fläche  von   Ebenen,   die  gegen   die  Horizontalebene  gleich  geneigt 
sind.     Daraus  folgt  weiter,    daß  unsere  Fläche  eine  abwickel- 
bare Fläche  ist,    deren   Erzeugende   zu   den   Mantellinien  jenes 
Rotationskegels  parallel  sind,    die  also   ebenfalls   gleiche   Neigung 
gegen  die  Horizontalebene  haben. 

Die  Erzeugenden  der  Fläche  von  gleichförmiger  Neigung  sind  Fall- 
linien in  den  zugehörigen  Tangentialebenen,  da  das  Gleiche  für  den  ge- 
nannten Rotationskegel  der  Fall  ist.  Erster  Spurpunkt  einer  Erzeu- 
genden und  erste  Spurlinie  ihrer  Tangentialebene  bilden  einen  Punkt  und 
die  zugehörige  Tangente  der  ersten^  Spurkurve  unserer  Fläche.  Da 
aber  Falllinie  und  Spurlinie  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  durch- 
schneiden die  Erzeugenden  der  Fläche  alle  ihre  Horizon- 
talkurven rechtwinklig.  Auch  die  ersten  Projektionen  dieser 
Horizontalkurven  und  der  Erzeugenden  durchschneiden  sich  recht- 
winklig. Die  ersten  Projektionen,  aller  Horizontalkurven 
besitzen  das  gleiche  Normalensystem,  es  sind  äquidistante 
Kurven  als  gemeinsame  Evolventen  der  von  jenen  Nor- 
malen umhüllten  Kurve  r.  Diese  Kurve  ist  die  Projektion 
der  Rückkehrkante  r  unserer  Fläche.  Läßt  man  eine  Tan- 
gente der  Rückkehrkante  auf  ihr  ohne  Gleiten  abrollen, 
so  beschreibt  sie  die  Fläche  und  jeder  ihrer  Punkte  eine 
Horizontalkurve  derselben.  Ein  Beispiel  giebt  die  abwickel- 
bare Schraubenfläche  (607  flg.). 

Durch  eine  Horizontalkurve  und  den  Neigungswinkel  der  Er- 
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zeugenden  ist  eine  Fläche  von  gleicbtormiger  Neigung  bestimmt. 
Statt  der  Horizontalkurve  kann  auch  irgend  eine  andere  Kurve, 
welche  auf  der  Fläche  liegen  soll,  gegeben  sein.  Durch  jeden  ihrer 
Punkte  giebt  es  zwei  Erzeugende  von  der  vorgeschriebenen  Neigung. 
Man  erhält  sie^  indem  man  den  Punkt  zur  Spitze  eines  Rotations- 
kegels von  der  gegebenen  Neigung  macht  und  durch  seine  Tangente 
die  beiden  Tangentialebenen  an  diesen  Eegel  legt;  sie  berühren 
denselben  in  den  gesuchten  Erzeugenden.  Die  Fläche  kann  man 
hierbei  als  Hüllfläche  kongruenter  Rotationskegel  mit  vertikaler  Achse 
ansehen,  deren  Spitzen  auf  der  gegebenen  Kurve  liegen.  Ihre  erste 
Spurkurve  ist  die  Hüllkurve  der  ersten  Spurkreise  dieser  Kegel; 
sie  berührt  jeden  dieser  Kreise  in  den  beiden  Punkten,  deren  Tan- 
genten durch  den  Spurpunkt  derjenigen  Geraden  gehen,  welche  die 
gegebene  Kurve  in  der  Spitze  des  zugehörigen  Kegels  berührt  Die 
gegebene  Kurve  isj  Doppelkurve  unserer  Fläche. 

719.  Die  Fläche  von  gleichförmiger  Neigung,  deren 
erste  Spurkurve  eine  Ellipse  ist  (Fig.  465).  Die  Tangential- 
ebenen dieser  abwickelbaren  Fläche  berühren  zwei  feste  Kegel- 
schnitte, nämlich  die  gegebene  Ellipse  i  und  einen  unendlich  fernen 
Kreis  9;  dieser  liegt  auf  dem  Richtungskegel,  dessen  Spitze  ein 
beliebiger  Punkt  S  ist  und  dessen  Mantellinien  den  Erzeugenden 
der  Fläche  parallel  laufen.  Demnach  ist  unsere  Fläche  eine  ab- 
wickelbare Fläche  4.  Klasse  (713),  für  welche  i  und  g  Doppel- 
kurven sind.  Es  existieren  also  noch  zwei  weitere  Doppelkegel- 
schnitte /  und  nij  ihre  Ebenen  gehen  durch  die  groBe,  resp.  kleine 
Achse  der  Ellipse  i  und  stehen  auf  deren  Ebene  senkrecht.  Die 
Ebenen  der  Kegelschnitte  i,  l,  m  sind  Symmetrieebenen  der  Fläche. 
Bei  der  Darstellung  nehmen  wir  TTi  durch  i  und  TT2  resp.  TT3  par- 
allel zu  /  resp.  m.  Seien  nun  0  der  Mittelpunkt,  AA^  die  große  und 
BB^  die  kleine  Achse  der  Ellipse  i\  ferner  gebe  z.  ce  die  Neigung 
der  Fläche  an. 

In  jedem  Punkte  von  l  schneiden  sich  zwei  Erzeugende  der 
Fläche,  deren  erste  Spurpunkte  auf  i  symmetrisch  zu  AA^  liegen. 
So  schneiden  sich  die  Erzeugenden  durch  B  und  B^  in  den  End- 
punkten der  vertikalen  Achse  CC^  von  l  {0"C=OC  =:0Bt3inga). 
In  der  Figur  ist  von  den  beiden  Mänteln  der  Fläche  durch  i  nur 
der  eine  berücksichtigt.  Ferner  schneiden  sich  die  beiden  benach- 
barten Erzeugenden,  deren  erste  Spurpunkte  zu  A  benachbart  sind, 
in  einem  Punkte  7  von  /,  dessen  erste  Projektion  T'der  Krümmungs- 
mittelpunkt von  /  für  den  Punkt  A  ist  {Ar=:{OBy:OA,  /_0'Ä'r' 
=  Z.  OAT^  L.U).     Nach    714   ist    T  eine   Spitze    der   Rückkehr- 
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kante  u  unserer  Fläche  und  AT  berührt  in  T  sowohl  /  wie  u.  Hier- 
durch ist  auch  die  horizontale  Achse  DD^^  von  /  bestimmt;  denn  A 
und  !P  liegen  als  konjugierte  Pole  von  /  harmonisch  zu  DD^,  es 
ist  also:  {ODy  =  OA.OF  =  {OÄ)^  -  {0B)\  Mithin  sind  J),  B^  die 
Brennpunkte  von  i  und  es  geht  /  durch  die  Brennpunkte 
von  I. 

Die  Kurve  m  ist  eine  Hyperbel  mit  der  vertikalen  Hauptachse 
EE^[0"E"=OE=OAiaiXLgay     Auf  der  Erzeugenden  durch  B  liegt 


Fig.  465. 


der  Punkt  V  von  wi,  dessen  erste  Projektion  T'  der  Krümmungs- 
mittelpunkt von  i  für  den  Punkt  j5  ist  (z.  OBF=  jL  ot)]  V\%i  eine 
Spitze  von  u  und  BF  tangiert  u  und  m  in  V,  Das  Quadrat  der 
imaginären  Halbachse  von  m  ist  gleich:  OB-OV\  da  B  und  F  kon- 
jugierte Pole  von  m  sind.  Die  Erzeugende  h  durch  den  Punkt  H 
von  i  trägt  drei  Punkte  /,  K,  L  die  respective  auf  den  Kurven 
/,  m,  u  liegen;    ä'  ist  die  Normale  von  i  in  //,  L  der  zugehörige 
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Krümmungsmittelpunkt,  /'  und  K'  sind  die  Punkte  von  A'  auf  AJ^ 
resp.  55^  {K'Q±h\  Q=K'QxHO,  QL'\\ÄÄ^,  vergl.405).  Hieraus 
ergeben  sich  dann  auch  Aufriß  und  Seitenriß  von  hj  Jj  K  und  X. 
Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  8  den  Bichtungskegel  und 
ist  k  sein  Basiskreis  in  einer  beliebigen  Horizontalebene,  ist  ferner 
g  die  Mantellinie,  für  welche  /||ä'  wird,  so  ist  auch  h"\\g'  und 
Ä"'||/",  wodurch  sich  die  Richtungen  von  A"  und  A'"  bestimmen 
(siehe  Nebenfigur). 

Die  Fläche  von  gleichförmiger  Neigung  hüllt  eine  Schar  von 
Flächen  2.  Grades  ein,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  mit  0  und 
deren  gemeinsame  Hauptebenen  mit  den  Ebenen  von  z,  /,  m  zusammen- 
fallen. Die  Hauptschnitte  einer  solchen  Fläche  2.  Grades  bestimmen 
sich  folgendermaßen.  Der  Hauptschnitt  in  der  Ebene  von  /  berührt 
die  Gerade  ÄE,  sowie  die  drei  dazu  symmetrischen  Geraden,  der 
in  der  Ebene  von  m  die  Gerade  BC^  der  in  der  Ebene  von  i  die 
vier  imaginären  Brennpunktstangenten  von  u  Die  Flächen  berühren 
nämlich  alle  Ebenen,  die  zugleich  i  und  den  im  endlich  fernen 
Kreis  q  des  Bichtungskegels  tangieren.  Durch  die  Eegelachse  giebt 
es  a,ber  zwei  konjugiert  imaginäre  Ebenen,  die  den  Ereis  q  be- 
rühren, es  sind  die  sich  selbst  entsprechenden  Ebenen  der  von  den 
rechtwinkligen  Ebenenpaaren  durch  die  Kegelachse  gebildeten  In- 
volution. Verschiebt  man  diese  Involution  parallel  mit  sich  selbst 
bis  ihre  Achse  durch  einen  Brennpunkt  von  i  geht,  so  berühren 
ihre  sich  selbst  entsprechenden  Ebenen  sowohl  den  Kreis  q,  wie  die 
Ellipse  i  (389);  woraus  die  obige  Behauptung  folgt,  da  die  Ebene 
von  i  Symmetrieebene  unserer  Fläche  ist.  Die  Schar  der  Flächen 
2.  Grades  besitzt  in  der  Ebene  von  i  Hauptschnitte,  die  mit  i  kon- 
fokal  sind.  Durch  Wahl  dieses  Hauptschnittes  bestimmen  sich  die 
anderen  unmittelbar. 

Jede  Fläche  der  Schar  wird  von  unserer  Fläche  längs  einer 
Raumkurve  4.  Ordnung  berührt.  Denn  die  Tangentialebenen  in  den 
Schnittpunkten  dieser  Kurve  mit  einer  beliebigen  Ebene  gehen  durch 
den  Pol  dieser  Ebene  in  Bezug  auf  die  Fläche  2.  Grades;  da  aber 
jene  Tangentialebenen  auch  die  Fläche  von  gleichförmiger  Neigung 
berühren  und  diese  von  der  4.  Klasse  ist,  so  gehen  nur  vier  durch 
den  genannten  Pol,  die  Berührungskurve  ist  also  von  der  4.  Ordnung. 
Sie  projiziert  sich  demnach  auf  jede  der  drei  Symmetrieebenen  — 
und  somit  auch  auf  TTi,  TTg  und  TTg  —  als  Kegelschnitt.  Die  Scheitel 
dieser  Kegelschnitte  sind  die  Projektionen  der  Berührungspunkte  der 
betreffenden  Fläche  2.  Grades,  oder  ihrer  Hauptschnitte,  mit  den  Ge- 
raden AE,  A^E,  BC,  B^Cxm^  den  vier  Brennpunktstangenten  von  L 
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Die  Schnittkurve  unserer  Fläche  mit  einer  beliebigen  Ebene  E 
erhält  man,  indem  man  ihre  Erzeugenden  mit  E  schneidet.  Zu 
diesem  Zwecke  lege  man  durch  S  eine  zu  E  parallele  Ebene  A  und 
suche  ihre  Spur  d^  in  der  Ebene  des  Kreises  k,  diese  ist  zur  ersten 
Spur  ej^  von  E  parallel.  Ist  dann  h  eine  Erzeugende,  Hihr  erster 
Spurpunkt,  ff  die  Parallele  zu  h  durch  S,  G  ihr  Spurpunkt  auf  k\ 
ist  ferner  B  der  gesuchte  Schnittpunkt  und  p  die  zugehörige  Tan- 
gente der  Schnittkurve,  so  schneiden  sich  e^  und  die  Tangente  des 
Punktes  H  von  i  im  ersten  Spurpunkte  P^  von  p.  Die  Gerade  p 
ist  aber  parallel  zu  5iVj,  wenn  N^  der  Schnittpunkt  von  d^  mit  der 
Tangente  des  Punktes  G  von  k  ist;  denn  die  Ebenen,  die  sich  in 
diesen  Geraden  schneiden,  sind  parallel.  Man  zeichne  also  P^  und 
jVj  und  ziehe  durch  P^  eine  Parallele  zu  N^^S,  diese  berührt  dann 
die  Schnittkurve  in  ihrem  auf  A  liegenden  Punkte  H  {P^R  ||  N^S\ 
BP^±h\  GN^±ff').  Die  Asymptoten  der  Schnittkurve  erhält  man, 
indem  man  diese  Konstruktion  auf  die  zu  E  parallelen  Erzeugenden 
der  Fläche  anwendet. 

Die  Tangentialebenen,  die  man  aus  einem  beliebigen  Punkte 
an  die  Fläche  legen  kann,  haben  die  Eigenschaft,  daB  ihre  ersten 
Spuren  einerseits  die  Ellipse  i  und  andererseits  den  ersten  Spurkreis 
des  Richtungskegels  aus  dem  gewählten  Punkte  berühren,  woraus 
sie  sich  ergeben. 

• 

Regeiflächen. 

720.  Bewegt  sich  eine  Gerade  nach  irgend  einem  Gesetz,  so 
erzeugt  sie  eine  Regelfläche,  d.  b.  die  Gerade  gehört  in  allen  durch 
die  Bewegung  angenommenen  Lagen  der  Regelfläche  an;  diese  Ge- 
raden heißen  die  Erzeugenden  der  Fläche.  Zwei  benachbarte 
Erzeugenden  sind  im  allgemeinen  windschief  zu  einander,  so  daß 
die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  einer  Erzeugenden  von  einander 
verschieden  sind.  Wenn  dagegen  je  zwei  benachbarte  Erzeugende 
sich  schneiden,  so  ist  die  Fläche  abwickelbar  und  jede  Tangential- 
ebene berührt  sie  längs  einer  Erzeugenden  (711).  Von  den  ab- 
wickelbaren Flächen  sehen  wir  hier*  ab  und  betrachten  nur  die 
allgemeinen  Regelflächen,  die  auch  windschiefe  Regel  flächen 
genannt  werden. 

Die  Schnittkurve  s  einer  Regelfläche  mit  einer  Ebene  E  ent- 
hält die  Gesamtheit  der  Durchstoßpunkte  der  Erzeugenden  mit  der 
Ebene;  jede  Erzeugende  trägt  einen  Punkt  der  Schnittkurve.  Geht 
die    schneidende   Ebene   durch   eine   Erzeugende  ff,  so    wird  jede 
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weitere  Erzeugende  diese  Ebene  in  einem  Punkte  schneiden  und 
alle  diese  Punkte  liegen  auf  der  Schnittkurve  *.  Während  eine 
Gerade  durch  Bewegung  die  Regelfläche  erzeugt,  erzeugt  ihr  Schnitt- 
punkt mit  E  die  Kurve  *;  passiert  die  Gerade  dabei  die  Lage  y, 
so  passiert  auch  der  zugehörige  Punkt  von  s  die  Erzeugende  p 
wegen  der  Kontinuität;  dieser  Schnittpunkt  von  s  und  ff  sei  P.  Daß 
es  im  allgemeinen  noch  weitere  Schnittpunkte  von  ff  und  s  giebt, 
werden  wir  weiterhin  sehen.  Die  Ebene  E  durch  ff  berührt  die 
Regelfläche  im  Punkte  P  von  ff.  Denn  die  volle  Schnittkurve 
von  E  mit  der  Fläche  besteht  aus  s  und  ff,  sie  hat  in  P  einen 
Doppelpunkt  und  jede  durch  P  laufende  Gerade  von  E  berührt  da- 
selbst die  Fläche.  Speziell  ist  die  Tangente  t  im  Punkte  P  von  s 
eine  Haupttangente  der  Regelfläche,  d.  h.  sie  oskuliert  dieselbe 
(470);  die  andere  Haupttangente  wird  von  der  Erzeugenden  ff 
gebildet. 

Dreht  sich  die  Ebene  E  um  ff,  so  verschiebt  sich  auch  ihr 
Berührungspunkt  P  auf  ^  und  damit  die  zugehörige  Haupttangente  t. 
Wir  haben  nun  den  Satz,  daß  die  Haupttangenten  in  allen 
Punkten  einer  Erzeugenden  auf  einem  Hyperboloide  liegen, 
dessen  eine  Schar  sie  bilden.  Sind  nämlich  Pj,  P^,  P^  drei 
Punkte  auf  ^  und  t^,  ^,  t^  die  zugehörigen  Haupttangenten,  so  kann 
man  durch  /-j,  t^,  t^  ein  Hyperboloid  legen  (664),  und  dieses  oskuliert 
die  Regelfläche  längs  der  Erzeugenden  ff.  Denn  jede  der  Geraden 
/j,  t^,  t^  trifft  außer  ^  noch  zwei  benachbarte  Erzeugende  der  Regel - 
fläche,  und  diese  drei  benachbarten  Erzeugenden  gehören  auch  dem 
Hyperboloid  an.  Man  kann  auch  zu  dem  längs  ff  oskulierenden 
Hyperboloide  gelangen,  indem  man  zuerst  ein  Hyperboloid  durch  ff 
und  zwei  weitere  Erzeugende  legt  und  dann  einen  Grenzprozeß 
macht,  bei  dem  die  beiden  weiteren  Erzeugenden  nacheinander  auf 
der  Regelfläche  nach  ff  hin  verschoben  werden.  Jede  Erzeugende 
des  oskulierenden  Hyperboloides,  die  zu  der  gleichen  Schar  wie 
^v  ^2>  ^3  g^liört,  ist  eine  Haupttangente  der  Regelfläche,  da  sie  drei 
benachbarte  Punkte  mit  ihr  gemein  hat. 

Nimmt  man  in  Pj,  Pg,.  Pg  statt  der  Haupttangenten  irgend 
welche  andere  Tangenten  der  Regelfläche,  so-  geht  durch  sie  ein 
Hyperboloid,  das  die  Regelfläche  längs  ff  berührt. 

721.  Die  Schnittkurve  der  Regelfläche  mit  einem  beliebigen 
Hyperboloide  wird  von  jeder  Erzeugenden  jener  Fläche  in  je  zwei 
Punkten  getroffen.  Das  gilt  auch  noch,  falls  das  Hyperboloid  die 
Erzeugende  ff  enthält  und  längs  ihr  die  Fläche  oskuliert.  Das  osku- 
lierende  Hyperboloid  schneidet  also  aus  der  Regelfläche  eine  Kurve  q 
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ans,  die  mit  jeder  Erzeugenden  zwei  Punkte  gemein  bat,  mithin 
wegen  der  Kontinuität  auch  mit  ff  zwei  Punkte  Q^  und  Q^.  Während 
nun  im  allgemeinen  die  Haupttangenten  in  den  Punkten  von  ff  drei 
unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Regelääche  gemein  haben  und  sie 
außerdem  noch  in  einer  Anzahl  davon  getrennt  liegender  Punkte 
schneiden,  die  der  Kurve  q  angehören,  haben  die  beiden  Haupt- 
tangeaten  durch  Q^  resp.  Q^  vier  benachbarte  Punkte  mit  der  Regei- 
däche  gemein,  indem  zugleich  einer  ihrer  Schnittpunkte  mit  q  nach 
Q^  resp.  Q^  hereingerückt  ist.  Die  Tangentialebenen  in  Q^  resp. 
Q,  schneiden  deshalb  die  Segelfläche  —  abgesehen  von  ff  —  in 
Kurven,  die  Q^  resp.  Q^  zu  Wendepunkten  und  die  bezüglichen 
Haupttangenten  zu  Wendetangenten  haben,  denn  diese  müssen  die 
ebenen  Schnittkurven  in  vier  unendlich  nahen  Punkten  schneiden. 
Unter  den  Ebenen  durch  eine  beliebige  Erzeugende  einer 
Regelfläche  giebt  es  zwei,  deren  Berührungspunkte  für  die 
zugehörige  Schnittkurve  Wendepunkte  sind. 

732.  Wird  die  Regelfläche  von  einem  Hyperboloid  längs  einer 
Erzeugenden  ff  oskuliert,  so  schneidet  jede  Ebene  durch  ff  Regel- 
däche und  Hyperboloid  in  einer  Kurve  und  einer  Geraden,  die  durch 
den  nämlichen  Punkt  von  ff  gehen  und  sich  daselbst  berühren.  In 
den  Punkten  von  ff  stimmen  also  die  zugehörigen  Tangentialebenen 
der  Regelfläche  und  des  Hyperboloides  überein.  Nun  ist  aber  bei  einem 
Hyperboloide  der  Büschel  der  Ebenen  durch  eine  Erzeugende  pro- 
jektiv zu  der  auf  der  Erzeugenden  liegenden  Reihe  ihrer  Berührungs- 
punkte (663).  Das  muß  also  auch  für  die  Regelfläche  gelten  und 
wir  haben  den  Satz:  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine  Er- 
zeugende einer  Regelfläche,  so  durchläuft  ihr  Berührungs- 
punkt diese  Erzeugende  derart,  daß  der  Büschel  der 
Ebenen  zu  der  Reihe  ihrer  Berührungspunkte  projektiv  ist. 

In  jedem  Punkte  einer  Erzeugenden  ff  der  Regelfläche  ist  die 
Flächennormale  zu  der  betrefi'enden  Tangentialebene  senkrecht;  es 
ist  deshalb  auch  die  Reihe  der  Punkte  auf  ff  projektiv  zu  dem 
Büschel  der  Ebenen  durch  ff,  welche  die  in  den  Punkten  errichteten 
Flächennormalen  enthalten.  Wir  schließen  nun  weiter,  daß  die 
Normalen  einer  Regelfläche  in  den  Punkten  einer  Erzeu- 
genden ein  hyperbolisches  Paraboloid  bilden,  das  als  Nor- 
malenparaboloid  bezeichnet  wird.  Denn  einerseits  sind  alle 
diese  Normalen  zu  einer  Ebene  parallel,  da  sie  auf  der  nämlichen 
Erzeugenden  senkrecht  stehen;  andererseits  bestimmt  jede  Normale 
auf  der  Erzeugenden  einen  Punkt  und  mit  ihr  eine  Ebene,  und  die 
Reihe  dieser  Punkte  ist  mit  dem  Büschel  dieser  Ebenen  projektiv. 
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723.  Jede  Ebene  durch  eiue  Erzeugende  y  einer  Eegelfläche 
berührt  dieselbe  in  einem  Punkte  von  ^.  Dieser  Punkt  liegt,  wie 
wir  sahen,  auf  der  Schnittkurve  der  Ebene  mit  der  Fläche  und  ist 
deshalb  benachbart  zu  dem  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  einer  zu 
ff  benachbarten  Erzeugenden.  Insbesondere  heißt  die  Ebene,  welche 
die  Fläche  im  unendlich  fernen  Punkte  von  ff  berührt,  eine  asym- 
ptotische Ebene  der  Fläche.  Ihre  Schnittkurve  kann  also  die 
zu  ff  benachbarte  Erzeugende  nicht  im  Endlichen  treffen,  d.  h.  die 
asymptotische  Ebene  ist  zu  ff  und  der  benachbarten  Erzeugenden 
parallel.  Die  asymptotischen  Ebenen  einer  Regelfläche 
sind  deshalb  zu  den  Tangentialebenen  ihres  Richtkegels 
parallel,  dessen  Mantellinien  den  Erzeugenden  der  Fläche  parallel 
laufen.  Der  Berührungspunkt  derjenigen  Ebene  durch  ff,  die  auf 
der  asymptotischen  Ebene  durch  ff  senkrecht  steht,  heißt  der  Cen- 
tralpunkt  der  Erzeugenden  ff.  Nach  (708)  ist  der  Centralpunkt 
von  ff  derjenige  Punkt,  der  den  kleinsten  Abstand  von  der  Nachbar- 
erzeugenden besitzt.  Der  Ort  der  Centralpunkte  aller  Erzeugenden 
einer  Regelääche  heißt  ihre  Striktionslinie. 

724.  Eine  Regelfläche  besitzt  im  allgemeinen  eine 
oder  mehrereDoppel-  oder  auch  vielfacheKurven.  Schneiden 
sich  nämlich  zwei  Erzeugende  ff  und  h  der  Fläche,  so  wird  auch, 
wie  aus  der  Erzeugung  der  Fläche  durch  eine  bewegte  Gerade  folgt, 
die  zu  ff  benachbarte  Erzeugende  ff^  von  einer  zu  h  benachbarten 
Erzeugenden  Äj  getroffen  werden  u.  s.  f.;  auf  diese  Weise  entsteht 
eine  Doppelkurve.  Daß  aber  eine  Erzeugende  ff  im  allgemeinen 
mehrere  andere  Erzeugende  trifft,  erkennt  man  in  folgender  Weise. 
Eine  beliebige  Ebene  durch  ff  schneidet  die  Fläche  in  einer  Kurve  s, 
die  ff  in  dem  Berührungspunkt  P  der  Ebene  trifft  und  außerdem 
im  allgemeinen  noch  in  mehreren  weiteren  Punkten  Q^,  Qa  •  •  •  •  Durch- 
läuft nun  ein  Punkt  die  Kurve  «,  so  beschreibt  die  ihn  tragende 
Erzeugende  die  Regelfläche.  Passiert  dabei  der  Punkt  die  Lage  P, 
so  passiert  die  zugehörige  Erzeugende  die  Lage  y;  passiert  dagegen 
der  Punkt  eine  der  Lagen  Q^,  Q^  .  .  .  .,  so  nimmt  die  zugehörige 
Erzeugende  Lagen  an,  die  zu  ff  nicht  benachbart  sind,  weil  P  und 
Q.  nicht  benachbart  sind.  Die  Punkte  Q^,  Q^  ....  gehören  somit 
der  Doppelkurve  an. 

Auf  der  Doppelkurve  d  einer  Regelfläche  giebt  es  besondere 
Punkte,  zu  denen  wir  durch  folgende  Überlegung  gelangen.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  von  d  geh^n  zwei  Erzeugende  e^  und  «,, 
welche  auf  einer  ebenen  Schnittkurve  s  der  Regelfläche  die  beiden 
Punkte  E^    und  U^  ausschneiden   mögen.     Liegen   nun  JS^  und  £^ 
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auf  dem  nämlichen  Kurvenzweige  von  s  und  bewegt  sich  P  auf  d^ 
so  durchlaufen  U^  und  U^  den  ganzen  Kurvenzweig.  Denn  ein  Um- 
kehren der  Bewegung  kann  nicht  stattfinden,  da  durch  jeden  Punkt 
Ton  *  nur  eine  Erzeugende  geht  (in  den  Doppelpunkten  kann  jeder 
Zweig  für  sich  betrachtet  werden).  Durchlaufen  hierbei  U^  und  E^ 
die  Kurve  in  entgegengesetzter  Eichtung,  so  giebt  es  gewisse  Lagen, 
für  die  e^  und  e^  zusammenfallen.  Eine  solche  Gerade  wird  Torsal- 
lini e  der  Regelfiäche,  der  zugehörige  Punkt  auf  der  Doppelknrve 
Kuspidalpunkt  genannt.  Die  Fläche  wird  längs  der  Torsallinie 
von  der  nämlichen  Ebene  berührt.  Das  eine  der  beiden  Stücke  der 
Doppelkurve,  die  in  einem  Kuspidalpunkt  zusammenstoßen,  verläuft 
isoliert,  da  keine  reellen  Erzeugenden  durch  seine  Punkte  hindurch- 
gehen. Während  jede  Schnittkurve  durch  den  beliebigen  Punkt  P 
von  d  einen  Doppelpunkt  besitzt,  dessen  beide  Tangenten  in  Ebenen 
liegen,  die  durch  die  Tangente  von  d  in  P  und  die  Erzeugenden  e^ 
resp.  e^  gehen,  schneidet  jede  Ebene  durch  einen  Kuspidalpunkt  die 
Fläche  in  einer  Kurve  mit  Spitze.  Jede  Ebene  durch  eine  Torsal- 
linie berührt  die  Fläche  in  dem  zugehörigen  Kuspidalpunkt;  denn 
alle  übrigen  Punkte  der  Torsallinie  haben  eine  bestimmte  gemein- 
same Tangentialebene.  Jede  Umrißlinie  und  jede  Eigen- 
schattengrenze geht  durch  alle  Kuspidalpunkte  hindurch 
und  berührt  in  ihnen  die  zugehörige  Torsallinie.  Es  folgt 
dieses  einfach  aus  den  Definitionen  dieser  Kurven.  Vielfache  Kurven 
der  Regelfläche  lassen  sich  ähnlich  wie  die  Doppelkurven  unter- 
suchen, wenn  man  jedesmal  nur  zwei  der  Flächenmäntel  durch  die 
vielfache  Kurve  in  Betracht  zieht. 

725.  Wir  wenden  uns  jetzt  der  Erzeugung  der  Eegel- 
flächen  zu.  Die  Zahl  der  Geraden  im  Räume  ist  eine  vierfach 
unendliche.  Demnach  ist  die  Zahl  der  Raumgeraden,  welche  drei 
einfache  Bedingungen  erfüllen,  einfach  unendlich  groß,  d.  h.  diese 
Geraden  sind  die  Erzeugenden  einer  Regelfiäche.  Diese  Bedingungen 
können  von  der  verschiedensten  Art  sein  und  es  möge  einige  hier 
aufgezählt  werden. 

Eine  Regelfiäche  entsteht,  wenn  eine  Gerade  als  Erzeugende 
an  drei  festen  Kurven,  den  Leitkurven,  hingleitet,  wobei  sie  be- 
ständig gemeinsame  Sekante  dieser  Kurven  bleibt.  Legt  man  aus 
einem  Punkte  der  ersten  Leitkurve  Kegelfiächen  durch  die  zweite 
und  dritte,  so  sind  ihre  gemeinsamen  Mantellinien  Erzeugende  der 
Regelfiäche.  Von  den  drei  Leitkurven  kann  auch  eine  unendlich 
fern  gewählt  werden,  d.  h.  es  können  zwei  Leitkurven  und  der 
Richtungi^kegel  der  Regelfiäche  gegeben  sein.     Es  lassen  sich  dann 
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die  Erzeagenden   als   gemeinsame  Mantellinien  zweier  Cylinder  ge- 
winnen. 

An  die  Stelle  der  drei  Leitkurven,  oder  auch  einzelner  der- 
selben können  Leitflächen  treten,  welche  von  den  Erzeugenden  be- 
rührt werden  sollen.  Ist  noch  eine  Leitkurve  vorhanden,  so  kann 
man  von  jedem  ihrer  Punkte  die  Tangentenkegel  an  die  beiden 
Leitflächen  legen,  ihre  gemeinsamen  Mantellinien  bilden  dann  die 
Regelfläche.  Sind  drei  Leitflächen  gegeben,  so  wählt  man  noch  eine 
Gerade  ^,  die  auch  unendlich  fern  sein  kann,  und  bestimmt  die 
Regelfläche  zu  dieser  Geraden  als  Leitlinie  und  zu  zwei  von  den 
gegebenen  Flächen  als  Leitflächen.  Diese  Regelfläche  schneidet 
man  mit  der  dritten  Leitfläche,  dann  sind  die  Tangenten  der  Schnitt- 
kurve, welche  ff  treffen,  Erzeugende  der  gesuchten  Regelfiäche. 
Besitzt  nämlich  der  Punkt  P  der  Schnittkurve  eine  die  Gerade  y 
schneidende  Tangente  t  und  wäre  diese  nicht  gleichzeitig  Tangente 
der  beiden  ersten  Leitflächen,  so  müßten  in  der  Ebene  gi  zwei 
gemeinsame  benachbarte  Tangenten  dieser  beiden  Leitflächen  liegen, 
die  von  P  und  dessen  Nachbarpunkt  ausgingen.  Schneidet  die 
Ebene  fft  beide  Leitflächen  in  gewöhnlichen  Kurven,  so  ist  dieses 
unmöglich,  es  tritt  jedoch  ein,  wenn  sie  eine  von  ihnen  berührt. 
Solche  Tangenten  der  Schnittkurve,  die  mit  ff  eine  Tangentialebene 
von  einer  der  beiden  Leitflächen  bestimmen,  gehören  also  der  ge- 
suchten Regelfläche  nicht  an. 

Eine  Regelfläche  entsteht  auch,  wenn  eine  Gerade  als  Er- 
zeugende an  zwei  festen  Leitkurven  so  hingleitet,  daß  die  von  den 
Leitkurven  auf  der  Geraden  begrenzte  Strecke  konstant  bleibt,  oder 
daß  die  Gerade  eine  der  Leitkurven  unter  konstantem  Winkel 
schneidet.  Lu  ersten  Falle  verlaufen  die  Erzeugenden  von  einem 
Punkt  der  ersten  Leitkurve  nach  denjenigen  der  zweiten,  welche 
auf  einer  Kugel  mit  jenem  Punkt  als  Mittelpunkt  und  mit  der  kon- 
stanten Strecke  als  Radius  liegen.  Im  zweiten  Falle  tritt  an  die 
Stelle  der  Kugel  ein  Rotationskegel,  dessen  Spitze  ein  Punkt  der 
ersten  Leitkurve,  dessen  Achse  die  zugehörige  Tangente  ist  und 
dessen  Mantellinien  den  konstanten  Winkel  mit  ihr  einschließen. 

Eine  Regelfläche  wird  auch  von  den  Normalen  gebildet,  die  auf 
einer  gegebenen  Fläche  in  den  Punkten  einer  gegebenen  Kurve 
errichtet  sind;  man  bezeichnet  sie  als  Normalenfläche. 

726.  Es  mögen  hier  einige  Sätze  über  algebraische  Kurven 
und  Flächen  ohne  Beweis  mitgeteilt  werden,  deren  Beweis  in  der 
analytischen  Geometrie  auf  einige  Fundamentalsätze  der  Algebra 
basiert  wird.    Sie  werden  gelegentlich  hier  und  da  eine  Anwendung 
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linden  y  doch  wird  der  ganze  Verlauf  unserer  Untersuchungen  auch 
beim  Weglassen  dieser  wenigen  Stellen  verständlich  bleiben.  Die 
Algebra  zeigt ,  daß  eine  Gleichung  n.  Grades  n  Wurzeln  besitzen 
muß,  die  teils  reell,  teils  imaginär  sein  können.  Die  imaginären 
Wurzeln  sind  paarweise  konjugiert,  d.  h.  sie  bilden  die  Wurzel- 
paare quadratischer  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten.  Zwei 
Gleichungen  vom  «.  resp.  m,  Grade  mit  zwei  Veränderlichen  besitzen 
jiiM,  drei  Gleichungen  vom  n.,  m,  und  /.  Grade  mit  drei  Veränder- 
lichen besitzen  nml  gemeinsame  Lösungen;  die  auftretenden  ima- 
ginären Lösungen  sind  wieder  paarweise  konjugiert.  Die  Anwen- 
dung dieser  Sätze  auf  Kurven  und  Flächen  ist  es,  um  die  es  sich 
hier  handelt.  Eine  ebene  Kurven.  Ordnung  ist  eine  solche,  die 
von  jeder  Geraden  in  n  Punkten  geschnitten  wird,  die  alle  oder  teil- 
weise imaginär  sein  können.  Die  imaginären  Schnittpunkte  sind 
paarweise  konjugiert  und  können  durch  Kegelschnitte  (oder  Kreise) 
ausgeschnitten  werden,  d.  h.  man  kann  sie  als  die  imaginären,  sich 
selbst  entsprechenden  Punkte  gleichlaufender  involutorischer  Punkt- 
reihen definieren.  Auch  bei  allen  folgenden  Definitionen  und  Sätzen 
können  die  auftretenden  Punkte  oder  Geraden  paarweise  konjugiert 
imaginär  sein,  was  nicht  jedesmal  erwähnt  werden  soll. 

Eine  ebene  Kurve  ist  von  der  k.  Klasse,  wenn  man  von 
jedem  Punkte  k  Tangente  an  sie  legen  kann. 

Eine  Fläche  ist  von  der  n.  Ordnung  und  der  ä.  Klasse, 
wenn  jeder  ebene  Schnitt  von  der  n.  Ordnung  und  jeder  Tangenten- 
kegel von  der  k.  Klasse  ist.  Die  Fläche  schneidet  also  jede  Gerade 
in  ».  Punkten  und  schickt  durch  jede  Gerade  h  Tangentialebenen. 

Eine  Raumkurve  ist  von  der  n,  Ordnung  und  der 
k.  Klasse,  wenn  sie  mit  jeder  Ebene  n  Punkte  gemein  hat  und 
durch  jeden  Punkt  k  Schmiegungsebenen  schickt. 

Ordnung  und  Klasse  einer  Kegelfiäche  sind  zugleich  Ordnung 
und  Klasse  ihrer  Schnittkurven.  Zwei  ebene  Kurven  n.  und  m, 
Ordnung  haben  nm  Punkte,  zwei  Kurven  k.  und  i.  Klasse  haben 
ki  Tangenten  gemein. 

Zwei  Flächen  n,  und  m.  Ordnung  schneiden  sich  in  einer  Raum- 
kurve nm,  Ordnung;  zwei  Flächen  k.  und  L  Klasse  werden  von  einer 
abwickelbaren  Fläche  ku  Klasse  umhüllt. 

Drei  Flächen  «.,  m,  und  /.  Ordnung  haben  nml  Punkte  ge- 
mein; ein  Kurve  v.  Ordnung  und  eine  Fläche  /.  Ordnung  haben  vi 
Punkte  gemein. 

Ordnung  und  Klasse  einer  Regelfläche  sind  einander 
gleich,     man     bezeichnet     diese     Zahl     als     ihren    Grad. 

RoHN  u.  Papferitz.    II.  17' 
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Schneidet  nämlich  eine  Gerade  die  Fläche  in  n  Punkten,  so  geht 
durch  jeden  eine  Erzeugende  derselben,  diese  Erzeugenden  bestimmen 
mit  jener  Geraden  n  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  den  zugehörigen 
Punkten  von  ^  berühren.  Andere  Tangentialebenen  durch  ^  giebt 
es  nicht,  da  jede  eine  Erzeugende  enthalten  muß. 

Jede  Erzeugende  trifft  die  Doppelkurve  in  n— 2  Punkten;  denn 
eine  Ebene  durch  sie  schneidet  die  Fläche  noch  in  einer  Kurve 
(n—l).  Ordnung,  und  von  den  n— 1  Schnittpunkten  der  Kune  mit 
der  Erzeugenden  stellt  einer  den  Berührungspunkt  der  Ebene  dar, 
während  die  übrigen  n— 2  Punkte  der  Doppelkurve  angehören. 

737.  Sind  die  drei  Leitkurven  Cj,  c^.  c^  einer  Regel- 
fläche beziehentlich  von  der  n^,,  n^,  und  Wg.  Ordnung,  so 
ist  die  Begelfläche  von  der  2n^n^n^,  Ordnung  und  die  Leit- 
kurven sind  vielfache  Kurven  beziehentlich  von  der  «j^s-j 
iijTij.  und  Ti^Tig.  Ordnung.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  sich  die 
Leitkurven  nicht  gegenseitig  schneiden.  Zum  Beweis  gehen  wir 
von  einem  Hyperboloid  mit  den  Leitgeraden  g^,  g^^  g^  aus;  die 
Kurve  Cj  schneidet  dasselbe  in  2cj  Punkten,  d.  h.  g^,  9^^  ffz  ^^^  '^i 
haben  2n^  gemeinsame  Sekanten.  Deshalb  ist  die  Regelfläche  mit 
den  Leitlinien  Cj,  y^,  g^  von  der  2wj.  Ordnung,  denn  sie  schneidet 
die  beliebige  Gerade  g^  in  2n^  Punkten.  Diese  Regelfläche  schneidet 
Cg  in  2n^n^  Punkten,  so  daß  Cj,  c^,  g^^  g^  zusammen  2n^n^  Sekanten 
aufweisen;  deshalb  ist  die  Regelfläche  mit  den  Leitlinien  Cj,  Cg,  ,^3 
von  der  2n^n^,  Ordnung,  da  sie  die  beliebige  Gerade  g^  in  2n^n^ 
Punkten  schneidet.  Die  letztgenannte  Regelfläche  trifft  Cg  in  2n^n^n^ 
Punkten,  die  vier  Kurven  Cj,  c^,  Cg,  g^  haben  also  2n^n^n^  gemein- 
same Sekanten,  so  daß  die  Regelfläche  mit  den  drei  gegebenen 
Leitkurven  Cj,  c,,  Cg  den  Grad  2n^n^n^  besitzt.  Durch  jeden  Punkt 
von  Cj  gehen  n^n^  Erzeugende,  es  sind  die  gemeinsamen  Mantel- 
linien der  Kegelflächen  durch  c^  resp.  Cg  mit  dem  gemeinsamen 
Scheitel  auf  Cj. 

Haben  die  Leitkurven  c^  und  Cg  einen  Punkt  gemein,  so  ist  er 
der  Scheitel  eines  Kegels  n^.  Ordnung  mit  Cj  als  Leitkurve;  seine 
Mantellinien  sind  ebenfalls  gemeinsame  Sekanten  der  drei  Kurven 
^1?  ^2'  ^8-  Sehen  wir  von  dieser  Kegelfläche  ab,  so  ist  die  eigent- 
liche Regelfläche  mit  den  Leitkurven  Cj.  c^.  Cg  nur  noch  von  der 
Ordnung  {2n^njfi^  —  n^)\  c^  ist  nur  noch  vielfache  Kurve  von  der 
Ordnung  [n^n^  —  1).  Man  erkennt  hieraus  die  Wirkung  jedes  gemein- 
samen Punktes   zweier  Leitkurven  auf  die  Reduktion  der  Ordnung. 

Als  Beispiel  mag  das  Hyperboloid  dienen;  drei  Kegelschnitte 
^'i>  Äj,  Ag,  die  sich  zu  zwei  und  zwei  je  zweimal  schneiden,  können 
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als  Leitkurven  benutzt  werden.  Die  gemeinsamen  Sekanten  der 
drei  Kegelschnitte  bilden  eine  Fläche  16.  Ordnung,  zu  der  auch 
sechs  Kegelfiächen  2.  Ordnung  gehören,  so  daß  die  eigentliche  Regel- 
fläche nur  noch  von  der  4.  Ordnung  ist.  Es  ist  diese  Fläche  nichts 
anderes,  als  das  doppelt  gezählte  Hyperboloid,  das  einmal  von  den 
Erzeugenden  der  einen  Schar  und  einmal  von  denen  der  andern 
Schar  gebildet  wird. 

Die  Regelfläche  mit  den  Leitkurven  q,  c^,  c^  weist  auf  jeder 
dieser  Kurven  eine  Anzahl  Kuspidalpunkte  auf.  Die  Kuspidal- 
punkte  auf  Cj  werden  durch  die  abwickelbare  Fläche  mit  den  Leit- 
kurven ^2  und  Cg  ausgeschnitten.  Denn  ist  F  ein  solcher  Punkt, 
e  die  Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche  durch  ihn  und  sind 
§3  und  §3  ihre  Schnittpunkte  mit  c^  und  c^;  dann  berührt  die 
Tangentialebene  längs  e  die  beiden  Kurven  c^  und  c^  in  diesen 
Punkten.  Es  giebt  also  durch  P  zwei  unendlich  nahe  gemeinsame 
Sekanten  von  c^  und  Cg,  da  die  Kegel  aus  P  durch  c^  resp.  c^  sich 
längs  e  berühren. 

Wir  wollen  nun  zur  Behandlung  einzelner  Regelflächen  über- 
gehen. 

728.  Das  Konoid,  Umriß  und  Eigenschatten.  Besitzt 
eine  Regelfläche  außer  einer  Leitcurve  c  noch  eine  Leit- 
gerade ^  im  Endlichen  und  eine  unendlich  ferne  Leit- 
gerade, so  heißt  sie  Konoid.  Die  Erzeugenden  des  Konoides 
sind  die  gemeinsamen  Sekanten  von  ^  und  c,  die  einer  bestimmten 
Ebene,  der  Richtebene  parallel  sind;  c  ist  eine  einfache  Kurve 
der  Fläche.  An  die  Stelle  der  I^eitkurve  c  kann  auch  eine  Leit- 
fläche treten.  Man  unterscheidet  gerade  und  schiefe  Konoide,  je 
nachdem  ^  auf  der  Richtebene  senkrecht  steht  oder  nicht. 

Da  hier  alle  asymptotischen  Ebenen  der  Richtebene  parallel 
sind,  so  stehen  die  Tangentialebenen  in  den  Centralpunkten  der  ein- 
zelnen Erzeugenden  auf  derselben  senkrecht.  Die  Striktionslinie  — 
der  Ort  der  Centralpunkte  —  fällt  sonach  mit  dem  scheinbaren 
Umriß  zusammen,  der  sich  bei  senkrechter  Projektion  auf  die  Richt- 
ebene ergiebt.  Die  Tangentialebenen  an  c  parallel  zur  Richtebene 
schneiden  ^  in  den  Kuspidal punkten;  ebenso  schneiden  die  Tan- 
gentialebenen an  c  durch  ^  die  unendlich  ferne  Leitgerade  in  Kuspidal- 
punkten ;  die  zugehörigen  Erzeugenden  sind  Torsallinien  der  Fläche. 
Um  Punkte  des  Umrisses  oder  der  Eigenschattengrenze  zu 
erhalten,  bestimmt  man  auf  jeder  Erzeugenden  den  Berührungspunkt 
der  durch  sie  parallel  zur  Projektions-  oder  Lichtrichtung  gelegten 
Ebene.     Diese  Bestimmung  geschieht  mit  Hilfe   eines  Paraboloides, 
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das  die  Regelfläche  längs  der  betrefiFenden  Erzeugenden  berührt; 
jene  Ebene  berührt  beide  Flächen  in  dem  nämlichen  Punkte.  Führt 
man  das  Paraboloid  ein,  welches  das  Konoid  längs  einer  Erzeu- 
genden e  oskuliert,  so  gehen  die  scheinbaren  Umrisse  beider  Flächen 
durch  den  nämlichen  Punkt  von  e  und  berühren  sich  daselbst;  auch 
ihre  Lichtgrenzen  berühren  sich  in  einem  Punkt  von  e, 

789.    Das  gerade  Kreiskonoid,  seine  Tangentialebenen^ 
das  oskulierende   Paraboloid    (Fig.  466).     Wir   nehmen   seine 


Fig.  466. 

Richtebene  horizontal,  seine  Leitgerade  ^  —  eine  Doppelgerade 
der  Fläche  —  also  vertikal  und  auch  die  Ebene  seines  Leitkreises  k 
möge  vertikal  gestellt  sein.  Diese  machen  wir  zur  Aufrißebene 
TTg,  ff"  möge  k  in  A  und  A^  schneiden,  B  und  £^  seien  die  Punkte 
von  k  mit  horizontaler,  Cund  C\  die  mit  vertikaler  Tangente.    Die 
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J-- Achse  möge  k  in  B^  berühren;  außerdem  benutzen  wir  noch  eine 
Horizontalebene  TT3  durch  den  Mittelpunkt  M  von  k.  Das  Konoid 
soll  nicht  in  seiner  unendlichen  Ausdehnung,  sondern  es  soll  nur 
sein  zwischen  ff  und  k  liegender  Teil  dargestellt  werden.  Die  Er- 
zeugenden durch  C  und  Cj  sind  Torsallinien  der  Fläche;  längs  der- 
selben wird  sie  von  Vertikalebenen  berührt,  also  gehören  GC  und 
6'(7j'  dem  Umriß  in  Tf^  an  {G  erster  Spurpunkt  von  ff).  Ebenso  sind 
die  Erzeugenden  durch  B  und  B^  Torsallinien;  längs  derselben  wird 
die  Fläche  von  Horizontalebenen  berührt,  also  gehören  BH"  und 
^iG"  dem  Umriß  in  Tl^  an  {ir  =  ff''  X  BH',  Bir\\x). 

Die  Parallelebenen  zu  TT,  schneiden  das  Konoid  in  Ellipsen, 
deren  Aufrisse  zu  k  affin  sind,  wobei  ff"  die  Affinitätsachse  bildet. 
Ist  nämlich  d^  die  erste  Spur  einer  solchen  Ebene,  s  ihre  Schnitt- 
kurve, und  triflFt  eine  beliebige  Erzeugende  e  die  Kurven  A,  s  und  ff 
bezüglich  in  den  Punkten  E,  P  und  JD  {I)'=G,  JE2)"\\  x,  F^d^x  GF\ 
so  ist  F'B"\ßiy'  =  FG:EG  eine  konstante,  von  der  Wahl  der  Er- 
zeugenden unabhängige  Größe,  nämlich  gleich  dem  Verhältniß  der 
Abstände  der  Parallelen  d^  und  x  von  G,  Das  beweist  aber  das 
Gesagte;  zugleich  folgt  daraus,  daß  die  Tangenten  von  k  in  E  und 
von  s"  in  P"  sich  in  einem  Punkte  K"  von  ff"  schneiden. 

Die  Erzeugende  durch  P  und  die  Tangente  von  ^  in  P  liegen 
in  der  Tangentialebene  von  P,  ihre  Spurlinie  JF  in  TT3  ist  parallel 
zu  E'G  und  geht  durch  den  in  TT3  liegenden  Spurpunkt  J  der  Tan- 
gente von  *  (y  =  TT,  X  TTj,  J"  ==  K"F'  x  y,  J'F  \\  GE').  Man  kann 
die  Tangente  von  ä  in  P  auch  durch  folgende  Überlegung  gewinnen. 
Alle  horizontalen  Geraden,  die  ff  und  die  im  Punkte  E,  an  den 
Kreis  k  gelegte  Tangente  treffen,  liegen  auf  einem  Paraboloide,  das 
die  Regelfläche  längs  der  Erzeugenden  DE  berührt;  zu  diesen  hori- 
zontalen Geraden  gehört  auch  die  in  K"  auf  TT,  senkrechte  Gerade. 
Die  andere  Schar  von  Erzeugenden  des  Paraboloides  sind  zu  TT, 
parallel,  zu  ihnen  gehört  auch  die  Tangente  von  s  in  P;  ihre  Auf- 
rißprojektion muß  folglich  durch  K"  gehen. 

Ist  umgekehrt  eine  Ebene  durch  die  Erzeugende  DE  gegeben 
und  soll  ihr  Berührungspunkt  gefunden  werden,  so  suche  man  ihre 
Spurlinien  in  TT,  und  TT3,  etwa  EF  und  tTF'  \\  GE\  schneide  die 
Tangente  im  Punkte  E  von  k  mit  /'  in  K"  und  ziehe  K'T"  \\  EF, 
dann  ist  P"  der  Aufriß  des  gesuchten  Punktes. 

Das  die  Regelfläche  längs  e  oskulierende  Paraboloid  hat 
ebenfalls  eine  Schar  horizontaler  Erzeugenden,  die  andere  Schar 
wird  von  den  Haupttangenten  in  den  Punkten  von  e  gebildet.  Zu 
diesen  gehört  die  Gerade  ff,  deshalb  sind  die  ersten  Projektionen 
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jener  Haupttangenten  parallel  und  es  genügt  die  Bestimmung  der 
Haupttangente  im  Punkte  E  von  k,  Sie  liegt  in  der  zugehörigen 
Tangentialebene  T,  deren  zweite  Spur  die  Tangente  ET  von  k  ist 
(T  =  ET  X  y)  und  deren  dritte  Spur  TU  durch  T  parallel  zu  e  läuft 
{T  auf  .r,  T V  \\  e).  Wir  gelangen  nun  zur  Haupttangente  ^  in  ^ 
durch  folgenden  Grenzprozeß.  Der  Büschel  der  Ebenen  durch  e  ist 
projektiv  zur  Reihe  ihrer  Berührungspunkte  auf  e  (722)  und  zu  dem 
Büschel  ihrer  zweiten  Spurlinien,  also  auch  zu  der  Reihe  ihrer 
Schnittpunkte  mit  k  (323).  Zieht  man  in  einer  Ebene  Z  jenes  Büschels 
die  Verbindungslinie  v  ihres  Berührungspunktes  und  ihres  Schnitt- 
punktes mit  Ä,  so  berührt  sie  die  Fläche  in  ersterem  und  schneidet  sie 
in  letzterem.  Dreht  sich  Z  um  e  bis  sie  in  die  Lage  T  kommt,  so  be- 
wegt sich  i;  derart,  daß  ihr  Berührungs-  und  ihr  Schnittpunkt  gleich- 
zeitig nach  E  rücken;  v  geht  also  in  die  Haupttangente  t  von  E  über. 
Die  Geraden  v  verbinden  aber  entsprechende  Punkte  der  projektiven 
Punktreihen  auf  e  und  L  Projiziert  man  nun  die  auf  k  liegende 
Punktreihe  aus  einem  beliebigen  Punkte  von  k  auf  ET,  so  ist  auch 
die  Punktreihe  auf  ^T  projektiv  zu  der  Reihe  auf  c;  diese  Reihen  sind 
sogar  perspektiv,  da  ihr  gemeinsamer  Punkt  E  sich  selbst  entspricht. 
Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Reihen  auf  e  und 
ET  laufen  somit  alle  durch  den  nämlichen  Punkt,  er  liegt  auf  der 
Haupttangente  t  Die  Grenzlage  der  Geraden  durch  entsprechende 
Punkte  von  e  und  ET  tällt  nämlich  mit  der  Grenzlage  der  Geraden 
durch  entsprechende  Punkte  von  e  und  k  zusammen.  Denn  der  Ab- 
stand der  entsprechenden  Punkte  von  k  und  ET  wird  unendlich  klein 
von  der  2.  Ordnung ,  wenn  ihre  Abstände  von  E  unendlich  klein 
von  der  1.  Ordnung  werden.    Gleiches  gilt  auch  für  die  Projektionen. 

Den  Punkten  -D",  E  und  oc  von  e"  entsprechen  die  Punkte 
A\,  E  und  Tvon  k  {EX=e",  EX^  \\g").  Projizieren  wir  die  letzteren 
aus  E^  auf  ET  [EE^  Durchmesser  von  ä),  so  erhalten  wir  die  Punkte 
r^,  /;  und  Y^  {ET^  =  2E%  EY^  =  2EY,  wenn  Y  =  ET  x  BB^  ist). 
T^D"  und  die  Parallele  zu  e"  durch  Y^  schneiden  sich  dann  in 
einem  Punkte  von  t".  Da  in  der  Figur  dieser  Schnittpunkt  zu  weit 
hinausfällt,  wurde  T  mit  dem  Mittelpunkte  Q"  von  lJ"E  verbunden  und 
diese  Gerade  mit  der  Parallelen  zu  e'  durch  Y  in  F"  geschnitten. 
EV"  =  t"  ist  der  Aufriß  der  Haupttangente  t\  ihr  Grundriß  ist 
t'  =  E'V\  wo  r  der  Schnittpunkt  von  T'q  mit  der  Parallelen  zu  e 
durch  B^  ist  [Q'G=  Q'E'),  In  der  Figur  ist  noch  der  dritte  Spurpunkt 
(/  von  t  eingetragen  (£/"  =  t"  x  y,   V  =  f'  x  Tl\  TV  \\  e\  V'V  J.  x\ 

730.     Eigenschatten    beim    geraden    Kreiskonoid.      Die 
vorausgehenden  Darlegungen  setzen  uns  in  den  Stand,  jetzt  unmittel- 
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bar  Punkte  und  Tangenten  der  Eigenschattengrenze  u  anzugeben. 
Ist  /  die  Lichtstrahlrichtung  und  wollen  wir  auf  der  Erzeugenden 
DE  [I/'E,  GE')  den  Punkt  von  u  finden,  so  legen  wir  durch  L^I/',  G) 
den  Lichtstrahl  und  zeichnen  seinen  zweiten  Spurpunkt  L^j  dann 
ist  EL^  die  zweite  und  E^J'  die  dritte  Spurlinie  einer  Ebene 
{EL^  X  y  —  E\  F'J'  II  e\  deren  Berührungspunkt  P  auf  der  Licht- 
grenze liegt  und  wie  oben  gefunden  wird  (^Ä"  tangiert  ä,  Z"P"||i^'Zj). 
Die  Lichtgrenze  berührt  nach  724  die  vier  Torsallinien  in  ihren 
Kaspidalpunkten ,  sie  besteht  also  aus  zwei  Teilen.  Der  eine  Teil 
liegt  zwischen  den  Erzeugenden  durch  B  und  (7,  berührt  erstere  in 
H  und  nähert  sich  der  andern  asymptotisch;  der  zweite  Teil  liegt 
zwischen  den  Erzeugenden  durch  B^  und  C^  und  verhält  sich  analog. 
Die  Aufrisse  «"  beider  Teile  nähern  sich  der  Geraden  y  asymptotisch. 

Um  die  Tangente  der  Lichtgrenze  «  in  P  zu  finden,  suchen 
wir  zunächst  die  Haupttangente  PN  in  P  in  der  vorher  geschilderten 
Weise  (P'iV  ||  (\  Nach  528  wird  aber  der  Winkel  zweier  Kurven 
durch  P,  von  denen  die  eine  der  Schlagschatten  der  andern  ist, 
durch  die  Lichtgrenze  und  den  Lichtstrahl  harmonisch  geteilt. 
Nun  fällt  der  Schatten  von  e  auf  die  Schnittkurve  der  Fläche  mit 
der  durch  e  gelegten  Lichtebene  und  diese  Kurve  wird  von  der 
Haupttangente  berührt.  Folglich  wird  der  Winkel  der  Geraden  e 
und  PxV  durch  P0(||  l)  und  die  Tangente  PS  von  u  harmonisch  ge- 
teilt; auch  ihre  dritten  Spurpunkte  auf  JF  liegen  harmonisch. 
Da  aber  der  Spurpunkt  von  «  unendlich  fem  ist,  so  vsXN'S' ^N'O^^ 
wenn  0  den  dritten  Spurpunkt  von  FO  und  S  den  der  gesuchten 
Tangente  PS  bedeutet.  Somit  ist  die  Tangente  P'S'  von  t/  ge- 
funden ;  durch  Lotung  von  8'  auf  y  als  S''  ergiebt  sich  die  Tangente 
P"Ä"  von  u\  Der  Schlagschatten  u^  der  Fläche  auf  TTi  umhüllt 
die  Schatten  der  Erzeugenden. 

Das  gerade  Konoid  findet  praktische  Anwendung  als  Wölb- 
fläche  des  Eingangs  in  einen  runden  Turm  oder  in  ein 
Kuppelgewölbe.  Seine  Bichtebene  ist  dann  horizontal,  seine  Leit- 
linie vertikal  und  fällt  mit  der  Aohse  des  Cylinders  oder  dem 
vertikalen  Durchmesser  der  Kugel  zusammen.  Die  Wölbfläche  kann 
als  Stück  eines  Kreiskonoides  gewählt  werden,  dessen  Leitkreis  un- 
gefähr in  der  Mitte  der  Wölbfläche  liegt;  sie  wird  dann  von  zwei 
Cylinder-  resp.  Kugelschnitten  begrenzt,  die  sich  sehr  einfach  be- 
stimmen lassen.  Auch  können  einfache  Leitkurven  auf  der  äußeren 
Cylinderfläche  des  Turmes  resp.  auf  der  inneren  Fläche  des  Kuppel- 
gewölbes angenommen  werden.  Ist  die  Leitkurve  der  Wölbfläche 
beim  Eingange  in  den  runden  Turm  eine  auf  die  äußere  Cylinder- 
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fläche  aufgewickelte  Ellipse,  deren  eine  Achse  vertikal  steht,  oder 
ein  Kreis,  so  ist  auch  die  auf  der  inneren  Cylinderfläche  liegende 
Kurve  der  Wölbfläche  eine  aufgewickelte  Ellipse,  deren  vertikale 
Achse  mit  jener  von  gleicher  Länge  ist. 

731.  Das  schiefe  Kreiskonoid,  Schnitte  und  Tangential- 
ebenen, seine  Striktionslinie  (Fig.  467).  Wir  wählen  wieder 
seine  Richtebene  horizontal  und  die  Ebene  des  Leitkreises  k  vertikal ; 
sie  sei  zugleich  Aufrißebene,  während  die  Grundrißebene  den  Kreis 


im  tiefsten  Punkte  £^  berühren  mag.  Die  Leitgerade  ff  —  Doppel- 
gerade der  Fläche  —  habe  eine  beliebige  Lage;  BB^  und  CC^  seien 
vertikaler  und  horizontaler  Durchmesser  von  ä.  In  der  Figur  ist 
nur  das  Stück  der  Fläche  zwischen  Leitkreis  und  Doppelgeraden 
dargestellt.  Der  umriß  unserer  Fläche  in  TTj  besteht  aus  k,  g"  und 
den  Projektionen  BH"  und  B^G"  der  Torsallinien  ^Ä' und  ^^6^  auf 
ihr.  Der  scheinbare  umriß  unserer  Fläche  in  TTi  ist  die  gemein- 
same Hüllkurve  der  ersten  Projektionen  aller  Erzeugenden;  der  zu- 
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gehörige  wahre  Umriß  ist  nach  728  die  Striktionslinie  u  der  Regel- 
fläche.  In  der  Figur  sind  die  Projektionen  u'  und  «"  eingezeichnet; 
die  Bestimmung  von  Punkten  und  Tangenten  dieser  Kurven  findet 
sich  weiter  unten.  Nach  724  berührt  u  die  vier  Torsallinien  der 
Fläche  in  den  zugehörigen  Euspidalpunkten.  Zwei  dieser  Torsal- 
linien gehen  durch  die  Punkte  B  und  -Bj,  die  beiden  anderen  durch 
die  Punkte  Z  und  Lj  von  k.  Die  letzteren  sind  die  Berührungs- 
punkte der  beiden  Tangentialebenen,  die  man  durch  ^  an  ^  legen 
kann.  Die  Tangenten  von  k  in  diesen  Punkten  gehen  also  durch  den 
zweiten  Spurpunkt  /  von  ^,  d.  h.  £  und  L^  werden  auf  k  von  dem 
Kreise  mit  dem  Durchmesser  JM  ausgeschnitten.  In  der  Figur  ist 
der  Mittelpunkt  Z  dieses  Kreises  gezeichnet,  da  /unerreichbar  ist; 
er  liegt  auf  einer  Senkrechten  zur  x- Achse  durch  die  Mitte  von 
£^J'  und  auf  einer  Parallelen  zu  ^"  durch  die  Mitte  von  MÄ"{MÄ'\\  x, 
A  auf  g\  u  besteht  hiemach  aus  zwei  Ästen;  der  eine  beginnt 
in  C  und  berührt  BU"  in  Ä",  seine  Fortsetzung  über  H"  hinaus 
hat  eine  zu  x  parallele  Asymptote  durch  Zj,  seine  Fortsetzung  über 
C  hinaus  hat  eine  zu  x  parallele  Asymptote  durch  L,  Der  andere 
Ast  beginnt  in  C^  und  berührt  B^G"  in  G'\  seine  Fortsetzungen 
nähern  sich  asymptotisch  den  nämlichen  Geraden  wie  beim  ersten 
Ast.  Die  beiden  Aste  von  u  berühren  CA  in  C  und  BW  in  R' 
resp.  C^Ä  in  C^  und  B^G  in  G.  Die  ersten  Projektionen  der 
beiden  Erzeugenden  durch  L  und  L^  sind  gemeinsame  Asymptoten 
der  Aste  von  u. 

Um  die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  einer  Erzeugenden  e 
zu  konstruieren,  benutzen  wir  ein  Paraboloid,  dessen  eine  Schar 
zu  TTj  parallel  ist  und  dessen  andere  Schar  die  Geraden  g  und  ET 
enthält,  wo  ET  die  Tangente  von  k  im  Punkte  E=  kxe  ist.  Das 
Paraboloid  berührt  unsere  Fläche  längs  ^,  hat  also  in  den  Punkten 
von  e  die  nämlichen  Tangentialebenen  wie  diese.  Die  Tangential- 
ebene in  einem  Punkte  P  von  e  enthält  sonach  die  durch  ihn 
laufende  zweite  Erzeugende  des  Paraboloides.  Alle  Erzeugenden 
der  zweiten  Schar  projizieren  sich  aber  im  Aufriß  als  Geraden  eines 
Büschels  mit  dem  Scheitel  K  =  g'  x  ET\  ihre  ersten  Spurpunkte 
liegen  auf  GT{1  =  :r  x  ET),  denn  GT  ist  eine  Erzeugende  der  ersten 
Schar.  Ist  also  P  (P',  P")  gegeben,  so  enthält  seine  Tangentialebene 
die  Gerade  PS  mit  dem  ersten  Spurpunkte  S  {&'  =  x  x  P"K, 
S"S  J.  o:,  Ä  =  GTxS"S)\  ihre  erste  Spur  geht  durch  S  parallel  zu  e. 
Ist  umgekehrt  eine  Ebene  durch  e  gegeben,  so  schneide  man  ihre 
erste  Spur  mit  GT  in  Ä,  suche  S"  auf  x  und  schneide  S"K  mit  e" 
in  P",  dann  ist  P  der  zugehörige  Berührungspunkt.     In  der  Figur 
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ist  die  Vertikalebene  durch  e  benutzt,  so  daB  Ä=  e  x  Gl^  und  P  ein 
Punkt  des  wahren  Umrisses  u  —  der  Striktionslinie  —  wird. 

Alle  Haupttangenten  unseres  Konoides  in  den  Punkten  einer 
Erzeugenden  e  bilden  die  zweite  Schar  eines  oskulierenden  Para- 
boloides,  dessen  erste  Schar  aus  Parallelen  zu  TTi  besteht.  Dieses 
Paraboloid  ist  bestimmt  durch  zwei  Erzeugende  der  zweiten  Schar, 
nämlich  die  Gerade  ff  und  die  Haupttangente  n  in  E  ^  e  x  k^  die 
alsbald  konstruiert  werden  soll.  Da  von  den  Erzeugenden  der 
ersten  Schar  eine  auf  TTg  senkrecht  steht,  so  projizieren  sich  alle 
Erzeugenden  der  zweiten  Schar  im  Aufriß  als  ein  Büschel  mit 
dem  Scheitel  F  =  /'  x  n",  und  es  ist  F'F  der  Aufriß  der  Haupt- 
tangente in  P. 

Die  Tangente  von  m  in  P  teilt  aber  zusammen  mit  der  Verti- 
kalen durch  P  den  Winkel  der  Geraden  e  und  der  Haupttangente 
harmonisch,  vergl.  528  u.  730.  Zeichnet  man  also  irgend  eine 
vertikale  Strecke,  deren  Endpunkte  auf  e'  und  PP"  liegen,  so  geht 
die  Tangente  von  u"  in  P"  durch  den  Mittelpunkt  dieser  Strecke 
(sie  ist  in  der  Figur  strichpunktiert). 

Die  Tangentialebenen  in  E,  B  und  oo  haben  die  Geraden  El\ 
^/ und  EXi^x)  zu  ihren  zweiten  Spuren,  und  diese  schneiden  k 
in  den  Punkten  E^  Y  und  X  Diese  projizieren  wir  aus  einem 
Punkte  von  A,  etwa  (7,  auf  die  Gerade  ET  und  erhalten  die  Punkte 
E,  Y^  und  X^,  Dann  ist  die  Reihe  E,  i?,  oo,  .  .  .  auf  e  perspektiv 
zu  der  Reihe  E,  Y^y  X^  .  .  .  auf  ET^  und  es  schneiden  sich  die 
Gerade  BY^  und  die  Parallele  zu  e  durch  X^  in  einem  Punkte  Q 
von  n  (729).  In  der  Figur  ist  die  Konstruktion  im  Aufriß  durch- 
geführt und  §"  als  Schnittpunkt  von  I/'Y^  mit  der  Parallelen  zu  e' 
durch  X^  gefunden  («"  =  EQ!'),  Lotet  man  die  Punkte  Y^  und  X^ 
auf  die  j:-Achse,  verbindet  den  ersteren  mit  1/  und  zieht  durch  den 
letzteren  eine  Parallele  zu  e,  so  schneiden  sich  diese  Linien  im 
Punkte  Q'  von  n\  In  der  Figur  ist  N"  ^ii'  x  x  und  daraus  der 
erste  Spurpunkt  iV  von  n  bestimmt  worden  (iV^"iV_Lar,  Tli^e\  Will 
man  im  Punkte  C  die  Haupttangente  zeichnen,  so  hat  man  zu  C,  A 
und  00  die  entsprechenden  Punkte  von  k  zu  suchen,  sie  liegen  in 
6',  k  X  CJ  und  Cy  Diese  Punkte  sind  nun  aus  einem  beliebigen 
Punkte  von  k  auf  die  Tangente  von  k  im  Punkte  C  zu  projizieren. 
Als  Centrum  dieser  Projektion  können  wir  aber  nicht  mehr  C 
nehmen,  sondern  irgend  einen  anderen  Punkt,  etwa  k  x  CJ.  Die 
Konstruktion  ist  in  der  Zeichnung  nicht  durchgeführt,  es  sind 
aber  in  C  und  C^  die  Aufrisse  der  bezüglichen  Haupttangenten  an- 
gegeben  (als  gestrichelte  Linien).      Ferner   ist   noch   die   Tangente 
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von  w"  in  C  eingezeichnet  (als  strichpunktierte  Linie);  sie  geht  durch 
den  Mittelpunkt  einer  beliebigen  vertikalen  Strecke,  deren  Endpunkte 
auf  CA''  und  dem  Aufriß  der  Haupttangente  des  Punktes  C  liegen. 
783.  Auf  die  Konstruktion  der  Schnittkurve  des  Konoides 
mit  einer  beliebigen  Ebene  braucht  hier  nicht  näher  eingegangen 
zu  werden,  da  nach  dem  Vorausgehenden  die  Bestimmung  ihrer 
Punkte  auf  den  einzelnen  Erzeugenden  und  der  zugehörigen  Tan- 
genten auf  der  Hand  liegt.  Es  soll  hier  nur  gezeigt  werden,  daß 
auf  dem  schiefen  Konoid  ein  System  von  Kegelschnitten 
liegt,  dem  der  Leitkreis  k  angehört  Zieht  man  nämlich  in 
der  Ebene  des  Leit- 
kreises k  eine  Parallele  i 
zur  Richtebene,  welche 
die  Doppelgerade  ^^ 
trifft  (sie  geht  also  durch 
den  zweiten  Spurpunkt 
J  von  ff  parallel  zur 
JT- Achse),  so  schneidet 
jede  Ebene  durch  i  das 
Konoid  in  einem  Kegel- 
schnitte. Zum  Beweise 
diene  Fig.  468,  in 
der  die  Buchstaben 
die  gleiche  Bedeutung 
haben,  wie  in  Fig.  467. 
P  ist  ein  beliebiger 
Punkt  des  Konoides ; 
die  Ebene  iP  schneidet 
dasselbe  in  einer  Kurve  c  durch  P,  die  wir  näher  untersuchen 
wollen.  Dabei  bedienen  wir  uns  eines  Kegels  mit  dem  Basiskreise 
k  und  dem  Scheitel  A  auf  ff  {MA''\\i);  die  Ebene  iP  schneidet  ihn 
in  einem  Kegelschnitte  Cj  und  seine  Mantellinie  AU  im  Punkte  P^ 
von  Cj.  Offenbar  liegt  JP  in  den  beiden  Ebenen  iP  und  ffP;  in 
der  letzteren  liegen  aber  JSD  und  £A,  folglich  ist  P^  =^  JP  x  EA, 
Durch  A"  als  Centrum,  i  als  Achse  und  zwei  entsprechende  Punkte 
E  und  Pj"  ist  eine  Perspektive  Beziehung  definiert,  in  der  dem 
Kreise  k  der  Kegelschnitt  c/'  entspricht.  Zu  jedem  Punkte  des 
ersten  Systems,  dem  k  angehört,  ergiebt  sich  ein  Punkt  des  zweiten 
Systems,  dem  c^'  angehört.  Entsprechen  sich  z.  B.  F  und  Q^",  so 
schneiden  sich  EF  und  P/'^/'  auf  i  und  FQ^'  geht  durch  A'\  Zu 
je  zwei  entsprechenden   Punkten   dieser   beiden   Systeme  läßt  sich 


Fig.  468. 
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nun  ein  Punkt  eines  dritten  Systems  konstruieren,  indem  man  durch 
den  Punkt  des  ersten  Systems  eine  Parallele  zu  i,  durch  den  des 
zweiten  Systems  eine  Gerade  durch  /  zieht.  So  ergiebt  sich  -P" 
aus  H  und  P/'  {EF'\\i,  F('F"  durch  /),  ebenso  Q"  aus  i?' und  Q/' 

(^«"  II  h  Qi"«"  durch  /). 

Zeigen  wir  nun  noch,  daß  das  zweite  und  dritte  System  per- 
spektiv  sind,  so  muß  die  Kurve  c"  des  dritten  Systen^s,  d.  h.  die 
Projektion  der  Schnittkurve  c  des  Konoides  und  der  Ebene  Pi,  ein 
Kegelschnitt  sein,  da  sie  zu  dem  Kegelschnitte  c('  perspektiv  ist. 
Beschreibt  aber  E  auf  einer  beliebigen  Geraden  EF  eine  Punkt- 
reihe, so  beschreibt  der  entsprechende  Punkt  P/'  des  zweiten  Systems 
eine  dazu  projektive  Punktreihe  auf  F('Q,^\  Die  Punkte  der  ersten 
Reihe  verbinden  wir  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  von  i,  die 
der  zweiten  Reihe  mit  /  und  erhalten  so  zwei  projektive  Strahl- 
büschel. Da  aber  in  diesen  Büscheln  i  sich  selbst  entspricht,  so 
sind  sie  perspektiv  und  ihre  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich 
in  Punkten  einer  Geraden.  Beschreibt  also  E  eine  Punktreihe  EF, 
so  beschreiben  sowohl  P/',  als  auch  P"  dazu  projektive  Punktreihen, 
nämlich  P/'Q/'  nnd  •  P"Q".  Das  zweite  und  dritte  System  sind 
somit  perspektiv,  J  ist  das  Centrum,  MÄ"  die  Achse  dieser  Per- 
spektive; denn  die  Punkte  von  MÄ"  entsprechen  sich  selbst  in  beiden 
Systemen  (Pi"§i"xP"Q"  liegt  auf  jlf^").  Damit  ist  bewiesen,  daß  c" 
und  folglich  auch  c  ein  Kegelschnitt  ist.  Zur  Konstruktion  von 
c"  können  die  eben  geschilderten  Perspektiven  Beziehungen  benutzt 
werden. 

733.  Das  Plücker'sche  Konoid,^  seine  Tangential- 
ebenen, das  oskulierende  Paraboloid. 

Sind  e  und  e^  zwei  beliebige  Geraden  und  ist  a  ihre  gemein- 
same Normale,  dann  gehören  alle  Geraden,  die  a  und  je  eine  gemein- 
same Sekante  von  e  und  e^  senkrecht  schneiden,  dem  Plücker'schen 
Konoid  an.  Wir  wählen  a  vertikal,  dann  sind  die  Erzeugenden  des 
Konoides  horizontal  und  ihre  ersten  Projektionen  gehen  durch  den 
ersten  Spurpunkt  A  von  a  {e  x  e(  =  Ä)  Fig.  469.  Sind  P  und  Pj 
beliebige  Punkte  von  e  und  «j,  dann  ist  die  gemeinsame  Normale  f 
von  a  und  FF^  eine  Erzeugende  {f'  durchs,  fl^FP^,  Q'^fxFP^') 
und  es  ist:  FE.FE^  =  Q'P' :  Q'P^'  =  isrngfe :  tang  fe^ ,  wenn  E,  E^,  F 
die  Schnittpunkte  von  e,  e^,  f  mit  a  sind.  Hierdurch  ist  aber  die 
Lage  von  f  bestimmt.     Ändert  man  die  Lagen  von  P  und  Pj  auf  e 


^  Diese  Fläche  wurde  von  Plücker  in  seiner  Theorie  der  linearen  Komplexe 
behandelt  und  spielt  in  der  Theorie  der  Schraubenbewegung  eine  besondere  Rolle. 
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und  e^  so,  daß  PEiP^E^  konstant  bleibt,  so  besitzen  alle  diese 
Geraden  die  nämliche  Normale  /'.  Man  kann  ersichtlich  alle  Er- 
zeugenden des  Konoides 
erhalten,  wenn  man  P  fest 
läßt  und  nur  Pj  auf  e^ 
variiert;  dabei  gelangt  man 
auch  zu  den  Erzeugenden 
e  und  e^.  Zu  den  Erzeu- 
genden gehören  auch  zwei 
Geraden  m  und  n,  deren 
Projektionen  m'  und  vl  die 
Winkel  von  e  und  e^'  hal- 
bieren (m'_L  «');  sie  gehen 
durch  den  Mittelpunkt  0 
der  Strecke  EE^,  der  zu- 
gleich als  Mittelpunkt 
der  Fläche  bezeichnet 
wird. 

Je  zwei  Erzeugende  /' 
und  /J,  die  mit  m  (oder  vi) 
gleiche  Winkel  bilden, 
treflfen  a  in  zwei  Punkten  F  Fig.  469. 

und  F^,  die  von  0  gleichen 

Abstand  haben,  da  offenbar  FE:FE^  =  F^E\:F^E  ist.  Sind  /*  und  ff 
zwei  Erzeugende,  zwischen  denen  die  Beziehung  L.fm==  i_ng  be- 
steht, so  treffen  sie  a  in  dem  nämlichen  Punkte  F  =  G.  Denn  setzen 
wir  l_me=^  —  jLme^=t  und  l^fm=  l_ng  ^^y,  so  ist:  FE :  FE^ 
=  tang  fe:  tang  fe^  und  GE:  GE\  =  tang  ffe :  tang  ffe^;  die  rechten 
Seiten  beider  Relationen  sind  aber  gleich  tang  (;'  +  6):tang  (/—€), 
also  fallen  F  und  G  zusammen.  Sind  speziell  t  und  t^  die  beiden 
Erzeugenden  der  Fläche,  die  mit  m  und  n  Winkel  von  45®  ein- 
schließen (/  _L  t^),  so  ist  l_tm=i  i_  nt  und  ebenso  JL  t^m  =  Z_  «^i, 
d.h.  durch  T=  t  x  a  und  T^  =^  t^  x  a  geht  nur  je  eine  einzige 
Erzeugende  der  Fläche  (eigentlich  je  zwei  unendlich  nahe).  Die 
Gerade  a  ist  eine  Doppelgerade  des  Konoides  und  heißt 
seine  Achse,  T  und  T^  sind  Kuspidalpunkte,  t  und  t^  Torsal- 
linien  auf  ihm. 

Wir  sind  ursprünglich  von  den  beiden  Erzeugenden  e  und  e^ 
ausgegangen;  ganz  die  gleiche  Rolle  können  bei  der  Definition 
unserer  Fläche  auch  irgend  zwei  andere  Erzeugende  spielen,  die 
mit  m  (oder  n)  gleiche  Winkel  bilden.    Insbesondere  kann  man  von 
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den  rechtwinkligen  Erzeugenden  t  und  t^^  ausgehen;  jede  Gerade 
gehört  dann  der  Fläche  an,  die  a  und  eine  gemeinsame  Sekante 
von  t  und  t^  rechtwinklig  schneidet.  Durch  Änderung  der  Sekante 
erhält  man  andere  und  andere  Erzeugende.  Der  Beweis  für  die 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist  durch  eine  einfache  Rechnung  zu 
erbringen  und  mag  hier  übergangen  werden. 

734.  Wir  wollen  nun  durch  eine  beliebige  Erzeugende  f  eine 
Ebene  Z  legen  und  ihre  Schnittkurve  mit  dem  Konoid  untersuchen. 
Dazu  benutzen  wir  zwei  horizontale  Projektionsebenen  TTj  und  TTg, 
die  wir  durch  t  und  t^  legen.  Bilden  «i  11*8(11/1  ^i®  erste  und 
dritte  Spurlinie  von  Z  und  ist  Z^=s^x  t,  L^  =  s^xt^,  so  ist  -ti-Cg 
eine  Gerade  der  Ebene  Z  und  schneidet  die  Erzeugende  flu  einem 
Punkte  Q,  Nun  geht  gemäß  der  Definition  des  Konoides  durch  Q 
eine  Gerade,  die  t  und  ^  schneidet  und  auf /"senkrecht  steht.  Das 
kann  aber  keine  andere  Gerade  sein,  als  die  Gerade  Xi-ij»  ^^  3^ 
t  und  t^  windschief  zu  einander  sind.  Folglich  ist  L^L^  l_f  und 
Ij\I^\  A-f't  f  ist  eine  Hauptlinie  und  -Cj-Cj  eine  Falllinie  von  Z. 
Über  L^L^  als  Durchmesser  zeichnen  wir  jetzt  einen  Kreis  h!\  dieser 
geht  durch  Ä  (da  t  _L  ^i')  und  ist  die  Projektion  der  gesuchten 
Schnittkurve.  Zum  Beweise  zeigen  wir,  daß  X'  ==  x  x  V  die  Pro- 
jektion des  Schnittpunktes  der  Ebene  Z  mit  der  beliebigen  Er- 
zeugenden i  ist.  Dazu  errichten  wir  in  X'  eine  Normale  auf  T, 
welche  die  Geraden  ^',  t^^  s^  s^  der  Reihe  nach  in  iV^',  iVy,  B^'jB^' 
schneiden  mag.  Dann  sind  N^  auf  t  und  N^  auf  t^  der  erste  und 
dritte  Spurpunkt  einer  Geraden  durch  X  (Definition  des  Konoides) ; 
ferner  bilden  B^  auf  s^  und  R^  auf  s^  den  ersten  und  dritten  Spur- 
punkt einer  zweiten  Geraden.  Beide  Geraden  N^N^  und  B^R^ 
schneiden  sich  im  Punkte  X,  falls  die  Relation:  A\'X' :  B^'X' 
=  iVg'Z' :  Äg'X'  erfüllt  ist.  In  den  ähnlichen  Dreiecken  XX/iV/ 
und  X'L^A  sind  X/Ä/  und  Xg'r  homologe  Linien  (7=2"  x  X/Xg'), 
demnach  ist:  N^X  xB^'X'  =  AT  :YX\  Ebenso  sind  L^B^'  und 
L\Y  homologe  Linien  in  den  ähnlichen  Dreiecken  X'L^I\\'  und 
XL^A,  also  ist:  A^'X'iB^T  =  AX'.YX.  Aus  beiden  Relationen 
ergiebt  sich  die  obige  und  daraus  folgt,  daß  der  Punkt  X  bm{  B^B^, 
d.  h.  in  der  Ebene  Z  liegt.  Wir  können  dieses  Resultat  folgender- 
maßen aussprechen,  indem  wir  die  Achse  a  des  Konoides,  seinen 
Mittelpunkt  0  und  die  Erzeugenden  m  und  n  durch  diesen  zu 
Grunde  legen. 

Jede  Ebene  durch  eine  beliebige  Erzeugende  f  des 
Plücker'sclien  Konoides  schneidet  dasselbe  noch  in  einem 
Kegelschnitt,    der   sich    auf    eine   Normalebene    zu    seiner 
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Achse  als  Kreis  projiziert.  Dieser  Kreis  berührt  die  Pro- 
jektion derjenigen  Erzeugenden  <7,  die  sich  mit /' auf  der 
Achse  schneidet. 

In  dem  Punkte  f  X  f/  der  Achse  a  giebt  es  nämlich  die  beiden 
Tangentialebenen  af  und  äff  an  die  beiden  Flächenmäntel,  die  sich 
längs  a  durchschneiden.  Die  Schnittlinie  der  Ebenen  a^  und  Z  ist 
somit  eine  Tangente  der  in  Z  liegenden  Schnittkurve  und  r/'  eine 
Tangente  von  k\  Daraus  folgt  auch  noch,  daß  der  Mittelpunkt 
Jl/'  von  Ä'  auf  /;'  liegt  (z.  m'f  =  z.  //w'  =  Z.  /«)• 

736.  Die  Haupttangenten  der  Fläche  in  den  Punkten 
einer  beliebigen  P]rzeugenden  /*  projizieren  sich  auf  eine 
Normalebene  zur  Achse  als  Parallelen,  die  mit  /'  den 
gleichen  Winkel  einschließen  wie  die  Erzeugende  ^,  welche 
sich  mit  /'  auf  der  Achse  schneidet.  Es  ist  das  nach  dem 
Vorangehenden  unmittelbar  klar,  denn  die  Tangente  von  ä'  in  Z' 
ist  die  Projektion  einer  solchen  Haupttangente.  Alle  Haupttangenten 
in  den  Punkten  der  nämlichen  Erzeugenden  f  bilden  die  eine  Schar 
eines  oskulierenden  Paraboloides.  Zwei  Geraden  seiner  anderen 
Schar  liegen  in  Tl^  und  TTg;  ihre  Projektionen  sind  O'Cy  resp.  0'1\', 
wenn  die  Tangente  von  k'  in  Z'  die  Parallelen  s^'  und  s^'  bezüglich 
in  f  j'  und  U^'  schneidet.  In  der  Figur  sind  diese  Geraden  weg- 
gelassen. 

Die  Haupttaugentenkurven  des  Plücker'schenKonoides 
projizieren  sich  auf  eine  Normalebene  zur  Achse  als  Lem- 
niskaten  und  berühren  die  Torsallinien  in  den  Kuspidal- 
punkten;  für  alle  Lemniskaten  sind  also  die  Projektionen 
der  Torsallinien  die  Doppelpunktstangenten. 

Die  Haupttangentenkurven  einer  Fläche  sind  nach  Kap.  XIII  da- 
durch definiert,  daß  ihre  Tangenten  Haupttangenten  der  Fläche  sind. 
Bei  den  Regelflächen  geht,  von  den  erzeugenden  Geraden  abgesehen, 
durch  jeden  Punkt  eine  solche  Kurve  A;  im  vorliegenden  Falle  hat 
ihre  Projektion  h'  auf  eine  Normalebene  zur  Achse  folgende  cha- 
rakteristische t]igenschaft,  wie  aus  dem  vorher  Gesagten  ersichtlich 
ist.  Die  Verbindungslinie  eines  beliebigen  Punktes  F  der  Kurve  A' 
mit  ihrem  Doppelpunkte  0'  schließt  niit  der  Tangente  in  P'  einen 
doppelt  80  großen  Winkel  ein,  wie  mit  einer  Doppelpunktstangente. 
Dabei  ist  der  Drehsinn  der  beiden  Winkel  entgegengesetzt,  wenn  man 
jedesmal  von  dem  Schenkel  OT'  ausgeht,  m  und  n'  sind  Symmetrie- 
linien von  A',  t'  und  //  die  Tangenten  im  Doppelpunkt  (7  (Fig.  470). 
Diese  Eigenschaft  kommt  aber  der  Lemniskate  zu.  wie  wir  jetzt 
zeigen  wollen. 
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Wir  gehen  zunächst  von  der  bekannten  Definition  der  Lern- 
ni skate  aus  als  Ort   der  Punkte,   für   welche   das  Produkt   ihrer 

Abstände  von  zwei  festen 
Punkten  F^  und  F^  kon- 
stant und  gleich  dem 
Quadrat  der  halben  Ent- 
fernung der  festen  Punkte 
ist.  Sie  erscheint  also  als 
spezieller  Fall  der  Cas- 
sini'schen  Kurve  (438) 
und  die  Tangentenkon- 
struktion wird  wie  bei 
dieser  ausgeftihrt.  Der 
Mittelpunkt  0'  von  F^F^ 
ist  der  Mittelpunkt  der 
Lemniskate;  m  =  F^F^  und 
n'(j_m')  sind  Symmetrie- 
linien, die  Geraden  f  und 
^/  die  Tangenten  im  Doppelpunkte  0'  {/_  im  =  l.  mt^'  ==  45^.  Nun 
ziehen  wir  einen  Kreis  durch  P',  der  m'  in  0'  berührt,  derselbe 
möge  F^P'  in  R  und  F^F  in  S  schneiden.  Dann  ist:  F^F-F^P' 
=  {F^aY=  F^F'F^R  und  F^F - F^F ^  [F^fff  =^  F^F ^ F^S ,  also: 
P'if  =  FS.  Deshalb  halbiert  die  Kreistangente  in  F  den  Nebenwinkel 
von  L.RF8j  d.h.  ^F^FF^,  und  da  (yP'  mit  den  Kreistangenten 
gleiche  Winkel  einschließt,  gilt  die  Beziehung:  «  =  ^  (c^  4-€j,)  — «i 
=  H«2-«i)»  w«™  wir:  z.  FOF^  =  a,  Z.  F^FCX  =  c^  und  z.  (yP'F^ 
=  6^  setzen.  Die  Tangente  der  Lemniskate  in  P'  geht  durch  T  (438), 
wenn  qF^FF^,  Tq\_F^F  und  TF^  \_  F^F  \%i.  In  dem  Kreis- 
viereck F^PqT  ist  aber  L^F^FT=  l.  F^qT ^^-^  ^[F^q^OP\ 
daraus  folgt:  L.  OFT  =  R  -  c^  +  «i  =  R  -  2a.  Ferner  schließt 
OF  mit  einer  Tangente  im  Doppelpunkt  den  Winkel  (^  R  —  a)  ein, 
dieser  ist  also  in  der  That  die  Hälfte  von  z.  O'FT, 

Durch  die  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  .Tangenten  im 
Doppelpunkte,  die  soeben  dargelegte  Eigenschaft  der  Tangenten  und 
einen  beb'ebigen  Punkt  ist  die  Kurve  völlig  bestimmt,  da  ja  hier- 
durch eine  stetige  Folge  von  Kurvenpunkten  gegeben  ist.  Die  Pro- 
jektionen der  Haupttangentenkurven  des  Konoides  sind  demnach 
wirklich  Lemniskaten. 

736.  Die  Konstruktion  von  Tangentialebenen  und  ßerührungs- 
punkten  des  Konoides  lehrt  uns  Fig.  469.  Im  Punkte  Z  von  /' 
erhält  man  die  Tangentialebene,  indem  man  im  Mittelpunkte  Qf  von 
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O'Z'  die  Normale  errichtet,  sie  mit  t'  in  Z^'  und  mit  t^'  in  Z^'  schneidet 
und  zu  f  die  Parallelen  «j',  f^'  dorch  Jj'  resp.  Zg'  zieht.  Dann  sind 
fj  usd  (3  die  Spurlinien  der  Tangentialebene  in  den  Horizontalebenen 
TT,  und  TTj  (TTj  durch  t,  TT,  durch  /,),  Ist  umgekehrt  s^  (||  f)  die  Spur 
einer  beliebigen  Ebene  durch  /',  so  fiUle  man  von  i,  =  «,  x  ^^  ein 
Lot  LjQ  auf  f,  dann  hat  der  Berührungspunkt  Z  dieser  Ebene 
von  der  Achse  a  einen  doppelt  so  großen  Abstand  wie  Q. 

737.     Eigen-    und    Schlagschatten    des    PlUcker'schen 
Konoides.     Wir  nehmen  die  Axe  a  wieder  vertikal  und  legen  TT, 


Fig.  471. 
durch  l  und    eine   Hilfsebene    TTj||TTi    durch  t^.     Von    der   Fläche 
stellen  wir  nur  den  von  einem  Rotationscylinder  mit  der  Achse  a 
und    dem    Radius   2d  umschlossenen    Teil    dar,    wo;    7?j  =  2d  den 
Abstand  der  Kuspidalpunkte  bedeutet  (Fig.  471).    Die  Schnittkarve  * 
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von  Cylinder  und  Fläche  ist  eine  auf  den  Cylinder  aufgewickelte 
Sinuslinie,  die  aus  einem  Kreise  mit  dem  Radius  d  abgeleitet  ist 
(vergl.  581).  Ist  nämlich  Z  ein  Punkt  von  s  und  z  sein  Abstand 
von  der  Horizontalebene  mn  durch  den  Mittelpunkt  0,  so  sind  seine 
Abstände  von  TJ^  und  TTg  resp.  gleich  {d  +  z)  und  {d  —  z)  und  es 
gilt  die  Relation:  (rf  +  z) :  (cf  —  z)  =  tang  (45®+  e) :  tang  (45®—  e),  wo 
6  =  /_  m'f  und  f  die  Erzeugende  durch  Z  ist.  Dieser  Relation  kann 
man  aber  die  Form  geben :  (rf  +  z) :  (cf  —  2)  =  1  +  sin  2«  :  1  —  sin  2c, 
oder:  z  =  £fsin2€,  damit  ist  aber  unsere  Behauptung  erwiesen. 
Die  Scheitelpunkte  der  Sinuslinie  liegen  auf  t  und  f^,  ihre  Wende- 
punkte auf  m  und  n. 

Im  Grundriß  haben  wir  den  Kreis  s'  in  24  gleiche  Teile  geteilt 
imd  die  Projektionen  der  Erzeugenden  durch  diese  Teilpunkte  ge- 
zogen; unter  ihnen  befinden  sich  die  Erzeugenden  t,  t^,  m,  n.  Um 
von  einer  Erzeugenden  f  den  Aufriß  zu  finden,  fallen  wir  von 
S>  =:8  X  ti  ein  Lot  auf /^  und  von  dessen  Fußpunkt  ein  Lot  auf  t^\ 
Das  letztere  Lot  teilt  5'0'{  =  2d)  in  dem  gleichen  Verhältnis,  wie 
der  Punkt  F^axf  die  Strecke  TTj  {=  2rf);  TT^  projiziert  sich 
aber  im  Aufriß  in  natürlicher  Oröße. 

Die  Eigenschattengrenze  u  auf  der  Fläche  bestimmen  wir,  indem 
wir  auf  den  einzelnen  Erzeugenden  Punkte  derselben  aufsuchen. 
Sind  f,  r  die  Projektionen  eines  Lichtstrahles  und  ist  i^  (||  i)  der 
Schatten  einer  Erzeugenden  i  auf  TTi,  so  fälle  man  von  N=^  i^  x  t 
das  Lot  NG  auf  i'  und  trage  OF  =  20' G  auf  i  auf,  dann  ist  P' 
ein  Punkt  von  m'.  Der  Schlagschatten  u^  von  u  auf  TTj  berührt  in 
P^,  dem  Schatten  von  P,  die  Gerade  i^.  Die  Tangente  in  einem 
beliebigen  Punkte  von  u  ergiebt  sich  daraus,  daß  in  diesem  Punkte 
die  Erzeugende  und  die  Haupttangente  harmonisch  liegen  zum 
Lichtstrahl  und  der  Tangente  der  Lichtgrenze.  Man  kann  i^  ohne 
Aufriß  finden,  sobald  man  den  Schatten  8^  von  8  kennt.  Liegt 
nämlich  R  auf  t  und  ist  8'R  1. 2",  so  ist  Q'  =  SR  x  i  die  Projektion 
eines  Punktes  ^  von  i  und  ^^  auf  R8^  sein  Schatten;  man  hat 
dann  nur  i^  ||  tl   durch  Q^  zu  ziehen. 

788.  Das  Plücker'sche  Konoid  ist  von  der  8.  Ordnung, 
da  eine  beliebige  Ebene  durch  eine  Erzeugende  dasselbe  noch  in 
einem  Kegelschnitt  schneidet.  Deshalb  ist  jede  Central-  oder 
Parallelprojektion  des  Konoides  eine  Kurve  3.  Klasse. 
Denn  jeder  Punkt  der  Projektionsebene  iät  die  Projektion  dreier 
Flächenpunkte;  die  durch  diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden 
projizieren  sich  als  Tangenten  des  scheinbaren  Umrisses.  So  ist 
auch  u^  eine   Kurve    3.  Klasse;    sie   besitzt    drei   Spitzen, 


Verschiedene  Flächen.  275 


deren  Konstruktion  uns  jetzt  beschäftigen  soll.    Die  Spitzen  von  u^ 
entsprechen  solchen  Punkten  von  Uj  die  zur  Lichtrichtung  parallele 
Tangenten    aufweisen   (529);    es  sind   das   die   Punkte  der  Fläche 
mit  Lichtstrahlen  als  Haupttangenten.    Die  ersten  Projektionen  einer 
Haupttangente  und  der  Erzeugenden  durch  ihren  Berührungspunkt 
schließen  aber  einen  doppelt   so   großen  Winkel  ein,   wie   die   Er- 
zeugende und  die  Gerade  t  (oder  t^).     Ist  also  h  eine  Erzeugende, 
auf  der  ein  Punkt  von   der  gesuchten  Eigenschaft  liegt,   so   muß 
Z_  AT  =  2  ZI,  h't  sein,  wobei  beide  Winkel  in  entgegengesetztem  Sinne 
gemessen  sind.    Man  erhält  also  drei  Erzeugende  A,  t,  A,  die  je  einen 
Punkt  von  u  tragen,  deren  Schatten  Spitzen  von  u^  sind.     Für  sie 
gelten    die  Beziehungen:    Z.  A7  =  ^  z.  l't,    /_  i't(  =  ^  /L  rt^\    L.  k\' 
=  ^  Z.  tt^'j   so  daß  die  Erzeugenden  A,  i,  k  zu  je   zwei   und   zwei 
einen  Winkel  von  60^  einschließen.    Wie  man  auf  i   den  Punkt  F 
von  u'  findet,  ist  schon  oben  angegeben,  analog  bestimmen  sich  ly 
auf  A'  und  L'  auf  A'.     P^,  J?^,  L^  sind  Spitzen   von  m^,    die   zuge- 
hörigen Tangenten  sind  i^,  A^,  A^;  in  der  Figur  ist  L^  wegelassen, 
da  es  nicht  deutlich  eingetragen  werden  konnte.     Das  Kurvenstück 
K'P'C   von  v!   liegt   nicht   mehr   auf  dem   dargestellten  Teile   der 
Fläche  und  ist  deshalb  gestrichelt,  ebenso  das  Stück  K^PjC^  von  u^. 
Der  Schlagschatten  s^  der   Randkurve  s  auf  TTj  berührt  ti^  in 
K^  und    C^  und   schneidet  u^  überdies   in  E^.     Der   Schatten    im 
Grundriß  wird  sonach  von  je  einem  Stück  von  s^  und  u^  begrenzt, 
die  in  E^  und  K^  zusammenstoßen.    Die  Kurve  u'  besteht  aus  drei 
Schlingen,  auf  denen  beziehentlich  die  Punkte  P',  B'  und  L'  liegen ; 
demgemäß  besteht  der  Eigenschatten  auf  der  Oberseite  der  Fläche 
aus  drei  Lappen,  die  resp.  von  den  Stücken  T^T,  T^M  und  MT  der 
Achse  {M=^ii  X  a)  und  drei  Bogenstücken  von  m,  jenen  Schlingen 
entsprechend,   begrenzt   werden.     Auf  der   Unterseite    der  Fläche 
liegt  umgekehrt  der  Teil  im  Eigenschatten,  dessen  obere  Seite  be- 
lichtet ist.     Von   den  Punkten  L  und  L  (P  liegt   schon   außerhalb 
der  Fläche)  gehen  tangential  zu  u  Grenzlinien  des  Schlagschattens 
der  Fläche  auf  sich  selbst   aus.     Die  in  I)  berührende  Grenzlinie 
endet   im   Punkte  E  von  ä,  dessen   Schatten  E^  ein   Schnittpunkt 
von  u^  und  s^  ist.     Weitere  Punkte  von  I/E'   erhält   man,   indem 
man  den  Schatten  geeigneter  Erzeugenden  mit  B^E^  schneidet  und 
die  Lichtstrahlen  durch  die  Schnittpunkte  rückwärts  bis  zur  Fläche 
verfolgt.    Auf  der  Oberseite  der  Fläche  liegen  zwei  Schlagschatten- 
gebiete; das  eine  wird  von  den  Kurvenbogen  MD,  DE,  EC,  CT  und 
dem  Stück  TM  der  Achse  begrenzt,    das   andere  von  zwei  Bogen- 
stücken TZ,  LM  und  dem  Achsenstück  MT,    Das  letztere  ist  nur 
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im  Grundriß  sichtbar,  aber  in  der  Figur  weggelassen,  da  es  in  der 
Projektion  nur  sehr  klein  erscheint. 

739.  Die  Regelflächen  3.  Grades.  Wir  haben  soeben  in 
dem  Plücker'schen  Konoid  einen  speziellen  Fall  der  Regelfläche 
3.  Grades  kennen  gelernt  und  wollen  nun  die  allgemeine  Regelfläche 
3.  Grades  studieren  und  einige  ihrer  wesentlichsten  Eigenschaften 
ableiten.  Die  gemeinsamen  Sekanten  eines  Kegelschnittes  c 
und  zweier  windschiefer  Geraden  d  und  /,  von  denen  die 
erstere  den  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  schneidet,  bilden 
eine  Regelfläche  3.  Grades.  In  der  That  giebt  es  unter  diesen 
Sekanten  drei,  die  eine  beliebige  Gerade  ^  trefiFen.  Denn  die  ge- 
meinsamen Sekanten  von  g,  /,  d  bilden  die  eine  Schar  eines  Hyper- 
boloides, das  von  c  in  vier  Punkten  getroffen  wird,  worunter  sich 
auch  der  Punkt  D^cxd  befindet.  Durch  die  drei  übrigen  Punkte 
geht  je  eine  Gerade  der  Schar;  diese  Geraden  sind  aber  Erzeugende 
der  Regelfläche  und  schneiden  y.  Unsere  Fläche  ist  von  der  3.  Ord- 
nung und  der  3.  Klasse  und  heißt  vom  3.  Grade  (726).  Durch 
jeden  Punkt  P  von  /  geht  eine  Erzeugende  der  Fläche,  sie  ver- 
bindet P  mit  dem  Schnittpunkt  R  des  Kegelschnittes  c  und  der 
Ebene  Pd,  Durch  jeden  Punkt  Q  von  d  gehen  zwei  Erzeugende 
der  Fläche,  sie  verbinden  Q  mit  den  Schnittpunkten  P^  und  J?,  des 
Kegelschnittes  und  der  Ebene  QL  d  ist  eine  Doppel-,  /  eine 
einfache  Gerade  der  Regelfläche.  Die  beiden  Tangentialebenen 
durch  /  an  die  Kurve  c  schneiden  die  Doppelgerade  d  in  den  beiden 
Kuspidalpunkten;  ihre  Verbindungslinien  mit  den  bez.  Berührungs- 
punkten auf  c  sind  die  Torsallinien.  Kuspidalpunkte  und  Torsal- 
linien  können  reell  oder  konjugiert  imaginär  sein. 

740.  Jede  Ebene  durch  eine  beliebige  Erzeugende  / 
der  Regelfläche  schneidet  sie  noch  in  einem  Kegelschnitt  i, 
da  die  gesamte  Schnittkurve  von  der  3.  Ordnung  sein  muß.  Man 
kann  das  aber  auch  leicht  direkt  nachweisen.  Sei  TT  die  Ebene 
durch  c,  seien  jO,  L  und  F  die  Spurpunkte  von  d,  l  und  f  in  TT, 
sei  ferner  s  (durch  F)  die  Spurlinie  der  schneidenden  Ebene  Z 
(durch  /)  und  K  ihr  zweiter  Schnittpunkt  mit  c  (der  erste  ist  F)» 
Eine  beliebige  Ebene  A  durch  d  schneide  /  in  P  und  c  in  Ä; 
dann  ist  PR  eine  Erzeugende,  die  Z.in  einem  Punkte  /  der 
Schnittkurve  i  trifft.  In  /  schneiden  sich  die  Ebenen  Z,  A  und 
PÄjST,  so  daß  c/  in  Z  als  Schnittpunkt  zweier  Geraden  «  =  Z  X  A 
und  ü  =  Z  X  PRK  erscheint.  Dreht  sich  nun  A  um  rf,  so  bewegt 
sich  auch  P  auf  /  und  R  auf  c,  und  zwar  ist  der  Büschel  der 
Ebenen  A  projektiv  zu  der  Reihe  der  Punkte  P  und  zu  dem  Büschel 
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der  Strahlen  DB,  folglich  auch  zu  dem  Büschel  der  Strahlen  KB 
mit  dem  Scheitel  K,  Die  Ebenen  KPJR  umhüllen  aber  eine 
Kegelfläche  2.  Ordnung,  da  sie  aus  den  Ebenen  Kl  und  TT  ent- 
sprechende Strahlen  KP  und  KR  zweier  projektiver  Strahlbüschel 
mit  gemeinsamem  Scheitel  K  ausschneiden.  Denn  schneidet  man 
das  Ganze  mit  einer  beliebigen  Ebene,  so  erhält  man  Gerade,  die 
auf  zwei  festen  Geraden  projektiye  Pnnktreihen  ausschneiden  und 
deshalb  einen  Kegelschnitt  umhüllen  (305).  Zu  den  Ebenen  KPR, 
d.  h.  zu  den  Ebenen  durch  die  Erzeugenden  der  Regelfläche  und 
den  festen  Punkt  K,  gehört  auch  Z;  die  bewegliche  Ebene  KPR 
schneidet  deshalb  TT,  Kl  und  Z  in  projektiven  Strahlbüscheln.  Denn 
die  bewegliche  Tangente  eines  Kegelschnittes  schneidet  auf  je  zwei 
festen  Tangenten  projektive  Punktreihen  aus.  Somit  ist  der  Büschel 
der  Strahlen  KR  projektiv  zu  dem  Büschel  der  Strahlen  «;  er  ist 
aber  auch  projektiv  zu  dem  Büschel  der  Strahlen  u,  da  beide  Büschel 
von  dem  Büschel  der  Ebenen  A  ausgeschnitten  werden.  Die  ent- 
sprechenden Strahlen  u  und  v  der  beiden  projektiven  Strahlbüschel 
mit  den  Scheiteln  I,  X  d  resp.  K  schneiden  sich  aber  in  den  Punkten 
eines  Kegelschnittes  t. 

Die  Ebenen  durch  die  Erzeugenden  der  Regelfiäche  und  einen 
beliebigen  festen  Punkt  K  auf  ihr  umhüllen,  wie  wir  soeben  gesehen 
haben,  eine  Kegelfläche  2.  Ordnung,  was  den  Satz  ergiebt:  Pro- 
jiziert man  die  Regelfiäche  3.  Grades  aus  einem  ihrer 
Punkte  auf  eine  beliebige  Ebene,  so  ist  ihr  scheinbarer 
Umriß  ein  Kegelschnitt.  Derselbe  geht  durch  die  Projektionen 
der  Kuspidalpunkte. 

741.  Sei  tr'  der  scheinbare  Umriß  der  Regelfläche,  K  das 
Centrum  der  Projektion  und  d'  die  Projektion  der  Doppelgeraden  d. 
Aus  einem  Punkte  Q'  von  rf'  gehen  zwei  Tangenten  e'  und  c/  an  w\ 
es  sind  die  Projektionen  der  beiden  Erzeugenden  e  und  e^  durch 
den  Punkt  Q  von  rf.  Die  Verbindungslinie  q'  der  Berührungspunkte 
von  e  und  «/  ist  die  Projektion  einer  Geraden  q,  welche  die  Punkte 
des  wahren  Umrisses  w  auf  e  und  e^  verbindet,  q  ist  also  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  IQ  und  Kq\  Da  y'  die  Polare  von  Q'  in  Bezug 
auf  w'  ist,  enthält  sie  den  Pol  0  von  d'\  bewegt  sich  Q'  auf  d\  so 
dreht  sich  y'  um  0,  und  die  Reihe  der  Punkte  Q'  ist  projektiv  zu 
dem  Büschel  der  Strahlen  q\  Einerseits  ist  nun  die  Reihe  der 
Punkte  Q^  zu  der  Reihe  der  Punkte  Q  auf  d  und  zu  dem  Büschel  der 
Ebenen  IQ  mit  der  Achse  l  projektiv;  andererseits  ist  der  Büschel 
der  Strahlen  q'  zu  dem  Büschel  der  Ebenen  Kq'  mit  der  Achse 
KO  projektiv.    Demnach  bilden  die  Geraden  q  die  eine  Schar  eines 
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Hyperboloides  (664);  dasselbe  enthält  die  Gerade  /  und  die  beiden 
Torsallinien  der  Regelfläche,  denn  ihre  Projektionen  gehen  durch  0. 
Außerdem  schneidet  das  Hyperboloid  die  Begelfläche  noch  in  dem 
wahren  Umriß  Wy  der  auch  auf  dem  projizierenden  Kegel  mit  dem 
Scheitel  K  liegt.     Dieser  Kegel  hat   mit   dem   Hyperboloide   eine 
Gerade  gemein.    Er  wird  nämlich  von  der  Ebene  IK  in  einer  Ge- 
raden berührt,   die   auf  der  Polarebene  von  d'  x  IK  in  Bezug   auf 
den   Kegel    liegt    und   also   auch   dem   Hyperboloide   angehört  als 
Schnittlinie   entsprechender  Ebenen    durch  l  und  KO.    Kegel  und 
Hyperboloid   schneiden   sich   außerdem   noch   in   einer  Raumkurve 
3.  Ordnung   (680).      Das   giebt   den   Satz:    Projiziert    man    die 
Regelfläche  3.  Grades  aus  einem  ihrer  Punkte,  so  ist  ihr 
wahrer  Umriß  eine  Raumkurve  3.  Ordnung;  di^se  liegt  auf 
einem  Hyberboloid,  das  außerdem  die  beiden  Torsallinien 
und  die  einfache  Leitgerade  der  Fläche  enthält.    Die  Raum- 
kurve 3.  Ordnung  berührt  die  Torsallinien  in  den  Kuspi- 
dalpunkten,  geht  durch  das  Projektionscentrum  und  trifft 
die   einfache   Leitgerade   in    dem   Punkte,    dessen   Erzeu- 
gende sich  mit   der  Erzeugenden  durch   das  Centrum   auf 
der  Doppelgeraden  schneidet.    Von  der  Richtigkeit  des  zuletzt 
Gesagten   überzeugt   man   sich   durch   folgende  Überlegung.     Jede 
Ebene  durch  /  schneidet  die  Regelöäche  in  zwei  Erzeugenden  und 
die  Raumkurve  3.  Ordnung  in  drei  Punkten;  von  diesen  liegt  einer 
auf  jeder  Erzeugenden   und   einer   auf  Z.     Jede  Ebene  durch   das 
Centrum  K  und  eine  Erzeugende  berührt  die  Raumkurve  in  einem 
Punkte,  der  auf  der  Erzeugenden  liegt.  Zu  diesen  Ebenen  gehört  auch 
die  Ebene  Kl\  da  aber  ein  Punkt  der  Raumkurve  auf  /  liegt,  muß  ihr 
Berührungspunkt  mit  der  Ebene  Kl  in  den  Schnittpunkt  von  l  mit  der 
zweiten  Erzeugenden  in  dieser  Ebene  fallen,  die  nicht  durch  K  geht. 
748.     Die    bewegliche   Ebene   A   durch    die    Doppelgerade   d 
schneidet  /  in  einer  Reihe   von   Punkten  P  und  c  in  .  einer   Reihe 
von  Punkten  R\  dabei  ist  die  Reihe  der  Punkte  P  projektiv  zu  dem 
Büschel  der  Strahlen  BR^  und  nach  323  sind  direkt  die  Reihen  der 
Punkte  P  auf  l  und  der  Punkte  R  auf  c  projektiv.    Die  Erzeugenden 
einer  Regelfläche  3.  Grades  schneiden  also  die  einfache  Leitgerade 
/  und  alle  Kegelschnitte  auf  ihr  in  projektiven  Punktreihen.    Dieses 
Resultat  läßt  sich  aber  auch  umkehren.    Sind  eine  Gerade  /und 
ein    Kegelschnitt   c   Träger    projektiver    Punktreihen,    so 
bilden  die  Verbindungslinien    entsprechender  Punkte   die 
Erzeugenden  einer  Regelfläche  §.  Grades.     Drei  Punkte  auf 
/  kann  man  dabei  drei  beliebigen  Punkten  von  c  entsprechen  lassen; 
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jedem  weiteren  Punkt  auf  c  entspricht  dann  ein  bestimmter  Punkt 
auf  /,  indem  vier  Punkte  auf  c  und  die  entsprechenden  auf  l  gleiches 
Doppelverhältnis  aufweisen  müssen.  Um  uns  Ton  der  Richtigkeit 
des  Yoranstehenden  Satzes  zu  überzeugen,  gehen  wir  von  drei  Punkten 
Äj,  ^j,  S^  auf  c  und  den  entsprechenden  P^,  P^,  P^  auf  /  aus  und 
suchen  zu  dem  Punkte  P^  auf  /,  der  in  der  Ebene  von  c  liegt,  den 
entsprechenden  Punkt  J?^  auf  c.  Die  Gerade  JR^P^  schneidet  c  noch  in 
einem  Punkte  D;  durch  diesen  legen  wir  eine  Gerade  dy  welche  die 
Erzeugenden  JR^P^  und  B^P^  schneidet.  Der  Ebenenbüschel  mit  der 
Achse  d  schneidet  /  und  c  in  projektiven  Punktreihen,  in  denen  sich 
die  Punkte  JR^  und  Pj,  JR^  und  P„  JR^  und  P^  entsprechen.  Eine  be- 
liebige Erzeugende  trifft  also  c  und  /  in  entsprechenden  Punkten 
dieser  Reihen,  d.  h.  alle  Erzeugenden  treffen  die  Gerade  d,  die  eine 
Doppelgerade  der  Regelfläche  sein  muß.  Hiermit  sind  aber  die 
Erzeugenden  wiederum  als  gemeinsame  Sekanten  von  d,  l  und  c 
nachgewiesen. 

743.  Durch  die  Doppelgerade  d,  die  Leitgerade  /  und  fünf 
Erzeugende  e^,  e^,  e^,  e^,  e^,  die  d  und  l  schneiden,  sonst  aber  be- 
liebig gewählt  werden  können,  ist  eine  Regelfläche  3.  Grades  völlig 
bestimmt.  Denn  legt  man  durch  eine  dieser  fünf  Erzeugenden  etwa 
^g,  eine  beliebige  Ebene,  so  schneidet  sie  die  übrigen  in  vier  Punkten 
B^,  R^j  R^j  R^  resp.  und  man  kann  durch  diese  und  den  Punkt 
I)  =z  d  X  e^  einen  Kegelschnitt  c  legen.  Die  gemeinsamen  Sekanten 
von  d,  l,  und  c  liegen  auf  einer  Regelüäche  3.  Grades,  der  die 
Geraden  e^,  ^3?  •  •  •>  ^5  angehören. 

Jede  Regelfläche  3.  Grades  kann  aber  auch  in  der  soeben  ge- 
schilderten Weise  erzeugt  werden.  Denn  sind  e^,  e^y  .  .  .,  e^  fünf 
beliebige  Erzeugende  auf  ihr,  so  kann  man  zu  e^y  e^,  e^,  e^  die  beiden 
gemeinsamen  Sekanten  d  und  /  aufsuchen;  diese  gehören  dann  der 
Regelfläche  an,  da  sie  vier  Punkte  mit  ihr  gemein  haben,  sie 
schneiden  deshalb  auch  die  Erzeugende  e^  und  ebenso  jede  andere. 
Eine  beliebige  Ebene  durch  e^  muß  die  Fläche  noch  in  einem  Kegel- 
schnitt c  schneiden,  ihre  Erzeugenden  sind  also  die  gemeinsamen 
Sekanten  von  c,  d  und  /.  Eine  der  Geraden  d  und  /  —  es  sei 
dies  d  —  muß  aber  die  Kurve  c  schneiden,  denn  sonst  wäre  die 
Regelfläche  mit  den  Leitlinien  c,  dy  l  vom  4.  Grade;  hiermit  sind 
wir  wieder  zu  der  ursprünglichen  Erzeugung   der  Fläche   gelangt. 

Durch  fünf  Geraden  e^^  e^,  .  .  .,  e^  mit  zwei  gemeinsamen 
Sekanten  d  und  l  giebt  es  offenbar  zwei  Regelflächen  3.  Grades; 
die  eine  hat  d  zur  Doppel-,  /  zur  einfachen  Geraden,  die  andere 
hat  /  zur  Doppel-  und  d  zur   einfachen  Geraden.     Außer   den   ge- 
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nannten  Geraden  haben  die  beiden  Flächen  keinen  Punkt  gemein, 
denn  sonst  müßte  ihnen  auch  die  gemeinsame  Sekante  von  d  und  / 
durch  diesen  Punkt  angehören.  Jede  Ebene  durch  diese  Gerade 
würde  aber  beide  Flächen  in  zwei  Kegelschnitten  schneiden,  die 
durch  die  nämlichen  fünf  Punkte  auf  «i^  ^2'  *  *  *  ^6  gingen,  also 
zusammenfielen. 

744.  Die  Erzeugenden  der  Begelfläche  schneiden  sich  zu  zwei 
und  zwei  auf  der  Doppelgeraden;  je  zwei  solche  Erzeugenden  sollen 
ein  Paar  und  ihr  Schnittpunkt  sein  Scheitel  heißen.  Wir  können 
dann  sagen:  Die  Paare  von  Erzeugenden  einer  Begelfläche 
3.  Grades  schneiden  die  einfache  Leitgerade  in  den  Punkte- 
paaren einer  Involution,  deren  sich  selbst  entsprechende 
Punkte  auf  den  Torsallinien  liegen.  Die  Beihe  der  Scheitel 
jener  Paare  ist  dabei  projektiv  zu  den  Punktepaareu  der 
Involution,  wenn  jedem  Scheitel  das  Punktepaar  auf  seinen 
Erzeugenden  entspricht. 

Zum  Beweise  benutzen  wir  wieder  c,  d  und  l  als  Leitlinien; 
L  sei  der  Schnittpunkt  von  /  mit  der  Ebene  IT  des  Kegelschnittes  c. 
Eine  beliebige  Ebene  durch  l  treffe  c  in  R^  und  &^  und  d  in  Qx 
die  Erzeugenden  e^  =  QR^  und  e,  =  QB^  mögen  l  in  P^  resp.  F^ 
schneiden.  Dreht  sich  die  Ebene  um  Z,  so  bilden  die  Punktepaare 
B^j  B^  auf  c  eine  Involution,  denn  ihre  Verbindungslinien  laufen 
alle  durch  Z  (325).  Die  Strahlenpaare  aus  D  =  d  xTJ  durch  diese 
Punktepaare  bilden  ebenfalls  eine  Involution  (323),  folglich  auch  die 
Ebenenpaare  durch  d  und  diese  Punktepaare,  sowie  die  Punktepaare 
Pj,  Pg  auf  /;  damit  ist  aber  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiesen. 

745*  Der  Beweis  des  zweiten  Teiles  erfordert  zunächst  die 
Definition  der  projektiven  Beziehung  zwischen  den  Punktepaaren 
einer  Involution  und  den  Punkten  einer  einfachen  Beihe.  Man 
nennt  einen  Strahlbüschel  projektiv  zu  den  Punkte- 
paaren einer  Involution,  die  seine  Strahlen  auf  einem  be- 
liebigen Kegelschnitte  ausschneiden.  Verbindet  man  diese 
Punktepaare  mit  einem  festen  Punkte  des  Kegelschnittes,  so  ent- 
steht eine  Involution  von  Strahlenpaaren  und  auch  sie  heißt  zu 
jenem  Strahlbüschel  projektiv.  Durch  das  Prinzip  der  Dualität 
oder  durch  das  Schneiden  dieser  Gebilde  mit  einer  Geraden  gelangt 
man  zu  der  Projektivität  zwischen  einer  einfachen  Punktreihe  und 
den  Punktepaaren  einer  Involution.  Ersetzt  man  die  einfache  Beihe 
durch  eine  dazu  projektive,  so  ist  auch  diese  zu  den  Punktepaaren 
der  Involution  projektiv.  Vermöge  der  obigen  Definition  können 
wir  zu  den  Strahlenpaaren  einer  Involution  unendlich  viele,  projek- 
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tive  einfache  Strahlbüschel  konstruieren;  soll  jene  Definition  einen 
Sinn  haben,  so  müssen  alle  diese  einfachen  Büschel  unter  sich 
projektiv  sein,  und  hierfür  wollen  wir  den  Beweis  erbringen. 

Seien  aa^,  bb^,  cc^,  dd^  .  .  .  Strahlenpaare  einer  Involution;  durch 
ihren  Scheitel  legen  wir  zwei  Kegelschnitte  k  und  k',  die  jene  Strahlen 
in  den  Punkten  A,  A^^  3,  B^,  .  .  .  resp.  A\  A^^  B,  jB/  .  .  .  schneiden 
mögen.  Die  Geraden  AA^^  ^B^j  .  .  .  bilden  einen  Büschel  mit 
dem  Centrum  0,  die  Geraden  ÄA^,  BB(  .  .  .  einen  solchen  mit 
dem  Centrum  (7,  und  es  ist  zu  zeigen,  daß  die  beiden  Büschel 
O  [ABCB  .  .  .)  und  (7  [ÄBC'B  .  .  .)  projektiv  sind.  Nun  kann  das 
Viereck  AB  C'B  mit  dem  Viereck  ABCB  in  Perspektive  Lage  ge- 
bracht werden  (201);  dann  befinden  sich  auch  die  Kegelschnitte  h 
und  K  und  auf  ihnen  die  Punktepaare  A^A^\  AA  >  •  •  •  ii^  perspek- 
tiver Lage.  Der  Strahlbüschel  abcda^b^  ...  ist  nämlich  projektiv 
zu  den  Büscheln  A  {ABCBA^B^  .  .  .)  und  Ä{A'BC'BA(B^  .  .  .),  wo 
AA  und  ÄÄ  die  Tangenten  von  k  und  K  in  A  resp.  Ä  bedeuten; 
denn  k  und  K  können  als  Erzeugnis  des  ersten  und  zweiten,  resp. 
des  ersten  und  dritten  ßüschels  angesehen  werden.  Hat  man  also  die 
drei  Strahlen  Ä  {BCB)  zu  den  drei  Strahlen  A  (BCB)  in  Perspektive 
Lage  gebracht,  so  sind  überhaupt  je  zwei  entsprechende  Strahlen  der 
Büschel  mit  den  Scheiteln  A'  und  A  in  perspektiver  Lage,  insbeson- 
dere auch  die  Tangenten  von  k  und  k'  in  A  und  A\  Damit  ist 
auch  die  Perspektive  Lage  von  k  und  A'  erwiesen  (denn  vier  Punkte 
und  eine  Tangente  von  k  sind  perspektiv  zu  den  entsprechenden 
Elementen  von  Ä')  und  endlich  die  Perspektive  Lage  von  A^A^^y  A  A?  •  •  • 
Dann  sind  auch  die  Büschel  0  {ABCB  .  .  ,)  und  (7  {A'BC'B'  .  ,  .) 
perspektiv  und  also  in  der  ursprünglichen  Lage  projektiv. 

746.  Wenden  wir  uns  zu  unserer  Begelfläche  zurück,  so  ist 
der  Büschel  der  Strahlen  durch  B  projektiv  zu  der  Involution  der 
auf  ihnen  liegenden  Punktepaare  B^R^  und  somit  auch  zu  der  In- 
volution der  Punktepaare  P^P^  auf  /.  Jener  Büschel  mit  dem 
Scheitel  B  ist  aber  auch  projektiv  zu  der  Reihe  der  Punkte  Q  auf 
d,  da  entsprechende  Elemente  in  Ebenen  durch  die  Gei:$,de  l  liegen. 
Die  Keihe  der  Punkte  Q  auf  d  ist  also  projektiv  zu  den  Punkte- 
paaren PjPj  der  Involution  auf/  (744).  Hiermit  ist  der  zweite  Teil 
unseres  Satzes  bewiesen,  dem  man  auch  folgenden  Ausdruck  ver- 
leihen kann.  Die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  einer 
Involution  auf  einer  Geraden  l  mit  den  entsprechenden 
Punkten  einer  dazu  projektiven  Reihe  auf  einer  zu  /  wind- 
schiefen Geraden  d  bilden  die  Erzeugenden  einer  Regel- 
fläche 3.  Grades. 
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747.  Die  ßegelfläche  3.  Grades  geht  durch  eine  reci- 
proke  Eaumtransformation  wieder  in  eine  Regelfläche 
3.  Grades  über.  Denn  die  Flächen  sind  von  der  3.  Ordnung  und 
der  3.  Klasse,  während  also  durch  eine  beliebige  Gerade  drei  Tan- 
gentialebenen an  die  eine  gehen,  schneidet  die  entsprechende  Gerade 
die  andere  in  drei  Punkten.  Der  Doppelgeraden  der  einen  ent- 
spricht die  einfache  Leitgerade  der  anderen.  In  jedem  Punkte  der 
Doppelgeraden  giebt  es  zwei  Tangentialebenen,  welche  die  Erzeu- 
genden durch  ihn  enthalten;  dementsprechend  giebt  es  bei  der 
anderen  Fläche  eine  Gerade,  deren  Ebenen  diese  in  zwei  Erzeu- 
genden schneiden,  das  ist  aber  die  einfache  Leitgerade. 

Zu  jedem  Satze  über  Regelflächen  3.  Gerades  existiert  demnach 
ein  dualer  Satz,  der  nicht  besonders  bewiesen  zu  werden 
braucht.  Da  jede  Ebene  durch  eine  Erzeugende  die  Fläche  in 
einem  Kegelschnitte  schneidet,  folgt  sofort,,  daß  die  Fläche  von 
jedem  ihrer  Punkte  aus  durch  einen  Kegel  2.  Ordnung  projiziert 
wird,  wie  wir  auch  bereits  nachgewiesen  haben.  Da  dieser  Kegel 
die  Fläche  in  einer  Raumkurve  3.  Ordnung  berührt,  welche  die 
Torsallinien  in  den  Kuspidalpunkten  tangiert,  folgt  umgekehrt,  daß 
die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  eines  auf  der  Regelfläche 
liegenden  Kegelschnittes  die  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve 
3..  Ordnung  sind,  welche  die  Torsallinien  zu  Tangenten  und  die  zu- 
gehörigen Tangentialebenen  zu  Schmiegungsebenen  hat. 

So  lassen  sich  auch  den  aufgeführten  Erzeugungsarten  der 
Regelfläche  3.  Grades  nach  dem  Prinzipe  der  Dualität  andere  an 
die  Seite  stellen.  So  bilden  alle  Tangenten  einer  Kegelfläche  2.  Ord- 
nung, die  eine  feste  Tangente  derselben  und  eine  beliebige  Gerade 
schneiden,  eine  Regelfläche  3.  Grades.  So  schneiden  auch  die 
Tangentialebenen  einer  Kegelfläche  2.  Ordnung  die  entsprechenden 
Ebenen  eines  zu  ihnen  projektiven  Ebenenbüschels  in  den  Erzeu- 
genden einer  Regelfläche  3.  Grades. 

74S.  \yir  haben  gesehen,  daß  die  Kuspidalpunkte  einer  Regel- 
fläche 3.  Grades  reell  oder  imaginär  sein  können.  Es  hängt  das 
davon  ab,  ob  die  Tangentialebenen  durch  die  Leitgerade  /  an  den 
Leitkegelschnitt  c  reell  oder  imaginär  sind,  oder  was  dasselbe  ist, 
ob  der  Schnittpunkt  von  /  mit  der  Ebene  des  Kegelschnittes  c 
außerhalb  oder  innerhalb  dieser  Kurve  liegt.  Wir  wollen  jetzt 
die  spezielle  Fläche  untersuchen,  für  welche  die  beiden 
Kuspidalpunkte  zusammenfallen,  und  die  kurz  als  Gayley'- 
sche  Fläche  bezeichnet  wird.    Dann  muß  offenbar  /  die  Kurve  c 
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schneiden;    die   Erzeugenden   der  Begelfläche  sind   wie  früher  die 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  zweier  projektiver  Punkt- 
reihen auf  /  und  c.     Dabei  darf  der  gemeinsame  Punkt  L  =^l  x  c 
beider  Beihen  sich  nicht  selbst  entsprechen,  sonst  würde  die  erzeugte 
Fläche  ein  Hyperboloid  sein.     Wir  nehmen  deshalb  an,   daß  dem 
Punkte  L  der  Reihe  auf  c  der  Punkt  T  der  Reihe  auf  /  entspricht. 
Zunächst  erkennt  man  nun,    daß  die  Doppelgarade  d  der 
Fläche  mit  /  zusammenfällt.    Die  Geraden  d  und  l  können  näm- 
lich als  die  gemeinsamen  Sekanten  von  vier  Elrzeugenden  e^,  e^,  e^,  e^ 
angesehen  werden;  diese  schneiden  auf  </  und  l  zweimal  vier  Punkte 
von  verschiedenem  Doppelverhältnis  aus.     Wäre  dies  nicht  der  Fall, 
so  lägen  die  vier  Erzeugenden  auf  einem  Hyperboloide,  das  auch  c 
enthielte  und  deshalb  mit  unserer  Regelfläche  identisch  wäre.    Sind 
nun  Äj,  7?3,  A3,  JR^  und  Pj,  Pj,  P3,  P4  die  Schnittpunkte  der  vier 
Erzeugenden  bezüglich  mit  c  und  /,  so  ist  (P^PgPgPJ  ^  L{B^B^B^R^ 
=^1{B^B^R^R^,     Die  Ebenen  /Äj,  .  .  .  IB^  schneiden  aber  d  in  vier 
Punkten  ^j,  Q^,  Q^,  Q^  mit  dem  Doppelverhältnis  {P^P^P^P^),  und  durch 
sie  gehen  die  vier  Erzeugenden  e^y  e^,  e^,  e^  hindurch.     Das  wider- 
spricht dem  vorher  gefundenen  Resultat,  daß  {PiP2P3^4)S(§iQ2Ö8^4) 
ist.     Wir  schließen  daraus,  daß  d  nicht  von  /  verschieden  sein  kann. 

Beschreibt  die  Erzeugende  e  die  Fläche,  so  durchläuft  ihr 
Schnittpunkt  B  mit  c  die  Kurve  c  und  ihr  Schnittpunkt  ?  mit  /  =  rf 
die  Gerade  L  Nähert  sich  dabei  B  dem  Punkte  ü,  so  nähert  sich 
P  dem  Punkte  1\  die  Erzeugende  e  nimmt  deshalb  bei  ihrer  Be- 
wegung einmal  die  Lage  l  =  d  B,n.  l  ist  also  selbst  eine  Erzeugende 
der  Fläche  und  ihre  beiden  Kuspidalpunkte  fallen  mit  T  zusammen. 
Jede  Ebene  durch  /  =  d  schneidet  die  Fläche  in  zwei  Erzeugenden, 
von  denen  die  eine  mit  l  zusammenfällt.  Die  Ebene  durch  /,  die 
c  in  X  berührt,  schneidet  die  Fläche  in  /  und  einer  unendlich  nahen 
Erzeugenden;  sie  berührt  also  den  einen  der  beiden  Flächenmäntel, 
die  durch  die  Doppelgerade  d  =  l  gehen ,  längs  dieser  Geraden.  Der 
andere  Flächenmantel  hat  in  jedem  Punkte  von  l  eine  andere 
Tangentialebene  und  zwar  ist  die  Punktreihe  auf  /  projektiv  zu  dem 
Büschel  der  zugehörigen  Tangentialebenen,  die  natürlich  durch  l 
gehen. 

Die  für  die  allgemeine  Regelfläche  3.  Grades  abgeleiteten  Re- 
sultate erleiden  für  die  Cayley'sche  Fläche  Modifikationen,  die 
sich  leicht  ergeben,  die  wir  jedoch  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 
Es  mag  nur  noch  die  folgende  Erzeugungsweise  der  Fläche  hervor- 
gehoben werden.  Die  Tangentialebenen  einer  Kegelfläche  2.  Ord- 
nung schneiden  die  entsprechenden  Ebenen  eines  zu  ihnen  projek- 


284  Verschiedene  Flächen, 


tiven  Ebenenbüschels,  dessen  Achse  die  Eegelfläche  berührt,  in  den 
Erzeugenden  einer  Cayley' sehen  Fläche. 

749.  Wir  wollen  hier  noch  eine  Frage  beantworten,  welche 
auch  bei  den  Konoiden  ihre  Erledigung  gefunden  hat,  nämlich  die 
Frage  nach  den  oskulierenden  Hyperboloiden.  Die  eine  Schar 
eines  solchen  Hyperboloides  liefert  dann  die  Haupttangenten  der 
Regelfläche  in  den  Punkten  einer  Erzeugenden.  Hiermit  ist  dann 
die  Möglichkeit  gegeben  bei  beliebiger  Parallel-  oder  Centralprojek- 
tion  nicht  nur  die  Punkte,  sondern  auch  die  Tangenten  des  wahren 
Umrisses  (oder  der  Lichtgrenze)  zu  zeichnen.  Denn  in  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Umrisses  liegen  seine  Tangente  und  der  pro- 
jizierende Strahl  harmonisch  zur  Erzeugenden  und  der  Haupttangente. 

Zum  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtung  wählen  wir  die  Punkt- 
reihen auf  der  Doppelgeraden  d  und  der  einfachen  Leitgeraden  /. 
Die  Punkte  der  Reihe  auf  d  bezeichnen  wir  mit  Qj,  ^,  Qg  •  •  •>  ^^^ 
Reihe  selbst  mit  (Q),  die  Punktepaare  der  Involution  auf  /  mit 
u^jjBp  J^B^f  •  •  •>  ^^®  involutorische  Reihe  selbst  mit  {AH).  Dann 
sind  {Q)  und  {AJS)  projektiv ;  die  entsprechenden  Punkte  haben  gleichen 
Index,  ihre  Verbindungslinien  Q^Ä.  =  e.  und  Q^B^^f^  (f  =  1, 2, 3, . . . .) 
sind  die  Erzeugenden  der  Regelfläche.  Legen  wir  jetzt  durch  d 
und  /  ein  Hyperboloid,  so  wird  seine  eine  Schar  auf  diesen  Geraden 
projektive  Punktreihen  (Q)  und  (P)  ausschneiden;  die  Geraden  dieser 
Schar  sind  Q^P^  =  g^.  Hyperboloid  und  Regelfläche  mögen  die 
Erzeugende  e^  =  g^  gemein  haben  (also  A^  =  ^i)»  sie  haben  dann 
noch  zwei  weitere  Erzeugende  gemein,  die  wir  durch  folgende  Über- 
legung gewinnen.  Für  jede  gemeinsame  Erzeugende  fallen  ein  Paar 
entsprechende  Punkte  der  projektiven  Reihen  {P)  und  {AB)  auf  / 
zusammen.  Um  diese  gemeinsamen  Punkte  zu  finden,  ziehen  wir 
in  einer  Ebene  durch  l  einen  beliebigen  Kreis  k  und  projizieren 
die  Reihen  (P)  und  {AB)  von  einem  seiner  Punkte  K  auf  ihn.  Da- 
durch entstehen  auf  k  zwei  projektive  Reihen  (P')  und  {A'B^  und 
die  Geraden  A!B!  =  s.  schneiden  sich  in  einem  Punkte  S.  Der 
Strahlbüschel  (*)  ist  projektiv  zur  Punktreihe  (P')  und  auch  zu  dem 
Strahlbüschel,  der  seine  Strahlen  aus  P/  durch  die  Punkte  der 
Reihe  (P)  schickt.  Da  s^  =  A^'B^'  =  P/P/  ist,  sind  die^e  Strahl- 
büschel  perspektiv  und  ihre  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich 
in  den  Punkten  einer  Geraden  u  {u  geht  durch  s^  x  P/Pj'  und 
«3  X  Pi'Ps')'  Bei  der  projektiven  Beziehung  der  Reihen  (P')  und 
{Ä'F)  entspricht  jeder  der  beiden  Punkte  u  x  h  sich  selbst.  Ihre 
Verbindungslinien  mit iST schneiden  /in  den  sich  selbst  entsprechenden 
Punkten  der  Reihen  (P)  und  {AB)  (abgesehen  von  dem  sich  selbst 
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entsprechenden  Punkte  A^  =  P^),  und  durch  sie  gehen  die  gemein- 
samen Erzeugenden  von  Regelfläche  und  Hyperboloid. 

Damit  nun  das  Hyperboloid  die  Regelfläche  längs  e^  oskuliert, 
müssen  die  beiden  soeben  bestimmten  Erzeugenden  mit  e^  zusammen- 
fallen, d.  h.  die  oben  erwähnte  Gerade  u  muß  k  in  A^'  berühren. 
Dadurch  wird  dann  eine  Reihe  (P')  auf  k  bestimmt,  indem  sich  s^ 
und  B^'P.'  auf  u  schneiden^  und  diese  liefert  auf  /  eine  Reihe  (P), 
die  zu  (Q)  projektiv  ist.  Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Punkte  dieser  Reihen  (P)  und  {Q)  bilden  die  eine  Schar  des  osku- 
lierenden  Hyperboloides,  das  hiermit  gefunden  ist 

750.  Es  genügt  hiemach,  wenn  man  zwei  Paare  e^'^  und  e^^ 
von  Erzeugenden  kennt,  um  für  eine  beliebige  andere  gegebene 
Erzeugende  ^^  das  oskulierende  Hyperboloid  zu  finden.  Wir  wollen 
nun  die  Konstruktion  thatsächlich  durchführen,  indem  wir  die  Torsal- 
linien  e^  und  e^  als  bekannt  annehmen;  die  Konstruktion  ändert 
sich  etwas,  wenn  an  ihrer 
Stelle  zwei  Paare  von 
Erzeugenden  gegeben 
sind.  Projizieren  wir  die 
Fläche  auf  eine  beliebige 
Ebene,  dann  läßt  sich 
die  ganze  Konstruktion 
in  dieser  Ebene  ausfüh- 
ren. Dabei  mögen  die 
Projektionen  der  Geraden 
und  Punkte  mit  den 
gleichen  Buchstaben  be- 
zeichnet werden ,  wie 
diese  selbst,  und  zwar 
der  Einfachheit  halber 
ohne  beigefügte  Striche. 
Gegeben  sind  also  die 
Projektionen  d  und  /  der  Doppel-  und  einfachen  Geraden,  e^  und 
e^  der  beiden  Torsallinien  und  e^  einer  weiteren  Erzeugenden 
(Fig.   472).      Wir   legen   den   Kreis  A,  der  ja  beliebig   ist,    durch 

iVj  =  /  X  ^2  ^^^  ^8  ==  ^  ^  ^8>  ziehen  seine  Tangenten  s^  und  ^3  in 
A^  resp.  A^  und  verbinden  ihren  Schnittpunkt  S=s^  x  ^3  mit  A^^lxe^. 
Diese  Gerade  s^  =  SA^  schneidet  k  in  zwei  Punkten  A^'  und  B^' 
(es  ist  gleichgültig,  ob  der  eine  oder  andere  der  beiden  Punkte  mit 
///  bezeichnet  wird),  und  wir  lassen  hier  das  obenerwähnte  K  mit 
B^  zusammenfallen.    Die  Tangente  u  in  Aj^  schneidet  s^  und  s^  in 


Fig.  472. 
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Punkten  0^  und  O3,  und  die  Geraden  JJ/O,  und  ^/Oj  schneiden 
auf  /  die  Punkte  P,  und  P3  aus.  P^Q^  und  P^Q^  {Q^  =  ^ ,  X  </? 
Q^  =  e^Xd)  sind  zwei  Erzeugende  des  Hyperboloides,  das  die  Regel- 
fläche längs  e^  oskuliert. 

Dieses  Hyperboloid  hat  einen  Kegelschnitt  zum  scheinbaren 
Umriß,  der  die  flinf  Geraden  d,  l,  e^,  P^Q^  und  P^Q^  berührt. 
Man  erhält  deshalb  die  Projektion  der  Haupttangente  in  einem 
Punkte  X  von  e^,  indem  man  aus  X  die  Tangente  an  den  Umriß- 
kegelschnitt legt,  was  mit  Hilfe  des  Brianchon'schen  Satzes  ge- 
schieht (P3Q3  X  P2Q2  =  G,  GXx  A^q^  =  H,  P^Hx  d=-J),  JX  ist 
die  Projektion  der  gesuchten  Haupttangente. 

751.  Die  Begelfläche  4.  Grades.  Es  sollen  hier  nur  in 
aller  Kürze  einige  wesentliche  allgemeine  Eigenschaften  dieser  Regel- 
flächen entwickelt  werden,  da  wir  weiterhin  noch  mehrere  derartige 
Flächen  zu  betrachten  haben.  Auch  das  gerade  und  schiefe  Kreis- 
konoid gehören  zu  dieser  Flächenart.  Wir  gehen  von  der  folgenden 
Definition  aus.  Die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  zweier  projektiver  Punktreihen,  deren  Träger  zwei 
beliebige  Kegelschnitte  sind,  liegen  auf  einer  Regelfläche 
4.  Grades.  Seien  c  und  c'  die  beiden  Kegelschnitte,  TT  und  TT 
ihre  Ebenen,  s  deren  Schnittlinie,  A^A^A^  .  .  .  .  und  A^A^A^  .... 
die  projektiven  Punktreihen  auf  c  resp.  c\  die  wir  kurz  durch  (^ 
und  (^')  bezeichnen.  Dann  lassen  sich  die  projektiven  Reihen  (^) 
und  {Ä)  und  damit  auch  ihre  Träger  c  und  d  in  Perspektive  Lage 
bringen.  Zu  diesem  Zwecke  braucht  man  nur  die  Punkte  A(  .  .  A^ 
zu  den  Punkten  A^  ,  ,  A^  perspektiv  zu  legen  (201),  denn  dann  liegen 
auch  die  Tangenten  in  den  entsprechenden  Punkten  von  c  und  c  per- 
spektiv, z.  B.  t^  in  A^  und  t^  in  A^.  A^'A^,  A^A^^  ^i'^/j  K  ^^^^ 
nämlich  perspektiv  zu  A^A^^  A^A^,  A^A^,  t^,  da  die  ersten  vier 
Strahlen  das  gleiche  Doppel  Verhältnis  haben  wie  die  letzten  vier, 
und  drei  Strahlen  von  jenen  zu  drei  Strahlen  von  diesen  bereits 
perspektiv  liegen.  Hierdurch  ist  eine  Perspektive  Lage  der  Ebenen 
TT  und  TT'  hergestellt,  zu  jedem  Punkt  in  TT  giebt  es  einen  Per- 
spektiven Punkt  in  TT'  und  umgekehrt.  Bringen  wir  jetzt  die  Ebene 
TT'  wieder  in  ihre  ursprüngliche  Lage,  so  sagen  wir:  die  Ebenen 
TT  und  TT'  sind  zu  einander  projektiv,  wenn  sich  je  zwei  Punkte 
in  ihnen  entsprechen,  die  vorher  perspektiv  waren. 

Um  nun  zu  zeigen,  daß  jede  Gerade  ff  unsere  Fläche  in  vier 
Punkten  schneidet,  benutzen  wir  die  projektive  Beziehung  der 
Ebenen  TT  und  TT'.  Der  Ebenenbüschel  durch  ff  schneidet  TT  in 
einem  Strahlbüöchel  (i)  mit  dem  Scheitel  G^ffxTl  und  TT'  in  einem 
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dazu  projektiven  Büschel  (/")  mit  dem  Scheitel  H'  ^  g  x  T\\  Ver- 
möge der  Projektivität  der  Ebenen  TT'  und  TT  entspricht  dem  Büschel 
{f)  mit  dem  Scheitel  H  ein  projektiver  Büschel  (/^  in  TT  mit  dem 
Scheitel  H.  Die  projektiven  Büschel  (t)  und  (/*)  erzeugen  einen  Kegel- 
schnitt, der  c  in  vier  Punkten  schneidet.  Schneiden  sich  in  einem 
dieser  Punkte  A^  die  Strahlen  i^  und  /"j,  so  liegen  i^  und  f^'  in  einer 
Ebene  dureh  g  als  entsprechende  Strahlen  der  Büschel  (i)  und  {f)\  f^ 
geht  durch  Ä^'  und  die  Erzeugende  Ä^A^'  trifft  g.  Das  beweist,  daß 
jede  Gerade  g  von  vier  Erzeugenden  der  Fläche  geschnitten  wird. 
752.  Jede  Erzeugende  der  Begelfläche  trifft  zwei  andere 
Erzeugende,  d.h.  sie  trägt  zwei  Punkte  ihrer  Doppelkurve «?; 
sie  bestimmen  sich  wie  folgt.  Sind  A^  und  A^'  entsprechende  Punkte 
von  c  und  c',  also  e^  ^  A^A^  eine  Erzeugende,  so  sind  A^  und  A^ 
die  Scheitel  projektiver  Büschel,  deren  entsprechende  Strahlen  die 
Kurven  c  und  c  in  entsprechenden  Punkten  schneiden.  Treffen  sich 
zwei  entsprechende  Strahlen  dieser  Büschel,  so  liegt  in  ihrer  Ebene 
eine  Erzeugende,  die  natürlich  e^  schneidet.  Dieses  tritt  aber  zwei- 
mal ein,  da  beide  Strahlbüschel  die  Gerade  s  in  zwei  projektiven 
Punktreihen  schneiden  und  diese  zwei  Doppelpunkte  besitzen  (320). 
Jede  Ebene  durch  zwei  Erzeugende  schneidet  die  Regelääche 
noch  in  einem  Kegelschnitt;  die  Erzeugenden  treffen  alle  diese 
Kegelschnitte  in  projektiven  Punktreihen.  Je  zwei  dieser  Beihen 
können  zur  Definition  der  Regelfläche  benutzt  werden.  Auch  in 
den  Ebenen  TT  und  TT'  liegen  je  zwei  Erzeugende;  die  beiden  in 
TT  verbinden  die  Schnittpunkte  c'  x  TT  mit  den  entsprechenden 
Punkten  auf  c. 

753.  Alle  Ebenen  durch  je  zwei  Erzeugende  schneiden 
jede  solche  Ebene  in  den  Tangenten  eines  Kegelschnittes. 
Wir  brauchen  nur  zu  zeigen,  daß  die  Spurlinien  aller  dieser  Ebenen 
in  TT  einen  Kegelschnitt  k  umhüllen.  Zwei  Erzeugende  A^A(  und 
B^B^  (i^i  und  B^  auf  c,  A^  und  B^  auf  c')  schneiden  sich,  wenn 
A^B^  und  A(B(  sich  in  einem  Punkte  Pj'  von  s  treffen.  In  den 
projektiven  Ebenen  TT'  und  TT  entsprechen  sich  aber  A^B^  und 
A^By^  und  dem  Punkte  P/  von  A^B^  ein  Punkt  Pj  auf  A^B^.  so 
daß  A^B^  ==  P^P^'  ist.  Der  Punktreihe  (P')  auf  s  in  TT'  entspricht 
in  TT  eine  projektive  Punktreihe  (P)  auf  einer  Geraden  r,  und  die 
Verbindungslinien  P^P!  (i  =  1,2,3,  .  .  .)  entsprechender  Punkte  um- 
hüllen einen  Kegelschnitt  k.  Der  Geraden  P^P!  in  TT  entspricht 
eine  Gerade  durch  P/  in  TT',  die  erstere  schneidet  c  in  A^,  B.^  die 
letztere  c'  in  den  entsprechenden  Punkten  Af,B!;  beide  liegen  in 
der  nämlichen  Ebene  durch  P/,  so  daß  sich  A.A/  und  B.B/  schneiden. 
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Die  Ebenen  durch  zwei  Erzeugende  schneiden  also  aus  den  projektiven 
Ebenen  TT  und  TT'  entsprechende  Gerade  aus;  sie  umhüllen  in  diesen 
Ebenen  entsprechende  Kegelschnitte  k  und  k\  die  beide  ä  =  TT  X  TT' 
berühren.  Nach  715  folgt  hieraus,  daß  alle  Ebenen  durch  zwei 
Erzeugende  eine  abwickelbare  Fläche  3.  Klasse  umhüllen « 
sie  bilden  also  die  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  3.  Ordnung. 
Zu  den  Ebenen  durch  zwei  Erzeugende  gehören  auch  die  Tangen- 
tialebenen längs  der  vier  Torsallinien ,  sie  schneiden  TT  in  den  ge- 
meinsamen Tangenten  von  k  und  c, 

754.  Der  Tangentialkegel  aus  einem  Punkte  der 
Doppelkurve  d  an  die  Regelfläche  ist  von  der  2.  Ordnung, 
wie  man  schon  daraus  erkennt,  daß  jede  Gerade  aus  diesem  Punkte 
noch  zwei  weitere  Erzeugende  trifft,  daß  es  also  durch  sie  noch 
zwei  Tangentialebenen  an  den  Kegel  giebt.  Wir  wollen  die  Sache 
jedoch  noch  etwas  weiter  v^erfolgen.  Seien  D  ein  Punkt  der  Doppel- 
kurve, «1  und  ^2  die  Erzeugenden  durch  ihn,  A^,  J^  und  A^\  J^' 
ihre  Schnittpunkte  mit  c  resp.  c\  Ist  dann  e.  =  J^J/  eine  beliebige 
Erzeugende,  so  ist  zu  zeigen,  daß  die  Ebene  De.  eine  Kegelfläche 
2.  Ordnung  umhüllt,  wenn  e.  die  Regelfläche  beschreibt.  Legen  wir 
nun  durch  A^J^  eine  beliebige  Ebene  TT^  und  schneiden  sie  mit  der 
Kegelfläche,  die  D  zum  Scheitel  und  c  zur  Leitkurve  hat;  die 
Schnittkurve  sei  c^  und  ihr  Schnittpunkt  mit  DA/  sei  AP.  Die 
Reihen  {Ä)  auf  c,  (Ä)  auf  c  und  (A^  auf  c^  sind  projektiv  {A^^  =  A^, 
A^^  =  A^\  die  Ebene  De^  schneidet  c  und  c®  in  A^  und  AP.  Die 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Reihen  {A)  auf  c  und 
[A^  auf  c^  bilden  aber  die  eine  Schar  eines  Hyperboloides,  wie  wir 
sogleich  beweisen  werden;  die  Ebenen  De^  oder  DA. AP  umhüllen 
deshalb  einen  Tangentialkegel  2.  Ordnung  von  ihm.  Berührt  dieser 
das  Hyperboloid  in  dem  Kegelschnitt  u,  so  schneidet  die  Schar  von 
Geraden  A^A^  die  Kurven  c  imd  u  in  projektiven  Punktreihen. 

Beschreibt  also  die  Erzeugende  «.  die  Regelfläche,  so  umhüllt  die 
Ebene  De^  eine  Kegelfläche  2.  Ordnung.  Dabei  ist  die  Punktreihe  auf  c 
durch  die  Erzeugenden  e^  projektiv  bezogen  auf  die  Mantellinien  der 
Kegelfläche,  indem  jede  Erzeugende  durch  einen  Punkt  von  c  geht 
und  den  Kegel  in  einem  Punkt  der  entsrechenden  Mantellinie  berührt. 
Was  aber  für  die  Kegelfläche  aus  dem  Scheitel  D  gilt,  gilt  auch 
für  den  Tangentialkegel  aus  jedem  anderen  Punkte  der  Doppelkurve. 
Daraus  ergiebt  sich  aber  eine  zweite  Erzeugungsweise  unserer  Regel- 
fläche. Bezieht  man  die  Mantellinien  zweier  Kegelflächen 
2.  Ordnung  projektiv  aufeinander  (indem  man  etwa  die  Punkte 
zweier  Schnitte  projektiv  bezieht),   so  bilden  die  Schnittlinien 
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der  Tangentialebenen  in  entsprechenden  Mantellinien  die 
Erzengenden  einer  Begelfläche  4.  Grades. 

Es  ist  nun  noch  zn  zeigen,  daß  die  Geraden  A.A.^  die  eine  Schar 
eines  Hyperboloides  bilden,  wenn  die  Beihen  {J)  auf  c  und  {Ä^  anf 
c^  projektiv  und  die  Punkte  A^  und  A^  beiden  Beihen  entsprechend 
gemeinsam  sind.  Der  Büschel  A^{A^A^A^  .  .  .  .)  in  TT  ist  projektiv 
zu  dem  Büschel  A^{A^^A^^A^^  .  .  .  .)  in  TT^  und  da  der  erste  Strahl 
in  beiden  übereinstimmt,  sind  sie  perspektiv,  d.  h.  die  Geraden  A^A.^ 
liegen  in  den  Ebenen  eines  Büschels,  dessen  Achse  durch  A^  geht; 
ebenso  liegen  sie  in  den  Ebenen  eines  Büschels,  dessen  Achse  durch 
A^  geht.  Beide  Ebenenbüschel  sind  projektiv,  denn  sie  schneiden 
TT  in  projektiven  Strahlbüscheln;  ihre  entsprechenden  Ebenen 
schneiden  sich  also  in  den  Geraden  der  einen  Schar  eines  Hyper- 
boloides. 

Die  doppelte  Erzeugungsweise  unserer  Flächen  zeigt,  daß  aus 
einer  Begelfläche  4,  Grades  durch  reciproke  Baumtrans- 
formation wieder  eine  Fläche  von  gleicher  Art  hervorgeht. 
Zu  jeder  Eigenschaft  der  Begelfläche  giebt  es  demnach  eine  duale 
Eigenschaft  Aus  dem  Satz  über  die  Ebenen  durch  zwei  Erzeugende 
folgt:  daß  die  Doppelkurve  der  Begelfläche  4.  Grades  eine 
Baumkurve  S.Ordnung  ist,  die  vier  Euspidalpunkte  trägt, 
was  man  auch  daraus  hätte  schließen  können,  daß  jede  Ebene  diese 
Kurve  in  drei  Punkten  schneidet. 

755.  Wir  betrachten  jetzt  die  Fälle,  in  denen  die  projektiven 
Beihen  {A)  auf  c  und  {A')  auf  c'  eine  besondere  Lage  zu  einander 
einnehmen.  Wir  haben  gesehen,  daß  die  Ebenen  durch  zwei  Er- 
zeugende die  feste  Ebene  TT  in  den  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
k  schneiden.  Diese  Tangenten  gingen  durch  die  entsprechenden 
Punkte  zweier  projektiver  Beihen;  die  eine  Beihe  lag  auf  «,  die 
andere  auf  einer  Geraden  r,  beide  Beihen  entsprachen  sich  bei  der 
projektiven  Beziehung  der  Ebenen  TT'  und  TT.  Wir  wollen  nun 
annehmen,  daß  bei  der  projektiven  Beziehung  der  Kegel- 
schnitte c  und  c  und  der  dadurch  bedingten  projektiven 
Beziehung  ihrer  Ebenen  TT  und  TT'  ein  Punkt  0  der  Geraden 
Ä  =  TT  X  TT'  sich  selbst  entspricht.  Dann  sind  einerseits  die 
Punktreihen  amf  s  und  r  perspektiv,  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  dieser  Beihen  gehen  also  durch  einen  festen 
Punkt  Z  von  TT.  Diesem  Büschel  in  TT  mit  dem  Scheitel  Z  entspricht 
in  der  projektiven  Ebene  TT'  ein  Büschel  mit  dem  Scheitel  Z';  ihre 
entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich  nach  der  Konstruktion  auf  s. 
Je  zwei  solche  Strahlen  schneiden  aber  c  und  c  in  entsprechenden 
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Punkten,  so  daß  in  jeder  Ebene  durch  die  Gerade  l^LL'  zwei 
Erzeugende  unserer  Flache  liegen.  Jede  Erzeugende  triffib  die 
Gerade  /.  Andererseits  sind  die  Strahlbüschel  in  TT  und  TT'  mit 
dem  gemeinsamen  Scheitel  0  projektiv;  die  Ebenen  durch  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  dieser  Büschel  umhüllen  eine  Kegelfläche 
2.  Ordnung  und  enthalten  je  zwei  Erzeugende  der  Regelfläche,  da  sie 
c  und  c'  in  zweimal  zwei  entsprechenden  Punkten  schneiden.  Je  zwei 
Erzeugende  in  jeder  Tangentialebene  dieser  Eegelfläche  schneiden 
sich  auf  /.  Zu  den  Tangentialebenen  dieses  Kegels  gehört  auch  die 
Ebene  /O,  die  c  und  c'  in  entsprechenden  Punkten  schneidet.  Die 
Gerade  /  ist  eine  Doppelgerade  unserer  Regelfläche,  jede 
Ebene  durch  sie  schneidet  die  Fläche  noch  in  zwei  Er- 
zeugenden. Alle  anderen  Ebenen  durch  zwei  Erzeugende 
umhüllen  eine  Kegelfläche  2.  Ordnung  K  mit  dem  Scheitel 
0,  die  von  der  Doppelgeraden  l  berührt  wird.  Wir  können 
auch  sagen:  alle  Ebenen,  die  Kegelschnitte  der  Regelfläche  ent- 
halten, umhüllen  einen  Kegel  2.  Ordnung  K  mit  dem  Scheitel  O. 
Überträgt  man  die  Resultate  von  323  und  326  auf  eine  Kegel- 
fläche, so  erhält  man  folgenden  Satz:  Liegt  in  einer  Tangential- 
ebene einer  Kegelfläche  2.  Ordnung  eine  beliebige  Involution  von 
Strahlenpaaren,  deren  Scheitel  in  den  Scheitel  der  Kegelfläche  fallt, 
so  schneiden  sich  je  zwei  Tangentialebenen  durch  je  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  der  Involution  in  den  Strahlen  eines  ebenen 
Strahlbüschels.  Nun  schneiden  aber  die  Strahlen  x^  durch  L  die 
Kurve  c  in  den  Punktepaaren  Ä^^  B^  einer  Involution,  die  mit  O 
verbunden,  die  Strahlenpaare  OA^^  OB.  einer  Involution  liefern.  Die 
Tangentialebenen  des  Kegels  K  durch  die  Strahlen  OJ.  und  OJB. 
schneiden  sich  in  einer  Geraden  y^  und  alle  diese  Geraden  y^ 
(2  =  1, 2, 3  .  .  .)  liegen  in  einer  Ebene  M  durch  0.  Die  Erzeugenden 
durch  A.  und  B.  liegen  einerseits  in  der  Ebene  Ix^  und  andererseits 
in  den  genannten  Tangentialebenen  von  K;  ihr  Schnittpunkt  ist  also 
der  Schnittpunkt  von  y.  mit  der  Ebene  Ix.  und  liegt  in  M.  Alle 
Ebenen  durch  l  schneiden  daher  die  Fläche  in  je  zwei  Erzeugenden, 
deren  Schnittpunkt  in  der  Ebene  M  liegt.  Der  Ort  dieser  Punkte 
in  M  ist  eine  Doppelkurve  m  unserer  Fläche,  die  demnach  ein  Kegel- 
schnitt sein  muß,  der  den  Punkt  M=lxtA  enthält.  Denn  die 
Schnittkurve  der  Fläche  mit  M  muß  von  der  4.  Ordnung  sein.  Die 
Regelfläche  besitzt  eine  Doppelgerade  /  und  einen  Doppel- 
kegelschnitt TW,  die  sich  in  einem  Punkte  M  schneiden. 
Die  Ebene  M  des  Doppelkegelschnittes  m  trägt  auch  den 
Scheitel  0  des  Kegels  K,  in   dessen  Tangentialebenen   die 
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Kegelschnitte   der  Regelfläche   liegen.     Eine   dieser  Tan- 
gentialebenen enthält  die  Doppelgerade  /. 

Die  Tangenten  von  0  an  die  Kurve  c  berühren  sie  in  zwei 
Punkten  y  durch  die  zwei  Torsalliuien  der  Fläche  gehen ,  deren  Ku- 
spidalpunkte  auf  der  Doppelgeraden  /  liegen.  Die  Berührungspunkte 
der  Tangenten  von  X  an  c  liegen  auf  zwei  Torsallinien,  deren  Ku- 
spidalpunkte  dem  Doppelkegelschnitte  angehören. 

Die  Tangentialebenen  des  Kegels  K  schneiden  auf  seiner  Tan- 
gente /  eine  Punktreihe  und  aus  seiner  Tangentialebene  TT  einen  dazu 
projektiven  Strahlbüschel  aus,  der  c  in  den  Punktepaaren  einer 
Involution  schneidet.  Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare 
mit  den  entsprechenden  Punkten  auf  /  sind  die  Erzeugenden  der 
Regelfläche,  für  die  sich  daraus  folgende  Erzeugungs weise  ergiebt. 
Bestimmt  man  auf  einem  Kegelschnitte  eine  Involution  von  Punkte- 
paaren und  auf  einer  beliebigen  Raumgeraden  /  eine  dazu  projektive 
Punktreihe,  so  bilden  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
die  Erzeugenden  einer  Regelfläche  4.  Grades,  mit  der  Doppel- 
geraden /  und  einem  Doppelkegelschnitte. 

Die  Regelfläche  4.  Grades  mit  einer  Doppelgeraden 
und  einem  Doppelkegelschnitt  geht  durch  eine  reciproke 
Raumtransformation  in  eine  Fläche  derselben  Art  über. 
Dieses  lehren  uns  unmittelbar  die  oben  gewonnenen  Resultate. 

756.  Wir  gehen  wieder  von  zwei  Kegelschnitten  c  und  c'  und 
zwei  auf  ihnen  liegenden  projektiven  Punktreihen  (A)  und  (A')  aus; 
machen  aber  jetzt  die  Voraussetzung,  daß  die  Schnittlinie  s 
ihrer  Ebenen  TT  und  TT'  sie  in  zweimal  zwei  entsprechenden 
Punkten  schneidet,  oder  daß  bei  der  projektiven  Beziehung  der 
Kegelschnitte  c  und  c',  sowie  ihrer  Ebenen  TT  und  TT',  die  Gerade  s 
sich  selbst  entspricht.  Schneiden  sich  also  s  und  c  in  Ä^  und  A^, 
so  schneiden  sich  s  und  c  in  Ä^'  und  A^.  Es  ist  klar,  daß  s  eine 
Doppelerzeugende  der  Regelfläche  4.  Grades  ist,  deren  Erzeugende 
A^Al  entsprechende  Punkte  von  c  und  c  verbinden.  Wir  wollen  nun 
zeigen,  daß  die  Regelfläche  4.  Grades  im  vorliegenden  Falle 
außer  einer  Doppelerzeugenden  noch  zwei  Doppelgeraden 
besitzt,  die  von  allen  Erzeugenden  getroffen  werden. 

Der  Punktreihe  auf  ä,  als  Reihe  der  Ebene  TT,  entspricht  in 
der  projektiven  Ebene  TT'  wieder  eine  Punktreihe  auf  s.  Die  beiden 
projektiven  Reihen  haben  zwei  Doppelpunkte  L  und  Jf,  durch  sie 
gehen  die  beiden  Doppelgeraden  /  und  m  der  Fläche.  Man  legt 
sie  durch  L  resp.  M  derart,  daß  sie  zwei  beliebige  Erzeugende, 
etwa  A^A^  und  A^A^,  treffen.     Daß  dann  eine  beliebige  Erzeugende 
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A.AI  ebenfalls  /  und  m  trifft,  erkennt  man  wie  folgt.  Die  beiden 
Strahlbüschel  L{Ä^A^Ä^Ä^  und  L{A^'A^Ä^Ä!)  haben  gleiches  Doppel- 
verhältnis; sie  liegen  perspektiv^  da  L  auf  A^A^  liegt.  Deshalb 
schneiden  sich  die  Ebenen  LA^A^^  LA^A^  und  LA^!  in  einer 
Geraden,  d.  h.  A^A^  trifft  die  Gerade  /,  in  der  sich  die  beiden  ersten 
Ebenen  schneiden. 

Jede  Ebene  durch  eine  Doppelgerade  schneidet  die  Fläche  noch 
in  zwei  Erzeugenden;  jede  Ebene  durch  die  Doppelerzeugende  ent- 
hält noch  einen  Kegelschnitt  der  Fläche.  Durch  jeden  Punkt  von  / 
gehen  zwei  Erzeugende,  die  gemeinsamen  Sekanten  von  c  und  m, 
sie  schneiden  also  c  in  einem  Punktepaare,  dessen  Verbindungslinie 
durch  M  geht.  Die  Erzeugenden  der  Begelfläche  sind  die 
gemeinsamen  Sekanten  zweier  Geraden  /  und  m  und  eines 
Kegelschnittes  c.  Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  die  Sekante  LM^ 
die  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  c  liegt,  diesen  schneidet  oder 
nicht.  Im  ersteren  Falle  ist  LM  eine  wirkliche  Doppelerzeugende, 
in  ihr  durchschneiden  sich  zwei  Mäntel  der  Begelfläche;  im  letzteren 
Falle  verläuft  die  Doppelerzeugende  LM  isoliert,  sie  liegt  nicht  auf 
der  Begelfläche  selbst.  Durch  die  Berührungspunkte  der  von  Jf  an  c 
gelegten  Tangenten  gehen  zwei  Torsallinien,  deren  Kuspidalpunkte 
auf  /  liegen;  analog  giebt  es  zwei  Torsallinien  mit  Kuspidalpunkten 
auf  m. 

Der  Tangentialkegel  aus  einem  Punkte  der  Doppelerzeugenden 
an  die  Begelfläche  ist  von  der  2.  Ordnung.  Denn  jede  Gerade  durch 
den  Scheitel  dieses  Kegels  trifft  noch  zwei  Erzeugende  der  Fläche, 
es  gehen  durch  sie  also  noch  zwei  Tangentialebenen  des  genannten 
Kegels.  Man  kann  die  Sache  auch  noch  genauer  verfolgen,  indem 
man  die  gleiche  Methode  anwendet  wie  früher  bei  der  Begelfläche 
4.  Grades  mit  einer  Doppelkurve  3.  Ordnung.  Hiemach  folgt,  daß 
die  Erzeugenden  der  Begelfläche  auch  als  die  Tangenten 
einer  Kegelfläche  2.  Ordnung,  die  zwei  feste  Geraden  / 
und  m  treffen,  angesehen  werden  können.  Die  gemeinsame 
Sekante  von  /  und  m  durch  den  Kegelscheitel  ist  die  Doppelerzeu- 
gende; die  Schnittpunkte  des  Kegels  mit  den  Doppelgeraden  l  und 
m  sind  die  Kuspidalpunkte  und  die  bezüglichen  Torsallinien  berühren 
den  Kegel  in  ihnen. 

Auch  die  Begelflächen  4.  Grades  mit  zwei  Doppelgeraden  und 
einer  Doppelerzeugenden  gehen  bei  einer  reciproken  Baumtransfor- 
mation wieder  in  Flächen  derselben  Art  über. 

757.  Sind  nun  alle  Begelflächen  4.  Grades  von  einer  der  be- 
handelten  drei  Arten?     Ohne  Zweifel,   wenn   es  auf  ihnen  Kegel- 
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schnitte  giebt;  denn  die  Erzeugenden  müssen  auf  diesen  projektive 
Pnnktreihen  ausschneiden.  Jede  Erzeugende  einer  Begelfläche 
4.  Grades  wird  aber  von  zwei  anderen  Erzeugenden  getroflFen  (726); 
eine  Ebene  durch  zwei  Erzeugende  muß  entweder  noch  einen  Kegel- 
schnitty  oder  eine  Doppelgerade  ausschneiden.  Denn  zwei  getrennte 
Greraden  können  es  nicht  in  allen  solchen  Ebenen  sein,  sonst  wtlrde 
die  Fläche  in  zwei  Hyperboloide  zerfallen. 

Es  giebt  nun  in  der  That  Segelflächen  4.  Grades,  die  zwei 
Doppelgeraden    besitzen,    aber    keinen   Kegelschnitt    ent- 
halten.    Da  eine  Ebene  durch  eine  E^rzeugende  die  Fläche  noch 
in  einer  Kurve  3.  Ordnung  schneidet,    so  sehen  wir,   daß  ihre  Er- 
zeugenden die  gemeinsamen  Sekanten  einer  ebenen  Kurve  3.  Ordnung 
und  zweier  sie  schneidender  Geraden  sind;  diese  Geraden  sind  die 
Doppelgeraden  der  Fläche.     Die  Erzeugenden  vermitteln  zwischen 
den   Punkten  der  Doppelgeraden  eine  zwei  -  zweideutige   Beziehung 
(jedem   Punkte   der    einen    Geraden   entsprechen   immer   zwei   der 
anderen)  und  diese  wird  man  bei  einer  näheren  Untersuchung  der 
Fläche   zum   Ausgangspunkte   wählen.     Wir  haben  bereits  bei  der 
projektiven  Beziehung  der  Punkte  einer  Reihe  auf  die  Punktepaare 
einer   Involution   einen  Kegelschnitt  zu  Hilfe  genommen,   und  wir 
wollen  auch  hier  die  Punkte  der  einen  Doppelgeraden  /  den  Punkten 
eines  Kegelschnittes  P  projektiv  zuordnen.    Den  Punkten  der  zweiten 
Doppelgeraden  m   entsprechen   dann  Punktepaare  auf  /  und  durch 
die  Projektivität  zwischen  /  und  19  auch  Punktepaare  auf  P.     Die 
Verbindungslinien  dieser  Punktepaare  von  P  umhüllen  eine  Kurve  m®, 
und  wir  lassen  den  Punktepaaren  auf  P  den  Berührungspunkt  ihrer 
Verbindungslinie   mit  m^  entsprechen.      Es  giebt   nun  immer  zwei 
Punkte  auf  m,  deren  entsprechende  Punktepaare  auf  /,  oder  auf  P, 
einen  gegebenen  Punkt  enthalten.     Da  aber  jedem  Punkte  von  m 
ein  Punkt  von  wi®  entspricht,    so  giebt  es  immer  zwei  Punkte  auf 
m^,    deren   Tangenten   durch  einen  gegebenen  Punkt  von  P  gehen, 
d.  h.  nP  ist  ein  Kegelschnitt. 

Zwischen  den  Punkten  der  Kegelschnitte  P  und  nP  besteht 
eine  zwei  -  zweideutige  Beziehung;  jedem  Punkte  von  P  entsprechen 
die  beiden  Punkte  von  m^,  deren  Tangenten  durch  ihn  gehen,  jedem 
Punkte  von  m®  entsprechen  die  beiden  Punkte  von  P,  die  auf  seiner 
Tangente  liegen.  Bezieht  man  die  Punkte  von  /^  und  m^  projektiv 
auf  die  Punkte  der  Doppelgeraden  /  resp.  m,  so  erhält  man  auf 
ihnen  eine  zwei  -  zweideutige  Beziehung  und  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  liegen  auf  einer  Begelfläche  4.  Grades. 

Den  vier  Punkten  auf  ^,  die  zugleich  auf  m^  liegen,  entsprechen 
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Punktepaare  auf  m^,  deren  Punkte  zusammenfallen;  den  vier  Punkten 
auf  m^,  deren  Tangenten  zugleich  l^  berühren,  entsprechen  ebenfalls 
Punktepaare  mit  zusammenfallenden  Punkten.  Demgemäß  giebt  es 
auf  jeder  der  beiden  Doppelgeraden  je  vier  Kuspidalpunkte,  also 
im  ganzen  acht  Torsallinien.  Je  nach  der  gegenseitigen  Lage  von 
l^  und  m^  ergeben  sich  verschiedene  ßealitätsverhältnisse  der  Eus- 
pidalpunkte.  Näher  wollen  wir  auf  diese  Art  von  Begeläächen 
nicht  eingehen,  da  sie  weiterhin  keine  Anwendung  finden. 

758.  Die  Normalenflächen  einer  Fläche  2.  Grades. 
Zieht  man  auf  einer  beliebigen  Fläche  eine  Kurve  und  in  ihren 
Punkten  die  Normalen  der  Fläche,  so  erhält  man  eine  Begelfläche, 
die  man  als  Normalenfläche  bezeichnet.  Es  soll  hier  die  Fläche 
2.  Grades  zu  Grunde  gelegt  werden  und  wir  wollen  die  Normalen- 
flache  für  einen  ihrer  ebenen  Schnitte  konstruieren.  Die  Tangential- 
ebenen in  den  Punkten  einer  solchen  Schnittkurve  umhüllen  aber 
eine  Eegelfläche  2.  Ordnung,  welche  die  Fläche  2.  Grades  längs 
derselben  berührt,  und  die  Normalen  der  Fläche  2.  Grades  in  ihnen 
sind  zugleich  Normalen  der  Eegelfläche.  Unsere  Aufgabe  deckt 
sich  also  mit  der  folgenden:  Die  Normalenfläche  für  einen 
ebenen  Schnitt  einer  Eegelfläche  2.  Ordnung  zu  kon- 
struieren. Je  nach  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Achse  der 
Eegelfläche  haben  wir  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden,  die  uns 
zu  den  vorher  aufgezählten  Arten  der  Begelflächen  4.  Grades  f&hren 
werden. 

Zunächst  erkennen  wir,  daß  der  Bichtungskegel  der  Nor- 
malenfläche von  der  2.  Ordnung  ist.  Ist  nämlich  T  der  ge- 
gebene Eegel,  8  sein  Scheitel,  c  seine  Schnittkurve  mit  der  Ebene 
TT^,  so  finden  wir  den  Normalkegel  N  mit  dem  Scheitel  S  und  seine 
Schnittkurve  n  mit  TTi  in  folgender  Weise.  Ist  P^P^^s  •  •  •>  ^^®^ 
kurz  (P)  eine  Pimktreihe  auf  c,  so  schneiden  die  zugehörigen  Tan- 
genten auf  zwei  festen  Tangenten  von  c  projektive  Punktreihen  aus, 
etwa  {J)  und  {By  Indem  wir  sie  mit  S  verbinden,  erhalten  wir 
zwei  projektive  Strahlbüschel  (a)  und  (&);  indem  wir  femer  auf  jedem 
dieser  Strahlen  in  S  eine  Normalebene  errichten,  gelangen  wir  zu 
zwei  projektiven  Ebenenbüscheln  (A)  und  (B).  Ihre  entsprechenden 
Ebenen  schneiden  sich  in  den  Mantellinien  {q)  des  Normalkegels  N» 
der  somit  von  der  2.  Ordnung  ist,  und  diese  treffen  TTi  in  den 
Punkten  (Q)  des  Eegelschnittes  n.  Dabei  ist  die  Punktreike  (P) 
auf  c  projektiv  bezogen  auf  die  Punktreihe  (Q)  auf  n  und  auf 
die  Mantellinien  {q)  des  Normalkegels  (oder  Polarisegels,  106). 

Zieht  man   durch  jeden  Punkt  der  Punktreihe  (P)  auf  c  eine 


Verschiedene  Flächen, 


295 


Gerade  parallel  zu  der  entßprechenden  Mantellinie  q  des  Normal- 
kegels —  (P)  und  {q)  sind  projektiy  — ,  so  erhält  man  die  Normalen- 
Hache.  Die  Normalenfläche  ist  vom  4.  Grade,  denn  ihre 
Erzeugenden  sind  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  zweier  projektiver  Punktreihen,  die  auf  dem  Kegel- 
schnitte c  und  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitte  von  N 
liegen. 

759»    untersuchen  wir  zuerst  die  Normalenfläche  für  den 
Fall,   daß   c   ein   beliebiger   Schnitt   des   Kegels  T  ist.     In 


ätS'  "-tJAf' 


Fig.  473. 

Fig.  473  ist  c  in  der  Ebene  TTi  angenommen,  die  Ebenen  TTj  und 
TT3  sind  senkrecht  zu  TTj  durch  die  Achsen  AB  und  HD  von  c  ge- 
legt; als  Kurve  c  ist  eine  Ellipse  gewählt.  In  der  Figur  sind  die 
Ebenen  TT,  und  TTg  zuerst  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  und 
dann  um  ihre  Spuren  x  resp.  y  in  die  Horizontalebene  umgelegt,  um 
die  Verhältnisse  übersichtlicher  zu  gestalten.  Die  Tangenten  von 
S'  aji  c  berühren  c  in  if  und  K\  die  Eirzeugenden  in  TT^  sind  die 
Normalen  i  und  k  in  den  Punkten  /  und  K  von  c ;  die  Erzeugenden 
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a  und  b  in  TTa  gehen  durch  Ä  und  B .  und  stehen  auf  8"A  resp. 
8'*B  senkrecht ;  die  Erzeugenden  c  und  d  in  TTg  gehen  durch  E  und 
D  und  stehen  auf  S"'E  resp.  8'"1)  senkrecht. 

Die  Normalenfläche  besitzt  eine  Doppelkurve  von  der  3.  Ordnung, 
ihre  Kegelschnitte  liegen  in  Ebenen,  die  eine  abwickelbare  Fläche 
3.  Klasse  umhüllen  (753).  Die  Ebenen  durch  die  Kegelschnitte  der 
Normalenfläche  y  zu  denen  auch  die  unendlich  ferne  Ebene  gehört, 
schneiden  jede  von  ihnen  in  den  Tangenten  einer  Parabel.  So  um- 
hüllen die  ersten,  zweiten  und  dritten  Spurlinien  dieser  Ebenen  je 
eine  Parabel  p^^  /?,  und  p^  Die  Parabel  p^  hat  die  Achsen  von  c 
und  die  Erzeugenden  t  und  k  zu  Tangenten,  denn  die  ersteren  sind 
die  Spuren  von  T[^  und  TTj,  die  letzteren  sind  die  in  T\^  liegenden 
Erzeugenden,  durch  welche  außer  TTi  noch  je  eine  weitere  Kegel- 
schnittebene hindurchgeht  Die  Parabel  p^  berührt  die  Geraden  a 
und  bj  X  und  z,  denn  a  und  b  sind  Erzeugende,  x  und  z  die  Spuren 
von  TTi  und  TTj;  analog  berührt  die  Parabel  p^  die  Geraden  d  und 
e,  y  und  z. 

Die  gemeinsamen  Tangenten  von  c  und  p^  sind  die  ersten  Spar- 
linien solcher  Ebenen,  die  zwei  unendlich  nahe  Erzeugende  der 
Fläche  enthalten;  die  Erzeugenden  durch  ihre  Berührungspunkte 
mit  c  sind  die  Torsallinien.  Im  vorliegenden  Falle  existieren  nur 
zwei  reelle  Torsallinien,  sie  sind  jedoch  nicht  in  die  Figur  ein- 
getragen. 

760.  Ist  Z  irgend  eine  Ebene  durch  zwei  Erzeugende,  dann 
müssen  ihre  Spurlinien  s^,  s^,  s^,  beziehentlich  die  drei  Parabeln 
Pv  P2^  P9  berühren.  Die  Ebene  £  schneidet  die  Fläche  noch  in 
einem  Kegelschnitte  ^,  der  offenbar  die  folgenden  Punkte  enthält: 
Ä  =  «2Xa,  T^s^xb,  U=8^xd,  F==8^Xe,  X=«iXi  und  Y^^s^xk. 
Nun  gilt  der  Satz  (338),  daß  die  Tangenten  einer  Parabel  auf  zwei 
festen  Tangenten  derselben  ähnliche  Punktreihen  ausschneiden. 
Demnach  begrenzen  die  Tangenten  a,  b  und  z  der  Parabel  p^  auf  ^ 
den  Tangenten  s^  und  x  je  zwei  Strecken,  die  in  dem  gleichen  Ver- 
hältnisse stehen,  d.h.  es  ist:  IiZ:ZT^AC:CB{Z=^zxs^,  C^zXxXy). 
Da  aber  AC  =  CB  ist,  folgt  RZ  =  ZT\  ganz  ebenso  ergiebt  sich 
VZ=^ZV.  Die  Geraden  ET  und  UV  sind  demnach  zwei  Durchmesser 
des  Kegelschnittes  9,  dessen  Mittelpunkt  in  Z  liegt. 

Nun  schneiden  die  Erzeugenden  der  Fläche  auf  allen  Kegel- 
schnitten und  insbesondere  auf  c  und  q  projektive  Punktreihen 
aus  (752),  so  daß  die  Punkte  A^  B,  2>,  E  von  c  projektiv  sind  zu 
den  Punkten  Rj  T^  U,  F  auf  q.    Alle   zu  DE  parallelen   Geraden 
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sehneiden  aber  c  in  den  Punktepaaren  einer  Involution^  deren 
Doppelpunkte  A  und  B  sind  und  diese  liegen  zu  jedem  Punktepaar 
harmonisch.  Demnach  liegen  die  Punkte  ABBE  auf  c  und  ebenso 
die  Punkte  RTÜV  auf  q  harmonisch.  Folglich  muß  die  Gerade  UV 
durch  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  Ton  ^  in  ^  und  T  gehen, 
d.  h.  der  Durchmesser  UV  ist  parallel  zu  den  Tangenten  in  den 
Endpunkten  des  Durchmessers  RT^  beide  Durchmesser  sind  also 
konjugiert.  Jede  Ebene  durch  zwei  Erzeugende  schneidet 
die  Normalenfläche  in  einem  Kegelschnitte,  der  von  den 
Vertikalebenen  durch  die  Achsen  des  Kegelschnittes  c  in 
konjugierten  Durchmessern  geschnitten  wird;  ihre  End- 
punkte liegen  auf  den  vier  Erzeugenden  durch  die  Scheitel- 
punkte Yon  c.  Mit  anderen  Worten:  Die  ersten  Projektionen 
aller  auf  der  Normalenfläche  liegenden  Kegelschnitte  sind 
Kegelschnitte  von  der  gleichen  Art  wie  c,  deren  Achsen 
zugleich  die  Achsen  von  c  sind.  Denn  je  nachdem  c  Tier, 
zwei,  oder  einen  reellen  Scheitel  hat,  also  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  ist,  tritt  Gleiches  für  alle  Kegelschnitte  der  Fläche  ein. 

In  der  Figur  ist  als  Ebene  £  durch  zwei  Erzeugende  die  Ebene 
durch  b  gewählt,  so  daß  b^s^  wird.  Die  erste  Spur  s^  geht  durch 
B  und  berührt  p^ ,  sie  schneidet  c  noch  in  Fy  so  daß  £  die  Er- 
zeugende f  durch  F  enthält  {f  ^^c)\  die  dritte  Spur  geht  durch 
W^s^X  BE  und  berührt  p^.  Es  ist  nur  noch  zu  bemerken,  was 
in  diesem  Falle  aus  T^s^xb  wird,  da  ja  s^^b  ist.  Nun  sind  s^ 
und  b  zwei  Tangenten  von  p^\  fallen  sie  zusammen,  so  wird  ihr 
Schnittpunkt  T  zum  Berührungspunkte  von  b  mit  p^,  Yon  q  ist 
nur  die  erste  Projektion  q  verzeichnet. 

Femer  ist  die  Schnittellipse  r  der  Fläche  mit  der  Ebene  TT, 
angegeben.  Die  Erzeugenden  d  und  e  treffen  TT,  in  den  Endpunkten 
P  und  Q  des  vertikalen  Durchmessers  von  r;  auf  den  Erzeugenden 
a  und  b  liegen  die  Endpunkte  N  und  0  des  zu  PQ  konjugierten 
Durchmessers.  Um  N  auf  a  zu  bestimmen,  müssen  wir  die  zu  a 
benachbarte  Erzeugende  mit  TT,  zum  Schnitt  bringen;  dieser  Punkt 
unterscheidet  sich  nur  unendlich  wenig  von  Nj  so  daß  er  an  seine 
Stelle  treten  kann.  Die  erste  Projektion  N*  liegt  also  auf  der  Ach%e 
AB  und  auf  der  Normalen  in  dem  zu  A  benachbarten  Punkte 
von  e;  If  und  &  sind  sonach  die  Krümmungsmittelpunkte  für  die 
Scheitel  A  und  B  der  Ellipse  e.  Die  Ellipse  r  enthält  auch  die 
Punkte  L^ix  AB  und  ^=  ä  X  ^-B  und  (?  =  /"x*  {G'^fx  AB, 
G&  l_  z). 

Die  scheinbaren  Umrisse  der  Normalenfläche  in  11^,  TT,  und  TT, 
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sind  Kurven  4.  Klasse;  speziell  in  TTj  wird  der  Umriß  von  der 
Evolute  der  Ellipse  c  gebildet.  Die  Umrisse  sind  in  die  Figur 
nicht  eingetragen. 

761.  Zwei  Erzeugende  h^  und  h^  nüt  ihren  ersten  Spur- 
punkten H^  und  H^  auf  c  schneiden  sich,  wenn  SiH^  eine  Tangente 
von  p^  ist.  Wir  können  dieses  Kriterium  jedoch  durch  ein  anderes 
ersetzen.  Sind  ^  und  ^  die  Tangenten  von  c  in  E^  und  H^,  so 
sind  h^  und  h^  respektive  normal  zu  den  Ebenen  St^  und  St^,  Sollen 
sich  diese  Normalen  schneiden,  so  muß  die  Gerade  S^S^  zur  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen  senkrecht  sein.  Für  die  erste  Projektion 
sagt  das  aus,  daß  S^H^  senkrecht  zur  Verbindungslinie  von  S  mit 
t^  X  t^  sein  muß.  Eine  Gerade  schneidet  also  aus  c  zwei  Punkte 
aus,  deren  Erzeugende  sich  treffen,  wenn  das  von  ihrem  Pol  auf  sie 
gefällte  Lot  durch  S'  geht.  Speziell  gehen  die  Torsallinien 
der  Fläche  durch  diejenigen  Punkte  von  c,  deren  Normalen 
S'  enthalten. 

Der  vorher  erwähnte  Punkt  ^^  x  ^  liegt  auf  dem  Durchmesser 
von  c,  der  dem  zu  S^ff^  P^^^l^l^n  Durchmesser  konjugiert  ist. 
Läßt  man  den  Strahlen  durch  S'  die  zu  ihnen  senkrechten  Durch- 
messer von  c  und  diesen  die  konjugierten  Durchmesser  entsprechen, 
so  erhält  man  drei  projektive  Strahlbüschel;  der  Ort  der  Punkte 
t^  X  t^  ist  also  ein  Kegelschnitt.  Diese  Kurve  geht  durch  S\  C  und 
die  unendlich  fernen  Punkte  von  AB  und  D£,  sie  ist  also  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  zu  den  Achsen  von  c 
parallel  laufen.  Dieselbe  schneidet  c  in  den  ersten  Spurpunkten 
der  vier  Torsallinien,  von  denen  jedoch  nur  zwei  in  unserem  Falle 
reell  sind. 

768.  Jede  Tangentialebene  einer  abwickelbaren  Fläche  S.Klasse 
wird  von  allen  übrigen  in  den  Tangenten  eines  Kegelschnittes  ge- 
schnitten (715).  Sind  A,  B,  f,  A  vier  feste  Tangentialebenen  der 
abwickelbaren  Fläche,  so  schneiden  die  übrigen  B  in  den  Tangenten 
eines  Kegelschnittes  b  und  folglich  die  Geraden  A  X  B  und  B  X  f 
in  projektiven  Punktreihen,  da  diese  Geraden  ebenfalls  b  berühren. 
Ganz  ebenso  schneiden  die  Tangentialebenen  die  Geraden  B  X  f 
und  r  X  A  in  projektiven  Punktreihen;  mithin  sind  auch  die  auf 
A  X  B  und  r  X  A  durch  die  Tangentialebenen  ausgeschnittenen  Punkt- 
reihen projektiv.  Die  Kegelschnitte  der  Normalenfläche  liegen  aber 
in  Ebenen,  die  eine  abwickelbare  Fläche  3.  Klasse  umhüllen  und 
ihre  E2rzeugenden  sind  die  Schnittlinien  von  je  zwei  solchen  Ebenen. 
Die  Kegelschnitte  der  Normalenfläche  schneiden  demnach  ihre  Er- 
zeugenden in  projektiven  Punktreihen;  diese  Punktreihen  sind  sogar 
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ähnlich,  da  die  onendlich  ferne  Ebene  die  Normalenfläche  ebenfalls 
in  einem  Kegelschnitte  schneidet.  Man  kann  dieses  Resultat  in 
der  Form  aussprechen:  Drei  beliebige  Kegelschnitte  der 
Normalenfläche  begrenzen  auf  jeder  Erzeugenden  zwei 
Strecken,  deren  Verhältnis  konstant  ist. 

Dieser  Satz  auf  die  Achsen  der  ersten  Projektion  einer  Schnitt- 
korve  q  angewendet  ergiebt  folgendes  Resultat.  Der  Krümmungs- 
mittelpunkt auf  der  einen  Achse  von  c  teUt  die  Entfernung  der  auf 
ihr  liegenden  Scheitelpunkte  von  c  und  q  in  dem  gleichen  Yerhält- 
nisse,  wie  der  Mittelpunkt  die  Entfernung  der  auf  der  anderen 
Achse  liegenden  Scheitelpunkte. 

768.  Die  Normalenfläche  eines  Kegels  2.  Ordnung  für 
einen    zu    einer    Hauptebene    senkrechten    Schnitt.      Die 


Fig.  474. 

Schnittebene  wählen  wir  wieder  zur  Horizontalebene,  die  in  ihr 
liegende  Kurve  sei  eine  Ellipse  c  mit  den  Achsen  AB  und  DJS-,  die 
Hauptebene  machen  wir  zur  Aufrißebene,  in  ihr  liegt  der  Kegel- 
Scheitel  S  (Fig.  474).  Wir  wollen  nun  zunächst  zeigen,  daß  die 
ersten  Spurlinien  der  Ebenen  durch  zwei  Erzeugende  zwei  Strahl- 
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büschel  bilden.  Einerseits  treffen  alle  zu  DE  senkrechte  Sehnen 
von  c  diese  Kurve  in  je  zwei  Punkten  ^  deren  Erzeugende  sich 
schneiden;  es  folgt  dieses  direkt  aus  der  Symmetrie  der  Fläche  in 
Bezug  auf  die  Ebene  TTa-  Legen  wir  andererseits  von  S^  die  Tan- 
genten an  c  und  ziehen  in  ihren  Berührungspunkten  /  und  K  die 
Normalen  t  und  k,  so  gehören  diese  der  Normalenfläche  an,  und 
ihr  auf  DU  liegender  Schnittpunkt  Z=ixk  hat  ebenfalls  die  Eigen- 
schaft, daß  jede  Sehne  durch  ihn  zwei  Punkte  von  c  trägt,  deren 
Erzeugende  sich  schneiden.  Nach  761  schneidet  nämlich  jede 
Gerade,  die  zu  einem  Strahl  durch  8'  in  Bezug  auf  c  konjugiert 
und  senkrecht  ist,  die  Kurve  c  in  zwei  Punkten,  deren  Erzeugende 
sich  treffen.  Wir  beweisen  nun,  daß  alle  diese  Geraden  durch  L 
gehen.  Der  Büschel  der  Strahlen  durch  S'  ist  projektiv  zur  Punkt- 
reihe ihrer  Pole,  also  auch  projektiv  zu  dem  Büschel  ihrer  konju- 
gierten Polaren  durch  L.  Von  den  konjugierten  Polaren  durch  8' 
und  D  sind  aber  drei  entsprechende  Paare  zu  einander  senkrecht, 
nämlich:  8'J  und  i/,  8'K  und  ZK,  8'L  und  die  Parallele  zu  AB 
durch  L.  Deshalb  sind  die  beiden  Büschel  kongruent  und  es  steht 
jeder  Strahl  durch  8'  auf  seinem  konjugierten  Strahle  durch  L  senk- 
recht. 

Die  ersten  Spurlinien  aller  Ebenen  durch  zwei  Erzeugende 
gehen  sonach  entweder  durch  Lj  oder  sie  sind  zu  AB  parallel.  Die 
Normalenfläche  besitzt  infolgedessen  eine  Doppelgerade  / 
mit  dem  ersten  Spurpunkte  L  und  einen  Doppelkegel- 
schnitt TW.  Die  Doppelgerade  /  liegt  in  TT,;  durch  ihre  Punkte 
gehen  je  zwei  zu  TTa  symmetrische  Erzeugende  der  Fläche*  Der 
Doppelkegelschnitt  m  liegt  in  einer  zu  TT,  senkrechten  Ebene;  durch 
seine  Punkte  gehen  je  zwei  Erzeugende,  deren  erste  Spurpunkte  auf 
einer  Geraden  durch  L  liegen.  Die  Ebenen  durch  zwei  Erzeugende, 
deren  erste  Spuren  zu  AB  parallel  laufen,  umhüllen  einen  para- 
bolischen Gylinder,  da  die  unendlich  ferne  Ebene  mit  zu  diesen 
Ebenen  gehört;  auch  die  zu  TT,  normale  Ebene  durch  /  berührt 
diesen  Gylinder.  /  und  m  schneiden  sich  in  einem  Punkte  M.  Alle 
diese  Resultate  folgen  aus  755. 

Wir  wollen  diese  Dinge  nun  etwas  weiter  verfolgen.  Ist  FG 
die  zu  TT,  senkrechte  Sehne  von  c  durch  L  und  E  ihr  Pol,  dann 
berühren  die  Tangentialebenen,  die  man  durch  H8  an  den  gegebenen 
Kegel  legen  kann,  denselben  längs  der  MantelUnien  8F  und  8G. 
Die  Normalen  zu  diesen  Ebenen  in  F  resp.  G  sind  die  Erzeugenden 
f  und  g\  sie  schneiden  sich  in  einem  Punkte  ^der  Doppelgeraden  / 
und  iln'e  Ebene  fg  ist  zu  H8  normal.     Somit  ist  die  Doppelgerade 
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/  in  TT,  das  von  L  auf  ES  gefiJlte  Lot.  Die  Spur  FG  der  Ebene 
fff  ist  einerseits  zu  AB  parallel  und  geht  andererseits  durch  L,  der 
Punkt  ]lf=fxff  liegt  deshalb  sowohl  auf  der  Doppelgeraden  l  wie 
auf  dem  Doppelkegelschnitte  m  {f  ±  EF,  /  ±  EG),  In  einem 
Punkte  E  von  l  schneiden  sich  auch  die  Erzeugenden  a  und  b 
durch  die  Scheitelpunkte  A  und  £.  Endlich  liegt  auch  der  Schnitt- 
punkt O  der  Erzeugenden  d  durch  D  mit  ihrer  benachbarten  Er- 
zeugenden auf  Z;  seine  erste  Projektion  (7  muß  offenbar  der  zum 
Scheitel  E  gehörige  Erümmungsmittelpunkt  sein.  Ganz  ebenso 
liegt  der  Punkt  N'  der  EJrzeugenden  e  durch  £  auf  l,  wobei  N'  der 
Erümmungsmittelpunkt  für  den  Scheitel  F  ist. 

Ist  T=dxe,    so  ist  TM  die    eine   Achse   des   Doppelkegel- 
schnittes m;  denn  M  und  T  sind  Punkte  desselben  und  er  liegt  zu 
TTj  symmetrisch,     m  schneidet  c  in  zwei  Punkten  P  und  Q,  die  sich 
aui  den  in  TTj  liegenden  Erzeugenden  t  und  k  befinden.     Hierdurch 
ist  m  bereits  bestimmt;  m  geht  aber  auch  durch  die  Schnittpunkte 
seiner  Ebene  mit  a  und  b,   die   sich  ebenfalls   leicht  konstruieren 
lassen.     Die  erste  Projektion  m'  hat  die  Achse  MT  (in  der  Figur 
ist  zufällig  T=r)  und  es  ist  CT^C8\     Denn  8EET  ist  ein  Kreis- 
viereck {SE  j.  ET^    SB  _L  ET)  und  ST  ein  Durchmesser   des  umge- 
schriebenen Kreises.     Der  Mittelpunkt  von  ST  ist  zugleich  der  des 
E[reises  und  liegt  auf  der  Mittelsenkrechten  der  Sehne  EEy  so  daß 
seine  erste  Projektion  mit  C  sich  deckt,  woraus  dann  S'C=CT  folgt. 
764,  Der  scheinbare  Umriß  der  Normalenfläche  in  TT^  ist  wieder 
die  Evolute  von  c\  der  scheinbare  Umriß  in  TI,  ist  eine  Parabel  «", 
sie  berührt  die  zweiten  Spurlinien  aller  zu  TT,  senkrechten  Ebenen 
durch  zwei  Erzeugende.     So  berührt  sie  x=I)E  in  /"  und  l  in  M. 
Die  Ebenen  durch  zwei  zu  n,  symmetrische  Erzeugende  umhüllen 
nämlich   einen   parabolischen    Cylinder,   der   von  /  und  x   berührt 
wird,  sie  schneiden  deshalb  diese  Geraden  in  ähnlichen  Punktreihen. 
Durch  jeden  Punkt  der  Reihe  auf  l  gehen  zwei  Erzeugende;   die 
Verbindungslinie   ihrer   ersten    Spurpunkte    geht    durch    den    ent- 
sprechenden Punkt  der  ähnlichen  Reihe  auf  x.     So  entspricht  dem 
Punkte  L  auf  l  der  Punkt  /"  auf  x  {JJ''±x)y  und  dem  Punkte  Z 
auf  X  der  Punkt  M  auf  l     Der  scheinbare  Umriß  u'  berührt  femer 
die  Erzeugenden  d  und  e  in  Punkten  U  und  T,   deren   erste   Pro- 
jektionen mit  8'  zusammenfallen.    Denn  z  halbiert  alle  von  d  und  e 
begrenzten  Parabeltangenten,   da  z,  d  und  e  auf  allen  Parabeltan- 
genten je  zwei  Strecken   von  gleichem  Verhältnis  begrenzen  (338), 
also  halbiert  es  auch  die  Strecken  TU  und  TF  und  es  ist  TC=^  CV- 
da  aber  nach  dem  Vorausgehenden  TC=CS'  ist,  folgt  S'=^V'—V\ 
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Endlich  berührt  u"  die  Gerade  z  in  dem  Mittelpunkte  der  auf  ihr 
von  d  und  e  begrenzten  Strecke,  d  und  e  sind  zwei  Torsallinien 
der  Fläche,  die  beiden  anderen  sind  imaginär. 

Für  die  auf  der  Normalenfläche  liegenden  Kegelschnitte  gelten 
ganz  die  gleichen  Resultate  wie  im  vorausgehenden  allgemeinen 
Falle;  ihre  Achsen  liegen  in  den  Ebenen  TT,  und  TT,  die  in  DE 
und  AB  auf  TTi  senkrecht  stehen. 

765.  Die  Normalenfläche  eines  Kegels  2.  Ordnung  für 
einen  zu  einer  Achse  senkrechten  Schnitt,  die  auch  als 
gerade  Normalenfläche  bezeichnet  wird  (Fig.  475).   Der  gegebene 


l    R       L 


^  r 


Fig.  475. 


Kegel  sei  f,  seine  Basiskurve  c  liege  in  TTi,  sein  Scheitelt  auf  der 
im  Mittelpunkte  von  c  errichteten  Normalen  z,  so  daß  8'  der  Mittel- 
punkt von  c  ist.  Die  Achsen  von  c  seien  AB  und  DE^  durch  sie 
legen  wir  die  Vertikalebenen  TIj  und  Tlg.  Die  {Erzeugenden  a  und 
b  durch  A  und  B  mögen  sich  in  R  {BA  j.  SA,  RB±8B),  die  Er- 
zeugenden d  und  e  in  T  schneiden  {DT±  SB,  ET±  SB). 
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Sind  nun  P  und  Q  zwei  zu  DJS  symmetiische  Punkte  von  c 
und  ist  O  der  Pol  von  FQ,  so  steht  OS  auf  der  Ebene  der  beiden 
Erzengenden  p  und  q  durch  P  und  Q  senkrecht,  da  p  und  q  zu 
den  Ebenen  80P  und  4SOQ  senkrecht  sind.  Demnach  ist  auch  in 
TTj  die  Gerade  /?" «  y"  normal  zu  08  und  wir  wollen  jetzt  zeigen, 
daß  p"  durch  T  geht.  Wir  schlagen  indessen  den  umgekehrten 
Weg  ein,  indem  wir  P"  (Aufriss  von  P)  mit  T  verbinden  und  be- 
weisen, daß  P'T  zu  08  normal  ist.  Die  Punkte  0  und  P"  auf  DU 
beschreiben  involutorische  Punktreihen,  wenn  sich  P  auf  c  bewegt, 
da  O  der  Pol  von  PQ  ist;  die  beiden  Punktreihen  (0)  und  (P") 
sind  also  projektiv.  Deshalb  sind  auch  die  beiden  Strahlbtischel, 
welche  aus  8  durch  die  Reihe  (0)  und  aus  T  durch  die  Reihe  (P") 
gelegt  werden,  projektiv.  Drei  Strahlen  des  ersten  Büschels,  näm- 
lich SD^  8E  und  der  zu  DE  parallele  Strahl,  sind  aber  zu  den  ent- 
sprechenden Strahlen  des  zweiten  Büschels,  nämlich  <f,  e  und  z=^d\ 
normal;  es  sind  demnach  je  zwei  entsprechende  Strahlen  beider 
Büschel  normal  zu  einander.  Denn  dreht  man  den  einen  Büschel 
um  90^,  so  giebt  es  drei  Paar  entsprechende,  parallele  Strahlen  und 
somit  sind  beide  Büschel  kongruent.  Da  die  Aufrisse  sämtlicher  Er- 
zeugenden durch  T  gehen,  treffen  die  Erzeugenden  selbst  eine  in  T  auf 
TT3  normale  Gerade  m.  Ganz  ebenso  findet  man,  daß  die  Erzeu- 
genden eine  in  R  auf  TT3  normale  Gerade  l  treffen.  Die  gerade 
Normalenfläche  besitzt  zwei  Doppelgeraden  /  und  m. 

Sie  besitzt  außerdem  als  Doppelerzeugende  die  unend- 
lich ferne  Gerade  in  TTi.  Denn  in  W^  liegen  zwei  Erzeugende 
der  Fläche,  die  durch  die  Berührungspunkte  der  von  5'  an  c  ge- 
legten Tangenten  gehen.  Ist  c  eine  Hyperbel,  so  sind  die  Berüh- 
rungspunkte reell,  ist  c  eine  Ellipse,  so  sind  sie  imaginär;  in  beiden 
Fällen  aber  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Erzeugende  für  die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte  von  c,  also  eine  Doppelerzeugende, 
wie  schon  daraus  hervorgeht,  daß  die  reellen  oder  imaginären  Er- 
zeugenden in  n^  die  Geraden  /  und  m  treffen  müssen.  Ist  c  eine 
Ellipse,  so  verläuft  die  Doppelerzeugende  isoliert. 

Die  Erzeugenden  a,  3,  d  und  e  sind  Torsallinien  der  Fläche. 
Die  Kuspidalpunkte  von  a  und  b  liegen  auf  m,  die*  von  d  und  e 
auf  Z;  ihre  ersten  Projektionen  sind  die  Erümmungsmittelpunkte 
von  c.     Der  scheinbare  Umriß  m'  in  TTi  ist  die  Evolute  von  c. 

766«  Jede  Horizontalebene  schneidet  die  Normalen- 
fläche in  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  c  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Es  folgt  das  schon  aus  den  Resul- 
taten für  die  allgemeine  Normalenfläche,  läßt  sich  aber  auch  einfach 
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direkt  nachweisen.  Ist  c^  irgend  ein  Horizontalschnitt  der  Fläche, 
dann  stehen  je  zwei  entsprechende,  auf  der  nämlichen  Erzeugenden 
liegende  Punkte  von  c  und  c^,  etwa  P  und  P^  auf /i,  in  der  folgenden 
Beziehung  zu  einander.  Ihre  Abstände  von  DJB  stehen  in  einem 
konstanten  Verhältnis  —  es  ist  gleich  dem  Verhältnis  der  Abstände 
des  Punktes  B  von  den  Ebenen  der  Kurven  c  und  c^  —  ebenso 
stehen  ihre  Abstände  von  AP  in  einem  konstanten  Verhältnis. 
Daraus  folgt,  daß  die  Kurven  c  und  c^  afün  sind  (17),  was  den 
Satz  beweist. 

Vier  beliebige  Horizontalschnitte,  etwa  c  und  c^,  m  und  Z,  be- 
stimmen auf  jeder  Elrzeugenden  zwei  Strecken,  die  in  einem  kon- 
stanten Verhältnis  stehen.  Sind  X'  und  T  die  Krümmungsmittel- 
punkte fbr  die  Scheitelpunkte  Ä  und  £  und  sind  A^  und  P^  die 
entsprechenden  Scheitel  von  Cj,  so  ist:  AA^:T8'^EE^i8'T  oder: 
AAy^  :  EE^  =  SE :  AS\  Nehmen  wir  also  AA^  =  ES\  folglich 
EE^  =  AS\  so  kommt  durch  Subtraktion:  A^8'  =  S'E^^  wenn  A8" 
und  AA^  die  gleiche  Richtung  haben;  dagegen  kommt  durch  Addition: 
A^S'^S'E^^  wenn  AS'  und  AA^  entgegengesetzte  Richtung  haben. 
Unter  den  Horizontalschnitten  der  Normalenfläche  sind  demnach 
zwei  Kreise,  der  eine  hat  die  Differenz  der  Halbachsen  von  c  zum 
Radius,  der  andere  ihre  Summe.  Letzterer  ist  in  der  Figur  wegen 
seiner  Größe  weggelassen,  ersterer  als  Kreis  k  eingetragen;,  u'  be- 
rührt k'  in  vier  Punkten  (j/  ist  als  gemeinsame  Tangente  von  u 
und  k'  in  einem  dieser  Punkte  eingezeichnet). 

767«  Da  die  Tangentialkegel  aus  den  Punkten  der  Doppel- 
erzeugenden von  der  2.  Ordnung  sind  (756),  so  haben  wir  den  Satz: 
Die  orthogonale  Projektion  der  geraden  Normalenfläche 
auf  jede  Vertikalebene  hat  einen  Kegelschnitt  mit  verti- 
kaler Achse  zum  scheinbaren  Umriß.  Derselbe  geht  nämlich 
durch  die  Projektionen  der  vier  Kuspidalpunkte  hindurch,  die  paar- 
weise zur  o:- Achse  symmetrisch  liegen.  Im  vorliegenden  Falle  ist 
der  scheinbare  Umriß  eine  Hyperbel,  für  die  sich  die  Richtungen 
der  Asymptoten  in  folgender  Weise  bestimmen.  Ist  WF  der  zu  der 
betreffenden  Vertikalebene  17^  parallele  Durchmesser  von  c,  dann 
sind  die  gesuchten  Asymptoten  zu  den  Projektionen  der  Erzeugenden 
to  und  V  durch  W  und  F  auf  TT^  parallel.  Die  asymptotische 
Tangentialebene  der  Erzeugenden  w  ist  Aämlich  parallel  zur  Tangen- 
tialebene des  Richtungskegels  unserer  Fläche  längs  der  zu  ic  par- 
allelen Mantellinie.  Derselbe  ist  aber  ein  Normalkegel  des  ge- 
gebenen Kegels  r,  die  gemeinte  Tangentialebene  steht  also  senk- 
recht auf  SfF  und    somit  auf  TT4 ;  der  unendlich  ferne  Punkt  auf  w 


Verschiedene  Flächen,  305 


gehört  dem  wahren,  seine  Projektion  auf  TT^  dem  scheinbaren 
umriß  an. 

Da  die  asymptotische  Ebene  einer  jeden  Erzeugenden  auf  der 
Verbindungslinie  ihres  ersten  Spurpunktes  mit  S  senkrecht  steht, 
so  geht  die  Tangentialebene  in  ihrem  Centralpunkte  (723)^  die  auf 
jener  senkrecht  steht,  durch  S.  Der  Ort  dieser  Centralpunkte  ist 
die  StriktionsUnie.  Die  Striktionslinie  der  Normalenfläche 
ist  also  die  Berührungskurve  des  von  S  an  die  Fläche  ge- 
legten Tangentialkegels. 

768«  Zur  Konstruktion  der  Tangentialebene  in  einem 
Punkte  unserer  Fläche  benutzen  wir  am  besten  die  horizontale 
Tangente  in  diesem  Punkte,  zu  der  dann  die  erste  Spurlinie  der 
Ebene  parallel  ist.  Die  horizontalen  Flächentangenten  in  allen 
Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  aber  die  eine  Schar  eines  hyper- 
bolischen Paraboloides,  ihre  ersten  Projektionen  umhüllen  deshalb 
eine  ParabeL  Diese  wird  von  den  Achsen  der  Kurve  c,  als  Projek- 
tionen von  l  und  m,  von  der  Projektion  der  Erzeugenden  und  von  der 
durch  ihren  ersten  Spurpunkt  gehenden  Tangente  von  c  berührt.  Die 
erste  Projektion  der  horizontalen  Tangente  in  einem  Punkte  iV  einer 
beliebigen  Ebrzeugenden  p  läßt  sich  somit  nach  dem  Brianchon'schen 
Satze  konstruieren.  Man  ziehe  durch  iV'  eine  Parallele  zu  DJS  und 
durch  J'=pxJ-£  eine  Parallele  zur  Tangente  t  in  P;  die  Verbin- 
dungslinie ihres  Schnittpunktes  mit  8'  schneidet  t  in  einem  Punkte 
M  der  Projektion  der  gesuchten  Tangente.  Die  Tangentialebene  in 
K  hat  eine  zu  N'M  parallele  erste  Spurlinie. 

Der  Berührungspunkt  K'  der  Erzeugenden  />'  mit  dem  Umriß 
u  ist  die  Projektion  des  Punktes  K  von  /?,  dessen  Tangentialebene 
vertikal  steht.  Da  das  vorher  genannte  Paraboloid  die  Normalen- 
iiäche  längs  p  berührt,  so  haben  beide  Flächen  in  £  die  nämliche 
Tangentialebene,  d.  h.  jene  Parabel  berührt  ebenfalls  p'  in  £\ 
Nach  dem  Brianchon' sehen  Satze  verbinde  man  L'—pxEI)  mit 
txÄB  und  ziehe  durch  /'  eine  Parallele  zu  EI)\  die  Parallele  zu 
t  durch  den  Schnittpunkt  beider  Geraden  geht  dann  durch  K\ 

769«  Zum  Schluß  geben  wir  noch  die  Konstruktion  der  Haupt- 
tangente h  im  Punkte  P  von  c;  die  gleiche  Konstruktion  läßt  sich 
in  jedem  Punkte  der  Normaleniläche  anwenden^  nur  tritt  dann  an 
Stelle  der  Tangente  von  c  im  Punkte  P  die  horizontale  Tangente 
des  betreffenden  Punktes.  Wir  gehen  bei  unserer  Betrachtung  von 
dem  Büschel  der  Ebenen  durch  die  Erzeugende  p  aus.  Zu  diesem 
ist  einerseits  die  auf  p  liegende  Reihe  ihrer  Berührungspunkte  pro- 
jektiv (722),  andererseits  aber  auch  der  Strahlbüschel  ihrer  ersten 
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Spurlinien  und  die  auf  c  liegende  Punktreihe  ihrer  Schnittpunkte 
mit  c.  Die  in  einer  Ebene  Z  des  Büschels  liegende  G-erade  s, 
i¥elche  durch  deren  Berührungspunkt  und  deren  Schnittpunkt  mit  c 
geht,  berührt  die  Fläche  in  einem  Punkte  von/?  und  schneidet  sie 
in  dem  entsprechenden  Punkte  von  c.  Dreht  sich  nun  die  Ebene 
Z  um  py  bis  sie  sich  mit  der  Tangentialebene  in  P  deckte  so  bewegt 
sich  s  derart,  daß  ihr  Berührungspunkt  und  ihr  Schnittpunkt  gleich- 
zeitig nach  P  rücken  y  und  s  wird  zur  Haupttangente  in  P.  Die 
Geraden  s  verbinden  aber  entsprechende  Punkte  der  projektiven 
Punktreihen  auf  p  und  c.  Projiziert  man  nun  die  auf  c  liegende 
Punktreihe  aus  einem  beliebigen  Punkte  von  c  auf  die  Tangente  t 
des  Punktes  P,  so  ist  auch  die  Punktreihe  auf  t  projektiv  zu  der 
Beihe  auf  p;  ja  diese  Reihen  sind  sogar  perspektiv,  da  ihr  gemein- 
samer Punkt  P  sich  selbst  entspricht.  Die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  der  Reihen  auf  p  und  t  laufen  alle  durch  dea 
nämlichen  Punkt  B,  und  BP  =  h  ist  die  gesuchte  Haupttangente. 
Die  Grenzlage  der  Geraden  durch  entsprechende  Punkte  von  p  und 
t  fällt  nämlich  mit  der  Grenzlage  der  Geraden  durch  entsprechende 
Punkte  von  p  und  c  zusammen.  Denn  der  Abstand  der  ent- 
sprechenden Punkte  von  t  und  c  wird  unendlich  klein  von  der  2.  Ord- 
nung, wenn  ihre  Abstände  von  P  unendlich  klein  von  der  1.  Ord- 
nung werden.     Gleiches  gilt  auch  für  die  Projektionen. 

Den  Punkten  P,  J\  L'  von  p'  entsprechen  die  Punkte  P,  Q,  Q^ 
von  c  (QQi  Durchmesser  von  c).  Projizieren  wir  die  letzteren  aus 
Pj  auf  t  (PP^  Durchmesser  von  c),  so  erhalten  wir  die  Punkte  P,  J^ 
und  L^  {PJ^  =  2 PO,  PL^  =  2PP,  F=^txÄB)\  B  ist  demnach  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  JJ^  und  LL^.  Wir  haben  also  nur  auf  t 
zwei  Punkte  zu  bestimmen,  die  von  P  doppelt  so  weit  abstehen  wie 
ihre  Schnittpunkte  mit  den  Achsen  von  c,  und  dieselben  mit  den 
Punkten  von  p  auf  der  jeweiligen  anderen  Achse  zu  verbinden; 
diese  Verbindungslinien  schneiden  sich  in  einem  Punkte  H'  der 
ersten  Projektion  der  Haupttangente  von  P.  Projizieren  wir  J^  und 
i/j  auf  X  als  e/^"  und  Z)/',  so  schneiden  sich  e/'V/'  und  X"i/j"  in 
einem  Punkte  B"  der  zweiten  Projektion  der  Haupttangente. 

770.  Das  Cylindroid.  Die  Punkte  zweier  beliebiger  ebener 
Schnitte  k  und  k^  eines  Cylinders  2.  Grades  werden  durch  seine 
Mantellinien  projektiv  aufeinander  bezogen.  Verschiebt  man  die 
eine  der  beiden  Kurven  parallel  zu  sich  selbst  in  der  Richtung  der 
Schnittlinie  s  beider  Ebenen  und  verbindet  ihre  Punkte  mit  den 
entsprechenden  Punkten  der  anderen  Kurve,  so  entsteht  ein  Cy- 
lindroid.    Aus   dieser  Definition   folgt  nach  751  daß  das  Cylin- 
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droid  eine  Begelfläche  4.  Grades  ist.  Offenbar  ist  s  eine 
Doppelerzeugende  desselben  und  zwar  eine  auf  der  Fläche 
liegende,  oder  eine  isolierte,  je  nachdem  k  und  k^  —  die  verschobene 
Kurve  Äq  —  die  Gerade  s  schneiden  oder  nicht.  Denn  die  gemein- 
samen reellen  oder  imaginären  Punkte  von  k  und  k^  entsprechen 
sich  selbst,  so  daß  nach  der  Verschiebung  auf  s  entsprechende 
Punkte  von  k  und  k^  liegen.  Bei  der  projektiven  Beziehung  von  k 
und  k^  und  ihrer  Ebenen,  die  im  vorliegenden  Falle  affin  ist, 
entsprechen  die  Punkte  von  s  sich  selbst.  Nach  der  Verschiebung 
bilden  die  entsprechenden  Punkte  auf«  zwei  kongruente  Punktreihen; 
ihre  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  fallen  in  einen  einzigen 
unendlich  fernen  Punkt  zusammen.  Durch  diesen  gehen  die  beiden 
Doppelgeraden  der  Fläche  (756),  die  ebenfalls  zusammenfallen 
müssen,  sonst  würde  die  Fläche  in  Flächen  niedrigeren  Grades 
zerfaUen.  Das  Cjlindroid  besitzt  eine  unendlich  ferne 
Selbstberührungsgerade,  längs  der  sich  zwei  Mäntel  der  Fläche 
berühren. 

Man  erkennt  das  auch  in  folgender  Weise.  Jeder  zu  s  par- 
allelen Sehne  von  k  entspricht  eine  dazu  parallele,  gleich  lange 
Sehne  von  ä^,  und  also  auch  von  ä^;  die  ihre  Endpunkte  verbin- 
denden Erzeugenden  laufen  parallel,  schneiden*  sich  also  in  einem 
Punkte  der  unendlich  fernen  Doppelgeraden.  Diese  ist  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  Richtebene,  zu  der  alle  Erzeugenden  par- 
allel sind;  die  Bichtebene  ist  nämlich  parallel  zu  s  und  zu  den 
Mantellinien  des  zu  Grunde  gelegten  Cylinders.  Für  jeden  Punkt 
der  unendlich  fernen  Doppelgeraden  sind  aber  die  beiden  Tangen- 
tialebenen identisch,  da  beide  Erzeugenden  durch  ihn  mit  ihr  in 
einer  Ebene  liegen;  die  beiden  Flächenmäntel  berühren  sich  also 
längs  derselben.  Die  Berührungspunkte  der  beiden  zu  s  parallelen 
Tangenten  von  k  liegen  auf  den  beiden  Torsallinien  der  Fläche, 
deren  Kuspidalpunkte  unendlich  fem  sind. 

Bei  der  Darstellung  der  Fläche  nehmen  wir  $  vertikal  an 
(Fig.  476);  es  ist  nur  der  zwischen  den  Kurven  k  und  k^  liegende 
Teil  der  Fläche  gezeichnet.  AB  und  A^B^  seien  die  vertikalen 
Durchmesser  von  k  und  Äj,  CD  und  C^B^  die  dazu  konjugierten, 
0  und  0^  die  bezüglichen  Mittelpunkte;  0^  sei  der  Mittelpunkt 
von  Äq  (Mq  ist  nicht  gezeichnet).  Die  ersten  Projektionen  aller  Er- 
zeugenden sind  unter  sich  parallel,  zu  ihnen  parallel  wählen  wir 
auch  die  ar- Achse;  der  scheinbare  Umriß  wird  von  den  ersten  Pro- 
jektionen der.  Torsallinien  CC^  und  J)J)^  gebildet.  Für  den  Aufriß 
bildet  die  Striktionslinie  u  den  wahren,   ihre  Projektion  u'  den 
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scheinbaren  Umriß.  Denn  die  asymptotische  Ebene  einer  jeden 
Erzeugenden  ist  zu  TT,  parallel,  also  steht  die  Tangentialebene  in 
ihrem  Centralpunkte  auf  TT,  senkrecht.    Der  Umriß  u  hat  die  beiden 


Fig.  476. 


Torsallinien  zu  Asymptoten;  die  Konstruktion  einzelner  Punkte  von 
u  findet  sich  weiter  unten;  u"  umhüllt  die  Projektionen  aller  Er- 
zeugenden. 

771.  Jede  Ebene  durch  s  schneidet  den  zu  Grunde 
gelegten  Cylinder  und  das  Gylindroid  in  zwei  kongruenten 
Kegelschnitten;  indem  man  denersteren  um  eine  bestinmite  Strecke 
—  die  Verschiebungsgröße  —  in  der  Richtung  von  s  verschiebt, 
erhält  man  den  letzteren.  Ist  nämlich  A  die  schneidende  Ebene 
und  sind  l^  und  /  die  Schnittkurven  mit  Cylinder  und  Gylindroid, 
so  teilt  /  die  zwischen  k  und  k^  liegenden  Stücke  aller  Erzeugenden 
in  dem  nämlichen  Verhältnisse^  wie  unmittelbar  aus  dem  Grundrisse 
ersichtlich  ist,  und  dies  gilt  auch  für  die  Teile  der  Fläche,  die  sich 
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über  k  oder  k^  hinans  erstrecken.  Sind  alsoP,  P^,  Q  die  Punkte  einer 
beliebigen  Elrzeugenden  anf  k^  k^j  l  und  sind  P,  P^,  Q^  die  Punkte 
der  entsprechenden  Mantellinie  auf  kj  k^,  l^y  so  ist  QQ^  :  P^P^ 
=PQ :  PP^ ,  oder  QQ^  lO^O^^  Fq :  FP^  =  const.  Hieraus  ersieht 
man,  daß  die  Verschiebungsgröße  für  alle  Punkte  der  Ebene  A  die- 
selbe ist,  nämlich  gleich  QQ^.  Trägt  man  im  Grundrisse  die  Strecke 
OqO^  s  KK^  parallel  zur  ersten  Projektion  der  Erzeugenden  ein,  so 
daß  K  auf  k'  imd  K^  auf  h^  liegt,  dann  schneidet  die  Gerade  l 
auf  ihr  die  Strecke  KL  =  QQ^  ab.  Die  erste  Spur  einer  jeden 
Ebene  durch  s  schneidet  auf  KK^^  von  K  aus  gerechnet,  die  Ver- 
schiebungsgröße ab. 

um  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  einem  beliebigen  Punkte 
Q  zu  bestimmen,  suche  man  die  Tangente  des  durch  Q  laufenden 
Kegelschnittes  /.  Nun  geht  /  aus  l^  durch  Parallelverschiebung 
hervor;  demnach  ist  auch  die  Tangente  von  /  in  Q  parallel  zu  der 
von  Iq  in  Q^  und  sie  schneiden  s  in  zwei  Punkten  T  und  T^  vom 
Abstände  TT^  =  QQ^  gleich  der  Verschiebungsgröße.  Durch  T^  geht 
aber  auch  die  Tangente  von  A  in  P,  da  A  und  l^  Schnitte  desselben 
Cylinders  und  P,  Q^  Punkte  der  nämlichen  Mantellinie  sind.  Trifft 
also  die  Erzeugende  durch  Q  den  Kegelschnitt  k  in  P,  und  schneidet 
die  zugehörige  Tangente  von  k  die  Gerade  5  in  ^,  so  liegt  der 
Punkt  T  von  s  auf  der  Tangentialebene  von  Q,  wenn  Tf^T  gleich 
der  Verschiebungsgröße  ist  {T^T^KLy  Soll  umgekehrt  der  Punkt 
Q  der  Erzeugenden  PP^  gefunden  werden,  dessen  Tangentialebene 
durch  T  auf  s  geht,  so  ziehe  man  die  Tangente  von  k  in  P,  sie 
schneidet  s  in  7J,,  und  trage  auf  KK^  die  Strecke  KL  =  T^T  auf; 
dann  liegt  Q  auf  SL  {S  erster  Spurpunkt  von  s).  Der  Punkt  U 
von  PPj^  liegt  auf  dem  Umrisse  u,  wenn  seine  Tangentialebene  zu 
n,  normal  ist;  sie  schneidet  also  s  in  einem  Punkte  Fj  dessen 
Projektion  T"  auf  F'P{'  liegt.  Trägt  man  demnach  T^F'  auf 
KK^  als  KfF  auf,  so  liegt  U'  auf  SW.  In  der  Figur  ist  m"  nicht 
eingezeichnet;  Lage  und  Form  dieser  Kurve  sind  ja  klar. 

Jeder  ebene  Schnitt  des  Cylindroides  ist  eine  Kurve  4.  Ordnung, 
die  eine  Doppelasymptote  besitzt,  d.  h.  eine  Asymptote  für  zweimal 
zwei  im  Unendlichen  zusammenhängende  Kurvenzweige,  da  die 
Fläche  im  Unendlichen  eine  Selbstberührungsgerade  aufweist.  Das 
Verhalten  der  Kurve  gegenüber  dieser  Doppelasymptote  ist  dem 
zweier  Hyperbeln  mit  gemeinsamer  Asymptote  dieser  gegenüber 
analog.  Es  ist  das  natürlich  nur  der  Fall,  wenn  die  genannten 
Kurvenzweige  reell  sind;  sie  können  jedoch  auch  konjugiert  imaginär 
werden,  was  bei  einer  gewöhnlichen  Asymptote  nicht  eintreten  kann. 
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Um  Punkte  der  in  einer  Ebene  E  liegenden  Schnittkurve  zu  er- 
halten, benutze  man  zu  TT2  parallele  Hilfsebenen;  sie  schneiden  das 
Cylindroid  in  je  zwei  parallelen  Erzeugenden  und  E  in  je  einer 
Geraden.  Unter  den  Parallelebenen  zu  Tlg  giebt  es  eine,  die  das  Cy- 
lindroid und  die  Ebene  E  in  drei  Parallelen  schneidet,  ihre  Schnitt- 
linie mit  E  ist  die  Doppelasymptote.  Da  dieselbe  die  in  dieser  Ebene 
liegenden  Sehnen  von  k  und  k^  in  dem  gleichen  Verhältnisse  teilt, 
so  entsprechen  sich  die  Teilpunkte  bei  der  affinen  Beziehung  der 
Kurven  k  und  k^.  Sind  also  e^  und  e^  die  Spuren  von  E  in  den 
Ebenen  der  Eegelschnitte  k  und  A^  und  entspricht  der  Spur  ^3  ver- 
möge der  affinen  Beziehung  die  Gerade  f^  in  der  Ebene  von  Äj,  so 
geht  die  Doppelasymptote  durch  den  Punkt  e^  x  f^>  In  der  Figur 
ist  die  Konstruktion  weggelassen. 

773.  Um  die  Haupttangente  in  einem  beliebigen  Punkte 
des  Cylindroides  zu  finden,  lege  man  durch  ihn  die  Erzeugende  GG^ 
und  suche  zunächst  in  ihrem  Schnittpunkte  G  mit  k  die  Haupt- 
tangente auf.  Jede  Ebene  durch  g  —  GG^  schneidet  k  in  einem 
Punkte  und  berührt  die  Fläche  in  einem  Punkte  von  g\  dreht  sich  die 
Ebene  um  g,  so  entstehen  auf  k  und  g  projektive  Punktreihen  (769). 
Den  Punkten  G,  P,  E  von  ä,  wo  GP  ein  Durchmesser  und  EG  eine 
vertikale  Sehne  von  k  ist,  entsprechen  hierbei  die  Punkte  Gy  Ä,  00 
von  gy  wenn  H  der  Berührungspunkt  der  Ebene  gP  ist.  Projiziert 
man  die  Punktreihe  von  h  aus  einem  ihrer  Punkte,  etwa  i?,  auf 
seine  Tangente  GRq,  so  ist  diese  Reihe  zu  der  Reihe  auf  y  perspektiv. 
Es  entsprechen  sich  dabei  die  Punkte  G,  Hj  00  auf  ^  imd  G,  M,  /auf 
GEq,  und  zwar  ist  J=^GRqXCD  der  Pol  von  EG  und  GM^IGJ, 
da  ^P||  CD  ist.  Die  Verbindungslinien,  entsprechender  Punkte,  näm- 
lich HM  und  /oo ,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  N  der  Haupt- 
tangente von  G  (7ö9).  Nun  ist  JN^\GHj  daraus  ergiebt  sich  die 
folgende  Konstruktion.  Man  bestimme  zunächst  Hj  indem  man  die 
Tangente  von  k"  in  G"  mit  s'  in  R^  und  den  Durchmesser  G"P" 
mit  s"  in  R  schneidet,  die  Strecke  RR^  auf  KK^  von  K  aus  auf- 
trägt und  ihren  Endpunkt  mit  S  verbindet;  auf  dieser  Geraden 
liegt  dann  H'.  In  der  Figur  ist  nur  \RRq  auf  KK^  aufgetragen, 
die  Verbindungslinie  des  Endpunktes  mit  8  liefert  hier  H^ 
[G'H^^^G'ir,  &  =  E).  Nun  ziehe  man  durch  J'  (J"  =  G"R^ 
XC'B",  oder  (C'jy^V)  =  -1)  eine  Gerade  parallel  und  gleich 
lang  zu  E'H^j  so  liegt  ihr  Endpunkt  N'  auf  der  ersten  Projektion 
der  Haupttangente  von  G.  Macht  man  J"N"  #  G"H^',  so  ist  G"N'' 
ihr  Aufriß. 

Zieht   man   durch  Rq  eine  Parallele  zu  ^,    so  trifit  diese  die 
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Haupttangente  GN  in  einem  Punkte  X,  ihre  erste  Projektion  ist  8X\ 
ihre  zweite  RqX".    Es  läßt  sich  nun  zeigen,  daß  die  fiaupttangenten 
in  allen  Punkten  von  ff  so  beschaffen  sind,  daß  ihre  ersten  Projek- 
tionen  durch  Z'  laufen.     Geht  die  Haupttangente  in  G^  durch  N^, 
so  ist  Jj'JVj'  #  E'E^{TJ;  ||y',  J(  auf  q'i>/);  denn  die  Tangente  von 
Äj"  in  G^'  und  der  Durchmesser  G^'0('  schneiden  s"  in  zwei  Punkten, 
deren  Abstand  RU^  ist,  wie  leicht  einzusehen.     Deshalb  geht  auch 
E^N^   durch  X\  da  7'//=iV'JV/  ist,   und  somit  gilt  das  Gleiche 
für  die  ersten  Projektionen  aller  Haupttangenten,  deren  Berührungs- 
punkte   auf  ff  liegen.      Diese  bilden  nämlich  die  eine  Schar  eines 
hyperbolischen  Paraboloides  und  projizieren  sich  auf  TTi  als  Büschel, 
da  sich  die  Geraden  der  anderen  Schar  als  Parallelen  (zu  x)  proji- 
zieren.     Alle   Haupttangenten   in   den   Punkten   von  g   treffen   die 
Vertikale  durch  X*  in  Punkten,  deren  Abstände  von  X  gleich  den 
Yerschiebungsgrößen  der  Ebenen  durch  s  und  ihre  Berührungspunkte 
sind.      Denn  diese  Punkte  liegen  auf  Parallelen  zu  y,   welche  *  in 
Punkten   schneiden,    die   von   R^    die    genannten   Abstände   haben 
(GJ,"r  tangiert  Ä/',  RJ^O^'0{,  YZ"\\ff",  ^'  =  X',  X"Z"^0^'0;y 
Hiemach  ist  die  Haupttangente  in  einem  beliebigen  Punkte  von 
g  leicht  zu  zeichnen.    Im  Punkte  gy.u  teilen  die  Normale  zu  TT,  und 
die  Tangente  von  u  den  Winkel  der  Erzeugenden  und  der  Haupttan- 
gente harmonisch  (796);  deshalb  geht  die  Tangente  von  m'  im  Punkte 
g  X  u    durch  den  Mittelpunkt  des  von  Z'  auf  g   gefällten  Lotes. 

778.  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs.  Die 
Erzeugenden  dieser  Fläche  treffen  gleichzeitig  zwei  parallel  gestellte, 
gleich  große  Kreise  k  und  k^  und  eine  zu  den  Ebenen  dieser  Kreise 
normale  Gerade  n,  die  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Kreismittelpunkte  Jlfund  M^  geht.  In  der  Fig.  477 
ist  TT,  parallel  zu  den  Kreisen  und  TTi  parallel  zu  MM^  genommen ; 
TTj  ist  offenbar  auch  parallel  zu  n,  da  TTi  ±  TTj  ist.  Die  Durch- 
stoßpunkte von  n  mit  den  Kreisebenen  seien  iV  und  Ny  Die 
Horizontalebene  durch  n  (und  MMj)  ist  eine  Symmetrieebene 
der  Wölb  fläche;  denn  jeder  der  beiden  Kreise  k  und  k^  liegt  zu 
ihr  symmetrisch.  Je  zwei  Erzeugende  liegen  zu  der  genannten 
Ebene  symmetrisch  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
der  Geraden  n,  die  eine  Doppelgerade  der  Wölbfläche  ist. 
Jede  Ebene  durch  die  Doppelgerade  n  schneidet  die 
W^ölbfläche  in  zwei  parallelen  Erzeugenden,  die  von  Ogleich 
weit  abstehen.  Jede  Gerade  durch  0  trifft  also  die  Fläche  in 
zwei  Punkten,  die  von  0  gleich  weit  entfernt  sind;  0  ist  Mittel- 
punkt der  Fläche.   Zum  Beweise  legen  wir  durch  n  eine  beliebige 
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Ebene,  die  k  in  PQ  und  k^  in  PjQj  schneidet.  Die  Sehnen  PQ 
und  PjQj  gehen  durch  N  resp.  N^,  sind  parallel  und  gleich  lang, 
wie  man  sofort  aus  dem  Aufriß  erkennt,  da  0"  =  N''  =  jft^"  die 
Strecke  M"M^'  halbiert.  PP^  und  QQj  sind  demnach  zwei  parallele 
Erzeugende  der  Fläche,  während  PQj  und  P^Q  sich  in  0  schneiden; 


Fig.  477. 

0  ist  der  Mittelpunkt  des  Parallelogrammes  PP^Q^^Q,  und  hat  von 
den  Erzeugenden  PP^  und  QQ^  gleichen  Abstand.  Dreht  sich  die 
genannte  Ebene  um  n,  so  beschreiben  die  Erzeugenden  PP^  und 
QQi  die  Fläche,  während  die  Geraden  PQ^  und  P^Q  einen  Kegel 
mit  dem  Scheitel  0  beschreiben,  der  die  Kreise  U  und  k^  trägt. 
Die  Mantellinien   dieses  Kegels   treffen  auch  die  Leitkurven  A,  k^ 
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und  Uj  so  daß  die  gemeinsamen  Sekanten  dieser  drei  Kurven  eines- 
teils die  Wölbfläche  und  anderenteils  einen  Kegel  2.  Grades  bilden. 

Die  EIrzeugenden  der  Wölbfläche  schneiden  die  Kreise  k  und  k^ 
in  projektiven  Punktreihen.  Lassen  wir  nämlich  wieder  die  Ebene 
durch  die  parallelen  Erzeugenden  PP^  und  QQ^  sich  drehen,  so  sind 
die  von  P  auf  k  und  von  Q^  auf  k^  beschriebenen  Reihen  kongruent, 
also  projektiv,  und  ebenso  sind  die  von  Q,  auf  k^  und  von  P^  auf  k^ 
beschriebenen  Seihen  projektiv,  denn  sie  sind  involutorisch.  Daraus 
folgt  unsere  Behauptung  und  wir  schließen  nach  751,  daß  die 
Wölbfläche  vom  4.  Grade  ist  und  außer  der  Doppelgeraden  n 
noch  einen  unendlich  fernen  Doppelkegelschnitt  besitzt. 
Das  letztere  sehen  wir  leicht  direkt  ein.  Da  die  Erzeugenden 
paarweise  parallel  sind,  schneiden  sie  sich  in  den  Punkten  einer 
unendlich  fernen  Doppelkurve.  Diese  ist  ein  Kegelschnitt,  sobald 
der  Bichtkegel  der  Wölbfläche  vom  2.  Grade  ist,  was  wir  jetzt  zeigen 
wollen.  Als  Scheitel  des  Richtkegels  wählen  wir  den  Punkt  N  und 
suchen  seine  Schnittkurve  i^  mit  der  Ebene  von  k^.  Ziehen  wir  durch 
N  eine  Strecke  NJ^  parallel  und  gleich  lang  mit  der  Erzeugenden 
PP^y  so  liegt  /j  auf  der  gesuchten  Kurve  ij.  Deshalb  ist  PN==P^J^, 
und  da  nach  früherem  PIf  ^  N^Q^  ist,  folgt  weiter:  P^/j  =  JV^Q^, 
woraus  sich  dann  unmittelbar:  M^J^  =  MyÄ\  ergiebt.  Der  Richt- 
kegel mit  dem  Scheitel  N  schneidet  somit  die  Ebene  von  k^  in  einem 
zu  k^  konzentrischen  Kreise  i\,  der  durch  N^  geht.  Die  Horizontal- 
ebene durch  n  ist  auch  Symmetrieebene  des  Richtkegels,  sie  schneidet 
ihn  in  n  und  einer  zweiten,  zu  MM^  parallelen  Mantellinie.  Da 
aber  die  Normalebenen  zu  n  Kreisschnitte  des  Richtkegels  liefern, 
so  müssen  dies  auch  die  Normalebenen  zu  MM^  thun. 

Die  Erzeugenden  AA^  und  -B^j  in  der  Symmetrieebene  sind 
Torsallinien  der  Wölbfläche,  ihre  Kuspidalpunkte  K  und  jST^  liegen 
auf  n.  Das  Stück  KÄ^  der  Doppelgeraden  verläuft  isoliert,  ihre 
anderen  Teile  liegen  auf  der  Fläche.  Außerdem  giebt  es  noch 
zwei  Torsallinien  durch  die  Berührungspunkte  der  von  N  an  den 
Kreis  k  gelegten  Tangenten  (in  der  Figur  sind  sie  imaginär),  ihre 
Kuspidalpunkte  sind  unendlich  fern.  Im  vorliegenden  Falle,  wo 
N  innerhalb  k  und  N^  innerhalb  k^  liegt,  giebt  es  zwei  reelle,  zu 
n  parallele  Erzeugende  CC^  und  DI)y 

774.  Jede  Vertikalebene  durch  eine  Erzeugende  der  Wölbfläche, 
etwa  PP^f  enthält  noch  eine  zweite,  etwa  BB^,  die  sich  mit  ihr  auf 
n  schneidet;  beide  liegen  symmetrisch  zu  der  Horizontalebene  durchs. 
Eine  solche  Ebene  schneidet  die  Fläche  noch  in  einem  Kegelschnitt, 
und  alle  diese  Ebenen  umhüllen  eine  Gylinderfläche  2.  Grades  (755). 
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Es  ist  das  leicht  einzusehen,  da  bei  der  projektiven  Beziehung  von 
k  und  k^  den  vertikalen  Sehnen  von  k  vertikale  Sehnen  von  k^  ent- 
sprechen ;  diese  schneiden  AB  und  A^£^  in  projektiven  Punktreihen, 
deren  Verbindungslinien  einen  Kegelschnitt  u  (in  der  Figur  eine 
Hyperbel)  umhüllen.  Die  Tangenten  von  u  sind  die  Schnittlinien 
jener  Vertikalebenen  mit  der  Sjmmetrieebene,  oder  die  orthogonalen 
Projektionen  der  Erzeugenden  auf  diese  Ebene.  0  ist  offenbar  der 
Mittelpunkt  der  Hyperbel  u,  da  je  zwei  parallele  Erzeugende  von  O 
gleichen  Abstand  haben.  CD  und  C^D^  sind  entsprechende  vertikale 
Sehnen  von  k  und  k^ ,  sie  schneiden  Ä£  und  A^B^  in  A^  und  A\ ; 
iVWj  ist  also  eine  Tangente  von  u  und  zwar  eine  >Asymptote,  da  sie 
durch  den  Mittelpunkt  von  u  geht.  Ist  Z  der  Pol  von  CD  in  Be- 
zug auf  k  und  Z^  der  von  (7^i/^  in  Bezug  auf  k^,  so  sind  auch  L 
und  jCj  entsprechende  Punkte  der  Reihen  auf  AJB  und  A^B^,  denn 
es  ist  {ABNL)  =  [A^B^N^L^)  =  —  1.  LL^  geht  durch  0  und  ist  die 
andere  Asymptote  von  «.  Die  Hyperbel  u  berührt  die  Geraden 
AA^y  BB^y  AB,  A^B^j  ihre  Berührungspunkte  sind  die  Mittelpunkte 
der  auf  ihnen  durch  die  Asymptoten  begrenzten  Strecken. 

Hieraus  erkennt  man,  daß  der  scheinbare  Umriß  in  TT^  von 
u'  und  den  Geraden  ÄA^,  BB^  gebildet  wird.  Von  li  sind  aller- 
dings beim  Umriß  nur  die  Stücke  beteiligt,  die  sich  an  die  Asym- 
ptote ti  anschließen,  und  zwar  bis  zu  ihren  Berührungspunkten  G* 
und  K'  mit  Ä A(  und  BB^,  Im  Aufriß  wird  der  Umriß  von  den 
Projektionen  der  beiden . Kurven  /  und  \  gebildet,  die  die  Fläche 
begrenzen  und  in  Parallelebenen  zu  TT2  angenommen  sind. 

Jede  Vertikalebene  durch  eine  Erzeugende  enthält,  wie  wir  sahen, 
einen  Kegelschnitt  der  Wölbfläche.  Dieser  Kegelschnitt  ist  eine 
Hyperbel,  ihre  Hauptachse  liegt  in  der  Symmetrieebene,  ihr  Mittel- 
punkt auf -äfji^  und  die  Endpunkte  dieser  Achse  auf  AA^  und  BB^. 
Die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  sind  zu  den  in  ihrer  Ebene  liegenden 
Erzeugenden  parallel;  denn  zu  jeder  von  diesen  giebt  es  eine  parallele 
Erzeugende,  die  demnach  einen  unendlich  fernen  Punkt  jener  Hyperbel 
liefert.  Durch  jede  Tangente  von  u  geht  eine  Vertikalebene,  die 
zwei  reelle,  oder  konjugiert  imaginäre,  zur  Tangente  symmetrische 
Erzeugende  enthält  und  die  Fläche  somit  noch  in  einem  Kegel- 
schnitt schneidet.  Dieser  ist  eine  Ellipse  (oder  Kreis),  falls  die 
Erzeugenden  imaginär  sind,  zu  ihnen  gehören  auch  die  Kreise  k  und 
Äj.  Die  Erzeugenden  schneiden  alle  auf  der  Fläche  liegenden  Kegel- 
schnitte in  projektiven  Punktreihen  (752).  Es  soll  nun  gezeigt 
werden,  daß  die  zweiten  Projektionen  dieser  Kegelschnitte 
sich   in   perspektiver   Lage   befinden,    und    zwar  ist    0"    das 
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Centrum  und  C"!/'  die  Achse  der  Perspektivität.  Da  die  Er- 
zengenden C(7j  und  DD^  zu  TTg  senkrecht  sind,  gehen  die  genannten 
Projektionen  alle  durch  C"  und  i>".  Wählen  wir  unter  diesen  irgend 
zwei  Kegelschnitte  y"  und  2"  aus,  so  werden  sie  von  den  Pro- 
jektionen der  Erzeugenden,  die  alle  durch  0"  gehen,  in  projektiven 
Punktreihen  geschnitten.  Sind  JTj",  Y^"  irgend  zwei  Punkte  von  y" 
und  Z^'',  ^3"  die  entsprechenden  Punkte  von  z",  so  ist  die  Perspek- 
tive Lage  von  y"  und  z"  bewiesen,  sobald  man  nachweist,  daß  sich 
r/'i;"  und  Z^''Z^''  auf  C"i>"  schneiden.  Die  Gerade  Ö'7{Z{ 
schneidet  aber  y"  und  z"  noch  in  zwei  entsprechenden  Punkten 
Jj"  und  Z^\  Nun  sind  aber  die  Strahlbüschel  Y(\C"iy'Y;'7'{) 
und  Z('{p"D'*Z^*Z^')  projektiv  und,  da  sie  einen  Strahl  gemein 
haben,  perspektiv;  ihre  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich  des- 
halb auf  einer  Geraden  und  das  ist  die  Gerade  C"I)'\  In  der 
Figur  ist  die  Kurve  y  eine  Ellipse  und  zwar  diejenige,  deren  Ebene 
durch  den  Mittelpunkt  0  der  Fläche  geht;  z  ist  eine  Hyperbel 
(z"  ist  so  weit  ausgezogen,  als  z  auf  dem  dargestellten  Teil  der 
Fläche  liegt).  Jede  Gerade  durch  ö"  trifiPt  die  Kurven  Ä",  Ä^",  y",  /' 
in  je  einem  Punkte,  deren  Tangenten  durch  den  nämlichen  Punkt 
von  C"iy'  gehen  (z.  B.  in  der  Figur  durch  T), 

Die  Fläche  ist  von  zwei  zum  Aufriß  parallelen  Schnittkurven 
/  und  Zj  begrenzt.  Der  auf  F'P^'  liegende  Punkt  Ä/'  von  Z/' 
bestimmt  sich  daraus,  daß  Pi"5/':P/T"  gleich  dem  Verhältnis 
der  Abstände  der  Ebene  durch  k^  von  den  Ebenen  durch  \  und 
durch  k  ist. 

775.  Alle  zu  TTj  parallelen  Tangenten  der  Fläche  in  den 
Punkten  einer  Erzeugenden  PP^  bilden  eine  Schar  eines  hyperbo- 
lischen Paraboloides,  ihre  zweiten  Projektionen  umhüllen  also  eine 
Parabel.  Diese  berührt  die  Tangenten  P"T  von  Ä"  und  P^'T  von 
Äj"  (T  auf  CD")  sowie  F'P^''  im  Punkte  0",  denn  sie  berührt  die 
Projektionen  zweier  benachbarter  Erzeugenden,  zu  denen  PP^  ge- 
hört. Die  Tangente  t"  von  Z^"  in  8^'  findet  sich  als  Tangente 
jener  Parabel  nach  dem  Brianchon'schen  Satze  (0"Z7||P"T,  (7  = 
8^'Tx  O'V,  r  ||Pi"?7).  Hieraus  ergiebt  sich  auch  die  Tangential- 
ebene in  Äj.  Ist  umgekehrt  eine  Ebene  durch  PP^  gegeben,  so 
findet  man  ihren  Berührungspunkt  wie  folgt.  Man  ziehe  (y'l]^P"T 
und  durch  P^'  eine  Parallele  zur  zweiten  Spur  der  Ebene,  beide 
Geraden  schneiden  sich  in   JJ  und  der  gesuchte  Punkt  liegt  auf  VT, 

Die  Haupttangenten  der  Fläche  in  den  Punkten  einer 
Erzeugenden  PP^  bilden  eine  Schar  eines  Hyperboloides,  zu  der  auch 
die  Gerade  n  gehört.    Letztere  ist  zu  TTg  normal,  deshalb  projizieren 
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sich  die  Haupttangenten  im  Aufriß  als  die  Geraden  eines  Büschels. 
Kennt  man  also  diejenigen  in  Pund  Pj,  so  sind  sie  hiernach  auch 
für  jeden  beliebigen  Punkt  der  Erzeugenden  bekannt.  Die  Haupt- 
tangente in  Pj  ergiebt  sich  wie  früher  (769).  Jede  Ebene  durch 
die  Erzeugende  PP^  hat  auf  ihr  einen  Berührungspunkt  und  schneidet 
Aj  in  einem  Punkt.  Dreht  sich  die  Ebene  um  die  Erzeugende,  so 
bilden  ihre  Berührungspunkte  auf  dieser  und  ihre  Schnittpunkte 
auf  Äj  projektive  Punktreihen.  Den  Punkten  P^,  P,  P^  (P,  auf  n) 
der  ersten  Beihe  entsprechen  die  Punkte  P^,  Qg,  Qj  der  zweiten 
Beihe  {P1Q2  parallel  zur  Tangente  von  k  in  P).  Diese  Beihe 
projizieren  wir  aus  Q^  auf  die  Tangente  von  k^  in  Pj  und  erhalten 
die  Punkte  P^,  T,  ^{F  auf  der  Tangente  von  k^  in  Q^,  W  auf  Q^Q,). 
Die  Geraden  PV  und  P^  W  schneiden  sich  dann  in  einem  Punkte  X 
der  gesuchten  Haupttangente.  DieEonstruktion  ist  nur  im  Aufriß 
durchgeführt  (P^"  =  0");  im  Grundriß  ist  T  =  P'F  x  P^'^'  {V  und 
W  auf  Ä/). 

Hailflächen. 

776.  Bewegt  sich  eine  Fläche  in  stetiger  Weise,  wobei  sie 
ihre  Gestalt  entweder  fortwährend  beibehält  oder  stetig  ändert,  so 
wollen  wir  alle  Flächen,  die  sie  nach  und  nach  durchläuft,  als  eine 
stetige  Folge  von  Flächen  bezeichnen.  Von  einer  stetigen  Folge 
von  Flächen  machen  wir  die  folgende  Voraussetzung.  Durchläuft  eine 
Fläche  die  aufeinanderfolgenden  Flächen  einer  stetigen  ITolge,  so 
sollen  sich  ihre  Schnittkurven  mit  einer  festen,  aber  beliebigen  Fläche 
der  Folge  einer  bestimmten  Grenzkurve  unbegrenzt  nähern,  wenn 
sich  die  veränderliche  Fläche  der  festen  unbegrenzt  nähert.  Dabei 
soll  diese  Grenzkurve  die  gleiche  sein,  einerlei  ob  sich  die  veränder- 
liche Fläche  der  festen  in  der  einen  oder  andern  Bichtung  der 
Flächenfolge  nähert,  wobei  dann  auch  die  Annäherung  der  Schnitt- 
kurve an  die  Grenzkurve  von  der  einen  oder  andern  Seite  erfolgt. 
Unter  dieser  Voraussetzung  bilden  die  Grenzkurven  auf  den  einzelnen 
Flächen  der  Folge  selbst  eine  stetige  Folge,  indem  sich  jede  von 
den  benachbarten  Kurven  der  Lage  und  Gestalt  nach  nur  unendlich 
wenig  unterscheidet.  Sind  nämlich  0^  und  0^  zwei  benachbarte 
Flächen  der  Folge,  s^  und  s^  die  auf  ihnen  liegenden  Grenzkurven 
und  *j3  ihre  Schnitt  kurve,  so  unterscheiden  sich  s^  und  «,  nur  un- 
endlich wenig  von  s^^  und  also  auch  voneinander.  Eine  stetige 
Folge  von  Flächen  besitzt  eine  gemeinsame  Hüllfläche, 
die  jede   von   ihnen   längs   einer   Kurve,    der   sogenannten 
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Charakteristik,  berührt;  diese  Charakteristik  ist  identisch  mit 
der  vorher  besprochenen  Grenzknrve.  Zunächst  ist  klar,  daß  zwei 
benachbarte  Flächen  0^  und  <t>^  in  den  Punkten  ihrer  Schnittkurve 
s^^  Tangentialebenen  besitzen,  die  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
einschließen.  Denn  sonst  wären  die  beiden  Flächen  nicht  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  benachbart  und  könnten  nicht  durch  eine  un- 
endlich  kleine  Änderung  (in  Lage  und  Gestalt)  ineinander  über- 
geführt werden.  Daraus  folgt  dann  weiter,  daß  die  Fläche,  die 
durch  die  Grenzkurven  sämtlicher  Flächen  der  stetigen  Folge  geht, 
diese  längs  derselben  berührt.  Sind  nämlich  P^,  P^^,  P^  drei  be- 
nachbarte Punkte  der  Kurven  s^,  s^^,  s^f  so  besitzt  das  von  ihnen 
gebildete  Dreieck  bei  P^g  einen  Winkel,  der  sich  von  2E  nur 
unendlich  wenig  unterscheidet,  so  daß  seine  Winkel  bei  P^  und  P^ 
unendlich  klein  sind.  Deshalb  schließen  in  P^  auch  die  Tangential- 
ebenen an  (t>i  und  an  die  Fläche,  die  durch  s^  und  s^  geht,  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  ein;  d.  h.  beide  Flächen  berühren  sich 
längs  Sy 

Je  zwei  benachbarte  Charakteristiken  werden  sich  im  allgemeinen 
schneiden  und  zwar  werden  die  Tangenten  in  ihren  Schnittpunkten 
unendlich  kleine  Winkel  miteinander  einschließen,  da  sich  solche 
Charakteristiken  nur  unendlich  wenig  unterscheiden.  Alle  Charak- 
teristiken besitzen  deshalb  eine  gemeinsame  Hüllkurve  und  diese 
ist  eine  Bückkehrkante  der  Hüllfläche.  Denn  zwei  benach- 
barte Kurven  *j,  s^  «begrenzen  zwei  Flächenstreifen,  die.  in  einem 
Kurvenelement  Q^Q^  jener  Hüllkurve  aneinanderstoßen,  auf  der 
nämlichen  Seite  von  Q^Q^  liegen  und  deren  Tangentialebenen  in  zu 
Q1Q2  benachbarten  Punkten  unendlich  kleine  Winkel  miteinander 
einschließen. 

Es  mag  hier  noch  hervorgehoben  werden,  daß  eine  Folge  von 
Flächen,  von  denen  jede  aus  der  vorhergehenden  durch  eine  unend- 
lich kleine  Änderung  in  Lage  und  Gestalt  hervorgeht,  nicht  stetig 
zu  sein  braucht.  Wählt  man  z.  B.  auf  einer  Kugel  zwei  beliebige 
Kreise,  so  giebt  es  durch  jeden  von  ihnen  eine  Kugel,  die  sich  von 
der  erstgenannten  nur  unendlich  wenig  unterscheidet;  gleichwohl 
können  diese  drei  Kugeln  nicht  als  drei  benachbarte  Flächen  einer 
stetigen  Folge  auftreten,  da  die  aufeinander  folgenden  Schnittkurven 
sich  um  endliche  Größen  unterscheiden. 

Beispiele  von  Hüllflächen  haben  wir  bei  den  Rotations-  und 
Schraubenflächen  kennen  gelernt,  insbesondere  die  Hüllflächen  einer 
um  eine  Achse  rotierenden  und  einer  sich  schraubenförmig  um  eine 
Achse   bewegenden  Kugel.     Natürlich  kann  eine  Fläche  in  mehr- 
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facher  Weise  als  Hüllfläche  erzeugt  werden;  so  ist  die  Rotations- 
fläche Hüllfläche  für  die  Kugeln,  die  sie  längs  der  Parallelkreise 
berühren,  aber  auch  für  die  Kegel,  die  sie  längs  dieser  Kreise  be- 
rühren, sowie  für  die  Cylinder,  die  sie  längs  der  Meridiankurven 
tangieren. 

777.  Die  Dupin'sche  Cyclide.  Als  Beispiel  einer  Hüllfläche 
wollen  wir  die  Dupin'sche  Cyclide  behandeln;  sie  umhüllt  alle 
Kugeln,  welche  drei  gegebene  feste  Kugeln  berühren.  Um  uns  die 
hier  auftretenden  Verhältnisse  bequem  klar  zu  machen,  gebrauchen 
wir  einige  ganz  einfache  Sätze  über  Kugeln,  die  wir  zunächst  auf- 
stellen wollen.  Zwei  Kugeln  K^  und  K,  mit  ihren  Mittelpunkten 
My^  und  M^  können  in  doppelter  Weise  als  ähnlich  und  ähnUch 
liegend  angesehen  werden;  die  Ähnlichkeitscentren  teilen  die  Central- 
linie  M^M^  im  Verhältnisse  der  Badien.  In  der  That  zieht  man 
irgend  zwei  parallele,  gleichgerichtete  Badien  M^P^  und  M^P^,  so 
schneiden  sich  P^P^  und  M^M^  in  einem  Punkte  A  auf  der  Ver- 
längerung von  MyM^,  so  daß  AM^ :  AM^  dem  Verhältnis  der  Badien 
r,  ir«  gleich  wird.  Dieser  Punkt  A  bleibt  derselbe,  wie  man  auch 
die  parallelen  Badien  wählen  mag  und  heißt  das  äußere  Ahnlich- 
keitscentrum.  Analog  gehen  die  Verbindungslinien  paralleler, 
aber  entgegengesetzt  gerichteter  Badien  durch  einen  Punkt  /  auf 
M^M^,  für  den  M^J \JM^^r^\r^  ist;  /heißt  das  innere  Ahn- 
lichkeitscentrum. 

Berührt  eine  Kugel  A  zwei  Kugeln  K^  und  K,)  so  geht  die 
Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  i\  und  P^  durch  das 
äußere  oder  innere  Ähnlichkeitscentrum,  je  nachdem  die  Berührung 
für  beide  Kugeln  eine  gleichartige  oder  ungleichartige  ist  Die 
Berührung  heißt  gleichartig,  wenn  beide  Male  die  Kugeln  sich 
äußerüch  oder  innerlich  berühren;  der  erste  FaU  tritt  ein,  wenn 
die  berührenden  Kugeln  sich  gegenseitig  ausschließen,  der  letzte, 
wenn  eine  die  andere  einschheßt.  P^^^  schneidet  die  Kugeln  K^  und  K^ 
noch  je  in  einem  weiteren  Punkte  Q,^  resp.  (^^\  ist  0  der  Mittel- 
punkt von  A,  so  geht  OM^  durch  Pj  und  OM^  durch  P^  und  es 
ist  Jl^Qj  II  Jl/gPg  (ebenso  ^i^i  ||-S^§2)>  ^*  ^®  gleichschenkligen 
Dreiecke    Q^^M^P^,   P^OP^   und   P^M^Q^  ähnlich  sind.     Die  Gerade 

Q1P1P2Q2  S^^^  ^^^  ^^  ^^^  That  durch  eines  der  beiden  Ähnlichkeits- 
centren, und  zwar  durch  das  äußere  oder  innere,  je  nachdem  M^Q^ 
und  M^P^  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Ist  A  eine  Kugel  und  S  ein  beliebiger  Punkt,  so  schneidet  die 
Kugel  auf  den  Strahlen  durch  S  je  zwei  Punkte  aus,  für  welche 
das  Produkt  ihrer  Abstände  von  S  konstant  ist.     Der  Wert  dieses 
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Produktes  heißt  die  Potenz  des  Punktes  S  in  Bezug  auf  die 
Kugel  Aj  er  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Schnittpunkte 
eines  Strahles  auf  der  nämlichen  oder  auf  verschiedenen  Seiten 
von  S  liegen.  Daß  die  Produkte  für  zwei  beliebige  Strahlen  den 
gleichen  Wert  haben,  erkennt  man  sofort,  da  die  Ebene  durch  die 
beiden  Strahlen  die  Eugel  in  einem  Kreise  schneidet,  der  durch 
ihre  Schnittpunkte  mit  der  Kugel  hindurchgeht;  für  einen  £j*eis  ist 
aber  die  Gleichheit  dieser  Produkte  bekannt. 

Alle  Punkte  gleicher  Potenz  in  Bezug  auf  zwei  Kugeln  A^  und 
Ao  liegen  in  einer  Ebene,  die  auf  ihrer  Gentrallinie  O^O,  senkrecht 
steht.  Denn  eine  beliebige  Ebene  durch  0^0^  schneidet  die  Kugeln 
in  zwei  Kreisen;  die  Punkte  gleicher  Potenz  in  Bezug  auf  diese  Kreise 
liegen  auf  einer  Senkrechten  zu  0^0^  und  sind  zugleich  Punkte 
gleicher  Potenz  für  beide  Kugeln.  Läßt  man  die  beiden  Kreise 
und  ihre  gemeinsame  Potenzlinie  um  0^0^  rotieren,  so  erhält  man 
die  beiden  Kugeln  und  ihre  gemeinsame  Potenzebene,  deren  Punkte 
gleiche  Potenz  für  beide  Kugeln  besitzen. 

Alle  Punkte  gleicher  Potenz  in  Bezug  auf  drei  Kugeln  liegen 
auf  einer  Normalen  zu  der  Ebene  ihrer  Mittelpunkte,  der  gemein- 
samen Potenzlinie.  Denn  die  Schnittlinie  der  Potenzebene  der 
ersten  und  zweiten  Kugel  mit  der  Potenzebene  der  zweiten  und 
dritten  Kugel  hat  die  Eigenschaft,  daß  ihre  Punkte  die  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  drei  Kugeln  aufweisen,  sie  liegt  deshalb 
auch  auf  der  Potenzebene  der  ersten  und  dritten  Kugel. 

Für  alle  Kugeln,  die  zwei  feste  Kugeln  gleichartig  (oder  un- 
gleichartig) berühren,  ist  deren  äußeres  (oder  inneres)  Ahnlichkeits- 
centrum  ein  Punkt  gleicher  Potenz.  Berührt  nämlich  eine  Kugel  A 
die  beiden  festen  Kugeln  K^  und  Kg  in  den  Punkten  P^  resp.  P^ 
gleichartig,  so  geht  P^P^  <lurch  das  äußere  Ahnlichkeitscentrum  Ä 
und  schneidet  die  Kugeln  noch  in  Q^  resp.  Q^  {M^Q^WM^P^y  M^Pj^\\M^Q^). 
Dann  ist  ersichtlich  Q^A  :  P^A  =  M^A:M^A  =  P^A:  Q^^,  also: 
AP^'AP.^  =  AQ^'AQ^.  Das  Produkt  dieser  beiden  gleichen  Werte 
ist  aber  nichts  anderes  als  Produkt  der  Potenzen  von  A  in  Bezug 
auf  die  Kugeln  K^  und  K^,  und  da  das  letztere  konstant  ist,  folgt, 
daß  auch  die  Potenz  AP^-AP^  von  A  in  Bezug  auf  A  von  der 
Wahl  der  berührenden  Kugel  A  unabhängig  ist. 

Werden  drei  Kugeln  K^,  Kg,  Kg  zugleich  von  dreiKugelnAj,  Ag,  A3 
berührt,  so  zwar,  daß  je  zwei  Kugeln  K  entweder  von  jeder  Kugel  A 
gleichartig  oder  ungleichartig  berührt  werden,  so  bestehen  zwischen 
diesen  Kugeln  die  folgenden  Beziehungen.  Für  je  zwei  Kugeln  A 
liegt  das  eine  der  beiden  Ähnlichkeitscentren  auf  der  gemeinsamen 
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Potenzlinie  k  der  drei  Kugeln  K,  und  für  je  zwei  Kugeln  K  liegt 
das  eine  der  beiden  Ahnlichkeitscentren  auf  der  gemeinsamen 
Potenzlinie  l  der  drei  Kugeln  A.  Denn  das  eine  Ähnlichkeitscentram 
von  Kl  und  K^  ist  ein  Punkt  gleicher  Potenz  für  die  drei  Kugeln  A, 
liegt  also  auf  /,  u.  s.  w.  Die  neun  Berührungspunkte  der  Kugeln 
liegen  zu  je  drei  in  drei  Ebenen  durch  k  und  ebenso  zu  je  drei  in 
drei  Ebenen  durch  /.  Denn  berührt  A^  die  Kugeln  K^,  K^,  K3  in 
Pj,  Pg,  Pg,  so  geht  P^P^  durch  einen  Ähnlichkeitspunkt  der  Kugeln 
Kj,  Kg,  der  auf  /  liegt;  ebenso  treffen  PgPj  und  P^P^  die  Gerade  /. 
Die  Ebene  P^Pg^^s  göht  durch  /  und  schneidet  A^  in  einem  Kreise, 
der  ihre  drei  Schnittkreise  mit  den  Kugeln  K  berührt.  Die  Gerade  k 
steht  als  Potenzlinie  der  drei  Kugeln  K  senkrecht  auf  der  Ebene 
ihrer  Mittelpunkte  M.,  M^,  AL\  sie  liegt  in  der  Ebene  der  Mittel- 
punkte  Oj,  0^,  0^  der  drei  Kugeln  A,  da  sie  ein  Ahnlichkeitscentrum 
filr  je  zwei  dieser  Kugeln  trägt.  ÄhnUches  gilt  für  die  Gerade  /, 
die  in  der  Ebene  Mj^M^M^  liegt  und  auf  der  Ebene  O^O^O^  senk- 
recht steht. 

778.  Wir  legen  jetzt  drei  Kugeln  Kj,  K^,  Kg  mit  den  Mittel- 
punkten My^,  M^j  M^  zu  Grunde  und  betrachten  die  unendlich  vielen 
Kugeln  A,  die  sie  alle  drei  gleichzeitige  äußerlich  oder  innerlich  be- 
rühren. Der  Mittelpunkt  0.  einer  solchen  Kugel  A{  ist  Schnittpunkt 
dreier  Kugeln,  die  mit  K^,  K^,  Kg  resp.  koncentrisch  und  deren 
Badien  sich  von  den  Kadien  dieser  Kugeln  um  die  nämliche  additive 
(oder  subtraktive)  Konstante  unterscheiden.  Alle  Kugeln  A  haben 
eine  Linie  gleicher  Potenz  /  (/  auf  Af^M^M^),  auf  der  die  äußeren 
Ähnlichkeitscentren  für  je  zwei  Kugeln  K  liegen.  Je  zwei  Kugeln  A 
besitzen  ein  Ähnlichkeitscentrum,  das  auf  der  gemeinsamen  Potenz- 
linie k  der  drei  Kugeln  K  liegt;  die  Mittelpunkte  aller  Kugeln  A 
liegen  in  der  zu  /  senkrechten  Ebene  durch  k.  Die  Berührungs- 
punkte aller  Kugeln  A  mit  der  Kugel  K^  liegen  auf  einem  Kreise  c^, 
dessen  Ebene  durch  k  geht;  eine  gleiche  Bedeutung  haben  die 
Kreise  c^  und  Cg  auf  den  Kugeln  K^  und  Kg.  Die  Berührungspunkte 
einer  Kugel  A  mit  den  drei  Kugeln  K  befinden  sich  auf  den  Kreisen 
^1?  ^2»  ^3  ^^^  liegen  in  einer  Ebene  durch  /. 

Werden  zwei  sich  schneidende  Kugeln  von  einer  dritten  gleich- 
artig berührt,  so  liegen  die  Berührungspunkte  zu  verschiedenen 
Seiten  der  Ebene  des  Schnittkreises,  wie  leicht  einzusehen.  Zwei 
benachbarte  Kugeln  A  berühren  K^  in  zwei  benachbarten  Punkten 
von  Cj,  die  von  der  durch  /  gehenden  Ebene  ihres  Schnittkreises 
getrennt  werden.  Läßt  man  beide  Kugeln  A  zusammenfallen,  so 
wird  ihr  Schnittkreis  zum  Kreis  durch  den  Berührungspunkt  von 
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A  und  K^;  ebenso  geht  dieser  Kreis  durch  die  Berührungspunkte 
von  A  mit  K^  und  K3.  Die  Kugeln  A  bilden  eine  stetige 
Folge;  sie  besitzen  also  eine  gemeinsame  Hüllfläche  — 
die  Dupin'sche  Cyklide.  Auf  ihr  liegen  die  Charakteri- 
stiken der  eingehüllten  Kugeln;  es  sind  das  Kreise,  deren 
Ebenen  durch  /  gehen  und  die  die  Kugeln  K^,  K2,  K3  gleich- 
artig berühren;  sie  schneiden  die  Kreise  Cj,  c^,  Cg  in  je 
einem  Punkte. 

Wählen  wir  weiter  aus  den  Kugeln  A  irgend  drei  A^,  A^?  A3 
aus 7  die  alle  drei  Kugeln  K  äußerlich  berühren.  Dann  bilden  die 
unendlich  vielen  Kugeln  K,  welche  A^,  Ag,  A3  gleichzeitig  äußer- 
lich (oder  innerlich)  berühren,  eine  stetige  Folge,  die  ebenfalls  eine 
Cyklide  zur  gemeinsamen  Hüllfläche  haben.  Auf  ihr  liegen  die 
Kreise,  deren  Ebenen  durch  k  gehen  und  die  die  Kugeln  Aj,  A2,  A3 
gleichartig  berühren;  zu  ihnen  gehören  auch  die  Kreise  c^,  c^,  c^.  Die 
Berührungspunkte  der  Kugeln  K  mit  A^  liegen  auf  einem  Kreise  d^, 
dessen  Ebene  durch  /  geht;  eine  ähnliche  Bedeutung  haben  die 
Kreise  d^  und  rfg  auf  den  Kugeln  \  und  A3.  Diese  Kreise  d^,  d^,  d^ 
gehören  zu  den  Charakteristiken  auf  der  Hüllfläche  der  Kugeln  A. 
Wir  werden  nun  zeigen,  daß  jede  Kugel  K  von  allen  Kugeln  A  und 
jede  Kugel  A  von  allen  Kugeln  K  berührt  wird.  Daraus  folgt  dann 
weiter,  daß  auf  jeder  Kugel  K^  ein  Kreis  c.  liegt,  der  ihre  Berührungs- 
punkte mit  den  Kugeln  A  trägt;  die  Ebenen  aller  dieser  Kreise 
gehen  durch  k.  Ebenso  folgt,  daß  auf  jeder  Kugel  A^  ein  Kreis  d^ 
liegt,  der  ihre  Berührungspunkte  mit  den  Kugeln  K  trägt;  die 
Ebenen  dieser  Kreise  gehen  durch  /.  Das  bedingt  weiter,  daß 
jeder  Kreis  c  jeden  Kreis  d  schneidet,  daß  also  die  Kugeln  K 
und  die  Kugeln  A  die  nämliche  Hüllfläche  besitzen. 

Es  bleibt  nur  noch  zu  beweisen,  daß  die  Kugeln  K^  und  A^ 
sich  berühren.  Das  eine  Ahnlichkeitscentrum  der  Kugeln  K^  und  K^, 
das  wir  A  nennen  wollen,  liegt  auf  der  gemeinsamen  Potenzlinie  / 
der  Kugeln  A;  ^  ist  somit  ein  Punkt  gleicher  Potenz  für  diese 
Kugeln.  Zu  ihnen  gehört  die  Kugel  \,  die  Kj  und  K.  in  B^^  resp.  B. 
berühren  mag  {B^^B.  durch  J).  Berührt  A^  die  Kugel  K^  in  C^,  und 
schneidet  AC\  die  Kugel  K^  in  dem  Punkte  C.  {M.C^  nicht  parallel 
zu  -SfjCj),  so  giebt  es  eine  Kugel  M.  die  K^  in  C^  und  K^  in  C.  berührt; 
M  hat  in  Bezug,  auf  A  die  gleiche  Potenz,  wie  die  Kugeln  A.  Die 
Kugeln  A^  und  M  berühren  sich  aber  in  Cj,  alle  Punkte  ihrer  ge- 
meinsamen Tangentialebene  sind  also  für  sie  Punkte  gleicher  Potenz ; 
da  aber  auch  A  in  Bezug  auf  beide  die  gleiche  Potenz  aufweist,  so 
müssen  die  Kugeln  A^  und  M  identisch  sein.    A„  berührt  K^  in  C., 
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779.  Zar  Darstellung  der  Cyklide  ist  noch  folgendes  zu  be- 
merken (Fig.  478).  Die  Mittelpunkte  aller  Kugeln  K  liegen  in  einer 
Ebene  durch  /,  sie  ist  eine  Symmetrieebene  der  Cyklide;  zu  ihr 
parallel  wählen  wir  die  Grundrißebene.  Die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln  A  liegen  in  einer  Ebene  durch  h,  die  auf  /  senkrecht  steht, 
sie  ist  ebenfalls  eine  Symmetrieebene  der  Cyklide;  zu  ihr  parallel 
sei  die  Aufrißebene  gewählt  (/'  J_  x,  k"  j_  x).  Die  Schnittlinie  beider 
Symmetrieebenen    sei  a  {a  \\  x  ||  a"),  ihre  Schnittpunkte  mit  k  und  / 

seien  JT  und  Z.  Auf 
der  Fläche  liegen 
zwei  Systeme  Ton 
Kreisen ,  deren 
Ebenen  durch  k 
resp.  /  gehen;  in 
ihnen  wird  die 
Fläche  von  den 
Kugeln  K  resp.  A 
berührt.  Da  zwei 
Kreise  aus  verschie- 
denen Systemen 
nur  einen  Punkt  ge- 
mein haben,  liegen 
in  jeder  Ebene 
durch  Ä  zwei  Kreise 
des  einen,  in  jeder 
Ebene  durch  l  zwei 
Kreise  des  anderen 
Systems.  Insbeson- 
dere liegen  in  der 
horizontalen  Sym- 
metrieebene zwei 
Kreise  rf^  und  rf^, 
die  /  zur  Potenz- 
linie und  K  zum 
Ähnlichkeitscentrum  haben;  in  ihnen  wird  die  Fläche  von  zwei 
Kugeln  A^  und  Aj  berührt,  deren  Mittelpunkte  auf  a  liegen.  Ebenso 
liegen  in  der  vertikalen  Symmetrieebene  zwei  Kreise  c,  und  c,, 
für  die  k  Potenzlinie  und  L  Ahnlichkeitscentrum  ist;  in  ihnen 
wird  die  Fläche  von  zwei  Kugeln  K^  und  Kg  berührt,  deren  Mittel- 
punkte ebenfalls  auf  a  liegen,  a  trifft  die  Fläche  in  den  Punkten 
Cj  X  flfj  =  ^,  Cj  X  ^2  =  ^>  c^X  d^=^  C  und  Cg  X  ig  =  ^' 
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Wir  woUeQ  annehmen,  daß  die  Kreise  c^,  c^  sich  gegenseitig 
ausschließen,  daß  also  durch  L  zwei  gemeinsame  Tangenten  derselben 
gehen.  Jede  der  beiden  Ebenen  durch  /,  die  Cj  und  c^  gleichzeitig  be- 
rühren, berührt  die  Cyklide  längs  eines  Kreises,  sie  seien  r  und  .«. 
Die  Kreise  d^  und  d^  schneiden  sich  entweder  oder  der  eine  liegt 
innerhalb  des  anderen,  denn  sie  haben  mit  c^  und  c^  je  einen  Punkt 
gemein.  Es  möge  d^  innerhalb  d^  liegen.  K  liegt  dann  innerhalb 
rfj  und  jede  Ebene  durch  A  schneidet  die  Fläche  in  zwei  getrennten 
Kreisen.  Der  erste  Umriß  der  Fläche  besteht  aus  rf^  und  d^,  der 
zweite  Umriß  aus  c^,  c^,  r  und  s. 

Das  eine  System  von  Kreisen  hat  k  zur  gemeinsamen  Potenz- 
linie ,  d.  h.  es  schneidet  k  in  den  nämlichen  beiden  imaginären  Punk- 
ten; durch  je  zwei  Kreise  dieses  Systems  läßt  sich  eine  Kugel  legen. 
Ebenso  läßt  sich  durch  je  zwei  Kreise  des  anderen  Systems  eine  Kugel 
legen,  da  sie  /  in  den  nämlichen  beiden  imaginären  Punkten  treffen. 
Die  beiden  imaginären  Punkte  auf  A,  sowie  die  beiden  auf  /  sind 
Doppelpunkte  unserer  Fläche.  Jede  Kugel,  welche  die  Cyklide 
zweimal  berührt,  schneidet  sie  in  zwei  Kreisen.  Alle  diese 
Kreise  bilden  zwei  Systeme;  das  eine  derselben  ist  zum  anderen 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  horizontale  Symmetrieebene.  Es  braucht 
nur  bewiesen  zu  werden,  daß  eine  Kugel  die  Cyklide  in  zwei 
symmetrischen  Kreisen  schneidet,  wenn  sie  dieselbe  in  je  einem 
Punkte  von  d^  und  von  d^  berührt.  Denn  zwei  Kreise  des  gleichen 
Systems  treffen  sich  nicht,  dagegen  schneiden  sich  zwei  Kreise  aus 
verschiedenen  Systemen  in  zwei  Punkten,  liegen  also  auf  einer 
Kugel;  jede  solche  Kugel  berührt  die  Cyklide  in  den  Schnittpunkten 
der  beiden  Kreise. 

780«  In  der  horizontalen  Symmetrieebene  wählen  wir  einen 
beliebigen  Kreis  h,  der  d^  in  einem  Punkte  F^  und  d^  in  einem 
Punkte  F^  berührt;  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  mögen  sich 
in  H  schneiden;  dabei  soll  h  innerhalb  d^  und  d^  innerhalb  k  liegen. 
Femer  zeichnen  wir  einen  beliebigen  Kreis  i,  der  d^  in  E^  und  d^ 
in  E^  berührt;  /  sei  der  Schnittpunkt  der  zugehörigen  Tangenten; 
dabei  soll  i  innerhalb  d^  und  außerhalb  d^  liegen.  E^E^  und 
F^F^  gehen  durch  die  Ahnlichkeitscentren  K  resp.  iV^  der  beiden 
Kreise  d^  und  d^,  ST  sei  die  gemeinsame  Sehne  (Potenzlinie)  von 
i  und  A,  ihre  Schnittpunkte  mit  E^E^  und  F^F^  seien  P  und  Q,  Es 
soll  nun  gezeigt  werden,  daß  die  Sehne  ST  durch  P  und  Q  harmo- 
nisch geteilt  wird.  Bei  diesem  Beweise  benutzen  wir  den  gemein- 
samen Potenzpunkt  R^  der  Kreise  i,  k  und  rfj,  in  dem  sich  die 
Potenzlinien  ST^  JE^,  HF^   von  je  zweien  dieser  Kreise  schneiden, 

21* 
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und  ebenso  den  Potenzpunkt  B^  der  Kreise  i,  k  und  d^ 
[R^  z=  STx  JE^  X  Ht\y  in  der  Figur  ist  er  nicht  verzeichnet). 

Wir  nehmen  zunächst  an,  daß  ST  durch  P  und  einen  Punkt  X 
harmonisch  geteilt  werde,  dann  ist  JX  die  Polare  von  P  in  Bezug 
auf  i;  denn  sie  muß  durch  den  Pol  /  von  E^^E^  gehen  und  mit  F 
zusammen  die  Sehne  ST  harmonisch  teilen.  Demnach  sind  JP  und 
JX  harmonische  Polaren  und  teilen  den  Winkel  der  Tangenten  JE^ 
und  JE^  harmonisch  (289);  es  liegen  also  auch  die  Punkte  R^R^PX 
harmonisch.  Wir  nehmen  femer  an,  daß  ST  durch  Q  und  einen 
Punkt  Y  harmonisch  geteilt  werde,  dann  ist  HY  die  Polare  von  Q  in 
Bezug  auf  h.  Demnach  sind  HQ  und  HY  harmonische  Polaren  und 
teilen  den  Winkel  der  Tangenten  HF^  und  HF^  harmonisch,  so  daß 
auch  die  Punkte  R^R^YQ  harmonisch  liegen.  Nun  giebt  es  aber 
nur  ein  Punktepaar,  das  die  beiden  Punktepaare  ST  und  R^R^  har- 
monisch trennt,  es  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution,  der  die 
beiden  Paare  angehören.  Deshalb  müssen  die  Punktepaare  PX  und 
YQ  identisch  sein  und  da  P  und  Q  verschieden  sind,  so  werden 
sowohl  ST  wie  -SjÄ^  durch  P,  Q  harmonisch  getrennt. 

Legen  wir  jetzt  durch  i  als  größten  Kreis  eine  Kugel,  so  be- 
rührt sie  die  Gyklide  in  einem  vertikal  gestellten  Kreis  c  mit  dem 
Durchmesser  E^E^.  Die  Kugel,  die  h  zum  größten  Kreise  hat, 
schneidet  die  Gyklide  in  einer  Kurve  v,  die  natürlich  aus  zwei 
symmetrischen  Teilen  besteht.  Sie  schneidet  c  in  zwei,  der  Kurve 
V  angehörigen  Punkten  P^  und  Pg,  die  auf  einer  Vertikalen  durch 
P  und  zu  P  symmetrisch  liegen;  denn  die  Kugeln  durch  i  resp.  h 
schneiden  sich  in  einem  vertikalen  Kreis  m  mit  dem  Durchmesser  ST. 
Da  aber  STPQ  harmonisch  liegen,  so  ist  Q  der  Pol  von  PiP^  iii 
Bezug  auf  ?»,  d.  h.  die  Tangenten  von  m  in  Pj  und  P^  gehen  durch 
Q.  Pj  Q  und  Pg  Q  berühren  in  diesen  Punkten  auch  die  Schnittkurve  r, 
denn  die  Gyklide  und  die  Kugel  durch  i  berühren  sich  längs  c. 
Hält  man  also  die  schneidende  Kugel  (durch  h)  fest  und  läßt  die 
berührende  Kugel  sich  ändern,  so  wird  sich  der  Punkt  Q  auf  F^F^ 
bewegen.  Alle  Tangenten  der  Kurve  v  treffen  somit  die  Gerade  Fy^F^\ 
die  Kurve  v  ist  deshalb  keine  wirkliche  BaumkuiTO,  sondern  sie  zer- 
fallt in  zwei  ebene  Kurven  und  zwar  in  zwei  Kreise,  denn  sie  liegen 
ja  auf  der  schneidenden  Kugel. 

Topographische  Flächen. 

781.  Jeder  begrenzte  Teil  der  Erdoberfläche  bildet  eine 
topographische  oder  Terrainfläche.  Der  begrenzte  Teil  wird 
so    klein   genommen,    daß   die   Richtung   der   Schwerkraft  in    den 
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einzelnen  Punkten  desselben  nicht  merklich  verschieden  ist.  Legt 
man  dann  eine  beliebige  Horizontalebene  zu  Grunde,  so  kann  man 
die  Lage  eines  jeden  Punktes  der  Flä<die  durch  seine  Horizontal- 
projektioD  und  seinen  Abstand  von  dieser  beetimmen.  Diese  Art 
der  Darstellung  von  Raumpunkten  nennt  man  kotierte  Projektion, 


Fig,  479. 

Als  horizontale  Qrundebene,  von  der  die  Abstände  der  einzelnen 
Funkte  gemessen  werden,  wählt  man  meist  ein  Stück  der  hypothe- 
tischen Meeresfläche,  von  der  die  wirkliche  Meeresoberfläche  ein 
Teil  ist  und  die  man  sich  unter  dem  Festland  fortgesetzt  denkt. 
Man  nimmt  nun,  von  der  Gmndebene  ausgehend,  ein  System  hori- 
zontaler Ebenen   von    gleichen   Abständen    an,    welche  man   einem 
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Meter,  oder  dem  ganzzahligen  Vielfachen  des  Meters  gleich  macht. 
Diese  Ebenen  schneiden  die  topographische  Fläche  in  Horizon- 
tal- oder  Niveaulinien^  die  durch  ihre  Horizontalprojektionen 
und  ihre  Abstände  von  der  Grundebene  festgelegt  werden.  Jeder 
Horizontallinie  fügt  man  in  der  Zeichnung  ihre  Höhenzahl,  oder 
Kote  bei  (Fig.  479).  Diese  Horizontallinien  werden  gewöhnlich 
direkt  in  dem  betreffenden  Terrain  durch  Vermessen  bestimmt. 

Bei  dem  Betrachten  einer  topographischen  Fläche  fallen  sofort 
die  drei  verschiedenen  Arten-  von  Punkten  mit  horizontalen  Tangea- 
tialebenen  in  die  Augen.  Erstens:  die  Gipfelpunkte,  sie  liegen 
höher  als  alle  Punkte  ihrer  nächsten  Umgebung.  Zweitens:  die 
Muldenpunkte,  sie  liegen  tiefer  als  alle  Punkte  ihrer  nächsten 
Umgebung.  Drittens:  die  Sattel-  oder  Jochpunkte,  eine  durch 
einen  solchen  Punkt  gezogene  Horizontallinie  hat  in  ihm  einen 
Doppelpunkt.  Während  die  Fläche  in  den  Gipfel-  und  Mulden- 
punklen  eine  elliptische  Krümmung  besitzt,  besitzt  sie  in  den  Joch- 
punkten eine  hyperbolische  Krümmung.  Die  Horizontallinien  sind 
in  sich  geschlossene  Kurven  mit  sich  stetig  ändernder  Tangente, 
nur  wo  sie  einen  scharfen  Grat  oder  eine  scharfe  Rinne  passieren, 
besitzen  sie  einen  Knick. 

782.  Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  bei  einer  topographischen 
Fläche  die  Falllinien  oder  Linien  größter  Neigung.  In  jedem 
Punkte  der  Falllinie  ist  ihre  Tangente  normal  zur  horizontalen 
Flächeniangente,  oder  normal  zu  der  in  der  Grundebene  liegenden 
Spur  der  bezw.  Tangentialebene.  Fall-  und  Niveaulinien  durch- 
schneiden sich  rechtwinklig,  ebenso  ihre  Projektionen  auf 
die  horizontale  Grundebene.  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
geht  im  allgemeinen  eine  Falllinie;  in  den  Punkten  eines  scharfen 
Grates  giebt  es  deren  zwei.  Die  Punkte  mit  horizontaler  Tangential- 
ebene —  Gipfel-,  Mulden-  und ■  Jochpunkte  —  bedürfen  einer  be- 
sonderen Untersuchung.  Die  Falllinien  beginnen  und  endigen  in 
den  Gipfel-  und  Muldenpunkten  der  Fläche.  Zwei  Falllinien 
können  sich  —  von  scharfen  Graten  abgesehen  —  nur  in  Gipfel- 
oder Muldenpunkten  treffen  oder  berühren.  Zum  Beweise 
betrachten  wir  die  Projektionen  /  und  /^  zweier  Falllinien  auf  die 
Grundebene,  welche  die  Projektion  h  einer  Horizontallinie  in  zwei  be- 
nachbarten Punkten  P  und  P^  treffen,  dann  schneiden  sich  die  zuge- 
hörigen Tangenten  von  f  und  /J  in  dem  zugehörigen  Krümmungs- 
mittelpunkt von  h.  Geht  man  von  h  kontinuierlich  zu  anderen  und 
anderen  Horizontallinien  fort,  so  werden  immer  die  Tangenten  von  f 
und  f^  in  ihren  auf  der  nämlichen  Horizontalen  hegenden  Punkten 
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sich  im  Erümmungsmittelpunkt  dieser  Kurve  schneiden,  so  daß  die 
beiden  Schnittpunkte  von  f  und  f^  mit  den  Horizontalen  zwar 
einander  näher  rücken  aber'  nicht  zusammenfallen  können.  Eine 
Berührung  oder  ein  Schneiden  zweier  Falllinien  in  einem  Punkte  Q 
kann  nur  eintreten,  wenn  ihre  Tangenten  in  den  zu  Q  benachbarten 
Punkten  P  und  P^,  die  auf  der  gleichen  Horizontallinie  h  liegen, 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  der  nur  unendlich  wenig  von  P 
und  P^  entfernt  ist,  d.  h.  der  Krümmungsradius  von  A  in  P  muß 
unendlich  klein  sein.  Dann  muß  entweder  A  in  P  eine  Spitze  be- 
sitzen, was  wir  nach  der  Natur  der  Kurve  k  ausschließen,  oder  h 
muß  aus  einem  unendlich  kleinen  Oval  durch  P  bestehen  (wozu  dann 
noch  weitere  Kurvenzweige  von  h  treten  können).  Hiermit  ist  aber 
unsere  Behauptung  erwiesen  denn  das  unendlich  keine  Oval  schließt 
entweder  einen  Oipfel-  oder  Muldenpunkt  ein. 

Die  Falllinien,  die  von  den  beiden  Hängen  eines  Thaies  herab- 
kommen, berühren  sich  also  nicht  in  der  Thalsohle;  sie  laufen 
vielmehr  beinahe  parallel  nebeneinander  das  Thal  hinab,  wobei 
sie  allerdings  einander  immer  näher  rücken.  Setzt  sich  das  Thal 
bis  zum  Kamm  eines  Bergrückens  fort,  so  daß  es  in  einem  Joche 
oder  Sattel  endigt,  so  scheidet  die  Falllinie,  die  sich  vom  Joch- 
punkt herab  durch  das  Thal  hinzieht,  die  Falllinien  der  beiden 
Hänge  voneinander  und  führt  die  Bezeichnung  Thalweg  {t  in  der 
Figur).  Ganz  ebenso  wie  im  Thale  rücken  auch  auf  einem  Berg- 
kamm die  Falllinien,  die  seine  beiden  Hänge  überdecken,  immer 
näher  zusammen,  ohne  sich  jedoch  zu  berühren;  erst  im  Gipfel- 
punkt berühren  sich  alle  die  Hänge  überdeckenden  Falllinien,  wie 
wir  weiterhin  sehen  werden.  Die  Falllinie,  die  von  einem  Jochpunkt 
aus  auf  dem  Kamm  hinaufläuft  bis  zu  einem  Gipfel,  heißt  Kamm- 
linie (Ä  in  der  Figur),  sie  scheidet  die  Falllinien  beider  im  Kamme 
sich  vereinigender  Hänge. 

Zieht  sich  ein  Thal  an  einem  Berghang  hinauf,  ohne  dessen 
Kamm  zu  erreichen,  so  bestimmt  sich  sein  höchster  Punkt  in 
folgender  Weise.  Das  Thal  bewirkt  bei  jeder  Niveaulinie,  die  von 
ihm  überschritten  wird,  eine  Einbuchtung,  die  um  so  kleiner  wird, 
je  höher  die  Niveaulinie  liegt.  Die  Niveaulinien,  die  höher  liegen, 
als  das  Thal  hinaufreicht,  zeigen  diese  Einbuchtung  nicht.  Es  muß 
nun  eine  Niveaulinie  geben,  welche  die  Grenze  zwischen  den  ein- 
gebuchteten und  den  anderen  bildet;  sie  besitzt  einen  Fl  ach  punkt, 
in  dem  die  Tangente  vier  benachbarte  Punkte  mit  ihr  gemein  hat. 
Denn  die  eingebuchteten  Niveaulinien  besitzen  eine  Doppeltangente, 
deren   Berührungspunkte  einander  um  so  näher  liegen,  je  geringer 
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die  Einbachtung  ist;  die  Berührungsponkte  fallen  für  die  Grenz- 
kurve,  bei  der  die  Einbuchtung  gerade  verschwindet,  zusammen. 
Die  Palllinie,  die  von  diesem  Flachpunkte  F  ausgeht,  ist  hier  der 
Thalweg  (siehe  Figur).  G-anz  ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich 
für  die  Eammlinie  des  Bergrückens  zwischen  zwei  ineinander 
einmündenden  Thälem  anstellen.  Auch  hier  giebt  es  eine  Horizontal- 
linie mit  Flachpunkt,  der  den  tiefsten  Punkt  des  Rückens  darstellt, 
und  von  dem  die  Eammlinie  (eine  Falllinie)  aufsteigt  (in  der  Figur 
ist  eine  solche  von  einem  Flachpunkte  F  aufsteigende  Eammlinie 
eingezeichnet).  Die  hier  erwähnte  Eammlinie,  sowie  der  Thalweg 
sind  in  der  Figur  bis  zum  Gipfel  O  fortgesetzt  und  ebenso  auch 
noch  nach  unten  über  F  hinaus.  In  der  Figur  sind  die  Punkte 
F  auf  den  verzeichneten  Horizontallinien  angenommen,  im  allge- 
meinen werden  sie  zwischen  zwei  derartigen  Eurven  liegen;  Gleiches 
gilt  auch  für  die  Jochpunkte. 

788.  Um  das  Verhalten  der  Falllinien  in  einem  Gipfelpunkt  G 
(oder  Muldenpunkt)  zu  untersuchen,  müssen  wir  die  Horizontallinie, 
die  dem  Punkt  ß  unendlich  nahe  liegt,  in  Betracht  ziehen.  Diese 
ist,  wie  wir  im  nächsten  Eapitel  sehen  werden,  eine  unendlich  kleine 
Ellipse  und  heißt  die  Indikatrix  des  Punktes  G,  die  Projektion 
von  G  auf  ihre  Ebene  ist  ihr  Mittelpunkt;  auch  auf  der  Indikatrix 
müssen  die  Falllinien  senkrecht  stehen.  Wir  bestimmen  nun  ein 
EUipsoid,  dessen  eine  Achse  die  Vertikale  durch  G  ist,  und  dessen 
andere  Achsen  zu  den  Achsen  der  Indikatrix  parallel  laufen,  also 
horizontal  sind;  zugleich  soll  G  ein  Endpunkt  seiner  vertikalen 
Achse  sein  und  ihre  horizontalen  Achsen  sollen  sich  verhalten  wie 
die  dazu  parallelen  Achseh  der  Indikatrix.  Alle  Horizontalschnitte 
des  Ellipsoides  sind  dann  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipsen, 
die  auch  zu  jener  Indikatrix  ähnlich  sind;  ihre  ersten  Projektionen 
haben  den  nämlichen  Mittelpunkt.  Das  Ellipsoid  besitzt  in  der  zu 
G  unendlich  nahen  Ebene  »eine  Indikatrix,  die  zu  jener  Indika- 
trix ähnlich  ist  und  bei  geeigneter  Länge  der  horizontalen  Achsen 
des  Ellipsoides  mit  ihr  zusammenfällt. 

Wir  untersuchen  nun  die  Falllinien  des  Ellipsoides;  ihr 
Verhalten  im  höchsten  Punkte  G,  einem  Endpunkte  seiner  vertikalen 
Achse,  muß  das  gleiche  sein,  wie  das  der  Falllinien  einer  topo- 
graphischen Fläche  in  einem  Gipfelpunkt.  In  Fig.  480  stellen  die 
koncentrischen  ähnlichen  Ellipsen  mit  dem  Mittelpunkt  (?'  die  ersten 
Projektionen  der  Horizontalschnitte  des  Ellipsoides  dar;  die  Projek- 
tionen seiner  Falllinien  müssen  alle  diese  Ellipsen  rechtwinklig 
durchschneiden  und  sind  hierdurch  definiert.     Die  Projektionen 
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der  Falllinien  des  Ellipsoides  sind  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Kurven  mit  G'  als  Ahnlichkeitscentrum,  sie  be- 
rühren sich  also  in  G'  und  ihre  gemeinsame  Tangente  ist 
die  große  Achse  der  Ellipsen.  In  der  That  geht  bei  einer 
ähnlichen  Veränderung  (Ver- 
größerung oder  Verkleinerung) 
jede  der  unendlich  vielen  ähn- 
lichen Ellipsen  in  eine  andere 
Ellipse  dieses  Systems  über, 
und  jede  Kurve ,  die  die 
Ellipsen  rechtwinklig  durch- 
schneidet, geht  in  eine  gleich- 
artige Kurve  über;  damit  ist 
aber  der  erste  Teil  des  Satzes 
bewiesen.  Diese  letzteren 
Kurven  müssen  alle  durch  & 
laufen  und  sich  daselbst  be- 
rühren, da   G'  das    Ähnlich- 


Fig.  480. 


keitscentrum  ist.  Ist  f  eine  solche  Kurve  und  schneidet  sie  die 
Ellipse  A'  in  P\  so  liegt  das  Kurvenstück  G'P'  in  dem  spitzen 
Winkel  z.  P'&Ä,  wo  Ä  einen  Endpunkt  der  großen  Achse  von  h! 
bedeutet,  wie  das  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Die  Tangente  von 
f  in  G'  kann  aber  mit  G'Ä  keinen  endlichen  spitzen  Winkel  ein- 
schließen, denn  sonst  könnte  sie  nicht  zugleich  Tangente  der  in 
diesem  letzteren  Winkel  liegenden  Falllinien  sein.  Somit  berührt  f 
die  Achse  G'Ä.  Außer  den  Falllinien,  deren  Projektionen  die 
große  Achse  der  Ellipsen  berühren,  tritt  noch  eine  weitere  auf,  deren 
Projektion  auf  ihre  kleine  Achse  fällt. 

Für  das  System  der  Kurven  f  gilt  der  Satz:  Die  Achsen 
der  Ellipsen  schneiden  auf  den  Tangenten  einer  jeden 
Kurve  f  Stücke  ab,  die  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die 
Quadrate  der  bezüglichen  Achsen  von  irgend  einer  Ellipse 
des  Systems.  Die  Tangenten  der  Kurven  /'  sind  die  Normalen 
der  Ellipsen  und  für  diese  folgt  der  Satz  aus  der  Af&nität  von  Kreis 
und  Ellipse.  Ist  nämlich  G'P^  =  G'Ä  und  FP^  j_  G'Ä,  so  schneidet 
die  zu  G'Ä'  parallele  Gerade  P'P^  den  Strahl  G'P^  in  einem  Punkte 
i\,  für  den  G'P^^G'C  (der  kleinen  Halbachse  von  h')  ist,  und  die 
Normale  P'P^  von  h'  schneidet  diesen  Strahl  in  einem  Punkte  Pj, 
für  den  G'P^  der  Summe  der  Halbachsen  von  h'  gleich  ist  (415). 
Dann  ist:  P'P^  :  P'N  =  P^P^  :  P^G'  und  P'P^  :  P'M^  P^P^  :  P^G', 
daraus  folgt  durch  Division :  P'M:P'N={G'Cy:{G'A'f.    Stehen  die 
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Achsen  der  Ellipsen  speziell  im  Verhältnis  von  1/2:1,  so  verhalten 
sich  die  genannten  Stücke  auf  den  Tangenten  einer  jeden  Kurve  f 
wie  1:2,  d,  h.  die  Kurven  f  sind  Parabeln  mit  Ä'B"  als  Scheitel- 
tangente. Denn  die  Scheiteltangente  einer  Parabel  halbiert  das  von 
der  Achse  und  dem  Berührungspunkte  begrenzte  Stück  einer  jeden 
Parabeltangente. 

Es  läßt  sich  für  den  allgemeinen  Fall  auch  leicht  zeigen,  daß 
sich  in  dem  Schnittpunkte  einer  Kurve  h'  mit  einer  Kurve  f  die 
Krümmungsradien  dieser  Kurven  umgekehrt  verhalten,  wie  die  Ab- 
stände ihrer  Tangenten  vom  Punkte  G'. 

784.  Das  Verhalten  der  Falllinien  •  in  der  Umgebung  eines 
Jochpunktes  J  der  topographischen  Fläche  ist  dem  der  Falllinien 
eines  einschaligen  Hyperboloides  mit  vertikaler  reeller  Achse  in  der 
Umgebung  eines  ihrer  Endpunkte  ähnlich.     In  Fig.  481  ist  /  dieser 

Endpunkt,  p  und  q 
sind  die  horizontalen 
Erzeugenden  durch 
ihn,  k  und  A^  sind 
Horizontallinien  und 
zwar  mag  h  tiefer 
und  Aj  höher  als  •/ 
liegen.  Durch  -/ 
gehen  nur  zwei  Fall- 
linien, nämlich  die 
Kammlinie  k  und 
der  Thalweg  ^,  es 
sind  die  Haupt- 
schnitte (Hyperbel 
und  Ellipse)  durch 
die  vertikale  Achse. 
Die  Projektionen  der 
anderen  Falllinien  nähern  sich  k'  und  tf  asymptotisch  und  schneiden 
/?'  resp.  q'  rechtwinklig.  Auch  hier  gilt  der  Satz:  Die  Achsen 
der  Hyperbeln  schneiden  auf  den  Tangenten  einer  jeden 
Kurve  /"  Stücke  ab,  die  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die 
Quadrate  der  bezüglichen  Achsen  von  irgend  einer  Hy- 
perbel des  Systems.  Da  die  eine  Achse  imaginäre  Endpunkte 
besitzt,  so  ist  ihre  Länge  imaginär  und  das  Quadrat  negativ,  des- 
halb liegen  hier  die  genannten  Stücke  auf  verschiedenen  Seiten  des 
Berührungspunktes. 

785.  Es  sollen  kurz  die  wichtigsten  Aufgaben  über  die  topo- 


Fig.  481. 
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graphische  Fläche  besprochen  werden.  Um  die  Schnittkurve 
einer  Ebene  mit  der  Fläche  zu  finden,  hat  man  die  Horizontal- 
ebenen der  Niveaulinien  mit  der  gegebenen  Ebene  zu  schneiden,  die 
so  gewonnenen  Hauptlinien  dieser  Ebene  treffen  die  bez.  Niveau- 
linien in  Punkten  der  gesuchten  Kurve.  Ist  die  Schnittebene  ver- 
tikal, so  lege  man  sie  um.  Die  Bestimmung  der  Tangentialebene 
in  einem  Punkte  der  Fläche  erfordert  die  Kenntnis  zweier  Tangenten 
in  ihm,  etwa  die  Tangenten  an  die  durch  ihn  laufende  Niveaulinie 
und  an  einen  durch  ihn  gehenden  Vertikalschnitt. 

Ist  auf  der  Fläche  von  einem  Punkte  P  aus  eine  Linie 
w  von  gegebenem,  konstantem  Gefälle  zu  legen,  so  müssen 
die  Horizontallinien  die  Kurve 
w  in  lauter  gleiche  Teile 
teilen  und  Gleiches  gilt  für 
die  Projektionen  auf  die 
Grundebene.  Das  Gefälle 
mißt  man  durch  tang  a,  wenn 
a  der  Winkel  aller  Tangenten 
von  w  gegen  die  Horizontal- 
ebene ist.  Bedeutet  a  den 
Vertikalabstand  der  Ebenen 
von  je  zwei  aufeinander- 
folgenden Niveaulinien  und 
sind  P,  Pj,  Pg,  P3,  .  .  .  die  Schnittpunkte  von  w  mit  den  aufeinander- 
folgenden Niveaulinien,  so  ist  P'P^'  =  Pi'Pj'  =  P^'Ps'  =  . . .  =  a :  tang  cc. 
Hiernach  kann  man  unmittelbar  konstruieren  (Fig.  482).  Natürlich 
handelt  es  sich  hier  nur  um  eine  näherungsweise  Lösung  des 
Problems. 

um  zwei  Punkte  P  und  Q  der  Fläche  durch  eine  Linie 
w  von  konstantem  Gefälle  zu  verbinden,  bestimme  man  zu- 
nächst näherungsweise  die  Größe  des  Gefälles.  Ist  die  Differenz 
der  Koten  von  P  und  Q  gleich  n-  a,  so  teile  man  P'Q'  in  n  gleiche 
Teile,  dann  wird  die  gesuchte  Kurve  zwischen  P'  und  Q^  durch  die 
Projektionen  der  Niveaulinien  in  n gleiche  Teile  geteilt,    die  etwas 

größer  sind  als  —P'Q'.     Durch   Probieren  zeichnet   man  nun  zwei 

Linien  von  konstantem  Gefälle  durch  P,  von  denen  die  eine  die 
Horizontallinie  durch  Q  vor  diesem  Punkte,  die  andere  sie  aber 
hinter  ihm  trifit;  zwischen  beiden  liegt  dann  die  gesuchte  Linie  to, 
die  man  daraus  annäherungsweise  zeichnen  kann  (Fig.  482). 


Fig.  482. 
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786.  Zwei  Flächen,  die  einen  gemeinsamen  Punkt  P,  aber 
verschiedene  Tangentialebenen  in  ihm  besitzen,  schneiden  sich  in 
einer  Kurve  s  durch  P,  deren  zugehörige  Tangente  t  jenen  Tangen- 
tialebenen angehört.  Wir  lassen  eine  der  beiden  Flächen  sich  um  t 
drehen,  bis  ihre  Tangentialebenen  in  P  zusammenfallen,  dann  erhält 
die  Schnittkurve  5  in  P  einen  wirklichen  oder  isolierten  Doppelpunkt. 
Denn  die  zu  t  normale  Ebene  durch  P  schneidet  die  Flächen  in 
ihrer  ursprünglichen  Lage  in  zwei  durch  P  laufenden  Kurven;  eine 
derselben  nimmt  an  der  genannten  Drehung  teil,  bis  sie  die  andere 
in  P  berührt,  d.  h.  bis  einer  ihrer  weiteren  gemeinsamen  Punkte 
nach  P  hereingerückt  ist.  Da  t  auch  während  der  Drehung  Tan- 
gente der  Schnittkurve  s  bleibt,  so  entsteht  bei  der  Berührung  der 
Flächen  in  P  entweder  ein  isolierter  Doppelpunkt,  indem  sich  ein 
kleines  Oval  zu  einem  Punkte  zusammenzieht,  oder  ein  wirklicher 
Doppelpunkt,  indem  zwei  getrennte  Kurvenzweige  übergehen  in 
zwei  sich  im  Doppelpunkte  durchsetzende  Zweige  (vergl.  472). 

Besitzen  zwei  Flächen  0^  und  O,  in  P  die  gleiche  Tangential- 
ebene T,  und  legt  man  aus  einem  Punkte  L  von  T  an  dieselben 
zwei  berührende  Kegelflächen,  so  gehen  ihre  Berührungskurven  b^ 
und  &2  durch  P,  haben  aber  daselbst  im  allgemeinen  verschiedene 
Tangenten.  Um  die  Richtigkeit  des  Gesagten  zu  erkennen,  ziehen 
wir  in  T  eine  zu  LP  benachbarte  Gerade  m  durch  L  und  legen 
durch  diese  eine  Ebene,  etwa  die  Normalebene  zu  T,  welche  die 
Flächen  in  den  Kurven  c^  resp.  Cg  und  die  Kurven  b^  und  b^  in 
den  Punkten  B^  resp.  B^  schneidet  (Fig.  483  a  stellt  diese  Ebene 
dar).  Ist  der  Abstand  des  Punktes  P  von  dieser  Ebene  unendlich 
klein  von  der  1.  Ord.,.  so  sind  es  auch  die  Strecken  PB^  und  Pjffg? 
dagegen  sind  die  Abstände  der  Punkte  B^  und  P,  von  T  oder  m 
unendlich  klein  von  der  2.  Ord.,  da  T  die  Kurven  b^  und  b^  in  P 
berührt.  Demnach  schließen  die  Tangenten  LB^  und  LB^  sowohl 
mit  m,    als    auch  unter  sich  Winkel  ein,    die  von  der  2.  Ord.  un- 
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endlich  klein  sind.  Hat  nun  *  in  P  einen  wirklichen  Doppelpunkt, 
so  schneiden  sich  c,  und  c^  in  zwei  Punkten  Q  und  Ä  von  s  und 
es  ist  QS  von  der  1.  Ord.  unendlich  klein.  Da  die  Abstände  dieser 
Punkte  von  T  und  also  auch  ihre  Differenz  unendlich  klein  von  der 
2.  Ord.  sind,  so  ist  der  Neigungswinkel  von  QE  gegen  m  unendlich 
klein  1.  Ord.  Die  zu  QU  parallelen  Tangenten  an  c^  und  c^  be- 
rühren dieselben  in  zwei  Punkten  (7^  und  C^,  deren  Abstände  vom 
Mittelpunkte  der  Strecke  QJR  und  also  auch  voneinander  unendlich 
klein  von  der  2.  Ord.  sind.  Da  zu  den  Kurvenbogen  C^JS^  und  C^JS^ 
gleiche  Kontingenzwinkel  gehören,  so  verhalten  sich  diese  Bogen 
wie   die   zugehörigen  Krümmungsradien:   C^£^ :  C^£^  =  Pi  •  ?s  (442). 


Fig.  483. 

Nun  haben  q^  und  q^  verschiedene  Werte,  denn  c^  und  c^  haben 
nur  die  beiden  Nachbarpunkte  Q  und  E  gemein,  deshalb  ist  E^B^ 
von  der  1.  Ord.  unendlich  klein,  nämlich  ebenso  wie  C^E^  und  C^E^. 
Daraus  folgt  aber,  daß  PE^  und  -fSj,  oder  die  Kurven  b^  und  b^ 
in  P  einen  endlichen  Winkel  einschließen.  Besitzt  s  in  P  einen 
isolierten  Doppelpunkt,  so  giebt  es  für  die  Kurven  Cj  und  c^  keine 
gemeinsame  reelle  Sehne  QE  mehr,  jedoch  bleibt  ihre  Richtung 
reell  und  giebt  es  nach  wie  vor  zwei  zu  ihr  parallele  Tangenten, 
deren  Berührungspunkte  C^  und  C^  einen  unendlich  kleinen  Abstand 
2.  Ord.  aufweisen,  so  daß  der  Beweis  im  übrigen  der  frühere  bleibt 
(Fig.  483^). 

787.  Berühren  sich  zwei  Flächen  0^  und  et),  in  einem 
Punkte  P  und  besitzt  ihre  Schnittkurve  *  in  P  einen  drei- 
fachen Punkt  (von  dessen  drei  Ästen  auch  zwei  konjugiert  ima- 
ginär sein  können),  so  sagt  man,  daß  sich  die  Flächen  da- 
selbst oskulieren;  jede  Ebene  durch  P  schneidet  die  beiden 
Flächen  in  Kurven,  die  sich  in  P  oskulieren.  In  der  That 
müssen  diese  Kurven  drei  benachbarte  Punkte  gemein  haben,  wie 
man  sofort  einsieht,  wenn  man  die  sie  enthaltende  Ebene  etwas 
verschiebt.  Man  erkennt  das  auch  direkt  an  der  gegenseitigen  Lage 
der  Flächen  in  der  Umgebung  von  P.  Die  Flächen  durchsetzen 
sich  in  den  Ästen  von  Sj    so    daß   in   den  von  s  gebildeten  sechs 
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(oder  zwei)  Winkeln  abwechselnd  die  eine  und  die  andere  oben 
liegt,  während  die  zweite  verdeckt  wird.  In  Fig.  484 0  und  b  ist 
die  eine  Fläche  durch  Schraffierung  kenntlich  gemacht;  es  sind  die 
beiden  Fälle  mit  drei,  resp.  einem  reellen  Aste  von  s  gezeichnet. 
Einem  schraffierten  Felde  liegt  im  Scheitelwinkel  ein  unschraffiertes 


•gegenüber,  d.  h.  in  jeder  Ebene  durch  P  berühren  sich  die  Schnitt- 
kurven und  durchsetzen  sich  im  Berührungspunkte,  was  einer  Os- 
kulation  der  Kurven  entspricht. 

Berühren  sich  zwei  Flächen  <t>^  und  <t>^  in  einem  Punkte 
P  und  giebt  es  durch  diesen  drei  Ebenen,  welche  sie  in  je 
zwei  sich  oskulierenden  Kurven  schneiden,  so  ist  P  ein 
Oskulationspunkt  der  Flächep,  d.h.  ihre  Schnittkurve  s  hat  inP 
•einen  dreifachen  Punkt.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  genannten 
Ebenen  die  Tangentialebene  von  P  in  drei  getrennten  Geraden 
schneiden.  In  einem  gewöhnlichen  Berührungspunkte  P  schneiden 
die  durch  ihn  gelegten  Ebenen  die  Flächen  im  allgemeinen  in  je 
zwei  sich  berührenden  Kurven,  die  sich  nicht  durchsetzen;  ein  Durch- 
setzen der  Kurven  tritt  nur  für  die  Ebenen  ein,  welche  in  P  einen 
der  beiden  Aste  der  Schnittkurve  s  berühren  (Fig.  484  c).  Demnach 
kann  unter  der  obigen  Annahme  P  kein  gewöhnlicher  Berührungs- 
punkt sein. 

788.  Aus  unseren  Darlegungen  geht  hervor,  daß  man  noch 
dreifach  unendlich  viele  Flächen  2.  Grades  konstruieren 
kann,  die  eine  gegebene  Fläche  <t>  in  einem  gegebenen 
Punkte  P  oskulieren.  Man  wähle  nämlich  drei  Punkte  X^,  X^, 
X3  ganz  beliebig  aus  und  schneide  die  Ebenen  X^X^P,  X^X^P,  X^X^P 
mit  <t>  in  den  Kurven  Cg,  c^,  c^  respektive.  Dann  giebt  es  drei 
Kegelschnitte  ä^,  Äg,  A3,  die  bezüglich  c^,  Cg,  Cj  in  P  oskulieren  und 
durch  Xg,  Xg  resp.  X^,  X3  resp.  Xj,  X3  gehen;  sie  liegen  auf  einer 
Fläche  2.  Grades  und  diese  oskuliert  <t>  in  P. 
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Oskulieren  sich  zwei  Flächen  0^  und  0,  in  einem 
Punkte  P  und  legt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  Z 
ihrer  gemeinsamen  Tangentialebene  T  die  beiden  Tangen- 
tialkegel  an  sie,  so  haben  deren  Berührungskurven  b^ 
und  b^  in  P  die  nämliche  Tangente.  Stellen  wir  hier  ganz 
die  gleiche  Betrachtung  wie  in  Nr.  786  an  und  beachten,  daß  jetzt 
die  Kurven  c^  und  c^  in  C^  und  C^  gleiche  Krümmungsradien  besitzen, 

so  folgt  aus  Cjj?j  =  ^2^2  >  ^^^  A-^2  ^^^  ^^^  2-  Ord.  unendlich 
klein  wird,  daß  also  PB^  und  PB^  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
einschließen,  d.  h.  daß  sich  b^  und  b^  in  P  berühren. 

789.  Nach  645  sind  die  Tangenten  in  einem  Punkte  einer 
Fläche  2.  Grades  einander  paarweise  zugeordnet,  derart,  daß  jede 
von  ihnen  die  Achse  eines  Büschels  von  Ebenen  ist,  deren  Pole 
auf  der  anderen  liegen.  Diesem  Satze  kann  man  auch  die  folgende 
Form  geben.  In  jedem  Punkte  einer  Fläche  2.  Grades  sind  die 
Tangenten  einander  paarweise  so  zugeordnet,  daß  jede  Tangente 
eines  Paares  von  den  Berührungskurven  aller  Tangentialkegel  be- 
rührt wird,  deren  Scheitel  auf  der  anderen  liegen;  die  Tangenten- 
paare bilden  eine  Involution.  Mit  Rücksicht  auf  die  beiden  voran- 
stehenden Sätze  läßt  sich  dieses  Resultat  auf  alle  Flächen  ausdehnen 
und  folgendermaßen  aussprechen.  Bei  jeder  Fläche  ordnen  sich 
die  Tangenten  in  einem  beliebigen  Punkte  in  Paare  einer 
Involution  an;  jede  Gerade  eines  Paares  tangiert  die  Be- 
rührungskurven aller  Tangentialkegel,  deren  Scheitel  auf 
der  anderen  liegen.  Je  zwei  derartige  Tangenten  heißen 
konjugiert. 

Nach  dem  soeben  Gesagten  schneiden  sich  zwei  benachbarte 
Tangentialebenen  einer  Fläche  in  einer  Tangente,  die  zur  Verbin- 
dungslinie ihrer  Berührungspunkte  kongugiert  ist.  Zieht  man 
also  auf  einer  Fläche  eine  beliebige  Kurve  und  legt  in 
jedem  ihrer  Punkte  die  zugehörige  Tangentialebene  an 
die  Fläche,  so  umhüllen  dieselben  eine  abwickelbare 
Fläche,  deren  Erzeugende  zu  den  Tangenten  jener  Kurve 
konjugiert  sind. 

790.  In  einem  Punkte  P  einer  Fläche  bilden  die  konjugierten 
Tangenten  die  Strahlenpaare  einer  Involution,  und  es  giebt  in  der 
zugehörigen  Tangentialebene  ein  System  ähnlicher  und  ähnlich 
liegender  koncentrischer  Kegelschnitte,  für  welche  diese  konjugierten 
Tangenten  die  konjugierten  Durchmesser  bilden  (692).  Durch  irgend 
einen  Kegelschnitt  dieses  Systems  ist  die  Involution  der  konjugierten 
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Tangenten,  welche  die  Fläche  in  seinem  Mittelpunkte  P  berühren, 
bestimmt;  ein  solcher  Kegelschnitt  heißt  Indikatrix^  des 
Punktes  P,  seine  konjugierten  Durchmesser  sind  zugleich 
konjugierte  Tangenten  der  Fläche. 

Bei  einer  Fläche  2.  Grades  sind  die  Paare  konjugierter  Tan- 
genten in  einem  beliebigen  Punkte  P  parallel  zu  den  Paaren  kon- 
jugierter Durchmesser  eines  jeden  zur  Tangentialebene  von  P  par- 
allelen Schnittes.  Denn  die  Parallelschnitte  einer  Fläche  2.  Grades 
sind  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Verschiebt  man  eine  solche 
Schnittkurve  parallel  zu  sich  selbst  in  der  Richtung  des  durch  P 
gehenden  Durchmesserg,  bis  sie  in  die  Tangentialebene  von  P  ge- 
langt, so  wird  sie  eine  Indikatrix  des  Punktes  P.  Die  konjugierten 
Tangenten  in  einem  Punkte  P  einer  Fläche  0  können  hiemach  mit 
Hilfe  einer  Fläche  2.  Grades  Y,  die  jene  in  P  oskuliert,  bestimmt 
werden;  sie  sind  nämlich  paarweise  parallel  zu  den  konjugierten 
Durchmessern  des  zur  Tangentialebene  in  P  parallelen  Diametral- 
schnfttes  von  Y. 

Wir  schneiden  nun  die  Flächen  (t>  und  Y  mit  einer  Ebene, 
die  zur  Tangentialebene  von  P  parallel  und  von  ihr  nur  unendlich 
wenig  entfernt  ist,  die  bezüglichen  Schnittkurven  seien  ^  und  z. 
Von  diesen  Kurven  fassen  wir  nur  ihre  in  der  Nachbarschaft  von 
P  liegenden  Teile  ins  Äuge  und  nehmen  an,  daß  die  Abstände  der 
auf  ihnen  liegenden  Punkte  von  P  unendlich  klein  von  der  1.  Ord, 
seien.  Dann  ist  das  von  P  auf  die  Schnittebene  gefällte  Lot  PP' 
unendlich  klein  von  der  2.  Ord,  Die  Strahlen  durch  P'  treflfen  aber 
nach  Früherem  die  Kurven  i^  und  i  in  Punkten  mit  parallelen  Tan- 
genten, d.  h.  {^  und  i  sind  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  in  Bezug 
auf  P'  als  Ähnlichkeitscentrum.  Da  aber  t\  und  i  mindestens  zwei 
reelle  Punkte  gemein  haben  (die  auf  der  Schnittkurve  s  von  0  und 
Y  liegen),  so  sind  sie  identisch,  oder  vielmehr  sie  unterscheiden 
sich  in  ihren,  in  der  Nachbarschaft  von  P  liegenden  Teilen  nur  um 
unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung.  Legt  man  zurEbene^ 
die  die  Fläche  0  in  einem  Punkte  P  berührt,  eine  par- 
allele unendlich  nahe  Ebene,  so  schneidet  sie  die  Fläche 
in  einer  Kurve,  deren  in  der  Nachbarschaft  von  P  liegender 
Teil  hinsichtlich  seiner  Punkte  und  Tangenten  sich  mit 
einem  Kegelschnitte  deckt;  er  wird  die  Indikatrix  von  <l> 
in  P  genannt,  seine  Achsen  sind  unendlich  klein  und  sein 

^  Der   Begriff   der   Indikatrix   wurde   von   Dupin  eingeföhrt  in  seinen: 
D^veloppements  de  g^om^trie,  Paris  1818. 
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Fig.  485. 


Mittelpunkt  liegt  in  P\  Diese  Kurve  ist  es,  die  von  Dupin 
als  Indikatrix  eingeführt  wurde;  da  man  sie  nicht  darstellen  kann, 
hat  man  sie  durch  einen  ähnlichen  Kegelschnitt  mit  endlichen  Achsen 
ersetzt,  wie  das  oben  geschehen  ist,  und  auch  diesem  den  Namen 
Indikatrix  gegeben. 

791.  Die  Indikatrix  spielt  eine  besondere  Rolle  bei  der  Unter- 
suchung und  Konstruktion  der  Krümmungsradien  aller  ebenen 
Schnitte  der  Fläche  0  in  einem  ihrer  Punkte  P.  Nach  dem  Voraus- 
gehenden ist  es  klar,  daß  man  an  Stelle  der  Fläche  <t>  eine  sie  in 
P  oskulierende  Fläche  2.  Grades  Y 
zu  Grunde  legen  kann.  Denn  zu 
jeder  Ebene  durch  P  giebt  es  einen 
Krümmungsradius,  der  den  beiden  in 
ihr  liegenden  Schnittkurven  von  0 
und  Y  im  Punkte  P  zugehört.  Als 
oskulierende  Fläche  Y  benutzt  man 
eine  Fläche  2.  Grades,  deren  eine 
Achse  in  die  Normale  des  Punktes  P 
fällt,  während  die  beiden  anderen  zu 
den  Achsen  der  Indikatrix  parallel  laufen.  Sei  M  der  Mittelpunkt 
und  AIP  die  in  der  Normalen  liegende  Halbachse  von  Y  und  seien 
Mä  und  MB  ihre  beiden  anderen 
Halbachsen.  Ist  P  ein  Punkt  von 
elliptischer  Krümmung  (470), 
so  ist  die  Indikatrix  eine  Ellipse; 
Mä  und  MS  sind  die  Halbachsen 
einer  zur  Indikatrix  ähnlichen 
Ellipse  und  die  Fläche  Y  ist  ein 
Ellipsoid  (Fig.  485  in  schiefer  Pro- 
jektion). IstPeinPunkt  von  hyper- 
bolischer Krümmung,  so  stellen 
MA  und  MB  die  reelle  und  die 
imaginäre  Halbachse  einer  Hyperbel 
dar  und  die  Fläche  Y  ist  ein  ein- 
schaliges Hyperboloid.  Man  erhält 
zwei  verschiedene  Hyperbeln,  je 
nachdem  MA  oder  MB  die  reelle  Halbachse  ist  (693);  sie  sind  zu 
den  beiden  Indikatricen  ähnlich,  deren  Ebenen  zu  beiden  Seiten  der 
Tangentialebene  in  einem  unendlich  kleinen  Abstände  von  ihr  liegen. 
Dementsprechend  liegt  auch  M  auf  der  einen  .oder  anderen  Seite 
der   Tangentialebene  (Fig.  486).     Die  Asymptoten   der  beiden  end- 
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liehen  Hyperbeln  sind  unter  sich  und  zu  den  Haupttangenten  im 
Punkte  P  der  Fläche  0  (oder  zu  den  durch  P  gehenden  Erzeugenden 
von  Yj  parallel.  Jedes  Paar  konjugierter  Tangenten  wird  von  den 
beiden  Haupttangenten  harmonisch  getrennt. 

Die  Krümmungsradien  für  die  Normalschnitte  durch  P  er- 
geben sich  nun  in  folgender  Weise.  Ist  g  der  Kegelschnitt  mit 
den  Halbachsen  MÄ  und  MB  und  wird  er  von  der  Ebene  eines 
Normalschnittes  c  im  Punkte  C  getroffen,  so  ist  nach  409  im 
Punkte  P  von  c  der  Krümmungsradius  r  =  {MCj^ :  MP.  Die  beiden 
Normalschnitte  a  und  b^  deren  Ebenen  durch  MA  resp.  MB  gehen, 
haben  die  Krümmungsradien:  r^={MÄ)*:MP,  resp.  ±  r^  =  {MB)*:MP. 
Dabei  ist  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem 
r^  und  r^  die  gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtung  besitzen,  d.  h. 
je  nachdem  die  Fläche  in  P  elliptische  oder  hyperbolische  Krümmung 
aufweist.     Die  Gleichung  von  g  ist  (414): 


[maJ  ^  \mb)  "" 


1 


äz 


_ ^^ 


n 


und  die  Koordinaten  des  Punktes  Csind:  x^^MCcosrpj  y  =  MC  sin  q>y 
wenn  (p=^  L.  CMAi%\t\  demnach  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  unter  Be- 
achtung der  Relation  [MÄf :  {MB)'^ :  {MC)^  =  r^ :  +  r, :  r  die  Gleichung: 

—  COS*  w  -\ sin*  o)  =  —  . 

7*1  *">  r 

Diese  Formel  rührt  von  Euler  her  und  gestattet  aus  r^,  r^  und  rp 

jeden  anderen  Krümmungsradius  zu  konstruieren. 

Die  Größen  r^  und  r^  heißen  die  Hauptkrümmuugsradien 

von  Pj  die  zugehörigen  Normalschnitte  heißen  die  Haupt- 
schnitte; ihre  Ebenen  sind 
zu  einander  senkrecht.  Je 
zwei  Normalschnitte,  die  zu 
einem  Hauptschnitt  symme- 
trisch  liegen,  besitzen  gleiche 
Krümmungsradien.  Nach  der 
Eul  er 'sehen  Formel  ergiebt 
sich  für  sie  die  folgende  Kon- 
struktion (Fig.  487).  Man 
trage  auf  die  Normale  n  die 
Strecken  PR^  =  r^  und  PÄ^ 
=  Tjj  auf,  errichte  in  R^  und 
R^    die    Senkrechten    auf    n 

und  schneide   sie  viit  zwei  Strahlen  aus  P,  die  mit  PR^  und  PR^ 

dieselben  Winkel  bilden,  wie  der  Normalschnitt  mit  den  bezüglichen 


Fig.  487. 
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Haaptschnitten.  Die  Yerbindungslinie  dieser  Schnittpunkte  S^  und 
6^  tri£Ft  die  Normale  im  Endpunkte  E  des  gesuchten  Krümmungs- 
radius r  (jL  ÄiP-Äi  =  y,   ^  S^PS^  =  R).     Oflfenbar  ist: 

oder:    (r^  —  r) :  (r  —  rg)  =  r^  tgy  :  Tg  cotgy , 
oder :    (r^  —  r)  r^  cos*  y  =  (r  —  rg)  Tj  sin*  (p , 
woraus  wieder  die  Euler 'sehe  Formel  folgt.  Die  Figur  giebt  die  Kon- 
struktion f&r  einen  elliptisch  und  einen  hyperbolisch  gekrümmten  Punkt. 

792.  Wir  haben  hier  zunächst  nur  die  elliptisch  und  hyper- 
bolisch gekrümmten  Teile  einer  Fläche  in  Betracht  gezogen  und 
wenden  uns  jetzt  den  Punkten  mit  parabolischer  Krümmung  zu. 
Diese  liegen  auf  einer  Kurve,  welche  die  Gebiete  einer  Fläche  mit 
elliptischer  und  die  mit  hyperbolischer  Krümmung  voneinander  trennt. 
In  einem  parabolischen  Punkte  einer  Fläche  fallen  die  beiden  Haupt- 
tangenten in  eine  einzige  zusammen,  durch  sie  geht  der  eine  Haupt- 
schnitt, sein  Krümmungsradius  ist  unendlich  groß;  die  Ebene  des 
zweiten  Hauptschnittes  steht  natürlich  auf  der  des  ersten  senkrecht. 
Unter  den  Flächen  2.  Grades  besitzen  nur  die  Cylinder-  und  Kegel- 
flächen parabolische  Punkte,  bei  diesen  ist  allerdings  die  Krümmung 
in  jedem  Punkte  parabolisch.  Als  oskulierende  Fläche  2.  Grades 
in  einem  parabolischen  Punkte  einer  beliebigen  Fläche  können  wir 
den  geraden  Kreiscylinder  wählen^  der  den  Krümmungskreis  des 
einen  Hauptschnittes  enthält.  Er  bildet  den  Übergang  zwischen 
dem  oskulierenden  Ellipsoid  in  einem  elliptischen  Punkte  und  dem 
oskulierenden  Hyperboloid  in  einem  hyperbolischen  Punkte.  Wird 
nämlich  die  imaginäre  Achse  dieses  Hyperboloides,  oder  die  eine 
Achse  jenes  Ellipsoides  unendlich  groß,  so  gehen  diese  Flächen  in 
den  Cylinder  über.  In  einem  parabolischen  Punkte  besteht 
die  Indikatrix  aus  zwei  parallelen  Geraden,  d.  h.  eine  zu 
seiner  Tangentialebene  unendlich  nahe  Ebene  schneidet  die  Fläche 
in  einer  Kurve,  deren  dem  parabolischen  Punkte  benachbarter  Teil 
sich  mit  zwei  unendlich  nahen  Geraden  deckt.  Zu  jeder  Tan- 
gente in  einem  parabolischen  Punkte  ist  immer  dieselbe 
Gerade,  nämlich  seine  Haupttangente,  konjugiert.  Die 
Konstruktion  der  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  geschieht 
wie  vorher,  nur  wird  hier  Äj  und  somit  auch  S^  unendlich  fem, 
so  daß  iSgÄ  i.  S^P  wird. 

793.  Zur  Bestimmung  der  Krümmungskreise  der  durch  einen 
Flächenpunkt  P  gelegten  schiefen  Schnitte  dient  der  Satz  von 
Meusnier,  '  wonach  der  Krümmungsradius  eines  schiefen 
Schnittes   der   Projektion   des   Krümmungsradius    des   ihn 
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berührenden  Normalschnittes  auf  die  Ebene  des  schiefen 
Schnittes  gleich  ist.  Daraus  folgt  dann  auch,  daß  in  einem  Punkte 
P  die  Krümmungskreise  aller  schiefen  Schnitte,  deren  Ebenen  durch 
die  nämliche  Tangente  in  P  gehen,  auf  einer  Eugel  liegen.  Ist  aber  c 
ein  Normalschnitt  durch  P  und  k  sein  Krümmungskreis  und  legen 
wir  durch  k  als  größten  Kreis  eine  Kugel,  so  berührt  sie  die  Fläche 
in  P  und  schneidet  sie  in  einer  Kurve  s  mit  dem  Doppelpunkte  P, 
deren  einer  Kurvenast  in  P  die  gleiche  Tangente  t  besitzt  wie  c  und  k. 
Jede  Ebene  durch  t  schneidet  aber  die  Fläche  und  die  Kugel  in  zwei 
sich  oskulierenden  Kurven  (787),   woraus  unsere  Behauptung  folgt. 

794.  Bei  einer  Kotationsfläche  ist  in  jedem  Punkte  die  durch 
ihn  verlaufende  Meridiankurve  der  eine  Hauptschnitt,  was  sich  un- 
mittelbar aus  der  Symmetrie  der  Fläche  zu  jeder  Meridianebene 
ergiebt.  Die  zweite  Hauptebene  in  dem  betreffenden  Punkte  geht 
durch  die  Normale  seiner  Meridiankurve  und  steht  auf  der  Meridian- 
ebene senkrecht,  sie  enthält  also  die  Tangente  seines  Parallelkreises. 
Nach  dem  Satze  von  Meusnier  liegt  der  Mittelpunkt  des  zu  diesem 
Hauptschnitte  gehörigen  Krümmungskreises  auf  der  Achse  der  Ro- 
tationsfläche. Denn  seine  Projektion  auf  die  Ebene  des  Parallel- 
kreises muß  in  dessen  Mittelpunkt  fallen. 

Bei  den  Begelflächen  fällt  eine  der  beiden  Haupttangenten  in 
jedem  Punkte  mit  der  bezüglichen  Erzeugenden  zusammen  (720), 
die  Lage  der  anderen  bestimmt  sich  entweder  direkt  oder  mit  Hilfe 
zweier  konjugierter  Taugenten  des  bezüglichen  Punktes,  indem  die- 
selben durch  die  beiden  Haupttangenten  harmonisch  getrennt  werden. 

795.  Zwei  sich  berührende  Flächen  schneiden  sich  in  einer 
Kurve,  die  im  Berührungspunkte  einen  Doppelpunkt  besitzt  und 
deren  Doppelpunktstangente  sich  aus  folgender  Überlegung  ergeben. 
Man  bestimme  zwei  Flächen  2.  Grades,  von  denen  jede  eine  der 
beiden  Flächen  im  Berührungspunkte  oskuliert,  und  für  welche  die 
gemeinsame  Normale  eine  gleiche  gemeinsame  Achse  ist,  während 
ihre  anderen  Achsen  denjenigen  der  bezüglichen  Indikatricen  parallel 
laufen.  Die  beiden  Flächen  2.  Grades  berühren  sich  in  den  beiden 
Ekidpunkten  ihrer  gemeinsamen  Achse  und  schneiden  sich  deshalb 
in  zwei  Kegelschnitten,  deren  Ebenen  durch  die  gemeinsame  Flächen- 
normale gehen  und  aus  der  Tangentialebene  die  gesuchten  Doppel- 
punktstangenten ausschneiden;  denn  die  beiden  Kegelschnitte  be- 
rühren die  beiden  Aste  der  Schnittkurve  der  gegebenen  Flächen. 
Die  gemeinsamen  Durchmesser  der  beiden  Kegelschnitte  der  Flächen 
2.  Grades,  die  in  der  zur  gemeinsamen  Tangentialebene  parallelen 
Diametralebeue  liegen,  sind  zu  den  genannten  Tangenten  parallel. 
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796.  Mit  Hilfe  der  oskulierenden  Flächen  2.  Grades  und  mit 
Hilfe  der  konjugierten  Tangenten  können  nun  verschiedene  Fragen 
ihre  Erledigung  finden.  So  ist  klar,  daß  in  jedem  Punkte  der 
Eigenschattengrenze  einer  Fläche  ihre  Tangente  konju- 
giert ist  zu  dem  Lichtstrahle  durch  ihn,  mag  die  Lichtquelle 
im  Endlichen  liegen  oder  unendlich  fern  gedacht  werden.  Femer 
ist  klar,  daß  bei  einer  Fläche  mit  Randkurve  in  den  Schnittpunkten 
dieser  Bandkurve  mit  der  Lichtgrenze,  der  Lichtstrahl  und  die 
Tangente  der  Lichtgrenze  harmonisch  liegen  zu  den  Tangenten  der 
Bandkurve  und  ihres  Schlagschattens  auf  die  Fläche  (528).  Denn  die 
Lichtgrenze  einer  Fläche  2.  Grades,  welche  die  Fläche  in  dem  be- 
züglichen Punkte  oskuliert,  liegt  in  der  Polarebene  des  leuchtenden 
Punktes,  und  die  beiden  Flächenpunkte  auf  jedem  Lichtstrahle  werden 
durch  den  leuchtenden  Punkt  und  die  Ebene  der  Lichtgrenze  har- 
monisch getrennt.  Auf  den  hyperbolischen  Flächenteilen  liegen  in 
jedem  Punkte  der  Lichtgrenze  die  Tangente  und  der  Lichtstrahl, 
und  in  jedem  Punkte  des  wahren  Umrisses  die  Tangente  und  der 
projizierende  Strahl  harmonisch  zu  den  beiden  Haupttangenten.  Von 
den  oskulierenden  Flächen  2.  Grades  wurde  im  achten  Kapitel  bei 
den  Botationsflächen  Gebrauch  gemacht,  um  die  Tangenten  ihrer 
Lichtgrenzen  und  in  deren  Scheitelpunkten  die  Krümmungskreise  zu 
bestimmen.  Hier  wollen  wir  noch  Anwendungen  auf  die  Haupt- 
tangenten und  die  Tangenten  der  Lichtgrenzen  bei  einigen  Schrauben- 
flächen machen. 

797.  Bei  den  Begelschraubenflächen  ist  in  jedem  Punkte 
die  Involution  der  konjugierten  Tangenten  leicht  anzugeben. 
Ist  nämlich  F  ein  Punkt  der  Fläche  und  T  seine  Tangentialebene, 
so  ist  der  Tangente  der  durch  P  verlaufenden  Schraubenlinie  die 
Gerade  konjugiert,  in  der  sich  T  und  die  Tangentialebene  in  dem  zu 
F  benachbarten  Punkte  der  Schraubenlinie  schneiden.  Diese  Gerade 
ist  aber  nichts  anderes  als  diejenige  Flächentangente  in  P,  die  zu 
der  zur  Schraubenachse  normalen  Tangente  in  P  senkrecht  steht. 
Denn  diese  letztere  Tangente  ist  die  Spur  der  Ebene  T  in  der  zur 
Achse  normalen  Ebene  durch  P;  deshalb  ist  die  Schnittlinie  von  T 
mit  der  aus  ihr  durch  Verschraubung  entstandenen  benachbarten 
Tangentialebene  zu  dieser  Tangente  senkrecht.  Die  Bichtung  der  ge- 
suchten Geraden  ist  nämlich  parallel  zu  der  Schnittlinie  von  T  mit 
einer  benachbarten  Ebene,  die  aus  ihr  durch  eine  unendlich  kleine 
Rotation  um  die  Schraubenachse  hervorgegangen  ist.  In  jedem 
Punkte  einer  Schraubenfläche  ist  die  Tangente  der  ihn 
enthaltenden  Schraubenlinie  konjugiert   zu  der  Tangente 
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der  kleinsten  Neigung  gegen  die  Schranbenachse.  Ist  diese 
vertikal  y  so  ist  die  genannte  Tangente  eine  Falllinie  der  Tangen- 
tialebene. 

Bei  den  Regelschraubenflächen  ist  die  Erzeugende  durch  P 
eine  der  beiden  Haupttangenten;  beide  Haupttangenten  liegen  zu  je 
zwei  konjugierten  Tangenten  harmoniach  (791),  woraus  sich  die 
zweite  bestimmt.  Ist  P  ein  Punkt  der  Lichtgrenze,  so  bilden  deren 
Tangente  und  der  Lichtstrahl  durch  P  ein  Paar  konjugierter  Tan- 
genten der  Fläche.  Sie  bilden  also  ein  Strahlenpaar  der  Involution 
konjugierter  Tangenten,  von  der  nach  Obigem  ein  Strahlenpaar  und 
ein  Doppelstrahl  (die  Erzeugende)  bekannt  sind;  aus  ihnen  kann 
nach  365  nur  mit  Hilfe  des  Lineals  die  Tangente  der  Lichtgrenze 
als  konjugierte  Gerade  zum  Lichtstrahle  gezeichnet  werden. 

798.  Die  Tangenten  der  Lichtgrenze  u  einer  offenen 
Regelschraubenfläche  bei  Parallelbeleuchtung.  Die  Licht- 
strahlen mögen  parallel 
sein  und  es  soll  im 
Anschluß  an  602  die 
Konstruktion  im  Grund- 
riß  durchgeführt  werden 
(Fig.  488).  Die  verti- 
kale Schraubenachse  a 
treflFe  Tf^  in  S";  von  S 
aus  trag^  man  auf  a 
die  reduzierte  Gang- 
höhe S'S=^h^  =  h:2n 
auf,  wobei  A  die  Gang- 
höhe ist.  Femer  sei  e 
eine  Erzeugende,  e  ihr 
Neigungswinkel  gegen 
TTi,  J?,  der  erste  Spurpunkt  einer  Parallelen  zu  e  durch  S 
{^  SE^S' =  b)  und  S^  der  Schatten  von  4S  auf  Tfy  Dann  besitzt 
die  zum  Lichtstrahle  parallele  Ebene  durch  e  eine  zu  JE^S^  par- 
allele erste  Spur,  sie  berührt  die  Fläche  in  einem  Punkte  P  der 
Lichtgrenze,  der  nach  602  und  630  gefunden  wird.  Man  drehe  iS^S^ 
und  S'E^  um  S'  in  dem  Sinne  der  Verschraubung  um  90**  in  die 
Lage  S'i  und  S'Ey  dann  geht  LE  durch  P\  Nun  sind  nach  dem 
obigen  Satze  die  Gerade  EZ  und  die  zu  P'S'  normale  Gerade  P'Q 
die  Projektionen  zweier  konjugierter  Tangenten  von  P,  denn  die 
erste  Spur  der  Tangentialebene  von  P  ist  zu  E^S^  parallel  und  zu 
EL  senkrecht.     Die  eine  Haupttangente  in  P  ist  die  Erzeugende  e, 
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die  Projektion  A'  der  anderen  trennt  zusammen  mit  e  die  Strahlen 
P'L  und  P'Q  harmonisch.  Zieht  man  also  eine  Parallele  zu  e  und 
schneidet  diese  die  Strahlen  P'L  und  P'Q  in  JR  und  Q,  so  geht  A' 
durch  den  Mittelpunkt  JI  von  JRQ.  Auch  der  Strahl  P'J  (||  l)  und 
die  Tangente  f  von  «'  werden  als  Projektionen  konjugierter  Tan- 
genten von  e'  von  F'JI  harmonisch  getrennt;  ihre  Schnittpunkte  J 
imd  K  mit  QR  sind  mithin  von  B  gleich  weit  entfernt  und  es  ist: 
KQ^RJ.  Die  Konstruktion  von  t'  erfordert  also  nur  die  Schnitt- 
punkte von  EL,  FQ  (j.  FS')  und  FJ  (||r)  mit  einer  ParaUelen  zu 
e,  dann  ergiebt  sich  t'=FK  aus  KQ^BJ.  Man  kann  nach  365 
auch  ohne  Zirkel  t'  finden,  indem  man  auf  FJ  einen  beliebigen 
Punkt  1)  annimmt,  die  Linien  DQ,  und  BL  zieht  und  mit  e'  resp. 
in  G  und  F  schneidet,  dann  ist  Jlf  =  LG  x  FQ,  ein  Punkt  von  ^; 
denn  QB,  QF,  LD,  LG  sind  die  vier  Seiten  eines  Vierseits. 

Die  Änderungen,  welche  die  Konstruktion  erfährt,  wenn  wir  es 
mit  einer  offenen  geraden,  oder  mit  einer  geschlossenen  schiefen 
Begelschraubenüäche  zu  thun  haben,  sind  leicht  anzugeben.  Bei 
der  geschlossenen  geraden  Schraubenfläche  bildet  in  jedem 
Punkte  der  Lichtgrenze  die  Erzeugende  mit  dem  Licht- 
strahle und  der  Tangente  der  Lichtgrenze  gleiche  Winkel. 
Gleiches  gilt  natürlich  auch  für  die  Projektionen  dieser  Geraden 
auf  eine  Normalebene  zur  Schraubenachse.  Der  Beweis  für  das 
Gesagte  liegt  darin,  daß  in  jedem  Punkte  dieser  Schraubenfläche 
die  zweite  Haupttangente  die  durch  den  Punkt  verlaufende  Schrauben- 
linie berührt,  denn  diese  Gerade  ist  nach  dem  obigen  Satze  zu 
sich  selbst  konjugiert.  Bei  dieser  Schraubenfläche  sind  also  die 
Schraubenlinien  Haupttangentenkurven,  da  ihre  Tangenten  für 
die  Fläche  Haupttangenten  sind. 

799.  Die  Lichtgrenze  u  einer  offenen,  schiefen  Regel- 
schraubenfläche und  ihre  Tangenten  bei  Centralbeleuch- 
tung.  Wir  legen  durch  den  leuchtenden  Punkt  L  eine  Normal- 
ebene zur  Schraubenachse  a,  die  sie  in  Ä  trifft,  und  führen  die 
Konstruktion  in  dieser  Ebene  aus,  die  wir  zur  Horizontalebene 
wählen  (Fig.  489).  Sei  e  eine  Erzeugende,  E^  ihr  Spurpunkt  und 
e  ihre  Projektion,  so  zeichne  man  den  Parameterkreis  p  mit  dem 
Radius  h^  cotg  €,  wo  h^  die  reduzierte  Ganghöhe  und  6  den  Neigungs- 
winkel der  Erzeugenden  mit  der  Horizontalebene  bedeutet.  Dann 
ist  LEy^  die  erste  Spur  der  Lichtebene  durch  e  und  ihr  Berührungs- 
punkt P  auf  e  ergiebt  sich  aus  602  und  630,  indem  man  den 
Radius  ÄE  von  p  senkrecht  zu  e  zieht  und  das  von  E  auf  LE^ 
gefällte  Lot  mit  e  in  P'  schneidet.    Welcher  der  beiden  Endpunkte 
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Fig.  489. 


des  zu  e'  senkrechten  Durchmessers  von  p  als  Punkt  £  zu  nehmen 
ist,  hängt  von  dem  Sinne  der  aufwärtsgehenden  Schraubenbewegung 

ab;  JE  hat  die  in  der  Figur 
angegebene  Lage,  wenn  der 
Pfeil  den  gemeinten  Sinn 
angiebt  und  das  von  e  ge- 
zeichnete Stück  über  der 
Horizontalebene  liegt.  Die 
Bestimmung  der  Tangente  f 
von  u  in  P*  geschieht  ganz 
wie  vorher;  man  schneidet 
die  Strahlen  P'Ä  (±  Z£j)y 
P'Q  (±  P'Ä)  und  PL  mit 
einer  Parallelen  zu  e*  in  den 
Punkten  R^  Q  und  J,  dann  ist 
FK  =  f,  wenn  KQ^RJ  ist. 
800.  Ist  die  gleiche  Aufgabe  bei  der  offenen  geraden 
Schraubenfläche  zu  lösen,  so  ist  die  voranstehende  Konstruktion 
unbrauchbar  und  wir  ersetzen  sie  durch  die  folgende.    Z,  Ä,  a  und  e 

sollen  die  frühere  Be- 
deutung und  die  Hori- 
zontalebene die  frühere 
Lage  haben  (Fig.  490). 
Sei  femer  k  die  Kehl- 
schraubenlinie, S  ihr 
erster  Spurpunkt  und 
B  ein  beliebiger  Punkt 
auf  ihr;  sei  endlich  v 
die  von  S  ausgehende 
Evolvente  des  Kreises 
Ä',  sie  trägt  die  Spur- 
punkte aller  Tangenten 
der  Kehlschraubenlinie. 
Die  Tangente  e'  im 
Punkte  B'  von  k 
schneidet  v  in  /,  so 
daß  BJ  eine  Tangente 
von  k  ist.  Die  Erzeugende  e  ist  horizontal,  die  Lichtebene  durch 
sie  besitzt  also  eine  zu  e  parallele  Spur  LG  durch  Z,  und  wir 
wollen  annehmen,  daß  sie  die  Schraubenfläche  im  Punkte  P  von  e 
berühre.     Dann  muß   die  durch  P  verlaufende  Schraubenlinie  q  in 
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ihm  eine  Tangente  besitzen,  deren  Spurpunkt  Q  auf  £G  liegt  Nun 
besitzen  die  Schraubenlinien  q  und  k  die  gleiche  Ganghöhe  und  die 
Punkte  P  und  B  auf  ihnen  den  gleichen  Horizontalabstand^  deshalb 
haben  wir  die  Relation  QP' :  AP'  =  JJB" :  AB.  Mithin  ist  A  AFi 
-  A  AFQ  und  C  auf  BJ  und  F  auf  P'Q  sind  homologe  Punkte 
dieser  Dreiecke,  wenn  AF^  e'  und  AC^  GJ  ist  (G  ==  AB  x  iff),  denn 
beide  teilen  die  betreffenden  Seiten  in  dem  Verhältnis  AG: AB. 
Daraus  folgt,  daß  L,  BAC  =  A  BAF,  also  auch  A  ^^P'  =  A  C^i^ 
=  A  G/^  =  A  KBJ  ist  (/if  ±  «',  K  auf  ZG),  d.  h.  AP'  steht  aul 
^Z  senkrecht.  Um  also  auf  e  den  Punkt  P'  der  Lichtgrenze  m 
zu  finden,  ziehe  man  durch  L  eine  Parallele  zu  e\  fälle  von 
J=z  e'  X  V  auf  dieselbe  ein  Lot,  verbinde  seinen  Fußpunkt  K  mit 
dem  Fußpunkt  B  des  von  A  auf  «'  gefällten  Lotes,  dann  steht  AP' 
auf  BK  senkrecht.  Die  Tangente  von  u  bestimmt  sich  wie  in  den 
früheren  Fällen;  ist  P'R  das  Lot  auf  ZG  und  macht  man  QT^  LR, 
so  ist  P'T  die  gesuchte  Tangente. 

801.  Haupttangenten  und  Tangenten  der  Lichtgrenze 
u  bei  einer  cyklischen  Schraubenfläche.  Wir  betrachten  die 
Fläche,  die  durch  Verschrau- 
bung  eines  horizontalen  Kreises 
k  um  eine  vertikale  Achse  a 
entsteht.  Die  Figur  491  giebt 
die  Projektion  auf  eine  Hori- 
zontalebene durch  den  Punkt  A 
der  Achse  a.  In  jedem  Punkte 
P  einer  solchen  Fläche  lassen 
sich  unmittelbar  zwei  Paare 
konjugierter  Tangenten  angeben. 
Ist  k  der  erzeugende  Kxeis 
durch  P  und  M  sein  Mittel- 
punkt, so  bilden  nach  797  die 
zu  ÄF  senkrechte  Gerade  P'N  Pi«  491 

und  der  Durchmesser  P'Q'  von  K 

die  Grundrisse  eines  Paares  konjugierter  Tangenten.  Die  Grund- 
risse eines  zweiten  solchen  Paares  fallen  in  die  Tangente  p'  von  K 
und  in  die  Normale  der  Geraden,  die  M  mit  dem  ersten  Spurpunkt  A 
der  Achse  a  verbindet,  wie  wir  alsbald  zeigen  werden.  Durch  zwei 
Paare  konjugierter  Tangenten  in  P  ist  eine  Involution  bestimmt, 
deren  Doppelstrahlen  die  Haupttangenten  sind.  Ist  P  ein  Punkt 
der  Lichtgrenze,  so  findet  man  die  zugehörige  Tangente  als  den 
dem  Lichtstrahl  durch  P  entsprechenden  Strahl  der  Involution. 
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Die  Bichtigkeit  der  voranstehenden  Bebanptong  erweisen  wir 
durch  folgende  Überlegung.  Die  Gerade,  welche  zu  der  Tangente  p 
im  Punkte  P  von  k  '^konjugiert  ist,  trifft  den  zu  k  benachbarten 
Kreis  k^  der  Fläche  in  demjenigen  Punkte  P,,  dessen  Tangente 
zu  p  parallel  ist  (789).  Geht  nun  bei  der  Verschi-aubung  von  k 
in  k^  der  Punkt  F  in  den  Punkt  P^  über  und  ist  €  der  dazu 
gehörige  unendUch  kleine  Winkel,  also  «  =  Z_  P'ÄP^ j  so  schlieBen 
auch  die  Tangenten  von  A  in  P  und  von  k^  in  Pj  den  i_  c  ein, 
und  somit  thun  dies  auch  die  Tangenten  von  k^  in  P^  und  P,. 
Demnach  ist:  FP^'  =  AP' -  e  und  P^'P^'  =  MT  •  €,  also  FP/ :  P^T^' 
=  AP' :  FAT;  da  aber  FP^'  ±  AP'  und  P^'P^'  ±  FM  ist  (von  einem 
unendlich  kleineren  Winkel  abgesehen),  so  ist  A  FP(P^  '^  A  AFW 
und  folglich  FP^  senkrecht  auf  AM\  w.  z.  b.  w. 

Ist  eine  allgemeine  Schraubenfläche  mit  dem  Normalschnitt  c 
gegeben  und  ist  k  der  Krümmungskreis  im  Punkte  P  von  c,  so 
entstehen  durch  Verschraubung  von  c  und  k  zwei  Schraubenflächen, 
die  sich  längs  der  von  P  beschriebenen  Schraubenlinie  oskulieren. 
Im  Punkte  P  besitzen  dann  beide  Flächen  die  gleiche  Involution 
konjugierter  Tangenten,  so  daß  man  das  soeben  bewiesene  Resultat 
auf  jede  beliebige  Schraubenfläche  ausdehnen  kann.  Bestimmt 
man  zu  irgend  einem  Punkte  Peiner  beliebigen  Schrauben- 
fläche den  Krümmungsmittelpunkt  M  des  zur  Schrauben- 
achse normalen  Schnittes  c,  so  ist  die  Tangente  von  c  zu  der- 
jenigen Tangente  in  P  konjugiert,  deren  Richtung  zu  dem 
von  M  auf  die  Schraubenachse   gefällten  Lote  normal  ist. 

Im  vorliegenden  Falle  der  cykhschen  Schraubenfläche  kon- 
struieren wir  zunächst  nach  634  auf  dem  Kreise  k  die  beiden  Punkte 
P  und  Q  der  Lichtgrenze  u.  Zu  diesem  Zwecke  tragen  wir  auf  die 
Schraubenachse  a  die  Strecke  AS  gleich  der  reduzierten  Ganghöhe 
auf,  suchen  deren  Schatten  A8^  und  drehen  AS^  um  A  im  richtigen 
Sinne  um  90®  in  die  Lage  AL.  Dann  ist  P'Q'  der  Durchmesser 
von  A',  dessen  Verlängerung  durch  L  geht.  Nach  Obigem  sind  nun 
P'Q',  FN  und  ;?',  P'/(J_  AM)  zwei  Strahlenpaare  einer  Involution, 
deren  Doppelstrahlen  die  Projektionen  der  beiden  Haupttangenten  g 
und  k  von  P  sind.  Der  Kreis  K  schneidet  jene  Strahlen  in  den  Punkte- 
paaren Q',  N  und  P',  R  einer  Involution  mit  dem  Mittelpunkt  J  =  FR 
X  (^N  (325).  Legt  man  von  J  die  beiden  Tangenten  an  k  und 
verbindet  ihre  Berührungspunkte  mit  P',  so  erhält  man  die  gesuchten 
Geraden  g  und  A'.  Verbindet  man  /  mit  dem  Punkte  X  auf  k',  für 
den  FX  \\  l  ist,  und  schneidet  diese  Gerade  den  Kreis  noch  in  T,  so 
ist  FT  die  Tangente  von  u.     Um  zu  /  zu  gelangen,  braucht  man 
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nur  durch  P'  eine  Normale  zu  JM'  und  durch  Qf  eine  Parallele  zu 
AP'  zu  ziehen,  beide  schneiden  sich  in  </.  Ganz  analog  findet  man 
K{qK  ±  JM\  F'K\\  ÄQT)  und  mit  dessen  Hilfe  die  Tangente  QTvon 
u  im  Punkte  q  {qY\\  /',  T  auf  *',  YK  x  ä'  =  V).  Im  Punkte  Q  ist  die 
Schraubenfläche  elliptisch  gekrümmt  und  besitzt  keine  Haupttangenten. 
Die  Punkte  parabolischer  Krümmung  auf  k  gehören  dem  Durch- 
messer an,  der  die  Achse  a  trifft. 

802,  In  jedem  Punkte  einer  krummen  Oberfläche  giebt  es 
vier  besondere  Tangenten,  nämlich  die  beiden  Haupttangenten  und 
die  Tangenten  der  beiden  Hauptschnitte.  Dementsprechend  kann 
man  auf  einer  Fläche  vier  Systeme  von  Kurven  ziehen,  nämlich 
zwei  Systeme  von  Kriimmungslinien  und  zwei  Systeme  von  Haupt- 
tangentenkurven.  Eine  Krümmungslinie  ist  dadurch  definiert, 
daß  sie  in  jedem  ihrer  Punkte  einen  der  beiden  Haupt- 
schnitte berührt  Die  Flächennormalen  in  den  Punkten 
einer  Krümmungslinie  bilden  eine  abwickelbare  Fläche, 
um  dieses  einzusehen,  betrachten  wir  einen  Punkt  F  der  gegebenen 
Fläche  und  seine  unendlich  kleine  Indikatrix.  Die  Flächennormalen 
in  den  Punkten  die^r  Indikatrix  bilden  eine  gerade  Normalenfläche 
(765),  ihre  Projektionen  auf  die  Tangentialebene  von  F  berühren 
die  Evolute  der  Indikatrix.  Daraus  geht  hervor,  daß  zwei  benach- 
barte Flächennormalen  sich  im  allgemeinen  nicht  schneiden,  daß 
aber  jede  Normale  von  vier  anderen  getroifen  wird,  die  in  den  vier 
Endpunkten  der  Achsen  der  zugehörigen  Indikatrix  errichtet  sind. 
Da  nun  in  jedem  Punkte  einer  Ej*ümmungslinie  die  eine  Achse  der 
Indikatrix  dieselbe  berührt,  ist  der  obige  Satz  evident.  Die'  beiden 
Systeme  der  Krümmungslinien  durchschneiden  sich  rechtwinklig. 
Die  Rotationsflächen  bieten  ein  einfaches  Beispiel  für  die  beiden 
Systeme  der  Krümmungslinien,  die  hier  nichts  anderes  als  die  Meri- 
diankurven und  Parallelkreise  sind. 

Eine  Haupttangentenkurve  ist  dadurch  charakterisiert, 
daß  ihre  Tangenten  die  Fläche  oskulieren,  also  Haupttangenten 
von  ihr  sind.  Nun  hatten  wir  gesehen,  daß  die  Tangentialebenen 
in  den  Punkten  einer  beliebigen  Kurve  c,  die  wir  auf  einer  Fläche 
ziehen  können,  eine  abwickelbare  Fläche  umhüllen,  deren  Erzeugende 
zu  den  Tangenten  von  c  konjugiert  sind  (789).  Da  aber  die 
Tangenten  einer  Haupttangentenkurve  zu  sich  selbst  konjugiert  sind, 
so  umhüllen  die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  einer  solchen 
Kurve  eine  abwickelbare  Fläche,  deren  Erzeugende  die  genannten 
Tangenten  sind.  Die  Haupttangentenkurve  ist  also  die  Bückkehr- 
kante  dieser  abwickelbaren  Fläche,    deren  Tangentialebenen  somit 
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zugleich  Schmiegangsebenen  dieser  Enrve  sind  (711).  Die  Schmie- 
gungsebenen  einer  Haupttangentenkurve  berühren  in  den  zu- 
gehörigen Punkten  die  gegebene  Fläche.  Die  Haupttangenten- 
kurven  einer  Fläche  überdecken  nur  ihre  hyperbolisch  gekrümmten 
Teile,  indem  durch  jeden  Punkt  zwei  dieser  Kurven  gehen.  Die 
parabolische  Kurve  trennt  diese  Fläcbenteile  von  den  elliptisch  ge- 
krümmten; für  ihre  Punkte  fallen  die  beiden  Haupttangenten  in 
eine  einzige  zusammen,  die  im  allgemeinen  keine  Tangente  von  ihr 
ist.  Die  Haupttangentenkurven  besitzen  deshalb  dort,  wo  sie  auf 
die  parabolische  Kurve  auftreffen,  Spitzen. 

Bei  den  Begelflächen  bilden  die  Erzeugenden  das  eine  System 
von  Haupttangentenkurven;  beim  Plücker 'sehen  Konoid  haben  wir 
auch  das  andere  angegeben  (735).  Bei  der  geschlossenen,  'geraden 
Schraubenfläche  sind  die  Schraubenlinien  Haupttangentenkurven ; 
jede  ihrer  Schmiegungsebenen  enthält  die  bezügliche  Erzeugende, 
berührt  also  wirklich  die  Fläche. 

Die  Krammungelinien  der  Flächen  2.  Grades. 

808«  Wir  legen  unserer  Betrachtung  ein  £llipsoid  0  mit  dem 
Mittelpunkt  0  und  den  Achsen  x,  y,  z  zu  Grunde.  Jeder  Ebene 
entspricht  ein  bestimmter  Punkt  als  Pol  in  Bezug  auf  (t>;  das  vom 
Pol  auf  die  Ebene  gefällte  Lot  wollen  wir  kurz  als  die  konjugierte 
Normale  der  Ebene  bezeichnen.  So  gehört  zu  jeder  Ebene  eine 
bestimmte  konjugierte  Normale,  zu  den  Tangentialebenen  von  0 
sind  die  zugehörigen  Flächennormalen  konjugiert.  Sei  nun  A  eine 
beliebige  Ebene,  a  die  konjugierte  Normale  und  P=  f^x  a  ihr 
Schnittpunkt,  so  giebt  es  durch  P  zwei  zu  einander  rechtwinklige 
Geraden  b  und  c,  die  zugleich  konjugierte  Polaren  der  Schnittkurve 
s^  von  A  mit  der  Fläche  2.  Grades  sind,  mag  s^  reell  oder  imaginär 
sein.  Denn  die  konjugierten  (harmonischen)  Polaren  von  s^  durch  P 
bilden  eine  Involution,  deren  Rechtwinkelstrahlen  b  und  c  sind. 
Dann  ist  auch  b  die  konjugierte  Normale  der  Ebene  B  =  ac  und  c 
die  konjugierte  Normale  der  Ebene  T  ^  ab.  Da  nämlich  b  und  c 
konjugierte  Polaren  von  s^  sind,  so  liegt  der  Pol  B  von  c  in  Bezug 
auf  8^  auf  der  Geraden  Ä;  die  Polarebene  B  des  Punktes  B  in  Be- 
zug auf  die  Fläche  geht  also  durch  c.  Sie  geht  aber  auch  durch 
den  Pol  von  A,  der  auf  a  liegt,  d.  h.  sie  deckt  sich  mit  ac\  ebenso 
zeigt  sich,  daß  V  mit  ab  zusammenfallt.  Drei  Strahlen  aus  einem 
Punkt,  von  denen  jeder  zu  der  Ebene  der  beiden  anderen  konjugiert 
und  normal  ist,  sollen  drei  konjugierte  Normalen  heißen,  a,  &,  c 
sind    solche    drei    konjugiei-te   Normalen,    je   zwei   von   ihnen    sind 
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konjugierte  rechtwinklige  Polaren  der  in  ihrer  Ebene  liegenden 
Schnittkurve  von  0.  Die  drei  konjugierten  Normalen  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  sind  zugleich  die  Achsen  des 
Tangentialkegels,  den  man  aus  P  an  die  Fläche  legen  kann. 
Denn  nach  391  halbieren  b  und  c  die  Winkel  der  beiden  aus  P 
an  s^  gelegten  Tangenten,  und  ähnliches  gilt  für  c  und  a,  resp.  a 
und  b.  Die  Ebenen  A,  B,  f  enthalten  also  je  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Mantellinien  des  Tangentialkegels,  die  zu  den  Geraden 
a,  b,  c  symmetrisch  liegen,  woraus  sich  unmittelbar  folgern  läßt,  daß 
Gj  bj  c  seine  Achsen  sind.  Die  drei  konjugierten  Normalen 
in  einem  Punkte  der  Fläche  werden  von  der  Flächen- 
normalen und  den  Tangenten  der  beiden  Erümmungslinien 
in  ihm  gebildet. 

804.  Ordnen  zwei  Flächen  2.  Grades  <l>  und  V  jeder 
Ebene  die  nämliche  konjugierte  Normale  zu,  und  schneiden 
sie  sich  in  einer  reellen  Kurve,  so  ist  diese  für  beide  eine 
Krümmungslinie.  Denn  je  drei  konjugierte  Normalen  in  Bezug 
auf  die  eine  Fläche  sind  es  auch  fiir  die  andere;  in  einem  gemeinsamen 
Punkte  beider  Flächen  muß  demnach  die  Normale  der  ersten  eine 
Krümmungslinie  der  zweiten,  und  die  Normale  der  zweiten  eine  Krüm- 
mungslinie der  ersten  berühren.  Die  beiden  noch  übrigen  Krüm- 
mungslinien haben  also  die  Schnittlinie  der  beiden  Tangentialebenen 
zur  gemeinsamen  Tangente,  und  da  dieses  für  jeden  ihrer  Punkte 
eintritt,  fallen  sie  zusammen.  Wir  werden  weiterhin  sehen,  daß  es 
Flächen  giebt,  die  jeder  Ebene  die  nämliche  konjugierte  Normale 
zuordnen;  es  wird  sich  nämlich  zeigen,  daß  zwei  koaxiale  Flächen 
diese  Eigenschaft  besitzen,  sobald  sie  nur  einer  einzigen  Ebene 
dieselbe  konjugierte  Normale  zuordnen. 

Sei  A  eine  Ebene  und  a  ihre  konjugierte  Normale,  seien  ferner  a^ 
und  A^  Spurlinie  und  Spurpunkt  derselben  in  der  Ebene  xy.  Dann 
legen  wir  durch  a^  einen  Büschel  von  Ebenen,  ihre  Pole  bilden  eine 
dazu  projektive  Reihe  und  liegen  auf  einer  Parallelen  zu  z.  Ver- 
binden wir  jetzt  die.  Punkte  dieser  Reihe  mit  A^^  so  ist  auch  dieser 
Strahlbüschel  mit  jenem  Ebenenbüschel  projektiv  und  drei  seiner 
Strahlen  stehen  auf  den  entsprechenden  Ebenen  senkrecht.  Der 
Ebene  A  entspricht  nämlich  hierbei  der  Strahl  a,  der  Ebene  B  der 
Strahl  &,  wenn  sowohl  A  und  B,  als  auch  a  und  b  zur  Ebene  xy 
symmetrisch  liegen,  und  der  Ebene,  die  in  a^  auf  xy  senkrecht 
steht,  das  von  A^  auf  o^  gefällte  Lot.  Demnach  steht  jeder  Strahl 
auf  seiner  entsprechenden  Ebene  senkrecht,  denn  dreht  man  den 
Ebenenbüschel  um  seine  Achse  um  90^,  so  werden  drei,  und  folglich 
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alle  Ebenen  zn  den  entsprechenden  Strahlen  parallel.  Wir  erhalten 
80  den  Satz:  Zu  allen  Ebenen  mit  der  nämlichen  Sparlinie 
in  der  Ebene  xy  gehören  konjugierte  Normalen  mit  dem 
nämlichen  Spurpunkt  in  zj/. 

805.  Sind  zwei  Ebenen  A,  B  und  ihre  konjugierten  Normalen 
a,  b  so  beschaffen,  daß  in  der  Ebene  xy  die  Spurlinie  b^  von  B 
durch  den  Spurpunkt  A^  von  a  geht,  so  geht  auch  die  Spurlinie  o, 
von  A  durch  den  Spurpunkt  JB^  von  b.  Zum  Beweise  benutzen  wir 
die  Ebene  r  =  b^a,  deren  Pol  C  in  A  liegt,  da  der  Pol  von  A  auf  ö, 
also  auf  r  sich  befindet.  Nun  steht  A  auf  a  und  somit  auch  auf 
r  senkrecht,  das  von  C  auf  T  gefällte  Lot,  d.  h.  die  konjugierte 
Normale  von  f,  liegt  deshalb  in  A  und  ihr  Spurpunkt  in  o^.  Dieser 
Spurpunkt  ist  aber  zugleich  der  Spurpunkt  JB^  von  b,  da  die  Ebenen 
r  und  B  sich  in  der  nämlichen  Geraden  b^  von  xy  schneiden. 

Einem  System  von  parallelen  Ebenen  werden  durch  die  Fläche 
<l>  die  Punkte  eines  Durchmessers  als  Pole  zugeordnet;  diese  Punkt- 
reihe ist  projektiv  zu  derjenigen,  die  eine  beliebige  Gerade  aus  dem 
System  der  parallelen  Ebenen  ausschneidet.  Die  konjugierten  Nor- 
malen dieser  Ebenen  laufen  durch  deren  Pole  und  stehen  auf  ihnen 
senkrecht,  sind  also  selbst  parallel  zu  einander,  ihre  Spurpunkte  in 
der  Ebene  xy  liegen  auf  einer  Geraden  y  durch  0.  Die  Punktreihe 
dieser  Spurpunkte  ist  projektiv  zu  der  Punktreihe,  in  der  y  die 
parallelen  Ebenen  durchschneidet;  diese  Beihen  liegen  sogar  invo- 
lutorisch.  Denn  ist  A  eine  Ebene,  deren  SpurUnie  o^  die  Gerade 
y  in  A^  schneidet,  und  ist  a  ihre  konjugierte  Normale,  deren  Spur- 
punkt A^  auf  y  liegt,  so  wird  einer  zu  A  parallelen  Ebene  durch 
A^  eine  konjugierte  Normale  zugeordnet,  deren  Spurpunkt  A^  ist. 
Denn  nach  dem  soeben  Gesagten  liegt  er  auf  ^  und  nach  dem  Vor- 
aufgehenden auf  a^.  Jedem  System  paralleler  Ebenen  entspricht 
also  in  der  Ebene  xy  eine  Gerade  durch  0  und  auf  ihr  eine  Invo- 
lution; zu  zwei  Ebenen  des  Systems,  die  je  einen  Punkt  eines  Paares 
der  Involution  enthalten,  gehören  zwei  konjugierte  Normalen,  die 
durch  die  vertauschten  Punkte  des  nämlichen  Paares  gehen. 

Alle  Ebenen  und  ihre  in  Bezug  auf  0  konjugierten 
Normalen  schneiden  die  Ebene  xy  in  Geraden  und  Punkten, 
welche  die  Polaren  und  Pole  eines  Kegelschnittes  f^  bilden. 
Ist  nämlich  wieder  a^  die  Spur  einer  Ebene  A  und  A^  der  Spur- 
punkt ihrer  konjugierten  Normalen  a,  dann  giebt  es  einen  EegeU 
schnitt  /jj  mit  den  Achsen  x  und  y,  f&r  den  A^  der  Pol  von  a^  ist. 
Betrachten  wir  nun  zwei  in  Bezug  auf  die  Ebene  xz  symmetrische 
Ebenen  B  und  A,  so  liegen  auch  ihre  konjugierten  Normalen  b  und  a 
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symmetrisch,  und  ihre  Spurlinien  b^  und  a^,  sowie  die  Spurpunkte 
B^  und  A^  der  Normalen  liegen  zur  x-Axe  symmetrisch.  Um  jetzt 
zu  einer  beliebigen  Ebene  Z  mit  der  Spur  s^  die  konjugierte  Nor- 
male s  mit  dem  Spurpunkt  S^  zu  finden,  verfahren  wir  in  folgender 
Weise.  Wir  schneiden  j?j  mit  OA^  und  OB^  in  C^  und  -ö^,  dann 
liegt  auf  OA^  eine  Involution,  für  die  0  der  Mittelpunkt  und  A^j 
j4^=:  a^  X  OA^  ein  Punktepaar  ist;  der  zu  C^  gehörige  Punkt  dieser 
Involution  mag  C^  sein.  Ganz  ebenso  liegt  auf  OB^  eine  Involution, 
in  ihr  möge  J)^  einem  Punkt  JD^  entsprechen.  Zieht  man  durch  6^ 
eine  Parallele  zu  n^  und  durch  B^  eine  Parallele  zu  b^,  so  schneiden 
sie  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  S^.  Denn  die  Parallelebene  zu 
A  durch  C^  besitzt  eine  konjugierte  Normale  mit  dem  Spurpunkt  C^ 
und  die  Parallelebene  zu  B  durch  i^^  besitzt  eine  konjugierte  Nor- 
male niit  dem  Spurpunjtt  B^]  zu  jeder  Ebene  durch  C^B^  gehört 
deshalb  eine  konjugierte  Normale,  deren  Spurpunkt  nach  dem  Obigen 
auf  den  beiden  Geraden  C^S^  und  B^S^,  also  in  S^  liegt.  Nach  der 
soeben  geschilderten  Konstruktion  ist  aber  auch  S^  der  Pol  von  s^ 
in  Bezug  auf  ^,  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen.  Hieraus  folgt 
noch  weiter,  daß  je  drei  konjugierte  Normalen  von  (t>  durch  die  Ecken 
eines  Polardreieckes  von  f^  gehen.  Die  Umkehrung  gilt  jedoch  nur 
für  spitzwinklige  Dreiecke. 

806.  Wir  können  jetzt  unmittelbar  den  Satz  aussprechen: 
Alle  koaxialen  Flächen  2.  Grades,  die  einer  Ebene  die 
nämliche  konjugierte  Normale  zuordnen,  ordnen  auch  jeder 
anderen  Ebene  die  nämliche  konjugierte  Normale  zu; 
solche  Flächen  heißen  konfokal.  Von  ihnen  gelten  folgende 
Sätze.  Durch  jeden  Punkt  des  Baumes  gehen  drei  zu  der 
Fläche  0  konfokale  Flächen,  die  sich  in  ihm  rechtwinklig 
durchschneiden.  Sind  nämlich  a,  b,  c  die  drei  konjugierten  Nor- 
malen durch  den  gegebenen  Punkt  P,  so  sind  die  drei  Flächen,  die 
in  P  je  eine  der  drei  Ebenen  ab,  bc,  ca  berühren  und  mit  <l>  die 
gleichen  Achsen  aufweisen,  zu  der  Fläche  <t>  konfokal.  Als  spe- 
zielle Fälle  gehören  dem  System  konfokaler  Flächen  auch 
drei  Kegelschnitte  /i,^, /"g  an,  die  bezüglich  in  den  Ebenen 
j/Zj  zx,  xy  liegen,  sie  werden  die  Fokalkurven  des  Systems 
genannt.  Ist  t  eine  Tangente  eines  solchen  Kegelschnittes  und  T 
ihr  Berührungspunkt,  so  besitzt  jede  Ebene  durch  t  eine  konjugierte 
Normale  durch  T\  demnach  müssen  in  der  Ebene,  die  in  T  auf  t 
senkrecht  steht,  je  zwei  rechtwinklige  Strahlen  durch  T  zu  einander 
konjugiert  sein  in  Bezug  auf  jede  ihrer  Schnittkurven  mit  den  kon- 
fokalen Flächen.    Mit  anderen  Worten:  Jede  Ebene,  die  eine  Fokal- 
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kurve  in  einem  Punkte  rechtwinklig  schneidet,  schneidet  die  konfo- 
kalen Flächen  in  Kurven  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkte  in 
ihm.  Speziell  werden  die  Schnittpunkte  der  Fokalkurven  mit  den 
konfokalen  flächen  Nabelpunkte,  oder  Punkte  mit  kreisförmiger 
Indikatrix  sein,  da  in  ihnen  je  zwei  konjugierte  Taugenten  aufein- 
ander senkrecht  stehen. 

Bedenkt  man  die  Beziehung  der  konjugierten  Normalen  zu  den 
Tangentialkegeln  der  konfokalen  Flächen,  so  erkennt  man,  daß  die 
Tangentialkegel,  die  man  aus  einem  beliebigenPunkte  einer 
Fokalkurve  an  die  konfokalen  Flächen  legen  kann,  Bota- 
tionskegel  sind,  und  daß  die  zugehörige  Tangente  ihre  ge- 
meinsame Achse  ist.  Daraus  folgt  insbesondere,  daß  jeder 
Punkt  einer  Fokalkurve  der  Scheitel  und.  seine  Tangente 
die  Achse  einer  Rotationsfläche  ist,  die  durch  eine  der 
beiden  übrigen  Fokalkurven  hindurchgeht. 

Man  hätte  bei  der  Ableitung  aller  dieser  Besultate  auch  von  einer 
Flächenschar  ausgehen  können,  die  durch  zwei  der  konfokalen  Flächen 
bestimmt  wird.  Die  vier  speziellen  Flächen  der  Schar  (713)  werden 
von  f^j  /*2,  /*3  und  der  unendlich  fernen,  allen  Kugeln  gemeinsamen 
imaginären  Kurve  gebildet.  Die  gemeinsame  abwickelbare  Hüllfläche 
der  Schar,  die  diese  vier  Kurven  zu  Doppelkurven  hat,  ist  imaginär. 

807.  Die  konfokalen  Flächen  schneiden  jede  der  drei  Ebenen 
xy,  yz  und  zx  in  konfokalen  Kegelschnitten.  Wir  nehmen  nun  an, 
daß  X  die  große,  y  die  mittlere  und  z  die  kleine  Achse  des  Ellip- 
soides  (t>  sei,  und  bezeichnen  seine  in  den  Ebenen  yz,  zx  und  xy 
liegenden  Schnittkurven  mit  s^^  s^  und  s^  und  die  zugehörigen  reellen 
Brennpunkte  (399)  mit  jP^,  G^^  resp.  t\^  G^.  resp.  F^^  G^.  Die  beiden 
ersten  liegen  auf  der  y-Achse,  die  anderen  auf  der  z-Achse.  Der 
Fokalkegelschnitt  /^  in  der  Ebene  xy  besitzt  die  Brenn- 
punkte i^3,  6g  und  geht  durch  die  IPnnkie F^,G^,  F^,  Gg  hindurch, 
ist  also  eine  Ellipse.  Denn  die  Ebene  xz  steht  auf  der  Fokalkurve 
/g  in  ihren  beiden  auf  x  liegenden  Schnittpunkten  senkrecht,  diese 
sind  also  Brennpunkte  für  alle  in  der  Ebene  xz  liegenden  Schnitt- 
kurven der  konfokalen  Flächen.  Ganz  ähnlich  findet  man,  daß  der 
Fokalkegelschnitt  f^  eine  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten 
F^,  G^  und  den  Scheiteln  F.^^  G^  und  der  Fokalkegelschnitt 
/J  eine  imaginäre  Kurve  mit  den  Brennpunkten  F^^  G^  ist 
Ahnliche  Resultate  könnte  man  für  die  imaginären  Brennpunkte 
aussprechen. 

808.  Um  uns  eine  Vorstellung  von  der  Gesamtheit  aller  kon- 
fokalen Flächen  zu  machen,  gehen  wir  von  dem  Ellipsoide  <1>  aus 
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und  passieren  dann  in  stetigem  Übergänge  alle  Flächen  der  Schar. 
Da  nun  zwei  konfokale  Flächen  sich  entweder  gar  nicht,  oder  recht- 
winklig durchschneiden,  so  ist  klar,  daß  die  zu  <|>  benachbarten 
Flächen  der  Schar  ebenfalls  Ellipsoide  sind,  von  denen  das  eine  ganz 
innerhalb,  das  andere  ganz  außerhalb  <1>  liegt.  So  kann  man  von  <(> 
einerseits  zu  immer  größeren,  andererseits  zu  immer  kleineren  kon- 
fokalen  Ellipsoiden  gelangen.  Das  kleinste  dieser  Ellipsoide  erhält 
man,  wenn  eine  seiner  Achsen,  nämlich  die  r- Achse,  gleich  Null 
wird ;  dann  reduziert  sich  das  Ellipsoid  auf  den  von  f^  eingeschlos- 
senen Teil  der  xy-Ebene.  Durch  jeden  Punkt  des  Baumes  geht 
ein  zu  (t>  konfokales  Ellipsoid.  Alle  konfokalen  Ellipsoide  schneiden 
die  yz-  und  die  orr-Ebene  in  der  Gesamtheit  aller  konfokalen  Ellipsen 
mit  den  Brennpunkten  F^,  G^  resp.  F^,  G^,  dagegen  die  ary-Ebene 
nur  in  denjenigen  konfokalen  Ellipsen,  die  größer  als  f^  sind. 

Geht  man  jetzt  zu  der  zu  f^  benachbarten  konfokalen  Ellipse 
über,  die  kleiner  als  f^  ist,  so  sind  ihre  Scheitel  in  der  xz-  und 
yz-Ebene  zugleich  die  Scheitel  zweier  Hyperbeln  mit  den  Brenn- 
punkten F^j  6'j,  resp.  F^^  G^,  die  ganz  in  der  Nähe  der  or- Achse, 
resp.  y-Achse  verlaufen.  Die  konfokale  Fläche  ist  jetzt  ein  ein- 
schaliges Hyperboloid,  das  beim  Grenzübergang  in  den  außerhalb  f^ 
liegenden  Teil  der  ory- Ebene  übergeht.  Läßt  man  die  konfokale 
Ellipse  in  der  ary-Ebene  immer  kleiner  werden,  so  bleibt  die  zuge- 
hörige Fläche  ein  einschaliges  Hyperboloid;  seine  in  der  xz-  und 
yr-Ebene  liegenden  Hyperbeln  besitzen  Asymptoten,  deren  Neigungs- 
winkel gegen  die  x-  resp.  y- Achse  immer  größer  werden.  Schließlich 
geht  die  konfokale  Ellipse  in  der  a:y-Ebene  in  die  Strecke  ^36^3 
und  das  zugehörige,  einschalige  Hyperboloid  in  den  zwischen  den 
beiden  Asten  der  Hyperbel  /^  liegenden  Teil  der  xz-Ebene  über. 
Durch  jeden  Punkt  des  Baumes  geht  ein  zu  <t>  konfokales,  ein- 
schaliges Hyperboloid.  Diese  Flächen  schneiden  die  :ry-Ebene  in  den 
konfokalen  Ellipsen,  die  kleiner  als  /^  sind,  die  yz-Ebene  in  den 
Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  F^,  G^  und  die  arz-Ebene  in  den 
Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  F^,  G^,  die  innerhalb  f^   liegen. 

Wählt  man  weiter  die  zu  /^  benachbarte,  konfokale  Hyperbel, 
die  f^  einschließt,  so  sind  ihre  Scheitel  zugleich  die  Scheitel  einer 
Hyperbel  in  der  a-y-Ebene  mit  den  Brennpunkten  F^,  G^,  die  in  der 
Nähe  der  x-Axe  verläuft.  Die  zugehörige,  konfokale  Fläche  ist  ein 
zweischaliges  Hyperboloid,  das  von  der  yz-Ebene  nicht  geschnitten 
wird.  Der  Grenzübergang  führt  die  beiden  Teile  dieser  Fläche  in 
zwei  Teile  der  arz-Ebene  über,  welche  je  von  einem  Aste  der 
Hyperbel  /^    eingeschlossen    werden.      Läßt   man   die   Scheitel  der 
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konfokalen  Hyperbel  in  der  arr- Ebene  immer  näher  gegen  den 
Mittelpunkt  0  rücken,  so  werden  ihre  Asymptoten  mit  der  x-Achse 
einen  immer  größer  werdenden  Winkel  einschließen,  und  gleiches 
mrd  auch  für  die  Hyperbeln  in  der  j:y-Ebene  eintreten.  Die  zuge- 
hörige Fläche  bleibt  hierbei  immer  ein  zweischaliges  Hyperboloid. 
Bücken  die  genannten  Scheitel  dem  Punkte  0  unendlich  nahe,  so 
werden  auch  die  Hyperbeln  in  der  xz-  und  xy-Ebene  zwei  in  der 
Nähe  der  z-  resp.  y-Achse  verlaufende  Äste  besitzen.  Die  beiden 
Schalen  des  Hyperboloides  nähern  sich  der  yz-Ebene  immer  mehr 
und  fallen  in  der  Grenzlage  mit  ihr  zusammen.  Durch  jeden  Punkt 
des  Raumes  geht  auch  ein  zu  (t>  konfokales,  zweischaliges  Hyper- 
boloid. Diese  Flächen  schneiden  die  yz-Ebene  nicht,  die  2ry-Ebene 
in  den  Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  F^,  G^  und  die  arz-Ebene 
in  den  Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  jP,,  G^j  die  außerhalb  f\ 
liegen. 

Die  konfokalen  Flächen  2.  Grades  sind  von  dreierlei 
Art,  nämlich  EUipsoide,  einschalige  und  zweischalige 
Hyperboloide;  durch  jeden  Raumpunkt  geht  je  eine  Fläche 
von  jeder  Art.  Eine  jede  Fläche  wird  von  den  konfokalen 
Flächen  der  gleichen  Art  überhaupt  nicht,  von  den  Flächen 
der  beiden  andern  Arten  aber  in  ihren  beiden  Systemen 
von  Krümmungslinien  geschnitten. 

809.  Die  Projektionen  der  Krümmungslin^en  eines 
EUipsoides  0  auf  seine  Symetrieebenen.  Seien  k  und  /  zwei 
Krümmungslinien  des  EUipsoides,  von  denen  die  erste  auf  einem 
einschaligen  Hyperboloid  Y,  die  zweite  auf  einem  zweischaligen 
Hyperboloid  X  liegen  mag.  Die  Kurven  k  und  /  sind  als  Schnitt- 
linien zweier  Flächen  2.  Grades  von  der  4.  Ord.,  ihre  Projektionen 
auf  die  Symmetrieebenen  sind  Kegelschnitte,  deren  Punkte  die  Pro- 
jektionen von  je  zwei  Kurvenpunkten  darstellen.  Es  fragt  sich  nim, 
in  welcher  Beziehung  die  Projektionen  aller  Krümmungslinien  auf 
eine  Symmetrieebene  zu  einander  stehen,  und  wir  werden  sehen,  daß 
sie  eine  Kegelschnittschar  mit  vier  gemeinsamen,  reellen  oder  imagi- 
nären Tangenten  bilden  (362). 

Wir  wollen  die  Hauptschnitte  des  EUipsoides  in  den  Ebenen  xy, 
yz,  zx  mit  s^,  *j,  s^  respektive  bezeichnen,  dann  schneiden  sich  s^ 
und  der  Fokalkegelschnitt  f^  in  den  vier  reellen  Kreis-,  oder  Nabel- 
punkten iTi,  ^2,  K^  K^  der  Fläche  (Fig.  492).  In  einem  Kreispunkte, 
etwa  Ä'j,  sind  je  zwei  konjugierte  Tangenten  zu  einander  normal, 
zwei  derartige  Tangenten  seien  u  und  v,  und  to  sei  die  zugehörige 
Normale  des  EUipsoides.     Der  Ebene  vw  wird  durch  die  Fläche  Y 
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ein  Pol  U  auf  u  und  der  Ebene  uw  durch  die  gleiche  Fläche  ^in 
Pol  V  auf  V  zugeordnet.  Die  Flächen  0  und  V  bestimmen  einen 
Flächenbüschel,  dem  auch  drei  Cyllnder  mit  zu  den  Achsen  parallelen 
Mantellinien  zugehören.  Nach  678  müssen  sich  die  Polarebenen 
Ton  27,  resp.  V  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  in  v,  resp.  u 
schneiden.  Denn  die  Polarebenen  von  U  in  Bezug  auf  0  und  V 
schneiden  sich  in  v,  die  erstere  muß  nämlich  durch  die  zu  Z^  {/  =  u 
konjugierte  Tangente  gehen  und  die  letztere  ist  vw.  Demnach 
gehen  auch  die  Polarebenen  von  U^  resp.  V  in  Bezug  auf  die  drei 
Cylinder  durch  v,  resp.  u  und  sind  den  bezüglichen  Mantellinien 
parallel.  Mit  anderen  Worten:  die  Projektionen  von  u  und  v  —  und 
überhaupt  von  je  zwei  rechtwinkligen  Tangenten  in  den  Kreis- 
punkten —  sind  konjugierte  Polaren  der  entsprechenden  Projektionen 
der  Krümmungslinie  k  und  jeder  anderen  Ejrümmungslinie.  Zu 
den  Krümmungslinien  gehören  als  spezielle  Fälle  auch  die  Ellipsen 
h^  h^  hy  ^^^  erhalten  deshalb  die  folgenden  Resultate.  Die  Krüm- 
mungslinien projizieren  sich  auf  die  ary-Ebene  als  Kegelschnitte,  die 
in  jedem  der  beiden  Punkte  K^'\=^  K^")  und  ir,'"(=  AV")  die  gleiche 
Involution  konjugierter  (harmonischer)  Polaren  bestimmen  wie  s^ 
(356).  Diese  Kegelschnitte  bilden  demnach  eine  Schar,  sie  berühren 
alle  die  vier  Tangenten,  die  man  von  K^"  und  K^"  an  s^  legen 
kann  und  die  paarweise  konjugiert  imaginär  sind.  Auf  die  yz-Ebene 
projizieren  sich  die  Krümmungslinien  als  Kegelschnitte  einer  Schar, 
die  alle  die  vier  imaginären  Tangenten  aus  K^  und  K^'  an  s^  be- 
rühren. Die  Projektionen  der  E^rümmungslinien  auf  die  jrz-Ebene 
berühren  die  vier  reellen  Geraden,  die  s^  in  den  Punkten  JSTj,  .  ., 
K^  tangieren.  Die  Projektionen  m",  v"  der  konjugierten  Polaren 
fallen  nämlich  hier  zusammen^  da  die  Ebene  uv  ±_xz  ist,  sie  bilden 
also  eine  Tangente  für  die  Projektionen  aller  Krümmungslinien.  Ohne 
näher  darauf  einzugehen,  soll  noch  erwähnt  werden,  daß  ganz  ana- 
loge Resultate  für  die  imaginären  Kreispunkte  des  Ellipsoides  gelten, 
die  als  Schnittpunkte  von  s^  und  f^,  resp.  von  s^  und  f^  definiert 
werden. 

810.  DieKonstruktion  der  Projektionen  derKrümmungs- 
linien  soll  nun  durchgeffthrt  werden  (Fig.  492).  Sind  OX,  OY,  OZ 
die  drei  Halbaxen  des  Ellipsoides,  so  zeichne  man  zunächst  seine 
Hauptschnitte  s^,  s^,  s^  und  deren  Brennpunkte  F^,  G^,  F^^  G^,  F^,  (?3 
(ZPg  =  YG^  =  OX,  u.  s.  w.).  Die  Fokalhyperbel  /;  besitzt  die  Scheitel- 
punkte ^3,  Ö3  und  die  Brennpunkte  F^y  G^,  ihre  Asymptoten  gehen 
also  durch  die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  die  man  von  F^ 
an  den  Kreis  mit  dem  Durchmesser  ^3^3  legen  kann.     Die  Fokal- 
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ellipse  f^  besitzt  die  Scheitelpunkte  F^,  G^  «und  die  Brennpunkte 
^3,  G^g.  In  den  vier  reellen  Ereispunkten  Z^,  .  .,  JC^  schneiden  sich 
/;  und  *2,  es  ist  also:  K^G^  -  K^F^  =  2-Oi^;  und  K^G^  +  K^F^  ^2'OX, 
folglich:  IC^G^  =  G^X  und  K^F^  =  F^X.  Die  Kreispunkte  sind  auch 
als  Endpunkte  der  beiden  Durchmesser  definiert,  die  die  Hittel- 
punkte der  beiden  Systeme  von  Ereisschnitten  auf  dem  Ellipsoide 


Fig.  492. 

tragen,  und  können  auch  im  Anschluß  an  diese  Definition  konstruiert 
werden  (671).  Die  Tangenten  von  s^  in  den  Punkten  JT^,  .  .,  JC^ 
mögen  x  paarweise  in  Ä  und  A^  und  z  paarweise  in  JB  und  JB^  treffen. 
Alle  Erümmungslinien  schneiden  s^  und  außerdem  entweder  s^ 
oder  s^  in  je  vier  Punkten.  Sei  k  eine  Ertimmungslinie,  seien  ferner 
Pj,  .  .,  P^  ihre  Schnittpunkte  mit  s^  und  Q^,  .  .,  Q^,  diejenigen  mit 
Sy  Die  Projektion  A"  von  k  auf  die  xz-Ebene  ist  eine  dem  Pa- 
rallelogramm ABä^B^  eingeschriebene  Ellipse  mit  den  Axen  Q^'Q^' 
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(auf  x)  und  Z?^^^  (auf*  z).  Ist  Q^"  gegeben,  so  kann  man  ß^  nach 
413  finden;  auf  den  Tangenten  von  ä"  in  Qj"  und  Q^"  werden 
nämlich  durch  die  Tangente  AB  Strecken  abgeschnitten,  deren  Pro- 
dukt =  (0-Bj)*  ist.  Zur  Bestimmung  der  Punkte  Pj,  .  .,  P^  dient 
folgende  Überlegung.  Die  Ellipsen  s^  und  k''  bestimmen  einen 
Büschel,  dem  auch  die  Geradenpaare  P^P^j  P2P4  und  P^P^,  PgP^ 
angehören.  Dieser  Büschel  schneidet  die  Gerade  AB  in  einer  In- 
volution, deren  Doppelpunkte  die  Berührungspunkte  £^  und  Z^  der 
Kurven  s^  und  A"  sind  (366).  Demnach  werden  die  Schnittpunkte 
von  AB  mit  P^P^  und  P^P^  durch  K^  und  i/j  harmonisch  getrennt 
und  gleiches  gilt  für  ihre  Projektionen  auf  die  jr- Achse;  das  führt 
zu  der  Relation:  0L{'.0K;"  ^{0P(")^.  Da  ^i^x  L^L^"  die  Polare 
von  A  in  Bezug  auf  k"  ist,  gilt  die  weitere  Relation:  OL^",OA  = 
<0Q/')2.  Aus  beiden  folgt:  [OP('y :  (OQ^'y  =  OZ/" :  OA.  Schneidet 
aber  der  Halbkreis  über  AK^"  die  z- Achse  in  C,  so  ist:  (K^'"C)^: 
{ACf=^OK^":OA,  also  findet  man  OP^'''  durch  die  Beziehung: 
OP/" :  0§i"  =  K^"C:  AC.  Trägt  man  mithin  CJE  =  OQ/'  auf  CA  auf 
und  zieht  durch  £  eine  Parallele  zu  or,  so  schneidet  sie  auf  CK^''' 
eine  Strecke  Cff  =  OP^'"  ab.  Ganz  analog  ergiebt  sich  Pj'  auf  z 
aus  der  Relation:  OP^:OR^  =  K^DiBB,  wenn  der  Halbkreis  über 
dem  Durchmesser  ^i^g'  die  or-Achse  in  JD  schneidet. 

Die  Projektion  ä'"  auf  die  ory-Ebene  ist  eine  Hyperbel  mit  der 
reellen  Achse  Pi"'Pj'",  die  s^  in  den  vier  Punkten  Qu  .  .,  Q^ 
schneidet.  Da  nach  der  vorigen  Nummer  A'"  und  ^3  im  Punkte  K^"' 
die  gleiche  Involution  konjugierter  Polaren  aufweisen,  ist  A'"  hier- 
durch und  durch  seine  reelle  Achse  bestimmt.  Um  k*"  zu  zeichnen, 
verwandeln  wir  k'"  und  *g  durch  afßne  Veränderung  in  zwei  Kurven 
mit  den  gemeinsamen  Brennpunkten  K^"  und  K^".  Zu  diesem 
Zwecke  zeichnen  wir  zunächst  irgend  zwei  konjugierte  Polaren  durch 
K^"\  Nun  ist  aber  die  in  A  auf  x  errichtete  Normale  a  die  Polare 
von  K^"'  in  Bezug  auf  ^3;  demnach  sind  K^'"V  und  K^'*'U^  kon- 
jugiert, wenn  YU\\x  und  U^  =  Jf/'T  x  a  ist.  Macht  man  {ÄF)'^  = 
{AF^f=^AU.AU^,  so  sind  auch  Z/'T  und  Z/^Fj  konjugiert  (Fund 
J\  auf  a),  beide  Geraden  liegen  aber  symmetrisch  zu  x.  Trägt  man 
weiter  ^/r=:  AW^  =  AK^'"  auf  a  auf,  so  ist  £^"'fr±  K^'^fT^  und  beide 
Geraden  sind  ebenfalls  zu  x  symmetrisch.  Jetzt  nehmen  wir  mit  der 
Involution  der  konjugierten  Polaren  durch  K^"'  eine  affine  Veränderung 
vor,  für  welche  x  die  Affinitätsachse  und  F,  W  ein  Paar  affiner  Punkte 
sind.  Dann  geht  dieselbe  in  eine  Involution  rechtwinkliger  Strahlen 
über,  denn  sie  enthält  die  beiden  Strahlenpaare  x  mit  ihrer  Nor- 
malen und  Z/"^;  ^/"/r^  (250);  zugleich  gehen  ^3  und  h'"  in  Kurven 
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über,  für  welche  die  Punkte  Zj'"  und  Z^'"  Brennpunkte  sind.  Wir 
bestimmen  also  zuerst  eine  Hyperbel  mit  der  Achse  P^^'P^"  und  den 
Brennpunkten  Zj'",  K^"\  indem  wir  eine  ihrer  Asymptoten,  etwa  JO, 
zeichnen.  Dann  ist  die  zu  JO  affine  Gerade  ZO  eine  Asymptote 
von  Ä'"  {WJ\\x,  JL±x,   FZ\\x)  und  damit  ä'"  leicht  zu  zeichnen. 

Die  Projektion  k'  auf  die  yz-Ebene  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Achsen  i^'Pg'  und  QiQ^'»  Die  erstere  ist  unmittelbar  bekannt,  die 
letztere  kann  man  mit  Hilfe  der  Punkte  Q^,  Q,  auf  s^,  die  man  ja 
leicht  genau  angeben  kann,  erhalten.  Für  die  Erümmungslinien, 
deren  Projektionen  auf  die  ory-Ebene  Ellipsen  sind,  ist  diese  Me- 
thode jedoch  nicht  verwendbar,  und  man  wird  deshalb  in  der  näm- 
lichen Weise  wie  vorher  bei  A'"  verfahren.  Die  in  P  auf  z  er- 
richtete Normale  b  ist  die  Polare  von  K^'  in  Bezug  auf  s^,  es  liegen 
auf  ihr  zwei  zu  P  symmetrische  Punkte  S  und  S^  der  Art,  daß 
K^'S  und  Jfi'Äj  konjugierte  Polaren  von  s^  und  folglich  auch  von 
Ä'  sind.  Tragen  wir  PT=^  PK^  auf  b  auf  und  nehmen  wir  mit  s^ 
und  k  eine  affine  Veränderung  vor,  für  welche  z  die  Affinitätsachse 
und  S,  T  ein  Paar  affiner  Punkte  sind,  so  gehen  s^  und  k'  in  zwei 
Kurven  mit  den  gemeinsamen  Brennpunkten  K^'  und  K^  über.  Die 
zu  Ä'  affine  Ellipse  besitzt  die  Halbachsen  OP^'  und  OiV(ÄViV'  =  OP/), 
und  da  N  und  Q/  affine  Punkte  sind,  so  schneiden  sich  TN  und 
Sq^'  auf  z. 

Eine  ganz  ähnliche  Bestimmung  der  Exümmungslinien,  wie  die 
hier  geschilderte,  läßt  sich  auch  für  das  zweischalige  Hyperboloid 
durchführen,  da  dieses  ebenfalls  vier  reelle  Ereispunkte  besitzt. 
Für  das  einschalige  Hyperboloid  und  die  Paraboloide  ist  die  Kon- 
struktion in  dieser  Form  nicht  anwendbar.  Wir  wollen  deshalb 
noch  eine  zweite  Konstruktion  behandeln,  die  in  allen  Fällen  Ver- 
wendung finden  kann;  sie  basiert  auf  der  Konstruktion  der  Schnitt- 
punkte zweier  konfokaler  Kegelschnitte. 

811,  Zunächst  wollen  wir  eine  konfokale  Kegelschnitt- 
schar mit  den  gemeinsamen,  reellen  Brennpunkten  F  und  G  näher 
untersuchen  (399).  0  sei  der  gemeinsame  Mittelpunkt,  x  die  Achse 
durch  F  und  (r,  y  die  dazu  senkrechte  Achse.  Jeder  Punkt  der 
jr- Achse  außerhalb  der  Strecke  FG  ist  der  Scheitel  einer  Ellipse 
unserer  Schar,  auch  jeder  Punkt  der  y- Achse  ist  der  Scheitel  einer 
solchen  Ellipse.  Sind  AA^  und  PP^  die  Achsen  einer  konfokalen 
Ellipse ,  so  ist  FP  =  OA.  Jeder  Punkt  der  Strecke  FG  ist  der 
Scheitel  einer  Hyperbel  unserer  Schar,  und  es  ist  OjP=  AB,  wenn 
AA^  ihre  reelle  und  PP^  ihre  imaginäre  Achse  ist.  E2s  folgt  das 
daraus,  daß  der  Fußpunkt  des  von  F  auf  eine  Asymptote  gefällten 
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Lotes  auf  dem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  AA^  liegt  (396).  Die 
imaginären  Achsen  dieser  Hyperbeln  sind  stets  kleiner  als  FG, 
oder  genauer  ausgedrückt:  jede  Hyperbel  bestimmt  auf  der  y- Achse 
eine  Involution  harmonischer  Pole,  fUr  deren  Gleichpunkte  £,  B^ 
die  Relation  OB  <  OF  gilt  (693).  Es  giebt  auch  konfokale  Kegel- 
schnitte der  Schar,  deren  imaginäre,  auf  y  liegende  Achsen  größer 
als  FG  sind,  solche  Kegelschnitte  sind  imaginär  und  besitzen  auch 
auf  X  eine  imaginäre  Achse.  Sind  Ay  A^  resp.  B,  B^  die  Gleich- 
punkte der  Involutionen  harmonischer  Pole,  die  ein  imaginärer 
Kegelschnitt  der  konfokalen  Schar  auf  x,  resp.  y  bestimmt,  so  sind 
ÄA^j  BB^  die  Achsen  einer  reellen 
Ellipse,  deren  Brennpunkte  F^,  G^  auf 
y  liegen,  und  zwar  ist  F^G^  =  FG 
(Fig.  493).  Der  Pol  P  von  BF  in  Bezug 
auf  den  imaginären  Kegelschnitt  liegt 
nämlich  auf  PF  ( j.  FB)  und  auf  PB^ 
(\\x)j  und  es  ist  PI)  (||y)  die  Direktrix 
von  F.  F  und  I)  bilden  demnach  ein 
Punktepaar  der  Involution  harmonischer 
Pole  auf  x\  für  ihre  Gleichpunkte  A, 
A^  gilt  mit  Berücksichtigung  des  Vor- 
zeichens der  einzelnen  Strecken  {OAtf 
=  -.  OF'  OD.  Nach  der  Figur  ist 
OP'  DF  =  {OBfj  und  durch  Subtraktion  folgt:  {OBf -- (OA)^ 
=  OF'  {OD  +  DF)  =  {pF)\  da  (9Z>  =  -  DO  ist.  Diese  Relation 
beweist  aber  die  obige  Behauptung. 

812.  Wir  wollen  nun  die  Schnittpunkte  zweier  be- 
liebigen konfokalen  Kegelschnitte  s  und  e  aufsuchen.  Ihre 
gemeinsamen  Brennpunkte  seien  F  und  G^  ihre  Achsen  XX^  und  YY^ 
resp.  AA^  und  BBy^.  Die  vier  Schnittpunkte  liegen  paarweise  zur 
X-Achse  symmetrisch,  d.  h.  sie  liegen  auf  zwei  reellen  oder  imaginären, 
zur  rr- Achse  senkrechten  Geraden  i  und  i^.  Ihre  Schnittpunkte  J 
und  e/j  mit  der  jr- Achse  ergeben  sich,  wie  wir  jetzt  sehen  werden, 
als  die  Doppelpunkte  einer  Involution  (Fig.  494).  Je  zwei  harmo- 
nische rechtwinklige  Polaren  von  s  sind  auch  solche  von  e  und  sie 
schneiden  x  in  den  Punktepaaren  einer  Involution,  deren  Doppel- 
punkte F  und  G  sind  (389).  Es  seien  p  und  q  zwei  rechtwinklige 
harmonische  Polaren  und  P  und  Q  ihre  Schnittpunkte  mit  der 
X-Achse,  dann  ist  OP-OQ=^{OF)\  Es  sei  femer  p^  die  Polare 
von  P  in  Bezug  auf  s  und  q^  die  Polare  von  Q  in  Bezug  auf  e, 
dann  sind:  U  =  p^  x  g  und  V ^  q^  x  p  harmonische  Pole  in  Bezug 


Fig.  498. 
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auf  beide  Kegelschnitte.    Denn  der  Pol  von  p  in  Bezug  auf  s  liegt 
sowohl  auf />!  als  auch  auf  y,    er  liegt  also  in  [7,  d.  h.   U  und   V 

sind  harmonische  Pole  von  s. 
Ebenso  liegt  der  Pol  von  q  be- 
züglich e  in  F  7=  q^  X  p,  so  daß 
U  und  F  auch  harmonische  Pole 
von  e  sind.  U  und  F  sind  nach 
369  konjugiert  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  des  durch  s 
und  e  bestimmten  Büschels,  ins- 
besondere bezüglich  des  reellen 
oder  imaginären  Geradenpaares 
iij ;  U  und  F  werden  deshalb 
durch  i  und  t^  harmonisch  ge- 
trennt.     Das   ergiebt   die    Be- 


Fig.  494. 


Ziehung  OU'  -  OF  =  ±  {Ojy,  wenn  U'  =  p^  x  .r,  T  =  q^  X  x  ist. 
Dabei  gilt  das  positive  Vorzeichen,  wenn  die  Geraden  i  und  i,  reell, 
das  negative,  wenn  sie  imaginär  sind;  im  letzteren  Falle  sind  /  und 
/j  die  Gleichpunkte  einer  Involution,  durch  deren  imaginäre  Doppel- 
punkte die  Geraden  i  und  z^  gehen.  Da  P,  U'  harmonische  Pole 
von  s  sind,  ist  OP  -  OU'  ^  ±  [OXf,  ebenso  ist  OQ  •  OF'  =  ±  {OÄf, 
da  Q,  r'  harmonische  Pole  von  e  sind.  Das  positive  Zeichen  gilt, 
wenn  die  Achsen  XZ^  resp.  ÄA^  reell  sind,  das  negative,  falls  sie 
imaginär  sind.  Aus  den  vier  Relationen  folgt:  OÄ  •  0X=  OF -  OJ. 
In  dieser  letzten  Gleichung  kann  von  einem  Vorzeichen  abgesehen 
werden,  da  durch  Vertauschung  von  J  und  J^  (was  ja  nur  eine 
Änderung  in  der  Bezeichnung  bedeutet)  die  rechte  Seite  ihr  Zeichen 
wechselt.  Nach  unseren  Definitionen  sind  OX,  OAj  OFy  OJ  reelle 
Strecken.  Sind  die  Achsen  XX^  und  ÄA^  entweder  beide  reell, 
oder  beide  imaginär,  so  sind  /  und  J^  die  Schnittpunkte  zweier 
reellen  Geraden  i  und  ij  mit  der  x- Achse;  denn  besitzen  ±  (OX)* 
und  ±  [OAY  das  gleiche  Vorzeichen,  so  erhält  ±  (Oe/)^  nach  obigen 
Relationen  das  positive  Zeichen.  Ist  eine  der  beiden  Achsen  XX^ 
und  AA^  reell,  die  andere  imaginär,  so  sind  /  und  J^  die  Gleich- 
punkte einer  Involution,  durch  deren  imaginäre  Doppelpunkte  die 
imaginären  Geraden  i  und  i^  gehen. 

Für  die  y- Achse  erhalten  wir  ganz  ähnliche  Resultate.  Ist 
P^  =^  p  X  y,  Qi  =  y  X  y,  liegen  femer  die  Schnittpunkte  von  s  und  e 
auf  zwei  reellen  oder  imaginären,  zur  ;r- Achse  parallelen  Geraden 
A  und  Aj  und  sind  endlich  6^",  F"  die  Projektionen  von  U  und  F 
auf  die  y- Achse,   so   gelten   die  Relationen:    OP^  •  OQ^^  =  ^{OF)^; 
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OPj  .  OU'  =  ±  (0J)2;  OQ^  -  Or'  =  ±  (05)«;  OU"  ^  Or' ^  ±  (OHf. 
Hieraus  erkennt  man,  daß  U  und  H^  die  Schnittpunkte  zweier  reellen 
Geraden  h  und  h^  mit  der  y- Achse  sind,  wenn  eine  der  beiden 
Achsen  YY^  und  BB^  reell,  die  andere  imaginär  ist.  Sind  dagegen 
beide  Achsen  reell,  oder  beide  imaginär,  so  sind  H  und  H^  die 
Gleichpunkte  einer  Involution,  durch  deren  imaginäre  Doppelpunkte 
die  imaginären  Geraden  h  und  h^  gehen. 

Das  Resultat  läßt  sich  folgendermaßen  zusammenfassen.  Durch 
die  vier  Schnittpunkte  zweier  konfokalen  Kurven  gehen  zwei  reelle 
Geraden  senkrecht  zur  Hauptachse  (Achse  durch  die  Brennpunkte), 
wenn  beide  Kurven  reell,  oder  beide  imaginär  sind.  Durch  die 
genannten  Schnittpunkte  gehen  zwei  reelle  Geraden  senkrecht  zur 
Nebenachse,  wenn  eine,  und  nur  eine  der  beiden  Kurven  eine 
Ellipse  ist.  Ist  eine  der  beiden  konfokalen  Kurven  eine  Hyperbel,  die 
andere  eine  imaginäre  Kurve,  so  gehen  durch  ihre  Schnittpunkte 
keine  reellen  Geraden,  die  zu  einer  Achse  senkrecht  sind,  diese 
liegen  vielmehr  auf  zwei  reellen  Geraden  durch  0.  Auf  letzteren 
Umstand  braucht  hier  nicht  weiter  eingegangen  zu  werden. 

813.  Es  sollen  die  Projektionen  der  Krümmungslinien 
des  einschaligen  Hyperboloides  gezeichnet  werden  (Fig.  495). 
Nach  den  Resultaten  der  beiden  voranstehenden  Nummern  ist  die 
Konstruktion  der  Krümmungslinien  auf  einer  beliebigen  Fläche 
2.  Grades  in  einfachster  Weise  durchzuführen.  Seien  XX^,  YYy^  die 
reellen  und  ZZ^  die  imaginäre  Achse  eines  Hyperboloides,  seien 
femer  s^,  s^,  s^  seine  Hauptschnitte  in  den  Ebenen  t/z,  resp.  xz, 
resp.  xy.  Dann  zeichne  man  die  sechs  reellen  Brennpunkte  F^j  G^, 
^3,  ^2^  ^8»  ^%  <iieser  Kurven  [F^Y ^  OX,  OF^^ZY,  OF^=^ZX) 
und  bestimme  ein  zu  dem  Hyperboloid  konfokales  EUipsoid  mit  den 
Achsen  AA^,  BB^,  CC^  {A  beliebig,  BF^  =  OA,  CF^  =  OA,  CF^  =  OB). 
Sind  «j,  ^2,  «3  die  Hauptschnitte  des  Ellipsoides  und  ist  k  die  ge- 
meinsame Krümmungslinie  beider  Flächen,  so  gelten  für  ihre  Pro- 
jektionen die  folgenden  Beziehungen.  Die  Schnittpunkte  ^^  X  «i, 
«2  X  *2  ^^^  ^3  X  ^3  bilden  drei  Gruppen  von  je  vier  Punkten;  die 
Projektionen  Ä',  A",  A'"  der  Krümmungslinie  sind  Kegelschnitte  und 
enthalten  je  eine  dieser  Gruppen,  während  die  bezüglichen  Pro- 
jektionen der  beiden  anderen  Gruppen  die  Endpunkte  ihrer  reellen 
oder  imaginären  Achsen  bilden.  Die  Punkte  e^  x  ^2?  ^^®^  «^i>"?«^4 
sind  reell,  sie  liegen  auf  A",  J("J^"  ist  eine  reelle  Achse  von  K" 
und  <///s'  eine  reelle  Achse  von  A'.  Da  die  Punkte  /  reell  sind, 
kann  man  sie  aus  den  Relationen  J^F^  =  AX  und  J^G^  =  AXy^  kon- 
struieren, denn  es  ist  J^F^  -{-  J^G^  =  AA^  und  /^Öj  —  *^i-^2  =  ^^v 
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Die  reellen  Punkte  e^  X  ^j,  oder  X^,  .  .,  K^  liegen  auf  A';  K^"K^" 
ist  eine  reelle  Achse  von  *'"  und  K^'K^'  eine  reelle  Achse  von  k". 
Die  imaginären  Punkte  e^  x  *8  li^gß^  auf  A'";  ihre  reellen  Projek- 
tionen L"j  L('  auf  die  ^r-Achse  bilden  die  Endpunkte  einer  reellen 
Achse  von  A'';  ihre  imaginären  Projektionen  auf  die  y- Achse  sind 


-{^--ÄM^ 


Fig.  495. 

die  Doppelpunkte  einer  Involution,  deren  Gleichpunkte  M\  M^  die 
Endpunkte  der  imaginären  Achse  von  K  bilden.  L"  findet  man 
nach  811  aus  der  Proportion  OF^  :  OX  =  OÄ  :  OL\OF^  =  OF^, 
OAq  =  OA,  XF^  II  ^oi")  und  M'  aus  der  Proportion  OF^:  OY 
=  OB'.OM\YF^  II  B^M%  OB  =  0B^\  K'  und  Ä'"  sind  Ellipsen,  K  ist 
ein  Hyperbel. 

Die  Krümmungslinien  der  anderen  Schar  werden  auf  dem  ge- 
gebenen Hyperboloide  durch  konfokale  zweischalige  Hyperboloide 
ausgeschnitten.  Seien  FF^  die  reelle  und  Q§j,  RB^  die  imaginären 
Achsen  einer  solchen  Fläche  (P  beliebig,  QF^OF^,  RF  =  OF^^ 
[OF^f  +  [Oqf  =  {ORY)\  seien  ferner  ä^,  ä^,  Ag  ihre  Hauptschnitte, 
von  denen  der  erste  imaginär  ist  und  die  beiden  letzten  Hyperbeln 
sind;    sei   endlich   /  die   auf  ihr  liegende  ErümmungsUnie  unserer 
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Fläche.  Die  Schnittpunkte  Ag  x  s^  oder  JV^  .  .,  N^  sind  reell  und 
liegen  auf  /'";  iVj"iVj"  ist  eine  reelle  Achse  von  /"  und  Nj'N^'  eine 
reelle  Achse  von  /'  (iV^^g  =  PX,  N^G^  =^  PX{),  Die  imaginären 
Punkte  Ag  X  «a  hegen  auf  /" ;  ihi-e  reellen  Projektionen  Ä"',  5/"  auf 
die  X-Achse  sind  die  Endpunkte  einer  reellen  Achse  von  /'" 
{OF^  :  OX  =  0P\  08"');  ihre  imaginären  Projektionen  auf  die  z- Achse 
sind  die  Doppelpunkte  einer  Involution  ^  deren  Gleichpunkte  T,  T^ 
die  Endpunkte  der  imaginären  Achse  von  /'  sind  {OF^  :  0^=  OR :  OT). 
Die  imaginären  Punkte  h^  X  s^  liegen  auf  /';  ihre  imaginären  Pro- 
jektionen auf  die  y- Achse  bestimmen  eine  Involution  mit  den  Gleich* 
punkten  ü'",  U^"',  welche  die  imaginäre  Achse  von  /'"  begrenzen 
(O^j :  OY  =  OQ :  OU'");  ihre  imaginären  Projektionen  auf  die  z- Achse 
bestimmen  eine  Involution  mit  den  Gleichpunkten  F'\  V^',  welche 
die  imaginäre  Achse  von  Z"  begrenzen  {OF^:OZ==  OR:OV"), 


VIEEZEHNTES  KAPITEL. 


Schiefe  und  orthogonale  axonometrische  Projektion. 

Allgemeines. 

814.  Neben  dem  Grund-  und  Aufrißverfahren  werden  zur 
Darstellung  räumlicher  Gebilde  zwei  andere,  ebenfalls  auf  der 
Parallelprojektion  beruhende  Methoden  angewandt:  die  schiefe 
und  die  orthogonale  axonometrische  Projektion.  Beide  be- 
dienen sich  nur  einer  einzigen  Bildebene  und  unterscheiden  sich 
hierdurch  wesentlich  von  unserer  bisherigen  Methode.  Da  nämlich 
ein  geometrisches  Gebilde  durch  eine  Parallelprojektion  noch  nicht 
bestimmt  wird,  so  müssen  zum  Ersatz  für  die  fehlende  zweite  Pro- 
jektion gewisse  Angaben  gemacht  werden,  die  uns  von  dem  ebenen 
Bilde  des  Objektes  auf  seine  Gestalt,  Größe  und  Lage  zurück- 
schließen lassen.  Zu  diesem  Zwecke  denkt  man  sich  zumeist^  das 
Objekt   auf  ein    Koordinatensystem   bezogen,   fixiert  dessen 


^  Die  Benutzung  eines  Koordinatensystems  kann  vermieden  und  der  oben 
angedeutete  Zweck  auf  anderem  Wege  erreicht  werden.  Dies  geschieht  z.  B. 
in  der  „freien  schiefen  Projektion"  Cv.  Peschka,  1877). 


364  Schiefe  und  orthogonale  axonometrische  Frojektian, 


Lage  zur  Bildebene  nnd  giebt  außer  der  Abbildung  des  Gegenstandes 
die  des  Koordinatensystems  oder  hinreichender  Bestimmungsstücke 
desselben  an. 

Wir  betrachten  nur  rechtwinklige  Koordinatensysteme. 
Ein  solches  wird  gebildet  von  drei  zu  einander  senkrechten  Ebenen 
TTj,  TTa,  TTg,  den  Koordinatenebenen,  nebst  ihren  ebenfalls  zu 
einander  rechtwinkligen  •  Schnittlinien  :r  =  TTi  X  TTa ,  y  =  TTi  X  TTj, 
z  =  TTg  XTTg,  den  Koordinatenachsen,  und  dem  ihnen  gemein- 
samen Anfangspunkt  oder  Ursprung  0.  Die  drei  Ebenen 
TTi,  TT2,  TT3  werden  wir,  wie  früher,  als  Grundriß-,  Aufriß-  und 
Seitenrißebene  bezeichnen.  Unter  den  Koordinaten  x,  y,  z 
eines  Punktes  versteht  man  seine  parallel  zu  den  gleichbenannten 
Achsen  genommenen  und  mit  bestimmten  Vorzeichen  versehenen  Ab- 
stände von  den  Koordinatenebenen  (vergl.  42,  43,  44).  Fügt  man, 
vom  Ursprung  0  beginnend,  die  Koordinaten  eines  Punktes  in  irgend 
einer  Reihenfolge  und  in  den  gehörigen  Richtungen  aneinander, 
so  entsteht  ein  Koordinatenzug,  der  in  dem  betreffenden  Punkte 
selbst  endigt. 

Ist  nun  die  Parallelprojektion  der  drei  Koordinatenachsen  ge- 
geben und  für  jede  derselben  das  Verhältnis  einer  auf  ihr  abge- 
tragenen Strecke  zu  ihrer  Bildstrecke  bekannt,  so  kann  nach  den 
Grundgesetzen  der  Parallelprojektion  (vergl.  5,  6)  jeder  Koordinaten- 
zug und  folglich  jeder  durch  seine  Koordinaten  gegebene  Punkt 
abgebildet  werden.  Das  Verfahren,  die  Parallelprojektion 
einer  Raumfigur  durch  die  der  Koordinaten  ihrer  Punkte 
zu  bestimmen,  heißt  Axonometrie. 

815.  Die  axonometrische  Projektion  eines  gegebenen  Objektes 
unterstützt  die  räumliche  Vorstellung  desselben  in  höherem  Maße 
als  eine  Grund-  und  Aufrißzeichnung,  und  steht  in  Bezug  auf  An- 
schaulichkeit bei  Gegenständen  von  geringer  Ausdehnung  der  cen- 
tralperspektiven  Darstellung,  welche  unsere  Gesichtseindrücke  am 
vollkommensten  wiedergiebt,  nur  wenig  nach.  Dabei  ist  sie  leichter 
zu  entwerfen,  als  eine  Perspektive  und  gestattet  eine  einfachere 
Entnahme  der  Maße  des  Gegenstandes  aus  seiner  Zeichnung.  Sie 
eignet  sich  zur  Darstellung  solcher  Raumfiguren,  die  (wie  z.  B. 
Krystallformen)  mit  Bezugnahme  auf  ein  Koordinatensystem  in  ein- 
facher Weise  definierbar  sind.  Namentlich  aber  bildet  die  axono- 
metrische Projektion  das  bequemste  Verfahren  beim  Skizzieren  von 
architektonischen  Gegenständen,  Maschinenelementen,  wissenschaft- 
lichen und  technischen  Apparaten,  weil  die  Kanten  solcher  Objekte 
vorzugsweise   nach   drei  aufeinander  senkrechten  Richtungen  (nach 
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der  Breite  y  Höhe  und  Tiefe)  verlaufen.  Man  findet  sie  darum  in 
wissenschaftlichen  und  technischen  Werken  häufig  für  die  erläutern- 
den Textfiguren  angewandt,  und  so  ist  sie  auch  in  dieseip  Lehrbuche 
bereits  an  verschiedenen  Stellen  stillschweigend  benützt  worden,  wo 
es  sich  darum  handelte,  räumliche  Gebilde  in  Ermangelung  von 
Modellen  durch  eine  Zeichnung  der  Anschauung  näher  zu  bringen. 
816.  Die  axonometrische  Projektion  wird  nach  An- 
nahme eines  festen  Koordinatensystems  durch  die  Stellung 
der  Bildebene  zu  diesem  und  die  Richtung  der  projizieren- 
den Strahlen  bestimmt.  Das  allgemeinste  Verfahren  ergiebt  sich, 
wenn  man  die  projizierenden  Strahlen  gegen  die  Bildebene  und 
beide  gegen  die  Koordinatenachsen  geneigt  annimmt.  In  dieser 
Form  wird  aber  die  axonometrische  Projektion  nur  selten  angewandt. 
Der  ihrer  Einführung  zu  Grunde  liegende  Zweck,  den  ebenen  Bildern 
der  Objekte  eine  größere  Anschaulichkeit  zu  geben ^  als  es  das 
Grund-  und  Aufriß  verfahren  vermag,  wird  schon  durch  speziellere 
Annahmen  erreicht  und  unter  ihnen  zieht  man  natürlich  diejenigen 
vor,  welche  möglichste  Einfachheit  der  Konstruktion  gewähren.  Bei 
ihrer  Auswahl  hat  man  darauf  zu  achten,  daß  keine  der  wichtigeren 
Kanten  und  Seitenflächen  des  darzustellenden  Gegenstandes  durch 
einen  bloßen  Punkt,  resp.  durch  eine  Gerade  dargestellt  werde.  Dem- 
gemäß darf  man  die  projizierenden  Strahlen  weder  zu  einer  Koor- 
dinatenachse, noch  zu  einer  Koordinatenebene  parallel  annehmen. 
Es  sind  vornehmlich  zwei  Verfahren,  die  den  gestellten  Anfor- 
derungen entsprechen  und  ausgedehntere  Anwendung  finden. 

cc)  Man  wählt  die  Bildebene  parallel  zu  einer  Koordi- 
natenebene oder  läßt  sie  mit  ihr  zusammenfallen  und 
führt  eine  schiefe  Projektion  aus.  Dies  bietet  den  Vor- 
teil, daß  zwei  Koordinaten  eines  jeden  Punktes  sich  in  ihrer 
wahren  Länge  und  Richtung  abbilden.  Die  dritte  Koordi- 
nate wird  in  einer  schrägen  Richtung  und  meist  in  einem 
bestimmten  Verhältnis  verkürzt  dargestellt.  —  Das  nach 
diesem  Verfahren  entworfene  Bild  eines  Objektes  wirkt  nur 
dann  anschaulich,  wenn  man  es  aus  großer  Entfernung  und 
annähernd  in  der  Richtung  der  projizierenden  Strahle^  be- 
trachtet. Seltener  als  diese  Art  der  schiefen  Projektion 
wird  eine  solche  angewandt,  bei  welcher  die  Bildebene 
durch  die  vertikale  Achse  z  (aber  gegen  x  und  y  ge- 
neigt) und  dann  am  einfachsten  rechtwinklig  zur  Sehstrahlen- 
ebene durch  z  gelegt  ist.  Dieses  Verfahren,  auf  das  wir 
nicht  näher  eingehen,  gewährt  weniger  einfache  Konstruk- 
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tionen.  Die  nach  ihm  entworfenen  Bilder  geben  aber  bei 
gerader  Gegenüberstellung  des  Beschauers  anschauliche 
Wirkung  (mit  Obersicht),  ähnlich  wie  bei  dem  folgenden 
Verfahren. 

ß)  Man  wählt  die  Bildebene  gegen  alle  drei  Koordi- 
natenachsen geneigt  und  führt  eine  senkrechte  Pro- 
jektion aus. 

Diese  unter  a)  und  ß)  angeführten  beiden  Methoden  bezeichnet 
man  zumeist  schlechthin  als  schiefe  Projektion,  bezw.  als  axo- 
nometrische Projektion;  wir  werden  in  der  Folge  beide  Namen 
ebenfalls  in  dieser  engeren  Bedeutung  gebrauchen.  Ehe  wir  aber 
die  beiden  Methoden  im  einzelnen  besprechen,  wenden  wir  uns  zum 
Beweise  eines  Satzes,  der  für  die  allgemeine  axonometrische  Pro- 
jektion von  grundlegender  Bedeutung  ist. 

817,  Trägt  man  vom  Ursprung  0  aus  auf  jede  der  drei 
Koordinatenachsen  x,  y,  z  in  positiver  Richtung  eine  und  dieselbe 
Strecke  A,  resp.  bis  zu  den  Punkten  A,  B^  C  ab,  so  entsteht  eine 
Figur  OABC,  die  wir  als  ein  rechtwinklig-gleichschenkliges 
Achsenkreuz  bezeichnen  wollen.  Von  der  Abbildung  eines  solchen 
Achsenkreuzes  durch  schiefe  Projektion  gilt  der  folgende  Satz 
(Pohlke,  1860): 

Irgend  drei  in  einer  Ebene  TT  aus  einem  Punkte  0^  (in 
beliebiger  Richtung  und  Länge)  gezogene  Strecken  0,-4,, 
^Ä»  0^(7^  bilden  die  schiefe  Parallelprojektion  eines  recht- 
winklig-gleichschenkligen Achsenkreuzes  OABC, 

Man  kann  den  Satz  noch  allgemeiner  aussprechen,  indem  man 
die  Annahme,  daß  die  Strecken  OA,  OB,  OC  gleich  lang  imd  zu 
einander  rechtwinklig  sein  sollen,  fallen  läßt: 

Die  schiefe  Parallelprojektion  eines  gegebenen  Tetra- 
eders OABC  auf  eine  Ebene  TT  kann  stets  so  bestimmt 
werden,  daß  das  Bild  O^AßJC^  einem  gegebenen  Viereck 
OqAqBqCq  ähnlich  wird. 

Man  definiere  zuerst  durch  wechselseitige  Zuordnung  der  Drei- 
ecke ABC  und  A^BqCq  zwischen  den  Figuren  ihrer  Ebenen  eine 
Affinität  im  weiteren  Sinne  (vergl.  16).  Durch  diese  entspricht 
dem  gegebenen  Punkte  0^  der  zweiten  Ebene  ein  bestimmter  Punkt 
Oj  der  ersten,  den  man  nach  18  konstruiert  (D^  =  A^Oq  x  ^qCq, 
D==  AO^X  BC,  B2):I)C=  B^D^  :  B^C^,  AO^ :  O^B  =  A^O^  :  O^B^). 
Der  Strahl  00^  giebt  in  Bezug  auf  das  Tetraeder  OABC  die  ge- 
suchte Richtung  der  projizierenden  Strahlen  an.  Man  lege  nämlich 
eine  Hilfsebene  TT'  normal   zu   00^   und   bezeichne   die   senkrechte 
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Projektion  von  OABC  auf  TT'  durch  O'A'B'C  Nach  120  ist  es  mög- 
lich, ein  zu  A^B^Cq  ähnliches  Dreieck  zu  finden,  dessen  senkrechte 
Projektion  auf  n'  mit  Ä'B'C 
übereinstimmt.  Ist  aber 
Äfip^  ein  solches  Dreieck, 
80  genügt  das  zu  ihm  in  Bezug 
auf  TT'  symmetrisch  gelegene 
der  nämlichen  Forderung  und 
außerdem  jedes  Dreieck,  das 
aus  ihnen  durch  Parallel- 
verschiebung in  der  zu  TT' 
senkrechten  Richtung  hervor- 
geht. In  jeder  dieser  Lagen 
bildet  das  Dreieck  Ä^BjC^ 
zugleich  eine  schiefe  Parallel- 
projektion von  ABC.  Ent- 
spricht aber  in  der  Figur 
OAßß,  der  Punkt  0,  dem 

9  9mm  9 

Punkte  0(j  durch  die  Ähn- 
lichkeit mit  0^  ^0-^0^0»  ^^  ®^^ 
spricht  er  auch  durch  die  ge- 
nannte Parallelprojektion  dem 
Punkte  Oj  und  folglich  0; 
denn  die  Figuren  O^Aßfi^ 
und    O^ABC  sind    beide  im 

weiteren  Sinne  affin  zu  O^A^B^C^,  —  Hierdurch  ist  der  Beweis  er- 
bracht. Von  den  Punkten  0^,  Aq,  Bq,  Cq  dürfen  offenbar  höchstens 
drei  in  gerader  Linie  und  höchstens  zwei  vereinigt  liegen. 

Um  also  eine  axonometrische  Parallelprojektion  zu  definieren, 
darf  man  in  einer  Ebene  TT  die  Bilder  der  Schenkel  eines  beliebig 
gegebenen  Achsenkreuzes  nach  ihren  Richtungen  und  Längenver- 
hältnissen willkürlich  annehmen.  Hierdurch  ist  (in  Bezug  auf  das 
Achsenkreuz)  die  Richtung  der  projizierenden  Strahlen  eindeutig, 
die  Stellung  der  Bildebene  TT  aber  doppeldeutig  bestimmt. 


Fig.  496. 


Das  Verfahren  der  schiefen  Projektion. 

818«  Um  eine  räumliche  Figur  in  schiefer  Projektion  darzu- 
stellen und  zwar  so,  daß  durch  das  Bild  umgekehrt  die  Origi- 
nalfigur bestimmt  wird,  denken  wir  uns  das  Original  mit  der 
Grundrißebene  TTj   verbunden   und    auf  diese   durch   senk- 
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rechte  Projektion  bezogen.  Das  Ganze,  die  Baumfigur  mit 
ihrem  Grundriß,  wird  der  schiefen  Projektion  unterworfen.  Die 
Bildebene  lassen  wir  mit  der  Aufrißebene  TTg  zusammenfallen. 
Den  Grundriß  denken  wir  uns  durch  seine  ümlegung  in  die  Bild- 
ebene TTa  gegeben.  Die  Geraden,  welche  auf  den  Ebenen  TTi,  TT^ 
und  TT3  resp.  senkrecht  stehen,  bezeichnen  wir,  wie  früher,  als  erste, 
zweite  und  dritte  projizierende  Strahlen;  zum  Unterschiede  Yon  ihnen 
nennen  wir  die  schiefjprojizierenden  Strahlen  kurz  Sehstrahlen. 

Wählen  wir  in  der  vertikalen  Bildebene  TT3  den  Ursprung  Oy 
ziehen  die  positive  jr-Achse  horizontal  nach  rechts  und  denken  uns 
die  positive  y-  und  z- Achse  nach  vom,  bezw.  nach  oben  gerichtet, 
so  ist  die  Lage  desJEoordinatensystems  gegen  die  Bildebene 
bestimmt.    Die  Richtung  der  Sehstrahlen  legen  wir  fest,  indem 

wir  von  einem  gegebenen 
Punkte  der  Grundriß- 
ebene TTi  den  Bildpunkt 
angeben.  Ersteren  wäh- 
len wir  etwa  auf  der 
y-Achse  und  markieren 
ihn  (umgelegt  um  x)  als 
Oj ;  letzteren  nehmen  wir 


als  Og    derart 


an,    daß 


das    Bild  y,  =  00^    der 
y- Achse  gegen  x  und  z 
geneigt   ist     0^  und  O^ 
sind    die    Spurpunkte 
eines  Sehstrahles  o  in  TTj 
und  TTj.    Es  sei  noch  0^' 
der  Grundriß  des  Punktes 
Og  und  0^^  die  Ümlegung 
ist    o'^O^O^    der    Grundriß    des    Seh- 
=  00^    sein   Aufriß,    0^  =  0^0;  das  Bild 
des  Grundrisses,  o^  =  0^0^  die  Ümlegung  um  o"  und  folglich 

die  Neigung  der  Sehstrahlen  gegen  die  Bildebene.  Die  Größe 

00^ 


Fig.  497. 


von   Oj    um  y^\    dann 
Strahles  0,    ferner   c 


cotg  iO  = 


00, 


giebt  für  jede  Normale  zur  Bildebene  (y-Koordinate)  das  Verhältnis 
ihres  Bildes  zu  ihrer  wahren  Länge  an.  Meist  wird  co  >  45®  an- 
genommen; dann  ist  cotg  co  <  l  und  heißt  das  Verkürzungsver- 
hältnis.    Das  Dreieck  00^0^    oder   irgend   ein   zu   ihm   ähnliches- 
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und  ähnlich  gelegenes  heißt  (nach  v.  Peschka)  ein  Projektions- 
dreieck.  Die  schiefe  Projektion  ist  bestimmt  durch  An- 
gabe der  Projektionsachse  :r  und  irgend  eines  Projektions^ 
dreieckes  (z.  B.  00^0^). 

Das  VerkürzungsYerhältnis  cotg  (o  wählt  man  gern  gleich  einer 

rationalen  Zahl,  etwa  ^J^,  Ys»  Vs'  ^'  ^*  ^*'  ^^^^  ^^^  ^^^  Zeichnung 
eines  Objektes  leicht  die  Maße  seiner  in  der  y-Eichtung  verlaufen- 
den Kanten  entnehmen  zu  können.  Außerdem  sucht  man  die  Kon- 
struktion durch  passende  Wahl  des  Projektionsdreieckes  zu  verein- 
fachen, dessen  eine  Seite  {00^)  stets  rechtwinklig  zur  x-Achse  liegt. 
Sehr  bequeme  Konstruktionen  ergeben  sich,  wenn  man  in  dem 
Dreieck  00^0^  die  bei  0,  Oj,  Oj  liegenden  Winkel,  resp.  gleich  60% 
30%  90°  macht;  dabei  ist  co^  ö>  =  -J-.  —  Die  unter  den  Namen 
„Kavalierperspektive'^  und  „Vogel-  oder  Militärperspektive'^  bekannten 
Arten  der  schiefen  Projektion  benutzen  meist  die  ebenfalls  bequeme 
Annahme:  cö  =  45%  cotg  «  =  1,  z_  0^00^  =  45 ^  Bei  ersterer  denkt 
man  sich  die  Bildebene  vertikal,  bei  letzterer  horizontal;  man  trägt 
also  an  die  Aufrisse,  resp.  Grundrisse  der  darzustellenden  Punkte  ihre 
bezüglichen  Tafelabstände  selbst  in  vorgeschriebener  Richtung  an. 

Darstellung  der  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  in 
schiefer  Projektion  (vergl.  35 — 55). 

819.  Ein  Punkt  P  wird  durch  sein  Bild  P^  und  das 
Bild  P/  seines  Grundrisses  P' bestimmt;  die  Punkte  P^  und 
PJ  liegen  in  einer  zur  ar-Achse  senkrechten  Geraden,  In 
der  That:  die  Strecke  P^'P,,  das  Bild  des  ersten  Tafelabstandes  P'P, 
ist  diesem  gleich  und  parallel,  folglich  senkrecht  zu  x;  die  aus  P 
und  P'  auf  TT3  gefällten  Lote  PP"  und  PP^  haben  gleiche  und  zu 
y,  (oder  00^)  parallele  Bilder  P^P'  und  PJP^-  Demnach  findet  man 
aus  P.  und  P '  zuerst  P„  auf  der  x- Achse,  dann  P"  als  vierte  Ecke 
des  Parallelogramms  P^PJP^P"  und  schließlich  P'  auf  der  Vertikalen 
P"P^,  indem  man  P^'P'  parallel  zu  der  Seite  0^0^  des  Projektions- 
dreieckes zieht.  Sind  umgekehrt  P',  P"  und  damit  P^  gegeben,  so 
ergiebt  sich  zuerst  P/  als  Schnittpunkt  der  Parallelen  zu  0^0^  und 
OO3  durch  P  resp.  P^  und  hierauf  P^  als  vierte  Ecke  des  Parallelo- 
gramms P'^PJ^^P,  (Fig.  497). 

830,  Eine  Gerade  g  wird  durch  ihr  Bild  g^  und  das 
Bild  g^  ihres  Grundrisses  g'  bestimmt;  die  Geraden  g^  und 
g^  können  willkürlich  angenommen  werden  (bis  auf  eine  Aus- 
nahme, siehe  unten).  Die  Ebene  der  Sehstrahlen  durch  g^  schneidet 
TTi  in  g'\  die  Ebenen,  welche  durch  g*  senkrecht  zu  TTj  und  durch 
g^  parallel  zum  Sehstrahl  gelegt  sind,  schneiden  sich  in  der  Geraden^. 

Rohm  a.  Pappxbitz.   II.  24 
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Der  Schnittpunkt  Gu  =  ffgXff»  is*  d*»  ^il^  des  ersten  Spar- 
punktes (tj;  der  Schnittpunkt  G^'=ffjxx  bildet  den  Grundriß 
des  zweiten  Spurpunktes;  der  zweite  Spurpunkt  G^  selbst  liegt 
auf  ff^  in  der  Vertikalen  durch  G^'  (Fig.  498).  Aus  öj,  leitet  man 
G^"  auf  z  und  Öj  ab  (^1,©/' II  0^0,  G^''G^±x,  G^ß^\\0^0{)  und 
erhält  hieraus  ff'  =  ^^i^g'  und  ^"  =  G^'G^.  Man  beachte,  daß  ^^ 
und  ^/  eine  vertikale  Ebene  bestimmen,  deren  Spur  in  der  Bild- 
ebene TTj  die  Gerade  G^G^  ist.  Umgekehrt  kann  man  leicht  aus 
dem  Grundriß  g'  und  Aufriß  g"  einer  Geraden  ff  oder  aus  den  beiden 
Projektionen  zweier  ihrer  Punkte  die  Bildgeraden  ff^  und  y/  finden. 


i^  ^i 
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^/ 
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<2/ 


o^ 


Fig.  498. 


was  keiner  Erläuterung  bedarf.  — ■  Das  Bild  eines  Sehstrahles  o 
ist  sein  Spurpunkt  0^  in  der  Bildebene,  das  Bild  o/  seiner  ersten 
Projektion  ist  senkrecht  zur  ar-Achse.  Das  Bild  einer  (zu  TT^) 
senkrechten  Geraden  h  ist  rechtwinklig  zurar-Achse;  ihr  Grund- 
riß und  sein  Bild  reduzieren  sich  auf  die  Pxmkte  H^  resp.  J?j^. 
Sieht  man  von  diesen  beiden  Spezialfällen  ab  und  nimmt  man  eine 
der  Geraden  i^  oder  i^  zur  :r- Achse  rechtwinklig  an,  so  muß  die 
andere  in  demselben  Punkte  auf  der  :r- Achse  senkrecht  stehen;  denn 
die  Sehstrahlenebene  durch  die  eine  Gerade  steht  dann  senkrecht 
auf  TTj  und  enthält  folglich  auch  die  andere.  Demnach  folgt  hieraus 
für  die  Gerade  i  nur,  daß  sie  in  einer  bestimmten  zum  Sehstrahl 
und  der  z- Achse  parallelen  Ebene  liegt;  um  i  vollständig  zu  be- 
stimmen, bedarf  es  weiterer  Angaben  (Spurpunkte). 

831.     Eine  Ebene  E  wird  durch  ihre  Spurlinie  e^  in  der 
Bildebene   und   das  Bild  e^^  ihrer   ersten  Spurlinie  e^  dar- 


Schiefe  und  orthogonale  axonomeirische  Frojektion, 


371 


^1» 
dieser 


/ 1 

'\   \ 

\ 

/  1 

\, 

/ 

\ 

s 

/    j 

N 

\ 

^y  / 

\. 

/      / 

>^ 

^ 

j^U^ 

•7^ 

"^S 

v^^^^^ 

y 

1            y 

-< 

>'■ 

y 

Fig.  499. 


gestellt,  die  sich  im  Achsenschnittpunkte  ^,  =  E  X  ar  treffen 
(Kg.  499).  Die  Sehstrahlenebene  durch  e^^  schneidet  TTj  in  e^  und  hier- 
auf ergiebt  sich  E  als 
Verbindungsebene  e^e^,  ^ 

—  Enthält  E  die  Rich- 
tung der  Sehstrahlen,  so 
fallen  e^^  und  e^  in  die- 
selbe gerade  Linie. 
Steht  E  senkrecht  auf 
TTj,  so  ist  tfj  _L  ^;  ist  E 
senkrecht  zu  TTj,  so 
liegt  ^iJly,.    Enthält  E 

die  JT-Achse,   so  fallen        -<^ /- ^^ ^j^^^jp^*^^ .r 

und  e^  beide  mit 
zusammen  und 
zur  Bestimmung  von  E  ^ 
ist  noch  die  Angabe 
eines  auf  ihr  und 
außerhalb  x  gelegenen 
Punktes  erforderlich. 

823,  Die  in  56  —  78  fllr  orthogonale  Projektion  entwickelten 
Sätze  über  die  vereinigte  Lage  Yon  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen,  über  ihre  Verbindungs-  und  Schnittelemente  und 
den  Parallelismus  können  ohne  Schwierigkeit  auf  den  Fall  der 
schiefen  Projektion  übertragen  werden.  Auch  die  Lösung  der  dort 
behandelten  Aufgaben  vollzieht  man  in  unserem  jetzigen  Verfahren 
in  analoger  Weise,  wie  an  einigen  ßeispielen  gezeigt  werden  mag. 

Man  hat  dabei  namentlich  den  folgenden  Satz  zu  beachten: 
Das  Bild  g,  einer  ebenen  Figur  g  ist  zu  dem  Bilde  %'  ihres 
Grundrisses  3'  affin  und  affingelegen.  Die  Affinitätsachse 
ist  das  Bild  e^^  der  ersten  Spur  e^  der  Ebene  von  g;  die 
Affinitätsstrahlen  sind  rechtwinklig  zur  or-Achse.  In  der 
That  sind  %  und  g'  durch  senkrechte  Strahlen  aufeinander  und 
beide  durch  die  Sehstrahlen  auf  %^  und  g/  resp.  affin  bezogen. 
Parallelen  Geraden  in  der  Originalfigur  g  entsprechen  also  Parallelen 
in  g',  die  sie  in  Punkten  von  e^  schneiden;  die  ihnen  in  g^  resp. 
g/  entsprechenden  Geraden  sind  wiederum  Parallelen  und  treffen 
sich  in  Punkten  der  Linie  e^^. 

Um  die  Spurlinien  einer  durch  drei  Punkte  A^  .5,  G  ge- 
gebenen Ebene  E  darzustellen,  verbinde  man  die  Bilder  A^^  jB^,  C^ 
dieser  Punkte   und  ebenso  die  Bilder  ^/,  5/,  C/  ihrer  Grundrisse 

24* 
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paarweise  durch  gerade  Linien  a^,  b^y  e^,  a/,  &/,  c/  (E^g.  500). 
A^^  =  a^  X  aj  ist  das  Bild  des  ersten  Sporpnnktes  der  Geraden 
a  =  BC,    ihr   zweiter   Sporpnnkt   A^   liegt   auf  a^   senkrecht   über 


Fig.  500. 

ß/  X  X,  u.  8,  f.  Die  Spurlinie  e^  verbindet  die  Punkte  A^,  B^,  C^j 
die  Linie  e^^  die  Punkte  A^^,  B^^  C^^.  In  der  Figur  ist  das  Bild 
^3,  der  dritten  Spur  mitgezeichnet  (vergl.  67). 

Den  Schnittpunkt  P  einer  Geraden  k  mit  der  Ebene 
E  =  ABC  bestimmt  man  in  folgender  Weise  (vergl.  72).  Schneidet 
die  Vertikalebene  kk'  die  Ebene  E  in  der  Geraden  i,  so  fällt  t/ 
mit  A/  zusammen.  Senkrecht  über  den  Schnittpunkten  von  k^  mit 
den  Seiten  des  Dreieckes  A'  B'  C'  findet  man  daher  auf  den  homo- 
logen  Seiten  des  Dreieckes  Ä^BjC^  Punkte  der  Geraden  i^,  welche  k^ 
in  P^  triflft.  P^  ist  das  Bild  des  gesuchten  Punktes  P  =  ä  x  E;  das 
Bild  P'  seines  Grundrisses  liegt  senkrecht  darunter  auf  k'. 

Diese  Beispiele  mögen  genügen. 

823.  Um  in  schiefer  Projektion  diejenigen  Grundaufgaben  zu 
losen,  die  sich  auf  die  rechtwinklige  Stellung  von  Geraden 
und  Ebenen,  auf  die  Bestimmung  von  Abständen  und  Winkeln 
und  der  wahren  Gestalt  ebener  Figuren  beziehen,  ist  es  nötig, 
auf  das  Verfahren  der  ümlegung  in  die  Bildebene  und  der 
Drehung  um   eine   Tafelparallele  einzugehen  (vergl.  79 — 103). 
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Um  die  wahre  Länge  einer  dnreh  ihre  Projektionen  PjQ^ 
und  P/Q/  gegebenen  Strecke  PQ  zu  finden^  1^  man  sie  um  ihren 
AoMß  P"Q['  in  die  Bildebene  TT3  um  (Fig.  501).  Zu  diesem  Zwecke 
leitet  man  zuerst  aus  den  gegebenen  Projektionen  den  Aufriß  P"Q'' 
der  Strecke  und  die  wahren  Längen  der  Tafelabstände  P"P  und  Q"Q 
nach  819  ab  und  trägt  sodann  die  letzteren  senkrecht  zu  P''Q"  als 


1^      _Jr*^^    '    ''v     »' 


Fig.  601. 

P"P^  und  q'Q^  auf;  P^Q^  giebt  die  wahre  Länge  der  Strecke  PQ 
an.  Die  ümlegung  der  Geraden  g,  auf  der  PQ  liegt,  in  die 
Bildebene  durch  Drehung  um  g"  kann  auch  mit  Benutzung  der  Spur- 
punkte 0^  und  G^  erfolgen,  woraus  sich  der  Neigungswinkel  y^ 
der  Geraden  gegen  die  Bildebene  TTj  als  z_  G^^G^G^'  ergiebt. 

Der  Neigungswinkel  y^  gegen  die  Grundrißebene  TTj 
wird  wie  früher  (89)  bestimmt,  nachdem  man  zuvor  ^  gezeichnet  hat. 

Andererseits  kann  man  die  Länge  der  Strecke  PQ  durch  ihre 
Paralleldrehung  zur  Bildebene  bestimmen.  Als  Drehachse 
benützt  man  entweder  die  durch  einen  Endpunkt  Q  gezogene 
Parallele  zum  Aufriß  P"Q"  oder  die  erste  senkrecht  projizierende 
Gerade  QQ  eines  Endpunktes  (Fig.  502).  Bei  dem  ersten  Verfahren 
bildet  man  das  rechtwinklige  Dreieck  PQN^  dessen  Katheten  PN  und 
QN  senkrecht,  bezw.  parallel  zu  TTg  liegen  und  dreht  es  um  QN  in 
eine  zur  Bildebene  parallele  Lage  P^QN\  dann  stellt  P/A^  die  ge- 
suchte Länge  dar.     Die  Konstruktion  ist  dem  Vorigen  unmittelbar 
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ZU  entnehmen.     Bei   dem   zweiten  Verfahren  bezeichnen  wir  durch 
R  den  Fußpunkt   des   aus  P  auf  die  Linie   QQ[   gefällten  Lotes 

mit  u  die  Parallele 
zur  :r- Achse  durch 
R,  Macht  man  jetzt 
auf  u^  die  Strecke 
ä,Pa,  =  ÄP/,  so 
stellt  6,Pa,  die 
Strecke  PQ  aber- 
mals in  einer  zur 
Bildebene  parallelen 
Lage  und  folglich 
in  wahrer  Länge 
dar.  Diese  zweite 
Lage  ergiebt  sich 
durch  Drehung  um 
Fig.  502.  die  Vertikale  qq. 

824«    Die  Bestimmung  der  wahren  Gestalt  einer  ebenen 
Figur  g  erfolgt  durch  Umlegung  derselben  in  die  Bildebene  um 


Fig.  508. 

die  bezügliche  Spurlinie  e^  ihrer  Ebene  E  (Fig.  503).  Es  genügt, 
einen  einzigen  Punkt  F  unserer  Ebene  der  Umlegung  zu  unter- 
werfen,  den  wir  der  Einfachheit  halber  auf  ihrer  ersten  Spur  e^ 
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gelegen  und  durch  sein  Bild  F^  auf  e^^  gegeben  annehmen  wollen. 
Ans  F^  findet  man  in  bereits  geläufiger  Weise  den  Au&iß  F''  auf 
Xf  den  (um  2:  in  die  Bildebene  niedergelegten]  Punkt  F  selbst  und 
damit  die  Spur  e^.  Bildet  man  aus  den  Strecken  F'G  ^A^e^  und 
F*Fq  =  F'F  als  Katheten  ein  rechtwinkliges  Dreieck  und  trägt  die 
Hypotenuse  als  GF^  auf  die  Verlängerung  von  F'G  ab,  so  ist  GF^  die 
ümlegung  der  Falllinie,  deren  Bild  GF^  ist,  und  ^^^  =  EJP^  die  von  e^ 
Das  Bild  gf^  einer  in  E  gelegenen  Figur  %  ist  zu  ihrer  ümlegung  f$  ^ 
um  «3  affin  und  affin  gelegen.  Die  Affinität  ist  bestimmt  durch  ihre 
Achse  ^2  und  die  sich  entsprechenden  Punkte  F^  und  F^^  deren 
Verbindungslinie  die  Richtung  der  Aifinitätsstrahlen  angiebt  (vergl.  91). 
Mit  Benutzung  dieser  Affinität  ist  in  der  Figur  das  Bild  k^  eines 
in  E  gelegenen  Kreises  k  aus  der  ümlegung  k^  konstruiert. 

Zugleich  hat  unsere  Konstruktion  den  Neigungswinkel  6,  der 
Ebene  E  gegen  die  Bildebene  als  z.  F^GF'  ergeben.  Ihr  Neigungs- 
winkel €j  gegen  die  Grundrißebene  wird  nach  Angabe  von  'e^  wie 
früher  gefunden  (vergl.  90). 

825.  Zum  gleichen  Zwecke  wie  oben  wendet  man  auch  die 
Paralleldrehung  einer-  Ebene  E  zur  Bildebene  TT2  an,  und 
zwar  namentlich  dann, 
wenn  die  Spurlinien 
nicht  bekannt  sind, 
sondern  die  Ebene 
durch  drei  ihrer  Punkte 
Äj  B,  C  oder  zwei 
ihrer  Geraden  gegeben 
ist.  Das  Verfahren 
ist  dem  in  96  ange- 
gebenen völlig  analog. 
Eine  zur  Bildebene  TT2 
parallele  Hilfsebene  TT 
schneide  die  Ebene  des 
Dreieckes  ABC  in  der 
Geraden  a  =  DE,  die 
YfiT  als  Drehachse  be- 
nutzen,  um  ABC  als 
A^B^C^  in  TT  umzulegen,  worauf  das  Bild  die  wahre  Gestalt  des  Drei- 
eckes zeigt  (Fig.  504).  Zuerst  werde  A  umgelegt.  Die  Strecken  AF== 
{A  H  TT)  und  FG  =  (F  -\  a)  bestimmen  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
AFG,  dessen  Hypotenuse  GA  als  GA^  auf  FG  aufgetragen  den  Punkt 
A'^  ergiebt  {A,F,  #  ^;#;  1|  y„  Fß,  ±  a„  A  ^i^o^.' --  A  00^0^,  F,Ä\ 


Fig.  504. 
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=  FqA^  und  IIa,,  Ö,J,^  =  ^A^^  ^^^  ^*^  gefunden,  so  erhält  man 
das  Dreieck  A^B^^C^  als  das  zu  Afifi^  in  Bezug  auf  die  Achse 
a^  affin  gelegene. 

826.  Um  aus  einem  gegebenen  Punkte  P  das  Lot  auf  eine 
Ebene  E  zu  fällen,  legt  man  die  zweite  projizierende  Ebene  dieses 
Lotes  Z  um  /"  in  die  Bildebene  TTj  um  (Fig.  505).  Diese  Ebene 
schneidet  E  in  der  Geraden  FG  ±  e^  und  enthält  /als PQ  =  (P  H  i^G); 


Pig.  505. 

/"  ist  ihre  zweite  Spur  und  schneidet  e^  senkrecht  in  F\  das  Bild 
ihrer  ersten  Spur  läufk  parallel  zu  y^  und  triflft  e^^  in  (?,.  Man 
erhält  hieraus  die  Umlegungen  F^  von  P  und  FG^  von  FG.  Zieht 
man  durch  P®  die  Senkrechte  l^  zu  FG^  und  schneidet  sie  FG^ 
und  l"  in  (^  resp.  in  X^,  so  ist  (^  die  ümlegung  von  Q  und  L^ 
der  zweite  Spurpunkt  von  /;  folglich  ist  Z,  =  i^P,  das  Bild  des  ge- 
suchten Lotes  und  Z/  =  ^2 -^/  ^*^^  ^^^^  seines  Grundrisses  (Q^Q,  ||  P'P,). 
Das  Bild  Q,  des  Fußpunktes  Q  liegt  auf  FG^,  sein  Grundrißbild  4' 
senkrecht  darunter  auf  Z/.  Die  Strecke  P^Q^  giebt  die  wahre  Länge 
von  P<8  an.  —  Unser  Verfahren  kann  auch  umgekehrt  dazu  dienen, 
in  einem  gegebenen  Punkte  Q  der  Ebene  E  eine  Normale 
QP  von  vorgeschriebener  Länge  zu  errichten. 

827«  Von  einem  Punkte  P  und  einer  Geraden  g  seien  die  beiderlei 
Bilder  P,,  P/  und  ^^,  gl  gegeben  (Fig.  506).  Um  den  senk- 
rechten Abstand  PQ  des  Punktes  P  von  der  Geraden  g  zu 
zeichnen  und  seine  wahre  Länge  zu  finden,  drehen  wir  g  in  eine  zur 
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Bildebene  parallele  Lage.  Als  Drehachse  a  ziehen  wir  die  Parallele 
zu  TT  durch  P,  die  ^  {^  ^  trifiPt  Ihr  Grundrißbild  a/  ist  parallel 
za  X  durch  P/  zu  ziehen;  der  senkrecht  über  ^/  =»  a/  x  ffj  auf  ff 
liegende  Punkt  Ä^  bestimmt  mit  P^  das  Bild  a^  der  Achse  a.  In 
die  parallel  zur  Bildebene  durch  a  gelegte  Ebene  TTs  ist  die  Gerade 
ff  mit  dem  Lote  PQ  umzulegen.  Nach  der  Drehung  ei*scheinen  ihre 
Bilder  ^/  und  P,Q/  zu  einander   rechtwinklig  und  letzteres  giebt 


'^: 


^    I 
\ 


'^^4f^ 


.ar 


Fig.  506. 

die  wahre  Länge  PQ  an.  Die  Drehung  selbst  wird  ausgeführt;  indem 
man  Ton  irgend  einem  Punkte  P  der  Geraden  ff  das  Lot  PC  auf 
die  Ebene  TT3  und  von  dessen  Fußpunkt  aus  das  Lot  CD  auf  die 
Achse  a  fällt.  Die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  mit 
dem  Elatheten  PC  und  CP  ergiebt,  Ton  P  aus  auf  PC  abgetragen, 
einen  Punkt  P^  des  umgelegten  Geraden  ff^,  deren  schiefes  Bild 
ffj^  zu  zeichnen  ist.  Hierauf  erhält  man  Q/"  (z.  PjQ^^A^  =  R) 
und  Q,  durch  die  Bemerkung,  daß  Q/QJI  ^,^-8,  sein  muß.  Dem- 
nach können  beide  Bilder  PJ^^  und  P/Q/  gezeichnet  werden. 

828.  Den  Winkel  a  zweier  gegebenen  (sich  schneiden- 
den) Geraden  ff  und  h  bestimmt  man  am  einfachsten,  indem  man  in 
der  Bildebene  die  Verbindimgslinie  a  der  Spurpunkte  G^  und  H^ 
der  Schenkel  zieht  und  den  Scheitel  8  des  Winkels  um  a  in  die 
Bildebene  niederlegt  (Fig.  507).  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  das 
von  S  auf  TT,  gefällte  Lot  als  Sß"  darzustellen,  aus  S"  auf  a  das 
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Lot  S''T  zu  fällen  und  auf  seine  Verlängerung  von  T  aus  die  Strecke 
TS^  abzutragen,  welche  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkl^en ,  mit 
den  Katheten  SS"  und  S''T  gebildeten  Dreieckes  gleich  ist.     Dann 


Fig.  507. 

ist  S^  der  niedergelegte  Scheitel  5  und  z.  G^S^H^  =  a  der  gesuchte 
Winkel.  Ist  G^H^  nicht  erreichbar,  so  schneide  man  die  Geraden  g 
und  h  mit  einer  zu  TTg  parallelen  Hilfsebene  und  lege  in  diese  um. 
Die  Aufgaben:  den  Neigungswinkel  einer  Geraden^  gegen 
eine  Ebene  E  oder  den  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  zu 
bestimmen,  können  auf  die  zuletzt  behandelte  zurückgeführt  werden. 

829«  Der  kürzeste  Abstand  PQ  zweier  gegebener  Ge- 
raden g  und  A.  Seien  gegeben  g^,  gj  und  A^,  A/,  so  bilde  man 
eine  g  schneidende  und  zu  h  parallele  Gerade  i  durch  t,  und  t/  ab, 
indem  man  etwa  t/  ==:  A/  annimmt  (Fig.  508).  Hierauf  bestimme  man 
die  Spuren  e^  und  e^  der  Verbindungsebene  E=^  gi  durch  e^^  =  ^iXi* 
und  ^2  =  G^J^.  Durch  einen  Punkt  von  A,  z.  B.  durch  den  Spur- 
punkt H^,  lege  man  eine  Ebene  A  normal  zu  e^\  sie  enthält  das 
von  H^  auf  E  gefällte  Lot  H^K  und  dieses  hat  bereits  die  Richtung 
und  Länge  des  gesuchten  gemeinsamen  Lotes  PQ  der  Geraden  g 
und  A.  Legt  man  A  um  die  zu  e^  senkrechte  Bildspur  in  die 
Bildebene  um,  so  ergiebt  sich  die  Umlegung  f^  der  zu  e^  senk- 
rechten Schnittlinie  E  X  A  =  /*  und  als  Normale  zu  ihr  die  üm- 
legung  H^K^  von  H^K  und  hieraus  K^  auf  /;  {K^EP  läuft  parallel 
zur  Verbindungslinie  des  ersten  Spurpunktes  von  f  mit  seiner  Um- 
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leguikg].  Zieht  man  durch  K^  die  Parallele  k^  zu  k^,  so  stellt  sie 
die  senkrechte  Projektion  von  A  auf  die  Ebene  £==  ffi  dar  und 
schneidet  ff^  in  P^.     Durch  P^  ist  das  Bild  P^Q^  der  gemeinsamen 


Fig.  508. 

Normalen  PQ  von  ff  und  h  parallel  zu  ff 2^»  ^^  ziehen;  ^2^^  giebt 
ihr  wahre  Länge  an. 

Es  mag  genügen,  die  wichtigsten  metrischen  Aufgaben  in 
schiefer  Projektion  gelöst  zu  haben.  Man  wird  daraus  erkennen, 
daß  es  nur  weniger  Abänderungen  und  Zusätze  bedarf,  um  die 
früher  (79 — 108)  fiir  die  orthogonale  Parallelprojektion  entwickelten 
Methoden  auf  alle  ähnlichen  elementaren  Probleme  auszudehnen, 
deren  Lösung  in  schiefer  Projektion  yerlangt  wird. 

830.  Die  Prinzipien,  die  zur  Konstruktion  des  wahren 
und  scheinbaren  Umrisses  eines  gegebenen  Objektes,  sowie 
seiner  Eigen-  und  Schlagschatten  bei  Parallelbeleuchtung 
fähren  (und  die  man  in  163—165,  474,  475,  523,  528—530  ange- 
geben findet);  gelten  für  jede  Parallelprojektion,  also  auch  für  unser 
jetziges  Darstellungsverfahren.  Nimmt  man  statt  der  Parallelbe- 
leuchtung eine  Centralbeleuchtung  an,  so  erfahren  die  Kon- 
struktionen einige  leicht  zu  übersehende  Abänderungen.  In  jedem 
Falle    hat    man   zuerst   die   Lichtgrenze   (den   wahren  Umriß)   des 
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Objektes  zu  bestimmen,  hierauf  suche  man  seinen  Schlagschatten 
(seheinbar^i  Umriß)  in  der  Grundrißebene  bezw.  in  der  Bildebene 
und  zuletzt  den  Schlagschatten  des  Objektes  auf  sich  selbst.  Bei  der 
AusfCLhrung  in  schiefer  Projektion  beachte  man  die  folgenden  Sätze. 
Ist  ein  Punkt  P  durch  P^,  P/  gegeben  und  sind  /^,  //  die 
Bilder  des  ihn  enthaltenden  Lichtstrahles  resp.  seines  Grundrisses , 
so  ist  //  das  Bild  des  Grundrißschattens  der  Vertikalen  g  =  PF' 

und  ihr  Schatten  g*  auf  die  Bild- 
ebene geht  durch  //  x  x  recht- 
winklig zur  o:- Achse;  folglich 
ist  P^:=:l^x  i;  das  Bild  des 
Grundrißschattens  von  P 
und  P*  ^l^x  g*  sein  Schatten 
auf  die  Bildebene.  Sind  die 
Lichtstrahlen  parallel,  so 
sind  l^  und  Z/  durch  ihre  ge- 
gebenen Richtungen  und  die 
Punkte  P^  resp.  P/  bestimmt 
(Fig.  609).  Kommen  die  Licht- 
strahlen aus  einem  gegebenen  Punkte  Z,  so  sind  /,  und  // 
als  Verbindungslinien   L^P^   resp.  -S/P/  bestimmt. 


Pig.  509. 


Anwendungen  der  schiefen  Projektion. 

881.  Wir  gehen  dazu  über,  das  Verfahren  der  schiefen  Pro- 
jektion auf  einige  Beispiele  anzuwenden  und  betrachten  zuerst  eben- 
flächige Körper  nebst  ihren  Schatten. 

Ein  regelmäßiges  Zwölfflach  sei  durch  eine  seiner  fünf- 
eckigen Seitenflächen^  die  in  der  Grundrißebene  liegen  mag,  gegeben. 
Nach  141  bestimmt  man  leicht  seinen  vollständigen  Grundriß  und 
die  ersten  Tafelabstände  seiner  Eckpunkte.  Indem  man  hierauf  die 
Grundrisse  der  Ecken  durch  die  schiefe  Projektion  abbildet  und 
Ton  den  Bildern  aus  in  vertikaler  Richtung  die  bezüglichen  Tafel- 
abstände abträgt,  gelangt  man  zu  den  Bildern  aller  20  Ecken  des 
Dodekaeders  und  hat  nur  noch  seine  Kanten  auszuziehen.  In 
Fig.  510  ist  die  Kante  1,2  der  untersten  Seitenfläche  parallel  zur 
or-Achse  gewählt.  Man  konstruiert  femer  die  Schatten  der  Ecken 
des  Zwölfflachs  auf  die  Grundriß-  bezw.  Bildebene  nach  830  unter 
der  Annahme  paralleler  Lichtstrahlen  (/^,  //).  Die  Lichtgrenze  auf 
dem  Zwölfflach  wird  von  einem  windschiefen  Zehneck  mit  den 
Ecken    1,  2,  7,  13,  18,  19,  20,  15,  10,  5  gebildet,    dessen  Gegen- 
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Seiten  «iederam  parallel  sind.  Za  seiuen  Ecken  geh&ren  die  Punkte 
1,  19,  in  denen  /,  das  Bild  des  Eörpera,  sowie  die  Ftrnkte  10,  13, 
in  deo^  //  das  GmndrißbUd  streift.  Dieser  Schatten  wird  unter 
Umständen  an  der  x-Achse  gebi-odien  sein.  Der  Aofrißscliatten  ist  zd 


Pig.  510. 

dem  (über  die  j;-Achse  hinweg  fortgesetzten)  G^ndriöschatten  affin 
(Af&nitätsachse  x,  AMnitätsstraU  l^  und  ist  hierdurch  bestinuut.  — 
Neben  dem  Dodekaeder  stehe  auf  der  Grundrißebene  eine  gerade 
Pyramide  mit  regelmäßiger  sechsseitiger  Basis,  die  leicht  in  schiefer 
Projektion  gezeichnet  wird.  Zieht  man  durch  das  Bild  S^  der  Spitze 
und  ihr  Grundrißbild  8^'  die  Geraden  l,  und  //,  so  schneiden  sie 
sich  im  Bilde  S^  ihres  Grundrißschatteus.  Die  Lichtgrenze  anf  der 
Pyramide  wird  von  zwei  Kanten  SB  und  SE  gebildet,  deren  Basis- 
pnnkte  B,  M  mit  8^  verbanden  die  Grenzen  des  Schlagschattens  liefern. 
Ihre  Bilder  überschueideu  das  Ton  den  Grundrißscbattenbildem  der 
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Dodekaederkanten  gebildete  Netz.  Qeht  man  von  den  Schnittpunkten 
in  Parallelen  zu  /^  bis  zu  den  Bildern  der  Kanten  selbst  zurück,  so 
erhält  man  die  Bilder  der  Eckpunkte  des  Schlagschattens  der  Pyra- 
mide auf  das  Zwolf&ach.  Um  dabei  auch  den  Schatten  der  Spitze 
zu  erhalten,  benutzt  man  die  Schatten  der  über  S  hinaus  verlängerten 
Kanten  BS  und  ES. 

838.   Darstellung  eines  geraden  Kreiscylinders,  dessen 
Grundkreis  in  TTj   liegt  (Fig.  511).      Sei  A  der  Mittelpunkt  des 
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Fig.  511. 

in  TTj  gegebenen  Grundkreises  k  und  A^  sein  Bild,  so  erhält  man 
zuerst  Ä^,  das  Bild  des  Grundkreises,  als  eine  zu  k  a£Sngelegene 
Ellipse;  die  Affinitätsachse  ist  die  a:- Achse;  ^  und -4^  sind  ein  Paar 
affiner  Punkte. 

Der  wahre  Umriß   des  Cylinders  für  die  schiefe  Projektion 
besteht  aus  zwei  Mantellinien,  deren  Yerbindungsebene  die  Cylinder- 
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achse  a  enthält  und  auf  dem  Grundriß  o'  jedes  Sehstrahles  o  senk- 
recht steht.  Man  findet  die  ersten  Spurpunkte  B  und  C  der 
fraglichen  Mantellinien  als  Endigungen  des  zu  o'  senkrechten  Durch- 
messers Ton  A.  Zieht  man  durch  B  und  C  Parallelen  zu  o',  so 
hestimmen  diese  auf  der  or-Achse  Punkte  der  scheinbaren  Um- 
rißlinien des  Cylinders.  Letztere  stehen  senkrecht  zu  dieser  Achse 
und  berühren  die  Ellipse  k^  in  den  Punkten  B^  und  C^\  die  Durch- 
messer B  C  und  BC  Ton  k   resp.  k  sind  affin.     BC^  und  der  zu  x 

MM  9  ^  9      9 

senkrechte  Durchmesser  von  k^  sind  konjugiert. 

Um  den  Schnitt  des  Cylinders  mit  einer  durch  die  Linien 
e^^  und  «2  bestimmten  Ebene  E  darzustellen,  ziehe  man  durch  Ä^ 
parallel  zu  e^^  das  Grundrißbild  ^/  einer  in  E  gelegenen  Streich- 
linie ff,  welche  die  Cylinderachse  a  im  Mittelpunkte  M  der  Schnitt- 
ellipse triflFfc.  Man  findet  G^  aus  G^  =  ff^  X  x,  hierdurch  ff^Wff^ 
und  dann  M^^  g^x  ö^.  Sei  F^  der  Fußpunkt  des  aus  Ä  auf  e^ 
gefällten  Lotes  und  F^^  auf  e^^  sein  Bild,  so  ist  ÄJP^^  =  /'/  das 
Grundrißbild  einer  Falllinie  in  E,  die  durch  M  geht,  und  M^F^^  ihr 
Bild.  Die  Linien  f  und  g  sind  die  Achsen  der  Schnittellipse,  f\  und 
g^  konjugierte  Durchmesser  ihres  Bildes;  ihre  Endpunkte  werden 
mit  Hilfe  des  Grundrisses  gewonnen.  —  Die  wahre  Gestalt  der 
Schnittkurve  erhält  man  durch  ihre  Umlegung  in  die  Bildebene 
um  e^.  Bei  der  Ausführung  fällt  man  zuerst  Ton  M  das  Lot  MM" 
auf  TTg  (im  Bilde  M^M"")  und  zieht  durch  M"  die  Normale  zu  e^\ 
ihr  Schnittpunkt  M^  mit  einem  über  dem  Durchmesser  F^G^  ge- 
schlagenen Kreise  bildet  die  Umlegung  von  M  [/^  F^M^G^^B), 
wenn  F^  und  G^  die  auf  e^  gelegenen  Spurpunkte  von  f  und  g  be- 
deuten. Zwischen  der  umgelegten  Ellipse  und  ihrer  schiefen  Pro- 
jektion besteht  Affinität;  die  Achse  ist  ^3,  M^  und  M^  sind  ein 
Paar  affiner  Punkte.  Diese  Angaben  genügen  zur  Durchführung 
der  Konstruktion. 

Um  Eigen-  und  Schlagschatten  des  Cylinders  flir  Parallelbe- 
leuchtung zu  bestimmen,  denke  man  sich  einen  (etwa  die  Cylinder- 
achse treflfenden)  Lichtstrahl  l  durch  sein  Bild  /,  und  das  Bild  // 
seines  Grundrisses  gegeben.  Die  Lichtgrenze  auf  dem  Cylinder 
besteht  aus  zwei  Mantellinien,  deren  Bilder  das  Bild  k^  des  Grund- 
kreises in  den  Endpunkten  des  zu  //  konjugierten  Durchmessers 
treffen;  die  Bilder  der  Schattengrenzen  im  Grundriß  sind  die  in 
diesen  Punkten  an  k^  gezogenen  Tangenten,  also  parallel  zu  //,  u.  s.  f. 
Die  Schattenkonstruktion  ist  in  die  Figur  nicht  eingetragen. 

833.  Darstellung  eines  geraden  Kreiskegels,  dessen 
Grundkreis  in  TTi  liegt  (Fig.  512).    Die  Abbildung  des  Grund- 
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kreises  k  (Centram  Ä)  wird  genau  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  er- 
halten. Der  wahre  umriß  des  Kegels  fttr  die  schiefe  Projek- 
tion besteht  aus  den  beiden  Mantellinien,  die  in  der  Polarebene  des 
durch  die  Spitze  8  gezogenen  Sehstrahles  o  liegen.  Sei  S^^  der  erste 
Spurpunkt  desselben;  die  ersten  Spurpunkte  B  und  C  jener  Mantel- 
linien findet  man  dann  auf  der  Polare  von  8^  in  Bezug  auf  k.     Er 
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Fig.  512. 

entspricht  dem  Bilde  S^  der  Spitze  ebenso  durch  Affinität  wie  A  dem 
Punkte  A^.  Zieht  man  die  Linien  8^£  und  S^C,  welche  den  £reis  k 
berühren,  so  schneiden  sie  auf  der  z- Achse  Punkte  der  schein- 
baren Umrißlinien  des  Kegels  aus.  Letztere  berühren  das  Bild 
k^  des  Grundkreises  in  den  zu  Bj  C  affinen  Punkten  B^,  C^, 

Zur  Bestimmung  der  Eigen-  und  Schlagschattengrenzen  werde 
durch  die  Spitze  8  des  Kegels  ein  Lichtstrahl  /  gezogen  und  sein 
Spurpunkt  in  TTi  durch  8^,  sowie  dessen  Bild  durch  8^  bezeichnet. 
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Die  fOr  /  ale  Polfitr&bl  des  Kegela  bestimmte  Folarebene  enthält 
die  Mantellinien  8D  und  SE,  aus  denen  die  Lichtgrenze  auf  dem 
K^el  besteht.  Die  Sehne  D^E^  der  Ellipse  £,  bildet  also  die  Polare 
des  Punktes  S^  und  die  Tangenten  S^D^,  S^E^  begrenzen  ina  Bilde 
den  GnindrißBchatten.  In  der  Figur  erscheint  derselbe  an  der 
^-Acbse  gebrochen  und  im  Au&iß  fortgesetzt.  Die  Vertikale  durch 
den  Punkt  //  x  x  trifft  /,  in  dem  Schatten  5*  der  Spitze  5  auf  TT,. 
Die  Konstruktion  gilt  gleichmäßig  filr  parallele  oder  centrale  Be- 
leuchtung; im  Falle  der  letzteren  verbindet  der  Lichtstrahl  /  den 
leuchtenden  Punkt  X  mit  der  Spitze  S. 

S34.    um  in  schiefer  Projektion  die  Abbildung  einer  auf 
der  Grundrißebene  TTi    liegenden  Kugel  mit  ihren  Eigen- 


Fig.  513. 

und  Schlagscbattengrenzen  (für  parallele  Lichtstrahlen)  zu  er- 
halten, denkt  man  sich  am  einfachsten  die  Bildebene  TTj  durch  den 
Kugelmittelponkt  jW  gelegt  (Fig.  5 1 3).  In  dieser  ziehen  wir  zwei  Durch- 
messer, den  vertikalen  AB  und  den  horizontalen  CD,  und  bilden  den 
auf  TT,  senkrechten  Durchmesser  EF  als  E^F^  ab.  Die  Kugel  schneidet 
die  Ebene  TT,  in  dem  Hauptkreise  m  =  ADBC  und  berOhrt  n, 
in  dem  Punkte  Ä.    Die  durch  EF  horizontal  bezw.  vertikal  gelegten 
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Ebenen  schneiden  die  Kugel  in  zwei  weiteren  Hauptkreisen  n  und  k, 
deren  Bilder  als  Mlipsen  mit  den  konjugierten  Durchmessern  CD 
und  JB^F^   resp.    AB  und  ß^F^  bestimmt   werden.  —  Der  wahre 
umriß  der  Kugel  für  die  schiefe  Projektion  ist  ein  Hauptkreis  u, 
dessen  Ebene  auf  dem  Sehstrahl  o  senkrecht  steht;  sein  Bild  oder 
der  scheinbare  umriß  ist  eine  Ellipse  u^  deren  Achsen  NO  und 
P^Q^  direkt  bestimmt  werden  können.     Denn  die  Sehstrahlenebene 
durch  EF  schneidet  TT^  senkrecht  in  F^F^  und  enthält  den  Durch- 
messer PQ  von  tt,  dessen  Bild  auf  die  Gerade  E^F^  fällt;  der  zu  PQ 
rechtwinklige  Durchmesser  NO  von  u  liegt  in  der  Bildebene  TTj  und 
zwar  rechtwinklig  zu  F^F^^  also  auch  zum  Bilde  P^Q^.    Legt  man 
die  gedachte  Sehstrahlenebene  um  F^F^  in  TT3  nieder,  so  fällt  E^ 
mit  N  zusammen;  Oq  =  NE^  ist  ein  umgelegter  Sehstrahl,   die  Um- 
legung PqQq  von  PQ  ist  rechtwinklig  zu  o^  und  PqP^Woq,     Für  die 
gesuchte  Halbachse  der  Ellipse  u^  gilt  auch:  MP^  =  NE^,  denn  die 
Dreiecke  NEJH  und  MP^P^   sind  kongruent,   und  folglich  sind  E^ 
und  F^  die  Brennpunkte  von  u^.     Die  Umrißellipse  u^  berührt  die 
Bilder    der    drei    Hauptschnitte    A,    m,    n    in   je    zwei    diametral 
gegenüberliegenden  Punkten,  ihre  Tangenten  sind  in  diesen  Punkten 
resp.  parallel  zu  x^  y^  und  z,    da  die  geraden  Kreiscylinder  durch 
Ä,  m,  n  die  Kugel  berühren  und  folglich  Gleiches  für  ihre  Umrisse  gilt. 
Die  Lichtgrenze  auf  der  Kugel  ist  der  Hauptkreis  v.  dessen 
Ebene  senkrecht  zur  Lichtstrahlrichtung  steht.    Sein  Bild,  die  Ellipse 
«„  bestimmt  man  aus  zwei  konjugierten  Durchmessern,  denen  recht- 
winklige  des  Kreises  v  entsprechen.    Wir  ziehen  einen  Lichtstrahl  / 
durch  das  Kugelcentrum  M  und  bestimmen  seinen  Spurpunkt  M^  in 
TTj,  sowie  dessen  Bild  M^,     Zwei  rechtwinklige  Durchmesser,   UV 
und  XY,  von  v  finden  sich  in  der  Bildebene  selbst  und  in  der  senk- 
recht zu  ihr  durdi  l  gelegten  Ebene.     UV  ist  rechtwinklig  zu  /". 
Legt  man  l  um  /"  nach  /®  in  die  Bildebene  um,  so  gelangt  MX  in 
die  zu  Z«   rechtwinklige   Lage  MX''  (/«=  Jlfl/^«,    M^'M^'^  ^  M^'M^ 
und  JL  MM^'\    Man  findet  demnach  MX^  aus  der  Bemerkung,  daß 
die  betrachtete  Figur  sowohl  zu  ihrer  Unüegung  als  auch  zu  ihrem 
Bilde  affin  liegt  und  zwar  beide  Male  in  Bezug  auf  die  Achse  /"; 
es  sind  also  auch  Umlegung  und  Bild,  z.  B.  M^  und  M^^  X^  und 
X^  affin.     Sind  die  konjugierten  Durchmesser  UV  und  X^^  von  v^ 
bestimmt,    so  werden  auch   die  Bilder   der  zugehörigen   Grundriß- 
schatten leicht  gefunden  (vergl.  830);  sie  bilden  konjugierte  Durch- 
messer   der   Ellipse   v^,    also    des   Bildes    der   Schlagschatten- 
grenze in  TTi-  —  Ein  zweites  Verfahren  zur  Darstellung  der  E^gen- 
und  Schlagschattengrenzen  der  Kugel  geht  von   den  rechtwinkligen 
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Dorchmessem  GH  und  J£  des  Kreises  t;  aus,  von  denen  der  erste 
in  der  horizontalen  Diametralebene,  der  andere  in  der  senkrecht 
zu  ihr  durch  /  gelegten  Ebene  gefunden  wird  {JK±l).  Der 
Grundriß  AG'  des  Halbmessers  MO  ist  senkrecht  zu  M^Ä  zu  ziehen 
und  ergiebt  sofort  &/  und  O^,  Legt  man  femer  die  Ebene  J^MM^ 
durch  Drehung  um  AB  in  die  Bildebene  um,  wobei  M^  in  M^/^  auf 
X  übergehen  mag  {AM^^  =  AJQ,  so  nimmt  J  die  Lage  J^  auf  dem 
Kreise  ADBC  ein,  für  welche  MJt^  ±  MM^  ist  und  das  Bild  J^  ent- 
spricht dem  Punkte  Ja  ebenso  wie  M^  dem  Punkte  M^  durch 
Affinität  in  Bezug  auf  die  Achse  AB,  Was  die  Bilder  der  Grundriß- 
schatten  der  Durchmesser  GH  und  JK  betriflFt,  so  ist  G^H^  i^  G^H^ 
und  J^K^  liegt  auf  //  (//^  ||  K^K^  \\  /,).  Die  Ellipsen  r.  und  t;^ 
sind  perspektiv-affin;  die  Achse  ist  durch  den  Schnittpunkt  J^K^  X  // 
parallel  zu  G^H^  zu  ziehen. 

S35.  Wir  geben  im  folgenden  Darstellungen  der  Flächen 
2.  Grades  in  schiefer  Projektion,  indem  wir  ihre  Achsen,  bezw. 
die  in  ihren  Symmetrieebenen 
gelegenen  Hauptschnitte  als 
bekannt  voraussetzen  (vergl. 
666). 

Ein  Ellipsoid  sei  durch 
seine  Halbachsen  OX,  OY,  OZ 
gegeben,  von  denen  wir  OX 
und  OZ  in  der  Bildebene 
selbst  annehmen,  während  OY 
durch  das  Bild  OY^  (nach  An- 
nahme eines  bestimmten  Ver- 
kürzungsverhältnisses)  fixiert 
wird  (Fig.  514).  Es  sind  dann 
OY^  und  OZ,  OZ  und  OX,  OX 
und  OY^  Paare  konjugierter 
Durchmesser  für  drei  Ellipsen 
lg,  m,  n^j  welche  die  Haupt- 
schnitte des  Ellipsoides  dar- 
stellen. Der  wahre  Umriß  u 
des  Ellipsoides  liegt  in  der  zur  ^'  ^^** 

Sehstrahlrichtung  konjugierten  Diametralebene;  der  scheinbare  Umriß 
u^  ist  ebenso  wie  die  Ellipsen  /^,  m,  n,  aus  konjugierten  Durch- 
messern bestimmt,  die  nach  691  gefunden  werden.  In  den  End- 
punkten der  zu  x,  y^  und  z  konjugierten  Durchmesser  berührt  die 
Ellipse  Ug  die  Ellipsen  l^,  m,  n^,  woraus  die  Berührungspunkte  auf 

25* 
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den  letzteren  leicht  konstruiert  werden.  Man  findet  z.  B.  für  die 
Ellipse  m  den  Halbmesser  OG  anf  y^  und  seinen  konjugierten  Halb- 
messer OD  mit  Hilfe  eines  affinen  Kreises,  der  um  0^  (auf  x)  mit 
dem  Kadius  O^X  ==  0^  geschlagen  ist;  die  Affinitätsachse  geht  durch 
X  parallel  zu  z,  die  Affinitätsstrahlen  liegen  parallel  zu  x.  Ist  Y^^J 
rechtwinklig  zu  y,  und  gleich  OG,  femer  OH^  auf  y^  gleich  OJ, 
so  sind  OD  und  OB^  konjugierte  Halbmesser  von  u^. 

836.    Ein  einschaliges  Hyperboloid  sei  durch  seine  beiden 
reellen  Halbachsen  OX  und  0¥  und  die  imaginäre  Halbachse  OZ 

gegeben.  Wir  be- 
nutzen die  Ebene  OXZ 
als  Bildebene  und 
stellen  OY  in  schiefer 
Projektion  als  OY^  dar 
(Fig.  51 5).  07^  und  0^ 
sind  konjugierte  Halb- 
messer der  Hyperbel 
l^j  die  als  Bild  des  zu 
X  normalen  Haupt- 
schnittes /  auftritt: 
ihre  Asymptoten  haben 
die  Richtungen  der 
Diagonalen  des  aus 
07,  und  0^  (als  Seiten) 
gebildeten  Parallelo- 
grammes.  OZ  und  OX 
bilden  die  imaginäre, 
resp.  reelle  Halbachse 
der  in  der  Bild- 
ebene selbst  gelegenen 
Hauptschnitthyperbel 
m.  Die  Asymptoten- 
paare der  Kurven  / 
und  m  bilden  die  ent- 
sprechenden Haupt- 
schnitte des  Asymptotenkegels  unseres  Hyperboloides.  Der  zu  z 
normale  Hauptschnitt  n  wird  durch  die  Ellipse  w,  dargestellt,  fttr 
welche  OX  und  07,  konjugierte  Halbmesser  sind.  Die  Querschnitte, 
normal  zu  z,  welche  das  Hyperboloid  und  seinen  Asymptotenkegel 
unten  und  oben  begrenzen,  werden  durch  Ellipsen  dargestellt,  die 
zu  n,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind.    Die  zur  Sehstrahlrichtung 


Fig.  515. 
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konjugierte  Diametralebene  schneidet  das  Hyperboloid  in  dem  wahren 
ümriB  Uy  einer  Hyperbel,  und  den  Asymptotenkegel  in  den  zuge- 
hörigen Asymptoten,  die  den  wahren  umriß  dieses  Kegels  bilden. 
Den  scheinbaren  Umriß  u^  (und  seine  Asymptoten)  bestimmt  man 
aus  konjugierten  Durchmessern,  die  nach  695  gefunden  werden. 
Man  findet  zuerst  in  der  Ellipse  n,  den  auf  z  gelegenen  Halbmesser 
OF^  und  seinen  konjugierten  OG^.  Macht  man  sodann  OH  auf  Z 
gleich  der  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse 
gleich  OZ  und  dessen  andere  Kathete  gleich  OF^  ist,  so  bilden  OG^ 
und  OH  konjugierte  Halbmesser  der  Hyperbel  «,. 

837.  Ein  zweischaliges  Hyperboloid  habe  OXund  OZals  ima- 
ginäre und  OZ  als  reelle 
Halbachse;  wir  stellen 
die  Achsen  wie  vorher 
dar  (Fig.  516).  Dann 
sind  OY^  und  OZ^  resp. 
OX  und  OZ  konjugierte 
Halbmesser  bezw.  Halb- 
achsen der  Hyperbeln  /, 
und  7»,  welche  die  zu  x 
und  y  normalen  Haupt- 
schnitte darstellen;  der 
dritte  Hauptschnitt  ist 
imaginär.  Die  Asym- 
ptotenpaare der  Haupt- 
schnitte bilden  wie- 
derum die  entsprechen- 
den Hauptschnitte  des 
Asymptotenkegels ,  der 
hiernach  bestimmbar 
ist.  Die  zu  z  normalen 
Querschnitte ,  welche 
das  Hyperboloid  und 
seinen  Asymptoten  kegel 
unten  und  oben  be- 
grenzen, sind  Ellipsen 
und    zu    der   aus    den 


Fig.  516. 


konjugierten  Halbmessern  OX  und  OY^  konstruierbaren  Ellipse  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen.  Der  wahre  und  der  scheinbare  Umriß 
werden  von  Hyperbeln  u  und  u^  gebildet;  die  letztere  konstruiert 
man  nach  695.      Man  findet  die  konjugierten  Halbmesser  OG^  und 
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OH  von  u^  genau  wie  beim  einschaUgen  Hyperboloid,   nur  ist  jetzt 
OG,  ein  imaginärer  und  OH  ein  reeller  Durchmessen 

838«  Wir  schalten  eine  Überlegung  ein,  die  sich  auf  die  Auf- 
gabe bezieht:  eine  Parabel  zu  zeichnen,  wenn  zwei  ihrer 
Punkte,  Pund  Q,  die  Tangente  t  in  Pund  ein  Durchmesser  d 
gegeben  sind  (Fig.  517).  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  Jlf  der 
Sehne  PQ,  eine  Parallele  zu  rf,  so  trifft  sie  ^  in  ^  und  QW  ist  die 


Parabeltangente  in  Q,  Ist  nun  8  der  Scheitel,  UV  die  Scheiteltan- 
gente und  T  der  Schnittpunkt  der  Achse  mit  PQ,  so  ist  TVWV  ein 
Parallelogramm  (vergl.  422)  und  TW  halbiert  VV^  sowie  die  dazu 
parallele  Strecke  P^,  wo  R  auf  QJV  liegt.  Man  zeichne  also  MW^ 
JFQ  und  PÄ  j.  MJF;  halbiert  man  PB  in  N,  so  ist  T^PQx  WN 
ein  Punkt  der  Achse  und  der  Scheitel  S  ist  der  Mittelpunkt  der 
Strecke  KLj  wenn  die  Achse  die  Linien  PR  und  t  resp.  in  K  und  L 
schneidet  Der  Brennpunkt  J^ liegt  auf  der  zu  LU  senkrechten  Ge- 
raden ÜF\  denn  nach  897  liegen  die  Fußpunkte  der  vom  Brennpunkte 
auf  die  Parabeltangenten  gefällten  Lote  auf  der  Scheiteltangente. 

839*  Ein  elliptisches  Paraboloid  werde  durch  seine  in  TT, 
resp.  TT3  gelegenen  Hauptschnitte  l  und  m  gegeben;  es  sind  dies  zwei 
Parabehi,  die  auf  derselben  Seite  von  TT^  liegen,  deren  Achsen  mit 
der  Flächenachse  z  und  deren  Scheitel  mit  dem  Flächenscheitel  0  zu- 
sammenfallen (Fig.  518).  Wir  wählen  auf  z  außerhalb  der  Fläche 
einen  Punkt  Z",  dessen  Polarebene  die  2r-Achse  in  S  {OS  =  OK^ 
vergl.  422)  und  das  Paraboloid  in  der  Ellipse  k  schneidet;  durch  k 
denken  wir  uns  die  Fläche  begrenzt.     Die  Parabeln  /  und  m  kann 
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man  sich  etwa  durch  ihre  (auf  z  gelegenen)  Brennpunkte  F  und  G 
in  Verbindung  mit  den  übrigen  Angaben  bestimmt  denken.  Man 
konstruiert  dann  leicht 
die  Parabehi  /  und  m, 
sowie  von  ersterer  das 
Bild  /^,  insbesondere 
aber  ihre  zu  der  z-Achse 
normalen  Sehnen  durch 
S,  nämlich  AB  und  CD 
(bezw.  das  Bild  (7,i>,). 
Wird  H  auf  x  so  ge- 
wählt, daß  L.  KHG  =  R 
ist,  so  ist  5^  =  2  •  OH. 
Analog  ist  Ä(7,  =  20/,, 
wenn  /  auf  y  und 
L  KJF^  R  AB  und 
CJ)^  bilden  konjugierte 
Durchmesser  der  Ellipse 
k^y  die  hiernach  kon- 
struierbar ist.  Liegen 
L  und  M^  auf  AB  resp. 
C^D^  unendlich  fem  und 
ist  N  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  z- Achse 

(also  auch  der  des  Paraboloides),  so  hat  man  die  zu  den  Rich- 
tungen 8L  und  SM^  konjugierten  Durchmesser  NP  resp.  NQ  der  Pa- 
rabeln l^  und  rriy  sowie  die  Polare  UF  von  K  in  Bezug  auf  die 
Ellipse  h^  zu  konstruieren.  Nach  689  sind  dann  Ny  P,  Q,  üj  V 
Punkte  der  Parabel  u^,  welche  den  scheinbaren  umriß  unserer 
Fläche  bildet;  P  ist  ihr  Scheitel  und  ihre  Achse  liegt  parallel  zu  z. 
Hiemach  kann  u^  gezeichnet  werden. 

840«  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  sei  durch  seine  beiden 
Hauptschnittparabeln  /  und  m  in  den  Ebenen  TT,  resp.  TT,  gegeben. 
Der  Flächenscheitel  bilde  den  Ursprung  0  und  TTj  sei  die  zugehörige 
Tangentialebene.  Von  den  Parabeln  /  und  m  seien  die  Brennpunkte 
F  und  G  auf  z  gegeben;  aus  ihnen  werden  /  und  m,  sowie^  das 
Bild  l^  konstruiert  (Fig.  519).  Wir  wählen  auf  der  z- Achse  zwei  von  O 
gleichweit  entfernte  Punkte  /  und  K.  K  liege  außerhalb  der  Fläche, 
seine  Polai'ebene  geht  parallel  zu  TT^  durch  /  und  schneidet  das 
Paraboloid  in  einer  Hyperbel  k\  ihre  Scheitel  C  und  D  sind  die 
Schnittpunkte   der   Parabel  /  mit   der   Polare   des  Punktes  K  und 


Fig.  518. 
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werden  ebenso  wie  in  839  dargestellt.  Femer  ziehe  man  die  Polare 
von  /  in  Bezug  auf  m  durch  £  parallel  zu  x  und  bestimme  auf  ihr 
in  analoger  Weise  die  Punkte  A  und  B  der  Parabel  m.  —  Je  zwei 
zur  Ebene  TT,  parallele  Schnitte  unserer  Fläche  sind  kongruente 
Parabeln,  denn  sie  liegen  zugleich  auf  einem  Gylinder  (646,  653). 
In  den  durch  A  und  £  gelegten  Parallelebenen  zu  TT,  findet  man 


Fig.  519. 

daher  die  zu  /  kongruenten  Parabeln  n  und  o;  ihre  Bilder  sind  kon- 
gruent zu  /,,  die  Achsen  parallel  zu  z  und  ihre  Scheitel  entsprechen 
sich  in  derselben  Weise  wie  die  Punkte  0  und  A  resp.  £,  Wir 
denken  uns  das  hyperbolische  Paraboloid  durch  die  Kurven  A,  n  und 
o  begrenzt.  Die  von  A  resp.  £  auf  die  x- Achse  gefällten  Lote 
sind  gleich  0/;  die  durch  ihre  Fußpunkte  parallel  zu  y  gezogenen 
Sehnen  PQ  und  BS  von  n  resp.  o  liegen  in  TTj  und  sind  gleich  CD. 
Daher  bilden  die  Linien  PS  und  QR  den  Schnitt  der  Fläche  mit  der 
Tangentialebene  in  0,  da  je  drei  ihrer  Punkte  auf  dieser  liegen. 
Femer  ist  APCO  ein  Parallelogramm,  dessen  Ecken  der  Fläche 
angehören  und  da  die  eine  Diagonale  OP  auf  ihr  liegt,  gilt  dies 
auch  von  der  anderen  AC.  Ebenso  sind  CBj  BD,  DA  Erzeugende 
des  Paraboloides;  AC^  QJi,  DB  gehören  der  einen  Schar  von  Er- 
zeugenden an,  AD,  PS,  CB  der  anderen.  Die  Bilder  dieser  sechs  Ge- 
raden sind  in  die  Figur  eingetragen.     Die  Parallelen  durch  /  zu  PS 
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und  QR  bilden  die  Asymptoten  der  Hyperbel  k\  zu  ihnen  sind  die 
Grundrisse  beider  Erzeugendenscharen  parallel. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  zu  den  Richtungen  von  x  resp.  y^ 
konjugierten  Durchmesser  der  Parabeln  l^  und  m  zu  bestimmen. 
Ersterer  endigt  in  dem  Scheitel  L^  von  /^,  letzterer  in  dem  Punkte 
M  von  771.  Nach  689  sind  dann  L^  und  M  Punkte  des  scheinbaren 
Umrißes  der  Fläche,  nämlich  einer  Parabel  «,,  und  zwar  ist  L^  ihr 
Scheitel  und  ihre  Achse  ist  parallel  zu  z.  Hieraus  ist  sie  nach  838 
konstruierbar.  In  dem  Berührungspunkte  N^  der  Parabel  t?^  mit  u^ 
endigt  ihr  zur  Richtung  ^/ konjugierter  Durchmesser;  denn  in  diesem 
Punkte  ist  die  Tangente  parallel  zu  den  Bildern  der  Mantellinien 
des  Cy linders,  der  das  Paraboloid  längs  der  Kurve  n  berührt;  AJ 
ist  aber  eine  solche  Mantellinie,  weil  sie  in  der  Tangentialebene 
ACB  des  Punktes  A  und  in  der  Symmetrieebene  TTj  beider  Flächen 
liegt.  Analog  findet  man  den  Berührungspunkt  0^  von  u^  und  o^ 
als  Endpunkt  des  zur  Richtung  BJ  konjugierten  Durchmessers. 

841.  Wir  erläutern  das  Verfahren  der  schiefen  Projektion 
schließlich  noch  an  dem  Beispiele  eines  Rotationskörpers,  der 
als  architektonisches  Glied  an  runden  Postamenten  öfter  vorkommt. 
Die  Rotationsachse  a  sei  vertikal  gestellt,  die  Bildebene  TTg  durch 
sie  gelegt  und  in  dieser  der  Meridianschnitt  des  Körpers  gegeben. 
Der  Halbmeridian  besteht  aus  den  Strecken  BC  und  OG  (die  beide  a 
senkrecht  schneiden),  CD  und  FG  (beide  parallel  zu  a)  und  aus  einem 
Kurvenbogen  771,  der  seine  konvexe  Seite  der  Achse  zukehrt  (Fig.  520 
u.  521).  Um  einfache  Konstruktionen  zu  haben,  setzen  wir  die  Kurve 
771  aus  zwei  Kreisbogen  zusammen,  die  in  E  eine  gemeinsame,  zu  a  pa- 
rallele Tangente  haben,  während  ihre  Tangenten  in  den  Endpunkten 
D  und  F  horizontal  liegen.  Die  Centren  der  betreffenden  Kreise 
seien  M  und  N,  Der  darzustellende  Körper  besteht  also  aus  drei 
Teilen,  nämlich  aus  zwei  cylindrisch  begrenzten  ebenen  Platten  und 
einem  mittleren  Teil,  dessen  Oberfläche  hyperbolisch  gekrümmt  ist. 
um  letzteren  handelt  es  sich  hauptsächlich;  wegen  seiner  Darstellung 
vergleiche  man  533  und  534.  Damit  wir  den  Körper  samt  Eigen- 
und  Schlagschatten  abbilden  können,  müssen  noch  die  Richtungen 
der  Sehstrahlen  o  und  der  Lichtstrahlen  /  gegeben  sein.  Es  seien 
etwa  Grundriß  und  Aufriß  derselben  o\  o"  und  /',  /"bekannt,  woraus 
man  leicht  ein  Projektionsdreieck,  sowie  l^  und  //  konstruiert. 

Wie  die  cylindrischen  Teile  unseres  Körpers  abgebildet,  wie 
ihre  Eigenschattengrenzen  und  die  Grenzen  ihres  Schlagschattens 
auf  die  Grundrißebene  dargestellt  werden,  bedarf  keiner  Erklärung 
mehr  (man  vergl.  532). 
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Der  wahre  Umriß  u  der  konvex-konkaven  Rotationsfläche^ 
welche  die  Kurve  m  erzeugt,  wird  mittels  des  Kegel  Verfahrens  er- 
mittelt Sei  p  der  Parallelfaeis  durch  den  Punkt  P  der  Meridian- 
kurve m  und  p"  sein  in  der  Bildebene  gelegener  Durchmesser.  Die 
zu  P  gehörige  Tangente  von  m  treffe  die  Achse  a  in  8\  so  ist  S  die 
Spitze  des  Kegels,  der  unsere  Fläche  längs  des  Kreises  p  berührt 
und  seine  Umrißlinien  treffen  p  in  zwei  Punkten,  die  dem  Flächen- 
umriß u  angehören.     Man  findet  sie  als  die  Berührungspunkte  der 


'■  '^^  '^v      [_■      ^ 
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Fig.  520. 

Tangenten  an  p  aus  dem  Punkte  Q,  in  welchem  der  Sehstrahl  durch 
S  die  Ebene  des  Parallelkreises  p  trifft.  Jeder  der  fraglichen  Punkte, 
z.  B.  6^',  liegt  auf  p  und  auf  dem  Kreise  über  dem  Durchmesser  QBj 
wo  R  ^  a  xp"  ist;  das  Centrum  sei  T,  Den  Kreis  p  und  die 
Punkte  Q,  1\  U  zeichnen  wir  um  p"  in  die  Bildebene  umgelegt  als 
p^^  Q^,  T^y  ü^  und  bestimmen  L\  als  Bild  von  ü  in  bekannter 
Weise;  die  zugehörige  Tangente  von  u^  geht  durch  S.  Trägt  man 
parallel  zu  a  von  C^,  die  Strecke  L\U^'  =  J?0  ab,  so  ist  (/'  ein 
Punkt  des  Grundrißbildes  ti/  von  w.  Man  wiederholt  dies  Ver- 
fahren f)ir  mehrere  Parallelloreise,  um  hinreichend  viele  Punkte 
von  u^  und  k/  zu  erhalten.  Bezüglich  der  besonderen  Punkte  sei 
folgendes  bemerkt.  Für  den  vom  Punkte  JE  beschriebenen  Kehl- 
kreis k  der  Fläche  geht  ihr  Tangentialkegel  in  einen  Cylinder  über; 
die  Umrißpunkte  auf  k  liegen  daher  auf  dem  zur  Horizontalpro- 
jektion o'  des  Sehstrahles  o  senkrechten  Durchmesser;  in  den  Bildern 
derselben  sind  die  Tangenten  des  scheinbaren  Umrisses  parallel  zu  a. 
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Eb  giebt  einen  höcheten  and  tie&ten  Parallelkreis,  der  vom  waliren 
Umriß  berührt  wird.  Der  Sehstrahl  des  BerfihmngsptmkteB  tangiert 
den  betr.  Meridian  und  enthält  die  Spitze  des  Tangentialkegels,  der 
dem  betreffenden  Parallelkreis  zugehört.  Wird  also  ein  Sehstrahl  o 
(durch  S)  Qm  die  Achse  a  bis  in  die  Bildebene  gedreht,  so  schneiden 
die  zum  gedrehten  Sehstrahle  o^  parallelen  Tangenten  des  Haupt- 
meridiaas  m  die  Achse  iu  den  Bildern  ^  und  ff^  des  höchsten  und 
tiefsten  ümriSpunktes.  Die  bezOglichen  Tangenten  von  u,  Verden 
als  Bilder  der  entsprechenden  Parallelkreistangenten  leicht  bestimmt. 


i; 


Fig.  521. 


In  den  Schnittpunkten  des  Umrisses  u  mit  dem  Hauptmeridiane  m 
steht  die  den  Sehstrahl  enthaltende  Tangentialebene  auf  der  Bild- 
ebene senkrecht  und  folglich  ist  die  Tangente  Ton  m  parallel  zum 
Anfriß  o";  hieraus  werden  die  genannten  Punkte  gefunden.  An  vier 
Stellen  wird  der  Umriß  u  von  Sehstrahlen  berührt,  die  Haupttangeuten 
der  Fläche  bilden;  den  Berührungspunkten  entsprechen  Spitzen  des 
scheinbaren  Umrisses  und  beim  Bilde  u/  seines  Grundrisses  die 
BerUhrungsponkte  der  zu  0,'  (also  zu  a)  parallelen  Tangenten.  Diese 
Bemerkung  dient  zur  Äuf&ndang  der  vier  Spitzen,  falls  genOgend 
viele  Punkte  von  u    und  h  '  bekannt  sind. 
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Um  die  Lichtgrenze  v  auf  unserer  Fläche  zu  finden,  wenden 
wir  wiederum  das  Kegelverfahren  an,  setzen  aber  an  Stelle  der  Seh- 
strahlen o  die  Lichtstrahlen  /;  im  Prinzip  wird  hierdurch  nichts  ge- 
ändert. Das  Bild  v^  der  Lichtgrenze  berührt  den  scheinbaren 
Umriß  u^  an  zwei  Stellen;  die  Berührungspunkte  sind  aus  den 
Schnittpunkten  von  u/  und  v/  abzuleiten  (in  der  Figur  ist  t?/  nicht 
eingetragen).  Sind  hinreichende  Punkte  der  Lichtgrenze  v  im 
Bilde  und  Grundrißbilde  bestimmt,  so  findet  man  leicht  die 
Bilder  ihrer  Schatten  auf  TT|  und  damit  die  Schlagschatten- 
grenze v^.  Wir  haben  nur  nötig,  von  den  Grenzen  des  Schlag- 
schattens des  Körpers  auf  sich  selbst  zu  sprechen.  An  die 
Lichtgrenze  setzen  sich  in  den  Punkten,  wo  sie  von  Lichtstrahlen 
berührt  wird,  in  der  Richtung  derselben  Schlagschattengrenzen  an, 
z.  B.  HJ]  das  Bild  des  Ansatzpunktes  ist  der  Berührungspunkt  von 
u^  mit  einer  zu  l^  parallelen  Tangente.  Der  Endpunkt  /  auf  dem 
von  F  beschriebenen  Kreise  entspricht  dem  Schnittpunkte  e^^  des 
Kreisschattens  mit  der  Kurve  r^;  die  Schlagschattentangente  in  J 
ist  zur  Tangente  von  v^  in  J^  parallel.  Der  untere  Rand  der 
cjlindrischen  Deckplatte  wirft  auf  den  mittleren  Teil  unseres  Kör- 
pers Schatten;  seine  Begrenzung  endigt  in  den  Punkten  von  o,  die 
den  Überschneidungen  von  v^  mit  dem  Randschatten  in  TT^  ent- 
sprechen {K  und  K^)  und  besitzt  daselbst  zvTl^  parallele  Tangenten. 
Der  höchste  Punkt  des  Randschattens  wird  bestimmt,  indem  man 
die  zum  Lichtstrahl  parallele  Meridianebene  in  die  Bildebene  um- 
dreht und  den  mitgedrehten  Lichtstrahl  durch  den  Randpunkt  D^ 
mit  dem  Hauptmeridian  schneidet;  hierauf  ist  die  der  Rückwärts- 
drehung entsprechende  Konstruktion  auszuführen. 


Das  Verfahren  der  orthogonalen  axonometrischen  Projektion. 

842.  Die  darzustellende  räumliche  Figur  denken  wir  uns  mit 
einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  verbunden  und  auf  seine 
drei  Ebenen  TTi,  TTj,  TT3  durch  senkrechte  Projektion  bezogen.  Das 
Ganze,  die  Raumiigur  mit  dem  Koordinatensystem,  projizieren  wir 
senkrecht  auf  die  Bildebene  TT,  von  der  wir  annehmen,  daB  sie 
keiner  Koordinatenebene  parallel  sei.  Welches  die  zweckmäßigste 
Lage  des  Koordinatensystems  gegen  das  Objekt  ist,  entscheidet  sich 
nach  dessen  geometrischen  Eigenschaften.  Man  wird  die  Achsen  den 
wichtigsten  Linien  des  Objektes  parallel  legen  und  etwa  vorhandene 
Symmetrieebenen  als  Koordinatenebenen  benutzen. 
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Bezüglich  der  Bezeichnungen  mag  f&r  unser  gegenwärtiges  Ver- 
fahren folgendes  verabredet  werden.  Wir  werden  die  Elemente  der 
Originalfigur  und  ihre  axonometrischen  Bilder  mit  den  gleichen  Buch- 
staben benennen.  Zur  Unterscheidung  beider  aber  setzen  wir  die 
Symbole,  die  das  Original  betreffen  in  Klammem.  Es  bedeuten  also 
z.  B.  P,  P',  P",  P'"  die  Bilder  eines  Punktes  und  seiner  drei 
senkrechten  Projektionen  auf  TTi,  TTg,  TTg;  der  Originalpunkt  heißt 
dagegen  (P).  Ebenso  sollen  y,  /,  g'\  g"'  die  Bilder  einer  Geraden 
und  ihrer  drei  Risse,  dagegen  [g)  die  Gerade  selbst  bezeichnen,  u.  s.  f. 
Die  von  Punkten  des  Originales  nach  ihren  Bildern  fahrenden 
Strahlen  nennen  wir  wieder  Sehstrahlen. 

848.  Vom  Ursprung  (0)  seien  auf  den  Koordinatenachsen  drei 
Strecken  (OX),  (01^,  {OZ)  von  der  gleichen  Länge  k  abgetragen;  sie 
bilden  das  Achsenkreuz  und  um  dessen  Abbildung  handelt  es  sich 
zuerst.  Die  genannten  Strecken,  die  drei  Kanten  eines  Würfels 
bilden,  erscheinen  im  Bilde  verkürzt  mit  den  Längen 

/  =  OX,  m^Or,  n  =  OZ. 


Die  Verhältnisse 


.         /  m  n 


heißen  die  Verkürzungsverhältnisse  und  stellen  für  jede  in  der 
betreffenden  Achsenrichtung  gezogene  Strecke  das  Verhältnis  der 
Bildläuge  zur  wahren  Länge  dar.  Sind  a,  ß,  y  die  Neigungs- 
winkel der  Koordinatenachsen  gegen  die  Bildebene,  also  auch  gegen 
ihre  Projektionen,  so  hat  man: 

X  =  cos  ccy     fi  =  cos  ßj     V  •=  cos  y. 

Die  Zahlen  /,  m,  n  heißen  die  Verhältniszahlen;  nach  148  er- 
füllen sie  die  Beziehung 

woraus  für  die  Verkürzungsverhältnisse 

A2  +  ^«  +  t;a  =  2 

folgt.  —  Die  Spurpunkte  A,  £,  C  der  Koordinatenachsen  in  der 
Bildebene  bestimmen  das  Spurendreieck  ABC;  seine  Seiten  sind 
die  Spurlinien  der  Koordinatenebenen;  die  Bilder  der  Achsen  ver- 
laufen durch  seine  Ecken  bezw.  rechtwinklig  zur  gegenüberliegenden 
Seite  und  treffen  sich  im  Bilde  0  des  Ursprungs  (0). 

844,  Ist  das  Spurendreieck  ABC  gegeben  (Fig.  522)  und  wird 
hinzugefügt,  auf  welcher  Seite  der  Bildebene  der  Ursprung  {O)  liegen 
soll,    so  ist  die   Lage    des    Koordinatensystems    gegen    die 
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Bildebene  bestimmt.  Der  Schnittpunkt  0  der  Höhenlinien  AA^^ 
BB^,  CC^  des  Dreiecks ^J?(7  ist  das  Bild  des  Ursprungs;  schneidet 
femer  CC^  den  über  dem  Durchmesser  A£  konstruierten  Kreis  in 
Oq,  so  ist  Oq  eine  Umlegung  von  (0)  in  die  Bildebene  um  AJB 
(2L  AO^B  =  R).  TriflFk  die  Parallele  zu  A£  durch  0  den  Kreis  um 
Cj  durch  Oq  in  0^,  so  ist  0^0  der  Abstand  des  Ursprungs  von 

der  Bildebene.  Um  das  Achsen- 
kreuz abzubilden,  trage  man  auf 
O^A,  O^By  O^'C  die  Strecken  O^j;, 
OJ^,  O^Z^  gleich  k  auf  und  pro- 
jiziere sie  senkrecht,  bezw.  parallel 
zu  AB  auf  OA,  OB,  OC  in  die 
Bildstrecken  OX,  07,  OZ.  Statt 
jeder  dieser  Strecken  kann  auch 
eine  ihr  gleiche  in  entgegengesetzter 
Richtung  von  0  aus  gezogen 
werden.  —  Die  Seiten  des  Spuren- 
dreiecks ABC  liegen  in  den- 
jenigen Quadranten  der  Koordi- 
natenebenen, welche  den  die  Strecke 
{0)0  enthaltenden  Oktanten  des 
Raumes  begrenzen.  Der  Schnitt- 
punkt 0  seiner  Höhenlinien  liegt  daher  im  Inneren  des  Dreiecks 
und  seine  Winkel  sind  spitz. 

Sind  die  Richtungen  OAy  OB,  OC  der  Achsenbilder  ge- 
geben, so  ist  das  Spurendreieck  der  Form  nach  bestimmt.  Zu  seiner 
vollständigen  Bestimmung,  mithin  auch  zur  Bestimmung  der  Lage 
des  Koordinatensystems  gegen  die  Bildebene,  kann  die  Angabe  des 
senkrechten  Abstandes  {0)0  des  Ursprung  von  der  Bildebene  dienen. 
Aber  auch  ohne  die  letztere  Angabe  können  die  drei  Yerkürzungs- 
verhältnisse 


^^Y---—^ --  -:^ 


-o 


N  \         N 


'i 

'  -^^/i 


/ 


Fig.  522. 


A  = 


OX 


/*  =  r/ 


OY 


V  = 


OZ 


{oxy  ^     {ory  '  "  {oz) 

nach  dem  Vorigen  konstruiert  werden  (vergl.  auch  147). 

845*  Sind  andererseits  die  Verhältniszahlen  /,  m,  n  und 
damit  ä,  folglich  auch  die  Verkürzungsverhältnisse  A,  jtt,  v  ge- 
geben, so  kann  man  daraus  die  Abbildung  des  Achsenkreuzes 
konstruieren;  der  Punkt  0  und  die  Richtung  eines  Achsenbildes 
bleiben  willkürlich.  Die  Konstruktion  kann  nach  148  erfolgen.  Man 
bestimmt  nämlich  zuerst  k  gemäß  der  Relation  /^  +  m^  +  n*  =  2ä*, 
indem  man  aus  /  und  m  als  Katheten   ein   rechtwinkliges  Dreieck 
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mit  der  Hypotenuse  p,  ans  p  und  n  als  Katheten  ein  zweites  mit 
der  Hypotenuse  q^  und  mit  letzterer  noch  ein  drittes  gleichschenklig- 
rechtwinkliges Dreieck  bildet,  dessen  Katheten  die  Länge  k  haben 
(Fig.  523).  Die  Wahl  der  Strecken  /,  m,  n  unterliegt,  wegen  der  ge- 
nannten Relation  und  weil  jede  einzelne  Ton  ihnen  kleiner  als  k  sein 
muß,  einer  Einschränkung:  das  Quadrat  jeder  einzelnen  Strecke 
/,  m,  n  muß  kleiner  sein  als  die  Summe  der  Quadrate  der 
beiden  anderen.  —  Man  denke  sich  (0)  in  der  Bildebene  TT  ge- 
legen und  zeichne  die  Strecke  OZ 
(etwa  vertikal)  mit  der  vorgeschrie- 
benen Länge  n.  Durch  OZ  werde 
eine  zur  Bildebene  senkrechte 
Ebene  E  gelegt;  sie  enthält  {OZ), 
Femer  mögen  die  Strecken  {OX) 
und  (0  J)  um  eine  in  0  auf  TT  senk- 
rechte Gerade  in  die  Ebene  E 
hereingedreht  werden.  Legt  man 
dann  E  um  OZ  in  TT  um,  so  er- 
scheinen die  gedrehten  Strecken 
(OZ)  und  (0  J),  sowie  {OZ)  in  ihrer 
wahren  Länge  A,  nämlich  als  drei 
Badien  OL,  OM,  ON  eines  Kreises, 
deren  senkrechte  Projektionen  auf 
den  Durchmesser  OZ  die  Längen 
OP=:l,  OQ=^m,  OZ^n  haben. 
Projiziert  man  Z  und  M  parallel 
zu  OZ  auf  den  zu  ON  senkrechten 
Durchmesser  in  die  Punkte  7? 
und  S,  so  bilden  diese  nach  der 
Wiederaufrichtung  von  E  die  senk-  ^^*  ^^^' 

rechten  Projektionen  von  {X)  und  {¥)  auf  E.  Die  gesuchten  Bilder 
Jund  F  müssen  daher  auf  den  Geraden  liegen,  die  durch  .S  und  iS 
senkrecht  zu  OZ  gezogen  sind,  zugleich  aber  auf  den  Kreisen  um  0 
mit  den  Radien  OP,  resp.  OQ.  Hiemach  sind  sie  konstruierbar. 
Man  bemerkt,  daß  die  Aufgabe,  aus  gegebenen  Verhältniszahlen  die 
Abbildung  des  Achsenkreuzes  zu  bestimmen,  auch  nach  Annahme 
von  OZ  mehrere  Lösungen  zuläßt.  Setzt  man  voraus,  daß  die 
Winkel  XOY,  ¥0Z,  ZOX  sämmtlich  stumpf  seien,  so  existieren  zwei 
zu  OZ  symmetrisch  liegende  Bilder  des  Achsenkreuzes;  jedem  der- 
selben entsprechen  zwei  zu  TT  symmetrische  Lagen  des  Achsen- 
kreuzes, auch  wenn  der  Ursprung  in  der  Bildebene  angenommen  ist. 
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Sodann  kann  jede  Achsenrichtung  in  die  entgegengesetzte  verwandelt 
werden  und  endlich  kann  das  Achsenkreuz  sich  seihst  parallel  in 
der  Eichtung  senkrecht  zu  TT  verschohen  werden,  ohne  daß  sich 
hierbei  seine  Abbildung  oder  die  eines  mit  ihm  verbundenen  Ob- 
jektes ändert. 

846.  Wird  ein  Gegenstand  nach  gegebenen  Maßen  gezeichnet, 
so  empfiehlt  es  sich,  Maßstäbe  zu  bilden,  nach  denen  die  Bild- 
längen der  in  den  Achsenrichtungen  verlaufenden  Strecken  leicht 
bestimmt  werden  können.  Als  natürlichen  Maßstab  bezeichnen 
wir  den,  der  bei  der  Messung  angewendet  wurde.  Als  Maßstab 
des  Bildes  bezeichnen  wir  den,  welcher  zur  Messung  der  in  der 

Bildebene   selbst  gelegenen 

^  ^ ^ ' ' ' — !^—      Figuren    angewendet    wird 

und  dessen  Einheiten  die 
gleichbenannten  Einheiten 
des  natürlichen  Maßstabes 
bedeuten  (gleichviel  ob 
man  sich  das  Objekt  in 
seiner  wahren  Größe,  oder 
verkleinert,  oder  vergrößert 
der  Projektion  unterworfen 
denkt).  Aus  dem  Maßstab 
des  Bildes  leitet  man  die 
Verkürzungsmaßstäbe 
für  die  Achsen  (oder  kurz 
die  Achsenmaßstäbe)  ab, 
deren  Einheiten  die  in  der 
betrefifenden  Achsenrichtung 
am  Objekte  gemessener  Ein- 
heiten darstellen.  Aus  der 
Abbildung  des  Achsen- 
kreuzes entnimmt  man  die  Bildlängen  /,  m,  n  einer  und  derselben 
auf  den  drei  Achsen  aufgetragenen  Strecke  k  und  zeichnet  k,  Ij  m^n 
als  Parallelen  zwischen  den  Schenkeln  eines  spitzen  Winkels,  etwa 
als  ABj  A^B^y  A^B^^  ^9^9  zwischen  den  Schenkeln  des  z^  AOB. 
Trägt  man  dann  von  A  aus  auf  der  Geraden  AB  die  Teile  des  Bild- 
maßstabes auf,  so  projizieren  sich  dieselben  aus  dem  Centrum  0  in 
die  entsprechenden  Teile  der  Achsenmaßstäbe  für  Xj  y,  z  (Fig.  524). 
Ein  anderes  Verfahren  zur  Messung  der  Bildstrecken  bedient 
sich  eines  sogenannten  Sinusmaßstabes.  Trägt  man  nämlich  an 
die  Linie  OA  die  Winkel  AOB^,  AOB^,  AOB^  an,  deren  Sinus: 


Cj     ac^^g 


Fig.  524. 
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B,C,      B^öj      B^C^ 
OBy'     OB^^      OB^ 

sich  wie  l:m:n  verbalten,  so  kann  man  die  Bildlänge  einer  zur  Achse 
(x)j  (y)  oder  {z)  parallelen  Strecke  leicht  bestimmen,  indem  man  ihre 
Länge  (im  Maßstabe  des  Bildes)  auf  OB^,  OB^  oder  OB^  von  0  aus 
aufträgt  und  von  ihrem  Endpunkt  das  Lot  auf  Od  fällt,  welches  die 
gesuchte  Bildlänge  hat.  Ist  z.  B.  OP  auf  OB^  die  wahre  Länge 
einer  in  der  (a:)-Richtung  laufenden  Strecke,  so  ist  PQ  J_  OA  die 
Länge  ihres  Bildes.  Man  hat  nicht  nötig,  PQ  wirklich  zu  ziehen, 
sondern  findet  PQ  als  Radius  des  um  P  gelegten  und  OA  in  Q  be- 
rührenden Ejreises  durch  Probieren  mit  dem  Handzirkel. 

847.  Als  Verhältniszahlen  /,  m,  n  nimmt  man  gern  ganze 
Zahlen.  Sind  sie  alle  einander  gleich,  so  heißt  die  Projektion  iso- 
metrisch; sind  zwei  einander  gleich,  aber  von  der  dritten  ver- 
schieden, so  heißt  die  Projektion  dimetrisch  (auch  monodime- 
trisch);  sind  aber  alle  drei  verschieden,  so  hat  man  eine  trime- 
trische  (oder  anisometrische)  Projektion.  Die  trimetrische  ist 
den  beiden  anderen  Projektionsarten  vorzuziehen,  weil  bei  jenen  ge- 
legentlich gewisse  Symmetrieebenen  eines  Objektes  sich  als  gerade 


^ 


^ 


^ 


d^ 


Fig.  525. 

Linien  projizieren,  nämlich  Halbierungsebenen  der  Winkel  des  Ko- 
ordinatensystems und  zu  ihnen  parallele  Ebenen.  Denkt  man  sich 
eine  Koordinatenachse  (z)  vertikal,  wie  dies  der  gewöhnlichen  Stellung 
der  Objekte  und  des  Beschauers  entspricht,  so  ist  es  zweckmäßig, 
die  Richtung  der  Sehstrahlen  so  zu  wählen,  daß  die  nach  oben,  vorn 
resp.  rechts  gekehrten  Seiten  der  Koordinatenebenen  TTj,  TTj,  TT3 
sichtbar  werden.    Die  Bildebene  TT  legt  man  senkrecht  zu  den  Seh- 
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strahlen  (am  einfachsten  durch  den  Ursprung  (0)).  Axonometrische 
Bilder,  bei  denen  die  zr-Koordinaten  (Höhen)  und  jr-Koordinaten 
(Breiten)  nur  wenig,  die  y-Koordinaten  (Tiefen)  aber  verhältnismäßig 
stärker  verkürzt  sind,  wirken  am  anschaulichsten. 

Um  die  Wirkung  der  verschiedenen  Projektionsarten  einiger- 
maßen beurteilen  zu  können,  sind  in  Fig.  525  Abbildungen  eines 
und  desselben  Würfels,  bezw.  eines  und  desselben  regelmäßigen 
Oktaeders,  dessen  Achsen  die  Koordinatenachsen  sind,  zusammenge- 
stellt: a)  in  schiefer  Projektion,  b)  in  isometrischer,  c)  in  dimetrischer, 
rf)  in  trimetrischer  orthogonaler  Projektion.  Der  Anblick  dieser  Fi- 
guren lehrt  bereits,  daß  die  trimetrische  orthogonale  {d)  und  dem- 
nächst die  schiefe  Projektion  (a)  die  anschaulichsten  Bilder  geben. 
Letztere  ruft  leichter  den  Eindruck  der  Verzerrung  hervor,  weil 
wir  nicht  gewöhnt  sind,  die  Richtung  unseres  Blickes  der  schiefen 
Projektion  anzupassen.  Den  Grad  der  Verzerrung  erkennt  man  am 
Bilde  einer  Kugel,  deren  scheinbarer  Umriß  bei  der  orthogonalen 
Projektion  kreisförmig,  bei  der  schiefen  dagegen  elliptisch  ausfallt. 

848.  Im  folgenden  setzen  wir  überall  die  Abbildung  des  gleich- 
schenkligen Achsenkreuzes,  bezw.  das  Spurendreieck,  als  gegeben 
voraus. 

Die  Darstellung  der  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  in 
axonometrischer  Projektion  vollzieht  sich  nach  denselben  Grund- 
sätzen wie  bei  der  schiefen  Projektion  (vergl.  819 — 822). 

Ein  Punkt  (P)  wird  durch  sein  Bild  P  und  das  Bild  seiner 
senkrechten  Projektion  auf  eine  Koordinatenebene,  z.  B.  P',  dar- 
gestellt. Ebenso  wird  eine  Gerade  {g)  durch  ihr  Bild  g  und 
das  Bild  g'  ihres  Grundrisses  bestimmt.  Zur  Darstellung  einer 
Ebene  gehört  die  Angabe  der  Bilder  zweier  ihrer  Spuren  in  den 
Koordinatenebenen.  Über  die  vereinigte  Lage  von  Punkten, 
Geraden,  Ebenen,  über  ihre  Verbindungs-  und  Schnitt- 
elemente und  den  Parallelismus  ist  nichtsNeues  zu  sagen.  Die 
hierauf  bezüglichen  Aufgaben  werden  analog  dem  früheren  gelöst. 
Dagegen  bedarf  die  Behandlung  der  Probleme,  die  sich  auf  die 
rechtwinklige  Stellung  von  Geraden  und  Ebenen,  auf  die 
Bestimmung  von  Winkeln  und  Abständen  und  der  wahren  Ge- 
stalt ebener  Figuren  beziehen,  noch  einer  kurzen  Erörterung. 

849.  Zuerst  ist  die  Aufgabe  zu  lösen:  in  einer  Koordi- 
natenebene aus  einem  gegebenen  Punkte  (P)  auf  eine  ge- 
gebene Gerade  [g)  das  Lot  (/)  zu  fällen  (Fig.  526).  Der  Punkt 
(P)  und  die  Gerade  [g)  sollen  durch  ihre  Bilder  gegeben  sein;  sie 
mögen  beispielsweise  in  TT^  liegen.     A^  P,  C  seien  die  Spurpunkte 
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der  Achsen  in  der  Bildebene  (oder  auch  in  einer  zu  ihr  parallelen 
Ebene). 

1.  Lösung.  Die  Bildspur  CI)  einer  Ebene^  die  durch  (r)  nor- 
mal zu  {ff)  gelegt  ist  und  {AB)  in  {D)  schneidet,  ist  rechtwinklig 
zum  Bilde  ff  (80)  und  das  Bild  OD  ihrer  ersten  Spur  parallel  zum 
Bilde  des  Lotes  (/).     Man  findet  /  als  die  Parallele  zu  OD  durch  P. 

2.  Lösung.  Die  Bildspur  HF  der  ersten  projizierenden  Ebene 
{EFG)  von  {g)  ist  normal  zum  Bilde  des  Lotes  (/).    Man  findet  /  als 


Fig.  526.  Fig.  527. 

die  Normale  zu  EF  durch  P  {g  x  AB  ^  E,  g  x  x  =  G,  GF\\z, 
ÄC  X  GF  =  F).  Statt  der  projizierenden  Ebene  {EFG)  kann  man 
jede  zu  ihr  parallele  Ebene,  z.  B.  die  durch  z,  benützen. 

3.  Lösung.  Die  Sehstrahlenebene  durch  {z)  schneide  {g)  in  {H), 
wobei  H  =  g  X  z.  Die  Höhenlinien  des  Dreiecks  (GHO)  in  TTj 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  («/)  und  zwar  ist  GJ ±  z,  HJ\\y\ 
l  geht  parallel  zu  OJ  durch  P.  Bei  dieser  Lösung  werden  nur  die 
Achsenbilder,  aber  kein  Spurendreieck  gebraucht. 

850.  Um  die  wahre  Länge  einer  Strecke  (PQ)  zu  finden, 
die  durch  PQ  und  FQ'  gegeben  ist  (Fig.  527),  ziehe  man  OMi^X  Q'P' 
und  MNisX  PQ^  so  liegt  (M)  in  n^,  {Ä')  auf  {z)  und  es  ist  (3/iV)#(P(8). 
Das  Spurendreieck  ABC  der  durch  M  gelegten  Bildebene  FT  in  den 
Koordinatenebenen  ist  dadurch  bestimmt,  daß  seine  Seiten  AB,  BC,  CA 

26* 
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resp.  senkrecht  za  z,  x,  y  liegen  und  die  erste  AB  dnrch  M  gebt. 
MC  ist  die  Bildspar  der  Ebene  (JCVO);  wir  legen  letztere  am  MC 
in  die  Bildebene  am  and  erhalten  die  wahre  Länge  Ton  (PQ) 
als  Umlegang  MX^  von  MX.  Die  ümlegang  O^  Ton  O  liegt 
aaf  der  Senkrechten  za  MC  dorch  0  and,  da  z.  (COM)  =  R  ist. 
zagleich  aaf  dem  Kreise  über  dem  Darchmesser  CM;  X^  liegt  aaf 
CO^  und  XX^  ist  parallel  za  00^.  —  Statt  dieses  VerC&hrens  kann 

man  anch  eine  Pa- 
rallelTerschiebung 
des  Koordinaten- 
systems anwenden. 
Man  ziehe  Pff# 
PC,  so  daß  (Ä)  auf 
iQQ)  liegt,  und 
mache  {R)  zum  Ur- 
sprung und  (AQ)  zur 
r- Achse  des  ver- 
schobenen Koordi- 
natensystems. Die 
Umlegung  \on  (PQ) 
in  die  durch  (P)  ge- 
dachte neue  Bild- 
ebene vollzieht  man 
>'  genau   ebenso   wie 

F»g.  528.  vorhin. 

851«  Das  aus  einem  Punkte  (P)  auf  eine  Ebene  E  ge- 
fällte Lot  (PQ)  wird  folgendermaßen  dargestellt  (Fig.  528).  Sei  ABC 
das  Spurendreieck  der  Bildebene  und  [DEF)  das  Spurendreieck 
der  Ebene  E,  also  BE=^e^,  ÖP=<?2,  A'P=*8^  ^o  ^^t  GH  die  Bild- 
spur  von  E  {G  =  ABx  BE,  H=BCx  EF)  und  PQ  liegt  senkrecht 
zu  GH.  Femer  ist  (P'Q!)  ±  «,  also  P'Q^  nach  849  bestimmbar. 
Schneidet  aber  P'Q^  das  Spurbild  e^  in  J  und  y  in  Ä'  und  liegt  L 
auf  ^3  so,  daß  KL\\z^  so  ist  JL  das  Bild  der  Schnittlinie  von  E  mit 
der  ersten  projizierenden  Ebene  von  PQ  und  enthält  Q, 

853.  Die  ümlegung  einer  Ebene  E  um  ihre  Bildspur 
in  die  Bildebene  (Fig.  529).  Das  Spurendreieck  (BEF)  der  Ebene 
E  bestimmt  mit  dem  Spurendreieck  ABC  der  Bildebene  die  Spurlinie 
von  E  in  TT,  welche  die  Schnittpunkte  der  gleichnamigen  Spurbilder, 
z.  B.  G^ABx  BE,  H  ^  BC  x  EF  enthält  Die  Bildspur  CJ  der 
normal  zu  e^  durch  z  gelegten  Ebene  ist  rechtwinklig  zu  «^  und 
diese  Ebene   {COJ)   schneidet  aus  E  eine  erste  Falllinie  {FK)  aus. 
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Zieht  man  HL  \\  FK,  so  stellt  z.  GLH  einen  in  E  gelegenen  rechten 
Winkel  dar;  dieüm- 
legungJy®  voniin  die 
Bildebene  (um  Gü) 
liegt  daher  auf  einem 
über     dem     Durch- 
messer     GH     kon- 
struierten Halbkreise 
und  auf  dem  aus  L 
auf     GH    gefällten 
Lote;   GL^^e^""  ist 
die    Umlegung    der 
Spurlinie   {e^.      Auf 
ihr    bestimmt    man 
die  Umlegung  E^  von 
{E)    durch    die   Be- 
ziehung    EE'^WLL'' 
und     damit  e^^     als 
HE"".     -    Hiemach 
kann  die  wahre  Ge-  ^ 
stalt  ebener  Figuren 
bestimmt       werden, 
denn  das  Bild  einer  solchen 
ebenen  Figur  ist  affin  zu 
ihrer    Umlegung    in    die 
Bildebene;    die    Bildspur 
der  betreffenden  Ebene  ist 
die    Affinitätsachse,     das 
Bild    irgend    eines    ihrer 
Punkte    und    seine    Um- 
legung   bestimmen    einen 
Affinitätsstrahl  (||  LL\ 

858.  Um  den  Winkel 
zweier  Geraden  zu  be- 
stimmen, stelle  man  ihre 
Parallelen  {p)  und  (A)  durch 
den  Ursprung  (0)  dar 
(Fig.  530),  bestimme  mit 
Hilfe  des  Spurendreiecks 
ABC  ihre  Spurpunkte  in  der  Bildebene  G  und  H  und  lege  um  ihre 
Verbindungslinie   e  =  GH  den  Ursprung  und  damit  den  gesuchten 


Fig.  529. 


Fig,  530. 
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Winkel  cp  =  L.  GOH  in  die  Bildebene  um  (/  =  ^'  X  AB,  G=^gx  <V; 
K^h'  X  ABj  l£  =  hx  CK).  Die  Linie  e  treflfe  die  Seite  BC  des 
Spurendreiecks  in  L  und  ein  über  dem  Durchmesser  BC  geschlagener 
Halbkreis  die  (zu  BC  normale)  Linie  j:  in  0^,  so  ist  10^  die  üm- 
legung  der  Strecke  {LO)  um  BC.  Zieht  man  aber  00^  normal  zu 
e  und  macht  10^  =  LO^,  so  ist  0®  der  um  e  umgelegte  Ursprung  und 
folglich  z.  GO^H  =  (f  der  gesuchte  Winkel  in  wahrer  Größe.  Man 
kann  0®  auch  dadurch  finden,  daß  man  00®  J_  e  zieht  und  (O^H  e) 
gleich  der  Hypotenuse  eines  Dreiecks  mit  den  Katheten  (0  H  e) 
und  0{0)  macht. 

854,     Wir    wenden    die    axonometrische    Projektionsmethode 

j  zuerst  auf  die  Zeichnung  von  Krys- 

\^^  tallformendes  tesseralen  Systems  an. 

..     ^\.  '*!       Diö  Krystalle  dieses  Systems  besitzen 

\    *'• ,.    Ä  ein  gleichschenklig-rechtwinkliges  Ach- 

\^fy^':    \         senkreuz.  Die  Lage  einer  Krystallfläche 

\    V-^r^^^^r'-^^.       \        denkt  man  sich  durch  die  Verhältnisse 

\    \     >r^J  I     ^   ^^?^/      ^^^  Abschnitte  bestimmt,  die  sie  auf 

\  ^<f       \  I  >/         den  drei  Achsen  hervorbringt  (indem 

<!^  ^\^'    ^'fyx^  "^^^  diese  Abschnitte  vom  Ursprung  O 

^\^    "^^/y^  aus    mißt).      Bei    einem    Bhomben- 

^01/^  dodekaeder  z.  B.  (Fig.  531)  gelten  die 

Pjg  531  Verhältnisse  1:1:  oo,  d.  h.  es  schneidet 

jede  Fläche  zwei  Achsen  in  gleicher 
Entfernung  von  0  und  die  dritte  Achse  im  Unendlichen.  In  den 
Koordinatenebenen  laufen  also  die  Spurlinien  der  (verlängerten) 
Seitenflächen  parallel  zu  den  Achsen  (12),  (34),  (56)  und  in  gleicher 
Entfernung  von  ihnen;  sie  schneiden  sich  paarweise  in  den  Ecken 
dreier  Quadrate  nämlich  in  (i),  (J!/),  (A)  und  den  zu  ihnen  symme- 
trischen Punkten.  Die  Ecken  jedes  solchen  Quadrates  liefern,  mit 
den  beiden  Endpunkten  der  zu  ihm  senkrechten  Achse  verbunden, 
je  8  der  24  Kanten  des  Rhombendodekaeders.  Dieses  kann  daher 
mit  großer  Leichtigkeit  gezeichnet  werden,  sobald  nur  das  Achsen- 
kreuz abgebildet  ist.  Die  gezogenen  Kanten  treffen  sich  zu  dreien 
in  8  Ecken,  während  sie  in  den  6  Endpunkten  der  Achsen  zu  vieren 
zusammenstossen. 

Es  mag  noch  ein  Vierundzwanzigflach  (Trapezoeder)  dar- 
gestellt werden,  dessen  Seitenflächen  Achsen  abschnitte  machen,  die 
sich  wie  1:2:2  verhalten  (Fig.  532).  Sind  X,  J^,  7,  l\,  Z,  Z^  die 
Bilder  der  Endpunkte  des  vollständigen  Achsenkreuzes,  so  halbiere 
man  die   von  0  bis    zu  ihnen   reichenden    Strecken.     Je   zwei   auf 
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einer  Achse  liegende  Halbierungspunkte  sind  mit  den  4  Endpunkten 
der  beiden  anderen  Achsen  zu  verbinden;  man  erhält  so  24  Kanten 
des  Trapezoeders.  Außer  den  6  auf  den  Achsen  befindlichen  Ecken 
hat  man  jetzt  noch  12  weitere  als  Schnittpunkte  je  zweier  Kanten; 
es  liegen  nämlich  in  jeder  Koordinatenebene  4,  die  wieder  je  mit 


0 

T 
I 


J^^^ 


^^jr 


yy 


den  beiden  Endpunkten  der  zu  ihr  senkrechten  Achse  zu  verbinden 
sind.  In  den  bisher  aufgeführten  18  Ecken  stoßen  je  4  Kanten 
zusammen.  Die  zuletzt  gezogenen  24  Kanten  schneiden  sich  aber 
noch  zu  dreien  in  8  neuen  Ecken. 

855.  Darstellung  einer  Kugel  in  axonometrischer  Pro- 
jektion mit  Eigen-  und  Schlagschattengrenzen  (Fig.  533). 
Die  Kugel  berühre  die  Koordinatenebene  TTi  im  Ursprung  (0);  durch 
ihr  auf  der  2:-Achse  befindliches  Centrum  C  werde  die  Bildebene  ge- 
legt. Die  Abbildung  des  Achsenkreuzes  samt  dem  Spurendreieck 
ABC  sei  gegeben.  Ist  0^  die  Umlegung  von  (0)  um  AC,  so  bildet 
COq  einen  in  der  Bildebene  liegenden  Kugelradius  und  der  um  C 
durch  Oq  geschlagene  Kreis  u  den  (wahren  und  zugleich  scheinbaren) 
Umriß  der  Kugel.  —  Bildet  sich  der  Schatten  von  (C)  auf  TTi  im 
Punkte  C^  ab,  so  sind  damit  für  den  Lichtstrahl  das  Bild  /  =  CC^ 
und  das  Grundrißbild  /'  =  OC^  gegeben;  es  sei  roch  Z  =^  l  x  AB 
und  i'  =  /'  X  AB.  Die  Lichtgrenze  (r)  auf  der  Kugel  ist  der- 
jenige Hauptkreis,  dessen  Ebene  normal  zum  Lichtstrahl  steht;  sein 
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in  der  Bildebene  liegender  Durchmesser  DE  igt  daher  senkrecht 
zu  /  zu  ziehen.  UE  tnSi  TT,  in  F  auf  ^5;  folglich  stellt  i>,£',  auf 
FC^  den  Grundrißschatten  von  DE  dar,  wenn  DD,  und  EE,  parallel 
zu  /  sind.  Der  zu  DE  senkrechte  Durchmesser  {GH)  TOn  r  liegt  in 
der  Sehstrahlenebene  durch  l  und  zwar  normal  za  (/};  sein  Bild  GH 
und  das  seines  Grundrißschatt«us  O^H,  liegen  auf  l  selbst.  DE  und 
GH  bilden  die  Achsen  der  Ellipse  v;   D^E^  und  GJi^  sind   konju- 


gierte Durchmesser  der  Ellipse  r,,  d.  i.  des  Bildes  der  Schlag- 
schattengrenze in  TTp  Um  GH  zu  bestimmen,  legt  man  die 
Sehstrahlenebene  durch  /  um  /  in  die  Bildebene  nieder;  hierbei 
kommt  C,  in  die  Lage  C',",  wenn  C,C,°  =  (C,  -|  TT)  und  X  i  ist. 
Es  besteht  aber  die  Proportion; 

C^;  H  n) :  (0  H  n)  =  C,L- :  OL', 
denn  J/  ist  die  Bildspur  der  Geraden  {/")  =  (ÖC,).  Man  findet 
[0  -]  TT)  als  die  Kathete  OQ  des  rechtwinkligen  Dreiecks  OPQ,  dessen 
Hypotenuse  PQ  =  POg  ist;  hierauf  zeichnet  man  OR  =  OQ  und  C^CJ', 
beide  senkrecht  zu  /,  und  findet  C,*  auf  L'R.  Sodann  wird  senk- 
recht zum  umgelegten  Lichtstrahl  l"  =  CC,"  der  Radius  CG"  von  « 
gezogen;  dies  ist  die  Umleguug  von  (CG).  Liegt  GJ'  auf  CJ'D  so, 
daß  G^GJ*  II  CC,",  so  ist  CJ'G^"  der  umgelegte  Orundrißschatten  von 
(CG).  Projiziert  man  jetzt  G"  und  GJ'  senkrecht  auf  l,  so  ergeben 
sich  die  gesuchten  Punkte  G  und  G,  und  daraus  //  und  H^.  Schließ- 
lich sind  die  Ellipsen  v  und  v^  in  bekannter  Weise  zu  zeichnen. 
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856.  Achsenbild  Oxt/z  und  Spurendreieck  ABC  seien  wiederum 
gegeben.  Auf  der  Grundrißebene  TJ^  ruht  ein  gerader  Kreis- 
cylinder  ff;  er  berührt  TTi  längs  der  Mantellinie  (Oi^,  die  mit  der 
-X-Achse  zusammenfällt;  die  eine  seiner  beiden  ebenen  Endfiächen 
liegt  in  TT, ,  die  andere  dazu  parallel.  Neben  dem  Cylinder  steht 
aaf  der  Seite  des  Beschauers  ein   gerader  Kreiskegel  S;   sein 


Fig.  534. 

Grundkreis  in  TT,  ist  (Ä),  (ff)  dessen  Gentrum,  und  (S)  die  Kegel- 
spitze. Cjlinder  und  Kegel,  sowie  die  Grenzen  ihrer  Eigen- 
und  Schlagschatten  sollen  dargestellt  werden  (Fig.  534). 

Es  werde  zuerst  die  Ebene  TTj  um  ihre  Spur  £C  in  die  Bild- 
ebene umgelegt.  0^  sei  die  Umlegoug  des  Ursprunp  (0^  auf  x, 
L.  BO^C  —  E).  Das  Centrum  M^  des  mit  TT,  umgelegten  Endkreises 
von  (J  wählen  wir  auf  der  umgelegten  z-Achse  O^C  und  zeichnen 
ihn  mit  dem  Radius  M^O^;  N^O^  und  P^Qg  seien  rechtwinklige  Durch- 
messer. Das  Bild  des  genannten  Endkreises  ist  eine  zum  umgelegten 
Kreise  affine  Ellipse;  BC  ist  die  Affinitätsachse,  0^  und  0  sind  affine 
Punkte  und  die  Affinitätsstrahlen  laufen  parallel  zu  x  {A_BC);  somit 
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ist  die  große  Achse  der  Ellipse  parallel  zu  BC  und  gleich  dem  Kreis-* 
durchmesser.  Den  genannten  rechtwinkligen  Durchmessern  des  Kreises 
entsprechen  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse,  nämlich  NO  auf  z 
und PQWy.  Durch  M^  führt  der  Strahl  a  =  MD,  das  Bild  der  Cylinder- 
achse,  parallel  zu  x.  Die  gleichgerichteten  Tangenten  des  Kreises 
stellen  die  Umrißmantellinien  des  Cylinders  dar.  Der  andere  Endkreis 
wird  als  eine  zur  Yorigen  kongruente  Ellipse  abgebildet;  D,  senkrecht 
über  F,  ist  ihr  Mittelpunkt;  EF^NO  und  GÄ^#PQ  sind  wieder 
konjugierte  Durchmesser.  Wir  denken  uns  die  Richtung  der  Licht- 
strahlen durch  die  ihrer  Bilder,  bezw.  Grundrißbilder,  also  durch  / 
und  /'  gegeben  und  leiten  daraus  das  Bild  l'"  des  Seitenrisses  ab. 
Geht  /'"  durch  M,  l^"  durch  M^  und  treffen  sich  beide  slvl{ BC,  so 
ist  Iq"  der  umgelegte  Seitenriß  eines  Lichtstrahles,  der  die  Cylinder- 
achse  schneidet.  Die  zu  Z'"  parallelen  Tangenten  des  Kreises  (iVPOQ) 
bilden  die  dritten  Spuren  der  beiden  Lichtstrahlenebenen,  die  den 
Cylindermantel  berühren;  ihre  Berührungslinien  bilden  die  Grenze 
seines  Eigenschattens  und  ihre  ersten  Spuren  die  seines  Schlag- 
schattens auf  TTi.  Die  Bilder  jener  Mantellinien  sind  (||x)  durch 
die  Berührungspunkte  auf  dem  Kreise  N^P^O^Qq  zu  ziehen;  die 
Bilder  ihrer  Grundrißschatten  treffen  sich  auf  y  mit  den  zu  /'"  pa- 
rallelen Tangenten  der  Ellipse  NPOQ,  —  Ist  LL^  \\  l  und  FB^  ||  /', 
liegt  ferner  E^  auf  FB^  so,  daß  FjE^\\1  ist,  und  zieht  man 
G^B^H^-j;^  GBIf,  so  stellt  die  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  J9^  und 
den  konjugierten  Durchmesser  E^F,  G^U^  den  Grundrißschatten  des 
Endkreises  (EGFH)  dar. 

Es  werde  zweitens  die  Ebene  TT^  um  AB  in  TT  umgelegt;  0®  sei 
die  Umlegung  des  Ursprungs  {0^  auf  z,  /_  AO^B  =  R).  Wir  nehmen 
in  der  Umlegung  den  ersten  Spurpunkt  K^  der  Kegelachse  und 
seinen  Grundkreis  k^  an;  ihre  Bilder  K  und  k  sind  dann  hierzu 
affin;  AB  ist  die  Affinitätsachse,  0^  und  0  affine  Punkte.  Die 
Ellipse  k  kann  mit  Hilfe  ihrer  Achsen  gezeichnet  werden,  die  pa- 
rallel, resp.  senkrecht  zu  AB  liegen.  Senkrecht  über  ihrem  Centrum  K 
werde  das  Bild  S  der  Kegelspitze  gewählt.  Entsprechen  sich  S^  und  S 
durch  die  eben  benutzte  Affinität,  so  gilt  das  Gleiche  von  den  aus 
diesen  Punkten  an  A®  und  k  gelegten  Tangentenpaaren;  letzteres 
bildet  den  scheinbaren  Umriß  des  Kegelmantels.  Sind  SS^  und  KS^ 
parallel  zu  /  resp.  /',  so  ist  S^  das  Bild  des  Grundrißschattens  von  S. 
Die  Polare  JL  von  S^  in  Bezug  auf  k  wird  leicht  mit  Hilfe  des 
affinen  Kreises  k^  bestimmt.  Die  Geraden  SJ  und  SB  stellen  dann 
die  Grenze  des  Eigenschattens  auf  dem  Kegel,  S^J  und  S^Z  die 
Grenze  seines  Schlagschattens  auf  TTi  dar. 
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Der  Kegel  erzeugt  Schlagschatten  auf  dem  Cylinder.  Die 
beiden  Lichtebenen  (&/SJ  und  {SZSJ  schneiden  nämlich  den  Cylin- 
dermantel  in  zwei  Ellipsen.  Der  Schlagschatten  wird  von  Stücken 
derselben  begrenzt ,  die  in  dem  gemeinsamen  Punkte  {E)  auf  {SS^ 
beginnen  und  auf  der  sichtbaren  £igenschattengrenze  des  Cylinders 
endigen.  In  den  Grundrißschatten  der  Endpunkte  treffen  sich  die 
Schattengrenzen  vom  Cylinder  und  Kegel.  Was  die  Bilder  jener 
Ellipsen  betrifft,  so  gehen  zwei  ihrer  Durchmesser  von  F  und  JF  aus, 
schneiden  sich  auf  SS^  in  U,  bestimmen  auf  MD  die  Mittelpunkte 
und  endigen  auf  ^^  {T^KS^xOF,  U^SS^xTU,  TU\\z, 
V  =  J8^  X  OF^  W  =  LS^  X  OF),  Die  konjugierten  Durchmesser 
sind  parallel  zu  den  Tangenten  JS^  und  LS^  in  V  und  /Fresp.,  ihre 
Endpunkte  liegen  auf  PG  und  Q//.  Um  R  zu  finden,  ziehe  man 
durch  S^  eine  Parallele  zu  x,  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  y  eine 
Parallele  zu  /"',  durch  deren  Schnittpunkt  mit  dem  EUipsenbogen 
liP  wieder  eine  Parallele  zu  x\  letztere  trifft  SS^  in  R, 
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Perspektive  Darstellung  von  Ebene,  Gerade  und  Punkt. 

857.  Zur  Perspektiven  Darstellung  oder  Centralprojektion  eines 
räumlichen  Gegenstandes  bedarf  man  eines  festen  Punktes,  des  Aug- 
punktesy  und  einer  festen  Ebene,  der  Bildebene,  deren  Lage 
zum  Gegenstand  gegeben  ist.  Indem  man  vom  Augpunkte  nach 
allen  Punkten  des  Objektes  Strahlen  zieht,  erhält  man  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Bildebene  die  Bilder  dieser  Punkte;  die 
Gesamtheit  dieser  Bildpunkte  macht  das  Bild  des  Objektes  aus.  Es 
ist  sofort  ersichtlich,  daß  hierbei  jedem  Raumpunkt  ein  bestimmter 
Bildpunkt  zukommt,  daß  aber  jeder  Punkt  der  Bildebene  noch  un- 
endlich vielen  Punkten  des  Raumes  als  Bild  zugehört,  nämlich  allen 
Punkten  des  Strahles,  der  den  Punkt  der  Bildebene  mit  dem  Aug- 
punkte verbindet.    Ein  Raumpunkt  ist  somit  durch  sein  perspektives 
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Bild  noch  nicht  bestimmt.    Wir  werden  weiterhin  sehen,  wie  seine 
räumliche  Lage  fixiert  werden  kann. 

Die  Lage  des  Augpunktes  oder  des  Centrums  der  Perspektire 
gegen  die  Bildebene  wird  in  der  folgenden  Weise  bestimmt.  Vom 
Augpunkte,  der  stets  mit  0  bezeichnet  werden  soll,  fälle 
man  ein  Lot  auf  die  Bildebene;  sein  Fußpunkt  .^  heißt  der 
Hauptpunkt,  seine  Länge  OÄ  die  Distanz.  Sind  Hauptpunkt 
und  Größe  und  Richtung  der  Distanz  bekannt,  so  kennt  man  auch 
die  Lage  des  Augpunktes  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der  Bild- 
ebene. Um  Ä  als  Mittelpunkt  zieht  man  einen  Kreis,  den  Distanz- 
kreis dj  dessen  Radius  gleich  der  Distanz  ist. 

Die  Lage  des  Objektes  gegen  die  Bildebene  ist  für  die  Gestalt 
des  Bildes  von  wesentlicher  Bedeutung.  Wird  Auge  und  Objekt 
festgehalten  und  nur  die  Lage  der  Bildebene  geändert,  so  sind  die 
betreffenden  Bilder  Perspektive  ebene  Figuren  (176).  Verschiebt 
man  die  Bildebene  parallel  zu  sich  selbst,  so  erleidet  die  in  ihr 
liegende  Bildiigur  eine  ähnliche  Vergrößerung  oder  Ver- 
kleinerung. 

858.  Die  Bildebene  teilt  den  Raum  in  zwei  Teile,  von  denen 
der  eine  den  Augpunkt  enthält.  Von  diesem  Teile  wollen  wir  sagen, 
er  liege  vor  der  Bildebene,  während  wir  von  dem  anderen  Teil 
sagen,  daß  er  hinter  der  Bildebene  liege.  Die  Lage  der  Bild- 
ebene wird  fast  immer  so  gewählt,  daß  das  darzustellende  Objekt 
hinter  ihr  gelegen  ist.  Wir  haben  im  ganzen  dreierlei  Raumpunkte 
zu  unterscheiden.  Erstens:  Punkte  hinter  der  Bildebene;  ihre 
Bilder  liegen  zwischen  ihnen  und  dem  Auge.  Zweitens:  Punkte 
vor  der  Bildebene,  die  ihr  näher  liegen  als  das  Auge;  ihre 
Bilder  liegen  vom  Augpunkt  in  der  gleichen  Richtung  wie  sie  selbst, 
aber  in  gi*ößerer  Entfernung  wie  diese.  Drittens:  Punkte  vor  der 
Bildebene,  deren  Abstand  von  ihr  größer  ist  als  die  Distanz; 
ihre  Bilder  liegen  vom  Augpunkt  aus  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung wie  sie  selbst,  d.  h.  der  Augpunkt  trennt  den  Raumpunkt  und 
sein  Bild.  In  dem  dritten  Fall  nennt  man  das  Bild  virtuell  nach 
einer  gebräuchlichen  Bezeichnungsweise  der  Optik,  da  hier  nicht  der 
Sehstrahl  aus  dem  Auge  nach  dem  Raumpunkt,  sondern  seine  Ver- 
längerung r&ckwärts  über  das  Auge  hinaus  die  Bildebene  trifft.  Li 
den  beiden  ersten  Fällen  heißt  das  Bild  reell.  Der  Gegenstand, 
dessen  Bild  wir  entwerfen  wollen,  muß  natürlich  eine  derartige  Lage 
zur  Bildebene  und  zum  Auge  einnehmen,  daß  sein  Bild  reell 
wird.  Trotzdem  sind  öfters  auch  virtuelle  Bilder  von  Punkten, 
Geraden  u.  s.  w.  zu  konstruieren,  die  als  Hilfselemente  dienen;  für 
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die   Konstruktion   reeller   und   virtueller   Bilder    ergiebt   sich    kein 
Unterschied. 

Hinsichtlich  der  Bezeichnung  mag  noch  vorausgeschickt  werden, 
daß  die  Bilder  eines  Baumpunktes  P,  einer  Baumgeraden  g  u.  s.  w. 
durch  Anhängen  des  Index  c  an  die  betreflfenden  Zeichen,  also  P., 
g^  u.  8.  w.,  gekennzeichnet  werden  sollen.  Die  Bildebene  soll  kurz 
durch  TT  bezeichnet  werden. 

859.  Darstellung  einer  Ebene.  Eine  Ebene  E  im  Räume 
legen  wir  fest,  indem  wir  einerseits  ihre  Schnitt-  oder  Spurlinie  e 
mit  der  Bildebene,  andererseits  ihre  Stellung  gegen  diese  angeben. 
Das  letztere  geschieht  dadurch,  daß  wir  durch  das  Auge  0  eine 
Parallelebene  zu  E  legen  und  ihre  Spurlinie  e^  zeichnen  (Fig.  535). 
Da  jede  Ebene  durch  0  die  Bildebene  und  die  Ebene  E  in  Geraden 
schneidet,  von  denen  die  eine  das  Bild  der  anderen  ist,  so  ist  jede 
Gerade  in  TT  das  Bild  einer  Geraden  in  E  und  das  Bild  unserer 
Ebene  überdeckt  die  ganze  Bildebene.  Speziell  ist  e^  das  Bild  der 
unendlich  fernen  Geraden  von  E,  d.  h.  der  Gesamtheit  ihrer  unend- 
lich fernen  Punkte,  da  Oe^\\E  ist;  e^  heißt  die  Fluchtlinie  von  E 
(vergl.  166  — 169).  Parallele  Ebenen  besitzen  die  gleiche 
Fluchtlinie.  Die  Spurlinie 
e  und  die  Fluchtlinie  e^  liegen 
in  der  Bildebene  TT  und  sind 
parallel;  zu  ihnen  parallel  ist 
auch  die  Verschwindungslinie 
e^  der  Ebene  E,  deren  Bild 
unendlich  fern  liegt,  so  daß 
Otf^llTT  ist.  Die  Geraden  e 
und  e^  teilen  E  in  drei  Teile; 
der  erste  erstreckt  sich  von 
e  bis  ins  Unendliche  und 
liegt  hinter  der  Bildebene, 
sein  Bild  in  TT  ist  der  Parallel- 
streifen zwischen  e  und  e^. 
Den  zweiten  Teil  von  E  bildet  der  Streifen  zwischen  e  und  e„  vor 
der  Bildebene,  sein  Bild  in  TT  dehnt  sich  von  e  bis  ins  Unendliche 
aus.  Der. dritte  Teil  von  E  liegt  ebenfalls  vor  der  Bildebene  und 
erstreckt  sich  von  e^  ins  Unendliche,  sein  Bild  ist  virtuell  und 
dehnt  sich  von  e^  bis  ins  Unendliche  aus.  In  Fig.  535  sind  P., 
Q^y  R^  die  Bilder  von  Punkten,  die  im  ersten,  resp.  zweiten,  resp. 
dritten  Teile  von  E  liegen. 

Fällt  man  vom  Hauptpunkt  A  ein  Lot  AF  auf  e^,   so  ist  OF 


Fig.  535. 
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eine  Falllinie  der  Ebene  Oe^  [0F±_  e^)  und  es  ist  z.  AFO  =  e  der 
Neigungswinkel  der  Ebene  E  gegen  die  Bildebene,  da  E  ||  Oe^ 
ist.  Man  zeichnet  den  Winkel  t  durch  umlegen  des  Dreieckes  AFO 
um  die  Kathete  AF  in  TT  als  A  AFO^  {AO^  JL  AF,  0^  auf  d).  Es  ist 
sofort  ersichtlich,  daß  6^45^  ist,  je  nachdem  e^  den  Distanzkreis  d 
schneidet,  berührt  oder  nicht  triflft.  Geht  die  Fluchtlinie  einer 
Ebene  durch  den  Hauptpunkt  ^,  so  ist  die  Ebene  zur  Bild- 
ebene normal. 

Die  zur  Bildebene  parallelen  Ebenen  können  in  der  angegebenen 
Weise  nicht  bestimmt  werden,  sie  besitzen  weder  erreichbare  Spur- 
noch  Fluchtlinien.  Punkte  und  Linien  in  solchen  Ebenen  lassen  sich 
durch  Hilfsgeraden  oder  Hilfsebenen  festlegen,  wie  wir  weiterhin 
sehen  werden. 

Bei  Ebenen  durch  das  Auge  0  fallen  Spur-  und  Fluchtlinie 
zusammen;  die  ganze  Ebene  projiziert  sich  als  gerade  Linie. 

860.  Darstellung  einer  Geraden.  Eine  Gerade  g  legen 
wir  im  Räume  fest,  indem  wir  einerseits  ihren  Schnitt-  oder  Spur- 
punkt  G  mit  der  Bildebene,  andererseits  ihre  Richtung  angeben. 
Das  letztere  geschieht  in  der  Weise,   daß  wir  durch  das  Auge  O 

eine  Parallele  zu  g  legen  und 
ihren  Spurpunkt  Gy.  zeichnen 
(Fig.  536).  Jeder  Strahl  durch 
0,  der  g  in  einem  Punkte  trifft, 
schneidet  TT  in  dem  zugehörigen 
Bildpunkte.  Speziell  ist  G^ 
das  Bild  des  unendlich  fernen 
Punktes  von  g,  da  OG^\\g  ist; 
Fig.  536.  Gx>    heißt    der    Fluchtpunkt 

von  g,  GG^=  g^  ist  das  Bild 
von  g{g^  ^Og  x  TT).  Parallele  Geraden  besitzen  den  gleichen 
Fluchtpunkt. 

Wir  betrachten  außer  dem  Spurpunkt  G  und  dem  Fluchtpunkt  G^ 
der  Bildgeraden  g^  noch  den  Verschwindungspunkt  G^  auf  g,  dessen 
Bild  ins  Unendliche  fällt  {OG^is^G^G),  Das  Stück  der  Geraden 
hinter  der  Bildebene  (mit  dem  Endpunkt  G)  hat  die  Strecke  G^^G 
zum  Bilde.  Die  Strecke  GG^  hat  ein  Bild,  das  sich  von  G  ins 
Unendliche  erstreckt.  Der  Teil  von  g,  der  über  G^  hinaus  liegt, 
hat  ein  virtuelles  Bild,  nämlich  das  Stück  von  ^^,  das  sich  von  G^ 
ins  Unendliche  zieht. 

DerNeigungswinkel  von^  gegen  dieBildebene  ist  y=  i_AG^O\ 
er  ergiebt  sich    aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  AG^O^,    dessen 
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Katheten  bekannt  sind  {O^A  ±_  AG^,  O^  auf  d).  Je  nachdem  G^ 
außerhalb,  auf,  oder  innerhalb  d  liegt,  ist  y^  45^.  Alle  Normalen 
zur  Bildebene  haben  den  Hauptpunkt  A  zum  Fluchtpunkt. 
Die  zur  Bildebene  parallelen  Geraden  liefern  Bilder,  die  zu 
ihnen  selbst  parallel  sind,  auf  diesen  Bildgeraden  giebt  es  jedoch 
weder  Spur-  noch  Fluchtpunkt.  Eine  solche  Gerade  kann  also 
nicht  in  der  vorher  geschilderten  Weise  festgelegt  werden,  vielmehr 
muß  man  entweder  einen  Punkt  auf  ihr,  oder  eine  Ebene  durch  sie 
angeben.  Bei  Geraden  durch  das  Auge  O  fallen  Spur-  und  Flucht- 
punkt zusammen,  sie  projizieren  sich  als  Punkte. 

861.  Liegt  eine  Gerade  ff  in  einer  Ebene  E,  so  liegen 
Spur-,  Flucht-  und  Verschwindungspunkt  der  Geraden  be- 
züglich auf  Spur-,  Flucht-  und  Verschwindungslinie  der 
Ebene  {Gsiuie,  G^  saite^,  C^auf  e^).  Dies  folgt  unmittelbar  aus 
der  Definition  der  genannten  Elemente.  Natürlich  gehört  auch  um- 
gekehrt eine  Gerade  einer  Ebene  an,  wenn  ihr  Spur-  und  Flucht- 
punkt bezüglich  auf  der  Spur-  und  Fluchtlinie  der  Ebene  liegen. 
Ist  eine  Gerade  zu  einer  Ebene  parallel,  so  liegt  ihr  Flucht- 
punkt auf  der  Fluchtlinie  der  Ebene. 

862.  Eine  Ebene  E  soll  in  die  Bildebene  umgelegt 
werden  (Fig.  537).  Ist  g  eine  Figur  in  E  und  5^  ihr  Bild,  so 
bleibt  nach  173  die  Perspektive 

Beziehung  zwischen  ihnen  er- 
halten^ wenn  man  S  niit  der 
Ebene  E  um  die  Spur  e  dreht. 
Legt  man  eine  Ebene  E  um 
ihre  Spur  e  in  die  Bild- 
ebene um,  wobei  die  in  ihr 
liegende  Figur  g  in  g®  über- 
gehen mag,  so  sind  g^  und 
g^  perspektiv.  Legt  man 
gleichzeitig  das  Auge  0  um 
ihre  Fluchtlinie  e^  als  0^  in 
die  Bildebene  um,   dann  ist 

O^  das  Centrum  der  Perspektiven  Beziehung  zwischen  g^ 
und  g^.  Der  Beweis  hierfür  findet  sich  in  174  und  175;  dort  wird 
auch  gezeigt,  daß  der  Abstand  von  ej^  und  e  gleich  dem  Ab- 
stand von  0^  und  e^  ist. 

Man  kann  das  vorstehende  Resultat  auch  in  die  folgende  Form 
kleiden.  Jeder  Punkt  der  Ebene  E  befindet  sich  nach  seiner 
um  die  Spur  e  ausgeführten  Umlegung  in  die  Bildebene  in 
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gerader  Linie  mit  seinem  Bilde  und  dem  am  die  Flacht* 
linie  e^  amgelegten  Aage.  Jede  Gerade  der  Ebene  E  ist 
nach  ihrer  Umlegung  um  die  Spur  e  parallel  zu  der  6e- 
raden,  die  ihren  Fluchtpunkt  mit  dem  um  die  Fluchtlinie  e^ 
umgelegten  Auge  verbindet.  So  ist  ^^iK/xC'^  denn  die  Paral- 
lelen g  und  G^t^O  werden  um  die  Parallelen  e  resp.  e^  gedreht. 

Will  man  0  um  e^  umlegen,  so  fälle  man  von  0  auf  e^  das 
Lot  OF.j^{AF^  A- ^x)\  das  umgelegte  Lot  O^F^  ist  zu  e^  normal, 
seine  wahre  Länge  ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreieckes 
mit  den  Katheten  AF^  und  AO,  das  in  der  Figur  um  die  Kathete  AF^:, 
umgelegt  ist  {F^O^  =  F^0\ 

Die  Falllinien  der  Ebene  E  haben  Bilder  mit  dem  Flucht- 
punkte /^i  ^^^^  sie  stehen  auf  e  senkrecht,  fiir  ihren  Flucht- 
punkt/'oo  gilt  also  die  Beziehung  OF^^e^.  Die  Hauptlinien 
von  E  besitzen  Bilder,  die  zu  e  parallel  sind;  denn  da  sie  e  nicht 
schneiden,  können  es  auch  ihre  Bilder  nicht  thun.  Sind  f  und  k 
die  Bilder  einer  Fall-  und  einer  Hauptlinie  und  ist  Pc'^fe^Ky  ^^ 
liegt  P^^/'^xAo  mit  P^  und  0^  in  gerader  Linie  (p  A^e,  hf'We, 
/;  durch  F^ ,  Ä,  il  e). 

863.    Bestimmung  der  wahren  Gestalt  eines  Dreieckes 

durch  Umlegen  um  die 
Spur  seiner  Ebene  (Fig. 
538).  Sei  P.Qß^  das  Bild 
des  Dreieckes  und  seien  e 
und  e^  Spur-  und  Fluchtlinie 
der  Ebene  PQÄ,  so  be- 
stimme man  zunächst  die 
Spur-  und  Fluchtpunkte  der 
Dreiecksseiten.  Es  sind  Aj  A^ 
resp.  Bj  B^  resp.  C,  C^  die 
Spur-  und  Fluchtpunkte  von 
QR  resp.  RP  resp.  PQ,  wenn 

u.  s.  w.  ist.  Legt  man  jetzt 
das  Auge  um  e^  als  0^  in 
die  Bildebene  um,  dann  geht 
Q^ijo  durch  A  und  ist  zu 
O^A^  parallel;  ebenso  gehen 
i?«P«  und  P'^q^  durch  B 
und  C  und  sind  zu  O^B^  und  O^C^  parallel.  Damit  ist  die  wahre 
Gestalt  P^Q^Ä^  unseres  Dreieckes  gefunden;  seine  Ecken  liegen  mit 
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den  Ecken  des  Bilddreieckes  P^QM,  auf  drei  Strahlen  durch  0^.  In 
der  Figur  ist  auch  die  Verschwindungslinie  e^  nach  ej^  umgelegt 
worden  mit  Hilfe  der  Beziehung  {e^^  H  ^)  =  (0^  H  e^).  Dann  schneidet 
P<^Ä«  die  Gerade  ej^  in  ^„^  und  es  ist  das  Bild  PR  zu  der  Ver- 
bindungslinie  O^BJ^  parallel;  ähnlich  verhält  es  sich  auch  mit  den 
beiden  anderen  Seiten  des  Dreieckes. 

864,  Bestimmung  der  wahren  Länge  einer  Strecke, 
deren  Bild  gegeben  ist.  Es  mögen  das  Bild  ^^  =  ^c^c»  ^®^ 
Spurpunkt  G  und 
der  Fluchtpunkt  G^ 
der  Geraden  ff  =  PQ 
bekannt  sein.  Wir 
legen  durch  Py  eine 
beliebige  Ebene  E, 
dann  geht  e  durch 
G  und  e.j,{\\e)  durch 
Gao ,  und  wir  erhalten 
die  wahre  Länge  Yon 
PQj  indem  wir  genau 
wie  vorher  die  Ebene 
E  um  ihre  Spur 
umlegen  (Fig.  539). 
Hierbei  bestimmt 
sich  0^  ganz  wie 
früher  und  es  ist 
G^O^  ^  G^O  und  /||  G^O^-,  die  Geraden  O^P^  und  O^Q^  schneiden 
auf  ff^  die  wahre  Länge  P^Q^  aus. 

Da  die  Richtung  von  e  durch  G  beliebig  ist,  so  kann  auch 
6^00  0^(11^^)  jede  beliebige  Richtung  annehmen;  wir  erhalten  deshalb 
folgende  Konstruktion  der  wahren  Länge.  Sind  G  und  G^  Spur- 
und  Fluchtpunkt  einer  Geraden  ff  und  ist  PQ  eine  auf  ihr 
liegende  Strecke,  deren  Bild  P^Q^  bekannt  ist,  so  ziehe  man 
durch  G^  in  beliebiger  Richtung  die  Strecke  G^O^  =  G^O, 
sowie  durch  G  die  Parallele  y^  dann  wird  die  wahre  Länge 
P^Q^  der  Strecke  PQ  durch  die  Strahlen  O^P^  und  O^'Q^  auf  ^^ 
ausgeschnitten.  G^O^  findet  sich  als  Hypotenuse  des  recht- 
winkligen Dreieckes  mit  den  Katheten  G^A  und  AO,  sie  ist  gleich 
der  Entfernung  des  Fluchtpunktes  G^  vom  Auge  0  {AO^±G^Ay 
AO,  =  AO,    G^O,  =  G^O  =  G^Oy 

Das  hier  ausgesprochene  allgemeine  Resultat  findet  besonders 
in   den   folgenden    beiden  Weisen   seine   Verwendung.     Liegt   die 


Fig.  539. 


ROHS  o.  Pafpbritz.   n. 


27 


418 


Freie  Perspektive, 


Gerade^  in  der  Ebene  E,  so  bestimme  man  auf  e^  einen  der 
Punkte  0^  oder  0^,  für  welche  G^O^  ^  G^Ot,^  G^O  ^  0^0"" 
ist;  aus  jedem  dieser  beiden  Punkte  projiziert  sich  eine 
jede  Bildstrecke  PJ^^  von  g^  in  wahrer  Länge  auf  e  (PaQa 
=  PQ  =  PV)-  Der  Punkt  0^,  resp.  0^  beißt  Teilungspunkt 
von  g^y  weil  er  dazu  dienen  kann,  jede  Bildstrecke  auf  g^  so  zu 
teilen,  daß  die  wahren  Längen  dieser  Teile  in  einem  vorgeschriebenen 
Verhältnisse  stehen. 

865.  Legt  man  zweitens  durch  g  eine  Ebene  senkrecht  zur 
Bildebene,  so  ist  G^A  ihre  Fluchtlinie  und  g{)\G^J)  durch  G  ihre 
Spurlinie,  dabei  ist  g  die  Orthogonalprojektion  von  g  auf  die  Bild- 
ebene (Fig.  540).     Legt  man  jetzt  das  Auge  um  G^A  nach  0^  um 

{OqA  ±  G^A,  Oq  auf  d)  und  die  Gerade  g 
um  ihre  Orthogonalprojektion  g'  nach  g^ 
{goWO^G^j  g^  durch  G),  so  projiziert  sich 
jede  Bildstrecke  P^Q^  von  g^  aus  0^  in  wahrer 
Größe  auf  g^.  Projiziert  man  P^Q^  aus  A 
auf  g\  so  erhält  man  die  Orthogonalprojek- 
tion P'Q'  von  PQ]  denn  die  von  P  und  Q 
auf  die  Bildebene  gefällten  Lote  haben  A 
zum  Fluchtpunkte  und  ihre  Spurpunkte  P" 
und  Q;  liegen  auf  g.  Die  Strecken  P'Pq 
und  Q'Qq  stehen  auf  y  senkrecht  und  geben 
die  Abstände  der  Punkte  P  und  Q  von  der 
Bildebene  TT  an.  Trägt  man  G^  0^  =  G^  0^ 
auf  G^A  auf,  so  ist  0^  der  Teilungs- 
punkt von  g^  hinsichtlich  der  zu  TT  nor- 
malen Ebene  durch  g;  P^Q^  projiziert  sich 
also  aus  0^  in  der  wahren  Länge  Pa§a(=*  ^o^o  ==  ^Q)  ^^^  ^• 

866,  Die  hier  gegebene  Darstellung  der  Ebene  und  der  Geraden 
und  im  Anschluß  daran  die  des  Punktes  auf  der  Geraden  oder  in 
der  Ebene  kann  dazu  benutzt  werden,  eine  Reihe  von  Aufgaben  zu 
lösen.  Aus  dem  Bilde  P^  und  der  orthogonalen  Projektion  P'  eines 
Punktes,  wobei  P^P"  durch  den  Hauptpunkt  A  gehen  muß,  ergiebt 
sich  sein  Abstand  von  der  Bildebene  durch  die  Relation  PP* :  OA 
=  P'P^:P^A.  Es  folgt  das  unmittelbar  aus  Fig.  540  und  wird  noch 
einfacher  durch  Umlegen  von  OP  um  seine  orthogonale  Projektion  AP' 
erhalten.  Aus  dem  Bilde  g^  und  der  Projektion/  einer  Geraden  ergiebt 
sich  ihr  Spurpunkt  G  =  g^  x  g'  und  ihr  Fluchtpunkt  G^=^g^x  G^A, 
wobei  Gqo  A  II  g  ist.  Ist  die  Gerade  g  zur  Bildebene  parallel,  so  ist 
gj\g;    ihr   Abstand    von    der   Bildebene    ist   gleich   dem    Abstand 


Fig.  540. 
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irgend  eines  Punktes  P  auf  ihr,  der  sich  wie  vorher  bestimmt 
{FP^  durch  //). 

Ein  Punkt  kann  hiernach  durch  sein  Bild  und  seine  ortho- 
gonale Projektion,  oder  durch  sein  Bild  und  seinen  Abstand 
von  der  Bildebene  gegeben  werden.  Ebenso  kann  eine  Parallele 
zur  Bildebene  durch  ihr  Bild  und  ihren  Abstand,  oder  durch 
ihr  Bild  und  ihre  orthogonale  Projektion  bestimmt  werden. 

Aus  Fig.  540  erkennt  man  weiter,  daß  sich  der  Abstand  eines 
Punktes  von  der  Bildebene  zur  Distanz  auch  wie  die  Abstände 
seines  Bildes  von  Spur-  und  Fluchtpunkt  einer  durch  ihn  gelegten 
Geraden  verhält  [PP':OA  =  GP^iPfi^)^  oder  wie  die  Abstände 
seines  Bildes  von  Spur-  und  Fluchtlinie  einer  durch  ihn  gelegten 
Ebene.  Ganz  ebenso  verhält  sich  der  Abstand  einer  zur  Bildebene 
parallelen  Geraden  zur  Distanz,  wie  die  Abstände  ihres  Bildes  von 
Spur-  und  Fluchtlinie  einer  durch  sie  gelegten  Ebene. 

867.  Die  Schnittlinie  s  zweier  Ebenen  B  und  f  hat  den 
Spurpunkt  5=ixc  und  den  Fluchtpunkt  5«  =  *«  X  c^*  Der  Schnitt- 
punkt S  einer  Geraden  g  und  einer  Ebene  E  wird  erhalten, 
indem  man  durch  g  eine  beliebige  Hilfsebene  A  legt,  also  ihre  Spur- 
linie d  durch  G  und  ihre  Fluchtlinie  d^  (||  d)  durch  G^  zieht  und  die 

Gerade  i = E  X  A  mit  g  schneidet  (/=  exd,  /«  =  «a>  X  fl^oc  >  ^c'^^ffe^  h)' 
Ist  g  parallel  zur  Bildebene,  so  kann  man  eine  zur  Bildebene  nor- 
male Hilfsebene  durch  sie  legen,  ihre  Spurlinie  ist  /(||^J  und  ihre 
zu  g^  parallele  Fluchtlinie  geht  durch  A.  Die  einfachen  Figuren 
zu  diesen  Aufgaben  sind  weggelassen,  da  die  gleichen  Konstruk- 
tionen in  den  weiteren  Aufgaben  wiederkehren. 

868«  Durch  einen  Punkt  P  zu  der  Geraden  k  eine 
Parallele  /  zu  ziehen.  P  liege 
auf  einer  Geraden  g,  also  P^  auf 
GG^,  dann  ist  L^  =  A,,,  l^  = 
L^  P^  und  ZG  II  Z^  G^  ;  denn  ZG 
und  2^00^00  bilden  Spur-  und 
Fluchtlinie  der  Ebene  lg  (Fig. 
541).  Hieraus  ergeben  sich 
auch  Spur-  und  Fluchtlinie  der 
Ebene   kP,   die   auch   die    Pa-  öfc^^ 

rallele  /  enthält,  erstere  ist  KZ,  Fig.  541. 

letztere  ist  hierzu  parallel  und 

geht  durch  K^.     Der   Distanzkreis    ist  hier  und  weiterhin,  wo  er 
nicht  gebraucht  wird,  weggelassen. 
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Fig.  542. 


Durch  einen  Punkt  P  zu  der  Ebene  E  eine  Parallel- 
ebene A  zu  legen.  P  mag  durch  sein  Bild  P,  und  seine  ortho- 
gonale Projektion  P'  gegeben  sein 
{P^P'  durch  A,  Fig.  542).  Ziehen 
wir  durch  P  irgend  eine  Gerade  ^ 
parallel  zu  E  {ff^  durch  P^),  so 
liegt  ihr  Fluchtpunkt  G^  auf  e^ 
und  ihr  Spurpunkt  G  auf  einer 
Parallelen  zu  AG^  durch  P\  Denn 
die  Parallelen  AG^  und  P'G 
bilden  Flucht-  und  Spurlinie  einer 
Ebene  durch  die  Geraden  PP' 
und  ff.  Die  gesuchte  Ebene  A 
enthält  die  Gerade  ff,  besitzt  also 
die  Fluchtlinie  d^  =  e^  und  eine 
dazu  parallele  Spurlinie  d  durch  G. 

869.  Durch  einen  Punkt  P  eine  Gerade  s  zu  legen,  die 
zwei  Gerade  k  und  /  trifft  (Fig.  543).  Der  Punkt  sei  wieder 
durch    sein   Bild   P^    und    seine   Orthogonalprojektion   P'    gegeben 

(P^P'  geht  durch  A).  Wir  legen 
durch  P  eine  Parallele  d  zu  A, 
dann  ist  D^  =  K^  ihr  Flucht- 
punkt und  d^=:D^P^  ihr  Bild; 
ihr  Spurpunkt  D  liegt  auf  einer 
Parallelen  zu  K^^A  durch  P'. 
Denn  PP'  und  d  liegen  in 
einer  Ebene  mit  Doo^  als 
Flucht-  und  DP'  als  Spurlinie. 
Ebenso  ziehen  wir  durch  P  eine 
Parallele  e  zu  /,  dann  ist  L^  = 
E^  ihr  Fluchtpunkt ,  e^  =  E^  P^ 
ihr  Bild  und  E  ==  e^  X  FE 
{\\Z^A)  ihr  Spurpunkt.  Die  gesuchte  Gerade  s  erscheint  nun  als 
Schnitt  der  Ebenen  kd  und  /e,  also  ist  ihr  Spurpunkt  S^DK  x  EL, 
während  ihr  Fluchtpunkt  S^  auf  den  Geraden  K^S^(\\KI))  und 
Z^S^{\\LE)  liegt. 

Soll  man  eine  Gerade  s  zeichnen,  die  zwei  Gerade  h  und  / 
trifft  und  zu  einer  dritten,  etwa  ^,  parallel  ist,  so  fällt  S^  mit  G^ 
zusammen  und  S  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  KS{\\K^G^)  und 
ZS{\\Z^G^). 

Von    einer   Geraden   s  =  QR    seien    Spur-   und   Flucht- 


^ '-----. 
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punkt  zu  finden  (Fig.  544).  Die  Punkte  QR  mögen  zwei  Ge- 
raden k  resp.  /  angehören  und  seien  durch  ihre  Bilder  Q^  und  JR^ 
auf  den  Bildgeraden  k^  und  /^  gegeben.  Wir  suchen  nach  868  die 
Spur-  und  Fluchtlinien  der  Ebenen 
kR  und  IQ,  indem  wir  durch  R 
eine  zu  k  parallele  Gerade  m 
[M^  =  K^,  ML II M^ L^)  und  durch 
Q  eine  zu  /  parallele  Gerade  n 
legen  {N^  ^L^,  NK \\  N^ KJ).  Die 
Spurlinien  von  kR  und  IQ  sind  KM 
und  LN,  ihre  Fluchtlinien  gehen 
durch  JCoo  resp.  Z^;  erstere  schnei- 
den sich  im  Spurpunkt  S,  letztere 
im  Fluchtpunkt  S^  der  gesuchten 
Geraden  s.  Da  wir  s^  =«  Q^Rc  kennen,  genügt  es,  Spur-  und  Flucht- 
linie von  einer  der  beiden  Ebenen  kR  resp.   IQ  zu  konstruieren. 

870.  In  einer  Ebene  E  durch  einen  gegebenen  Punkt  P 
die  beiden  Geraden  mit  dem  Neigungswinkel  y  gegen  die 
Bildebene  zu  zeichnen  (Fig.  545).  Die  Fluchtpunkte  aller  Ge- 
raden mit  der  Neigung  y  gegen  die  Bildebene  TT  liegen  auf  einem 
Kreise  c  mit  dem  Mittelpunkte  A.     Der  Radius  dieses  Kreises  ist 


Fig.  545. 


Fig.  546. 


die  eine  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes,  in  dem  die  Distanz 
die  zweite  Kathete  und  y  den  dieser  gegenüberliegenden  Winkel 
bildet.  Die  Schnittpunkte  J^  und  K^  von  c  und  e^  sind  die  Flucht- 
punkte der  gesuchten  Geraden  i  und  A:,  ihre  Spurpunkte  /  und  K 
liegen  auf  e  und  ihre  Bilder  JJ^  und  KK^  gehen  durch  P . 
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Den  Winkel  ß  zweier  Geraden  k  und  /  zu  finden  (Fig.  546). 
Da  0£^  II  k  und  OZ^  \\  l  ist,  so  ist  /9  =  z.  K^OL^\  die  wahre  Größe 
dieses  Winkeis  ergiebt  sich  aber  durch  umlegen  des  Auges  0  um 
die  Gerade  K^L^  in  die  Bildebene.  Zu  diesem  Zwecke  zieht  man 
AF^  J.  K^L^  und  AO^\\K^L^  (0^  auf  d)  und  trägt  dann  O^F^  =  OP^ 
auf  AF^  als  O^i^«  auf,  dann  ist  ß=/_K^O''L^. 

871.    In  einem  Punkte  P  einer  Ebene  E  eine  Normale  n 
von   gegebener  Länge   zu   errichten   (Fig.  547).     Ist   e^    die 
Fluchtlinie   von  E   und   N^   der  Fluchtpunkt  von  n,    so  folgt   aus 
n  J_  E,  daß  auch  ON^  A.  Oe^  ist.     Die  Ebene  Oe^  hat  in  der  Bild- 
ebene die  Spurlinie  e^ 
j\r  und    die    orthogonale 

Projektion  der  Ge- 
raden ON^  ist  AN^j 
deshalb  ist  auch  AN^ 
_L  «x  (80).  Der  Flucht- 
punkt N^  der  ge- 
suchten Normalen  liegt 
also  auf  der  Verlänge- 
rung des  vom  Haupt- 
punkte auf  die  Flucht- 
linie der  gegebenen 
Auf  dieser  Geraden  bestimmt  sich  N^ 
durch  die  Beziehung  ON^  J_  OF^ ;  zur  Konstruktion  lege  man  das 
Auge  um  AF^  in  die  Bildebene  als  0^  um  [A  0^  J_  AF^ ,  0^  auf  rf), 
dann  ziehe  man  O^N^  normal  zu  O^F^,.  Hieraus  folgt  zugleich  die 
Relation  AN^  •  AF^  =  [AOf. 

Das  Bild  der  gesuchten  Normalen  ist  n^  =  -^«-Pc»  ^  Spur- 
punkt N  ergiebt  sich  folgendermaßen.  Jede  durch  P  verlaufende 
Gerade  der  Ebene  E  bestimmt  mit  n  eine  Ebene,  auf  deren  Spur- 
linie N  liegt.  Man  wähle  etwa  die  Falllinie  durch  P,  deren  Flucht- 
punkt  F^  ist  und  deren  Bild  durch  P.  geht;  dann  liegt  die  Nor- 
male n  in  der  Ebene  mit  der  Fluchtlinie  N^F^  und  einer  dazu 
parallelen  Spurlinie  durch  F  und  ihr  Spurpunkt  N  auf  dieser  Spur- 
linie {NF\\N^F^  A^e^).  Jetzt  ist  noch  auf  n^  ein  Punkt  Q^  zu 
finden,  so  daß  PQ  eine  vorgeschriebene  Länge  besitzt.  Man  erreicht 
dieses  durch  Umlegen  der  Geraden  n  um  ihre  orthogonale  Projektion 
n'=  NF  und   erhält  so  n^  ||  O^N^  durch  N  und  auf  n^  den  Punkt 


Fig.  547. 

Ebene  gefällten  Lotes  AF^ 


P^  :=  tIq  X  OqP^.     Trägt   man   auf  n^    die  Strecke  P^Co   gleich  der 
gegebenen  Strecke  PQ  auf,  so  ist  Q^  =  n^x  OqQ^. 

Man   kann   auch   den   Teilungspunkt   0^    auf  N^F^    benutzen 
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(A"«  O^  =  A'oj.  Oq)  und  von  ihm  aus  P^  auf  JVjP  projizieren  als  P^ ; 
macht  man  PaQa  gleich  der  gegebenen  Strecke,  dann  geht  Q^O^ 
durch  Q^,  Nimmt  man  statt  der  Falllinie  durch  P  eine  beliebige 
Gerade  ff  der  Ebene  E  (also  GG^  durch  P^,  G'  auf  e,  G^  auf  «oc)>  so 
wird  ^G II  JV'ac  6^3^  und  aus  dem  Teilungspunkte  0^  auf  Ä^^  G^  {N^  O^ 
=  -^00^0)  projiziert  sich  P^Q^  in  wahrer  Größe  auf  NG  als  P^Q^. 
Ist  also  P^  und  die  Länge  der  Normale  bekannt,  so  findet  sich 
hiemach  ihr  Endpunkt  Q^.  Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu 
werden,  daß  bei  den  genannten  Konstruktionen  sich  zwei  Lösungen 
ergeben,  wenn  nicht  angegeben  ist,  auf  welcher  Seite  der  Ebene  die 
Normale  liegen  soll. 

In  einem  Punkte  P  einer  Geraden  n  die  Normalebene  E 
zu  errichten  (Fig.  547).  Diese  Aufgabe  ist  die  ümkehrung  der 
vorigen  und  es  folgt  aus  der  vorausgehenden  Behandlung  unmittelbar 
die  Konstruktion  von  E.  Man  ziehe  N^A  und  lege  um  diese  Gerade 
das  Auge  0  nach  Oq  um,  dann  findet  man  auf  Ä^^Ä  den  Punkt  P^ 
durch  die  Beziehung  F^  Oq  ±  iVoo  ^o-  ^^^  Fluchtlinie  e^  der  ge- 
suchten Ebene  steht  in  F^  auf  ^'^  A  senkrecht,  ihre  Spurlinie  e  er- 
giebt  sich  in  folgender  Weise.  Ein  beliebiger  Punkt  G^  auf  e^  ist 
der  Fluchtpunkt  einer  bestimmten  Geraden  g  durch  P,  die  offenbar 
auch  der  gesuchten  Ebene  angehört.  Da  auch  ff  und  n  in  einer 
Ebene  liegen,  so  gewinnt  man  G  aus  der  Relation  NG\\N^G^ 
{G  =  NG  X  G^P^)  und  damit  e{\\e^)  durch  G. 

Eine  Gerade  nsteht  somit  auf  einer  Ebene  E  senkrecht, 
wenn  das  vom  Hauptpunkte  A  auf  die  Fluchtlinie  e^  der 
Ebene  gefällte  Lot  den  Fluchtpunkt  iN^'^c  der  Geraden  trägt 
und  das  Produkt  der  Abstände  des  Hauptpunktes  von 
Fluchtpunkt  und  Fluchtlinie  gleich  dem  Quadrat  der  Di- 
stanz ist.  Dabei  muß  A  zwischen  Fluchtpunkt  und  Fluchtlinie 
liegen.  Jede  Gerade,  deren  Fluchtpunkt  sich  auf  e^  befindet,  ist 
zu  n  normal;  jede  Ebene,  deren  Fluchtlinie  durch  N^  geht,  ist  zu  E 
normal. 

872.  Durch  eine  Gerade  ff  eine  Ebene  B  senkrecht  zu 
einer  gegebenen  Ebene  E  zu  legen  (Fig.  548).  Man  bestimme 
wie  vorher  ^V.  (^^«^  ±  <?x,  ^«^  X  <?«  =  Px,  ^ooöo  JL  O^F^),  so  ist 
-^^00  ^'00  =  ^x  die  Fluchtlinie  der  gesuchten  Ebene  und  die  durch  G 
gezogene  Parallele  b  ihre  Spurlinie.  Die  Schnittlinie  *  =  B  X  E 
{S  =  b  X  e,  S^  =  b^xe^)  ist  die  orthogonale  Projektion  von  ff  auf  E 
und  Jl  =  s  Xff  der  Schnittpunkt  von  ff  und  E  (Ä^  =  s^  X  ff^\  Fällt 
man  von  einem  Punkte  P  der  Geraden  ff  auf  E  ein  Lot,  so  liegt 
sein  Fußpunkt  Q  auf  s  (P^Q^  durch  N^,  Q^  auf  SS^).     Durch  Um- 
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legen  der  Ebene  B  um  ihre  Sparlinie  b  gewinnt  man  einerseits  den 
Winkel  cc  =  ^^E  =^  L,  gs  und  andererseits  die  wahre  Länge  des 
L  0 1  e  s  PQ.  Ist  O^  das  um  h^  umgelegte  Auge  ( O®^  j.  ä„  ,  N^  O^ = N^  Oq\ 


Fig.  548. 

SO  ist  a  =  /L  G^O^S^.  Zugleich  ist  P^Q^  die  wahre  Länge  von  PQ, 
wenn  P«Q«||  O^^N^  durch  iV^geht  (A'  =  *  x  P,N^)  und  P\  Q"^  auf  den 
Strahlen  CflP^^  O^Q^  liegen.  In  der  Figur  sind  auch  ff^  und  s^  ein- 
gezeichnet (/||G^«,0^  s^WS^O^.  Die  wahre  Länge  von  PQ  erhält 
man  auch,  wenn  man  die  Strecke  iVc»0^,  auf  b^  als  N^Ot^  aufträgt 
und  die  Bildstrecke  PJ^^  von  Oa  auf  b  als  PaQa  projiziert. 

873.  Gegeben  eine  Ebene  E  und  eine  Gerade  ^,  man 
soll  in  E  die  beiden  Geraden  suchen,  die  mit  g  einen  be- 
stimmten Winkel  ß  einschließen  (Fig.  549).  Sind  e,  e,^  und  G, 
G^  bekannt,  so  bestimme  man  zunächst  wie  vorher  den  Flucht- 
punkt iV^  der  Normalen  von  E  (A^ao^  -L  ^oo>  -^«^  X  e^^  =  P^o» 
A'^  0^y  _L  ^o^'oo)-  Diö  Fluchtpunkte  K^  und  L^  der  gesuchten  Ge- 
raden k  und  /  müssen  erstens  auf  e^  liegen  und  zweitens  muß 
Z_  K^  OG^  =  z.  Xx  GG^  =  ß  sein.  Betrachtet  man  aber  das  Dreikant 
mit  den  Kanten  OK^,  OG^  und  OM^,  wo  M^  =  e^  x  G^N^  ist,  so 
sind  seine  letzten  beiden  Kanten  bekannt,  während  man  die  erste 
Kante  OR^  durch  folgende  Überlegung  erhält  Die  Seite  M^^  OG^  des 
Dreikantes  steht  auf  der  Seite -Sf^  OiTgo  senkrecht,  denn  G^M^  geht 
durch  i\  00 ;  außerdem  kennt  man  zwei  Kanten winkel  oder  Seiten  desselben 
(vergl.  123),  nämlich  z.  K^  OG^  =  /?  und  z.  M^  OG^  =  /_  M^O^G^, 
wenn  0^  das  um  ^'J^G^qo  umgelegte  Auge  ist  (0^*^JL-^x^oo>  N^0^== 
N^  0^^,  Hieraus  ergiebt  sich  seine  dritte  Seite  y  =  L.  M^  OK^ ,  indem 
man  zu  dem  genannten  Dreikant  ein  kongruentes  mit  den  Kanten 


Freie  Perspektive, 


425 


CfiM^y  O^G^  und  O^H  zeichnet.  Dazu  trage  man  nach  126  an 
O^G^  den  Winkel  G^  O^H^  =  /9  an ,  wähle  fl^  in  beliebigem  Abstände 
von  0^  ziehe  if^Ä' 
±O^G^,  dann  ist//' 
auf  CfiM^  die  ortho- 
gonale Projektion 
von  H,  und  die 
Kanten  O^M^  und 
O^H  schließen  den 
gesuchten  /_  y  ein,  so 
daß  r=-/_H'0''m 
ist     {B^H'±O^M^, 

Legt  man  schließ- 
lich noch   das  Auge 
um  e^   nach  0^  um 
und  zieht  durch  0^ 
die  beiden  Geraden, 
die  mit    O^M^    den 
l_  y  einschließen,  so 
treffen  sie  e^  in  den 
gesuchten    Fluchtpunkten     K^ 
und  L^,     Ist  S^  das  Bild  von 
^  =  ^  X  E  (867),  so  sind  S^K^ 
und  SL^    die  Bilder  der  ver- 
langten  Geraden,   deren   Spur- 
punkte dann  auf  e  liegen. 

874.  Die  gemeinsame 
Normale  zweier  Geraden  g 
und  h  zu  finden  (Fig.  550). 
Die  Verbindungslinie  G^U^  der 
Fluchtpunkte  beider  Geraden 
ist  die  Fluchtlinie  für  alle 
Ebenen,  die  zu  den  beiden 
Geraden  parallel  laufen.  Die 
gesuchte  Gerade  ist  zu  diesen 
Ebenen  normal,  ihr  Fluchtpunkt 
N^  wird  deshalb  nach  871  aus 
der  Fluchtlinie  G^H^  gefunden 
[N^Ä  J.  G^ll^,  N^Ä  X  G^H^  =  F^,  [AOf^  ÄF^-AN^).  Die  ge- 
meinsame Normale  n  =  PQ  liegt  einerseits  mit  ^,  andererseits  mit  h 
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in  einer  Ebene,  ihr  Spnrpunkt  A  liegt  also  auf  den  Geraden  2<G 
(II A^«  ff«)  und  NH  (II  N^H^\  NN^  ==  n^  schneidet  ff^  nnd  h^  in  den 
Punkten  P^  und  Q^.  Es  soll  noch  die  wahre  Länge  des  Abstandes 
PQ  der  beiden  Geraden  gezeichnet  werden.  Nach  864  trage  man 
K^O  =^  N^Cfi  auf  N^G^  als  JV'oo^a  a^f»  dann  projiziert  sich  P.Q^ 
aus   Oa    auf  A^ff  in  seiner  wahren  Größe  P^Qa* 

875.    Die  Geraden  zu  zeichnen,  die  mit  einer  gegebenen 
Geraden  g  einen  bestimmten  Winkel  a  und  mit  einer  ge- 
gebenen Geraden  A  einen  bestimmten  Winkel  ß  einschliefien 
(Fig.  551).     Die  Aufgabe  wurde  bereits  in  117  ftkr  orthogonale  Pro- 
jektion     behandelt, 
hier    soll    nun    die 
Konstruktion  für  Cen- 
xf,     \^  tralprojektion  durch- 

geführt werden.  Ist 
/  eine  Gerade  von 
dervorgeschriebenen 
Beschaffenheit,  so 
gelten  f&r  die  Flucht- 
punkte der  Geraden 
y,  A,  /  die  Be- 
ziehungen: Z-  ffx  Oi^» 
=  a  und  2L  74  OL^ 
=  ß.  Die  beiden  Ro- 
tationskegel mit  dem 
gemeinsamen  Schei- 
tel Ound  den  Achsen 
OG^  resp.  OH^, 
deren  Mantellinien 
"j^L^  mit  den  zugehörigen 
Achsen  den  Winkel  a 
resp.  ß  einschließen, 
schneiden  sich  in 
vier  Geraden  (113),  die  zu  den  gesuchten  Geraden  parallel  laufen  und 
unter  denen  sich  auch  die  Gerade  OL^  befindet.  Es  kommt  also 
alles  darauf  an ,  die  Schnittlinien  dieser  Kegel  zu  konstruieren.  Zu 
diesem  Zwecke  drehen  wir  die  Kegelachsen  OG^  und  011^  und  mit 
ihnen  die  Kegelflächen  selbst  um  e=G^  U^ .  bis  das  Auge  O  in  die 
Büdebene  nach  O®  gelangt  (CfiA  \_e,  i/'Ay.t^F,  O'^F ^  O^F, 
O^A]\e,  Oq  auf  d),  und  bestimmen  zunächst  die  gemeinsamen  Ge- 
raden dieser  gedrehten  Kegelflächen  nach  113.    Ist  /_BCfiG^=^u^  so 


JK 
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ist  J)0^  eine  in  der  Bildebene  TT  liegende  Mantellinie  des  Kegels  mit 
der  Achse  O^ffoo»  ebenso  ist  O^C  eine  in  TT  liegende  Mantellinie  des 
Kegels  mit  der  Achse  O«//«,,  wenn  L.CO^II^^ß  ist.  Um  0^  als 
Mittelpankt  beschreiben  wir  eine  Kugel,  die  TT  in  c  und  die  Mantel- 
linien O^D  und  O^C  in  D,  JD^^  resp.  C,  C^  schneiden  mag.  Diese 
Kugelfläche  schneidet  die  Kegel  in  je  zwei  Kreisen,  deren  Ebenen 
zu  O^G^j  resp.  O^H^  normal  sind;  ihre  senkrechten  Projektionen 
werden  von  zwei  zu  O^G^  normalen  Geraden  durch  D  und  D.  und 
von  zwei  zu  O^H^  normalen  Geraden  durch  C  und  C^  gebildet.  Die 
beiden  Kreise  durch  C,  resp.  D  schneiden  sich  in  zwei  Punkten  J^ 
und  /g»  deren  gemeinsame  orthogonale  Projektion  auf  TT  der  Punkte/' 
ist  {CJ'Jl  Om^,  DJ' x_  0^G^\  Die  Abstände  der  Punkte  J^  und  J^ 
von  der  Bildebene  sind  gleich  /q/',  wenn  J^J'  1_  O^J'  ist  und  J^  auf  c 
liegt.  O^J^  und  O^J^  sind  zwei  gemeinsame  Mantellinien  der  ge- 
drehten Kegelflächen;  sie  besitzen  noch  zwei  weitere  O^K^  und  O^AT^, 
deren  gemeinsame  orthogonale  Projektion  O^K'  ist  {CK'  x_  O^H^, 
A^'JL  ö^^oo)>  auf  die  wir  jedoch  nicht  weiter  eingehen  wollen. 

Wir  legen  jetzt  durch  e  eine  Ebene  E,  die  zur  Ebene  Oe  sym- 
metrisch liegt  in  Bezug  auf  die  Bildebene;  sie  wird  die  Strahlen 
OV^  und  0^2  i°  zwei  Punkten  X,  resp.  M  schneiden.  Führen  wir 
nun  um  e  eine  der  früheren  entgegengesetzte  Drehung  aus,  so  daß 
0^  wieder  nach  0  gelangt,  dann  nehmen  die  beiden  Kegel  wieder  ihre 
ursprüngliche  Lage  an,  während  E  mit  der  Bildebene  zur  Deckung 
kommt.  Demnach  gehen  bei  dieser  neuen  Drehung  die  Punkte  L 
und  Min  zwei  Punkte  L^  und  M^  der  Bildebene  über;  OL^  und 
OM^  sind  zu  zweien  der  gesuchten  Geraden  parallel,  d.  h.  L^  und 
M^  sind  die  Fluchtpunkte  dieser  Geraden.  Um  diese  Punkte  zu 
zeichnen,  benutzen  wir  TT  als  Grundrißebene  und  eine  dazu  senk- 
rechte Ebene  durch  O^AF  als  Aufrißebene;  dann  liegt  0  in  der  Auf- 
rißebene, die  wir  um  O^A  so  umlegen,  daß  0  nach  0^  gelangt.  Nun 
ist  J'  die  erste  Projektion  von  J^  und  J^  und  es  sind  J^'  und  /g" 
ihre  zweiten  Projektionen  {J'J^'J^'l_0''A,  //Vj''^  2/'/^);  zugleich  ist 
^2  =  FOi^  die  zweite  Spur  der  Ebene  E,  wenn  O^^Ot,  ein  Durchmesser 
von  d  ist,  denn  es  muß  z.  0^  FO^  =  z_  O^FO^  sein.  Hieraus  ergeben 
sich  7/'=  ^2  X  OV2"  und  M''=  e^  x  0%"  und  ihre  ersten  Projek- 
tionen L'  und  M'  auf  ON'{L"IJ\  M"M'  \^  O'^Ä),  sowie  durch  Drehung 
um  e  die  Punkte  L^  und  M^  [L^'  auf  O^A,  L^'F^  L"F,  L^LJ'\  e, 

Die  Gerade  l  mit  dem  Fluchtpunkt  X^.,  die  die  gegebenen 
Geraden  g  und  li  trifft,  besitzt  einen  Spurpunkt  Z,  in  dem  sich  die 
Spurlinien  der  Ebenen  gl  und  hl  schneiden  [GL^^G^L^^  //X||  1I^L^\ 
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In  gleicher  Weise  findet  man  M,  den  Spurpunkt  von  m.  Die  Ge- 
rade /  triflft  die  gegebenen  Geraden  ff  und  A  in  P  und  Q,  die  Ge- 
rade m  trifft  sie  in  E  und  S;  es  existieren  noch  zwei  weitere 
Geraden  von  der  verlangten  Art,  sie  sind  jedooh  nicht  in  die  Zeich- 
nung eingetragen. 


Perspektive  Daretellung  von  Körpern  und  Flächen. 
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876.  Bei  dieser  Darstellung  werden  wir  öfters  von  der  ortho- 
gonalen Projektion  dieser  Gebilde  auf  gewisse  Hilfsebenen  Gebrauch 
machen  und  behandeln  deshalb  jetzt  die  Frage  nach  dem  Zu- 
sammenhang der  Darstellung  von  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  in  orthogonaler  und  Centralprojektion.  Dabei  wer- 
den wir  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  unterscheiden. 

Erstens:  Die  eine  Projektionsebene  TTg  fällt  mit  der 
Bildebene  TT  zusammen,  die  andere  TTi  ist  zu  ihr  senkrecht 
(Fig.  552).     Sei  z  die  Schnittlinie  der  Projektionsebenen  TTj  und  TTg, 

A  der  Hauptpunkt  und  d 
der  Distanzkreis.  Dann  ziehen 
wir  durch  Ä  =  0"  die  Flucht- 
linie floodl-'^)  von  TTj,  legen 
das  Auge  um  a^  nach  0^  um 
und  suchen  0',  d.  h.  die  in 
gleichem  Sinne  um  x  umge- 
legte erste  Projektion  des 
Auges  (ÄOQa±x,  0^0'  = 
{Ä-\x)y  Sind  nun  e^f  e^ 
die  Spuren  einer  Ebene  E, 
so  ist  c  =  «2  ihre  Spur  in 
der  Bildebene  und  ihre  Flucht- 
linie «xCII^)  göht  durch  den 
Fluchtpunkt  E^  von  e^  {JS^ 
auf  a^ ,  £^  Oq  \\  e^\  Sind  y, 
ff"  die  Projektionen  einer  Ge- 
raden ^,  so  fällt  ihr  Spur- 
punkt G  in  der  Bildebene  mit 
G^  zusammen,  während  ihr  Fluchtpunkt  G^  sich  aus  OG^  \\  ff  ergiebt 
[ÄG^\\ff'\  aGJWff'WO^H).  Aus  den  Projektionen  P',  P"  eines 
Punktes  P  findet  man  sein  Bild  P  als  Spurpunkt  der  Geraden  OP 


Fig.  552. 
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in  der  Bildebene ;  man  errichtet  also  im  Punkte  (/P'  x  ^  auf  x  eine 
Normale,  diese  schneidet  AP''  in  P^. 

Das  Bild  ff^  einer  Geraden  ^  wurde  soeben  durch  Konstruktion 
ihres  Spur-  und  Fluchtpunktes  gewonnen;  es  läßt  sich  indes  auch 
leicht  der  Schnittpunkt  G^  des  Bildes  ff^  mit  der  Geraden  x  angeben. 
G^  ist  der  Schnittpunkt  von  x  mit  der  Ebene  0^,  die  Parallelen  ff 
und  OG^  treffen  also  TTj  in  zwei  Punkten  G^  und  U,  deren  Ver- 
bindungslinie X  in  G^  schneidet  {(yU\\ff\  AG^x  x  =.  U'\  UU''±x). 
Diese  Konstruktion  ist  besonders  von  Bedeutung,  wenn  die  Bilder 
von  einer  Anzahl  paralleler  Geraden  gefunden  werden  sollen,  deren 
Spurpunkte  in  Tf^  bekannt  sind.  Man  hat  dann  zunächst  G^^  und  U 
zu  suchen,  darauf  projiziert  man  die  ersten  Spurpunkte  der  einzelnen 
Geraden  aus  dem  Punkte  U  auf  x  und  verbindet  diese  Projektionen 
mit  G^,  so  sind  diese  Linien  die  gesuchten  Bildgeraden. 

877.  Zweitens:  Die  Ebene  TTg  schließt  mit  der  Bild- 
ebene einen  Winkel  a  ein,  die  Ebene  Tf^  steht  auf  TTg  und 


Fig.  553. 

der   Bildebene   senkrecht   (Fig.  553).     Es   sei  x   wiederum   die 
Schnittlinie  der  Projektionsebenen,  ferner  seien  a  und  a^(\\a  durch  A) 
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Spur-  und  Fluchtlinie  von  TTi,  b{±a)  und  ^x(ll^)  Spur-  und  Flucht- 
linie von  TTg*  Dann  lege  man  TT,  um  b  und  gleichzeitig  das  Auge 
um  b^  nach  0^  um;  dabei  mögen  die  umgelegten  Punkte  und  Ge- 
raden von  TT,  ebenso  wie  die  Punkte  und  Geraden  in  TTj  selbst  be- 
zeichnet werden;  eine  Verwechselung  wird  sich  bei  der  Darlegung 
leicht  vermeiden  lassen.  Femer  lege  man  TTi  um  a  und  gleich- 
zeitig das  Äuge  um  a^  nach  0^  um;  auch  hier  sollen  die  umge- 
legten Punkte  und  Geraden  von  TTj  die  gleiche  Bezeichnung  wie 
die  Punkte  und  Geraden  in  TTj  selbst  erhalten.  In  der  Figur  er- 
scheint die  X-Achse  zweimal,  nämlich  um  a  umgelegt  als  x\\OqB^ 
und  um  b  umgelegt  als  x  ±  b.  Nun  zeichnet  man  noch  0'  und 
0",  die  ebenfalls  mit  TTi  und  TT,  ^^  ^^®  Bildebene  umgelegt  sind 
{aA±a,  0^(y^{A^a),  J3AB^±b,  B^O,\\BO^' ±0,0^',  BO' ^ 
BOq")^    sowie    den    Fluchtpunkt  Y^  aller  zu  TT,  normalen  Geraden 

{OJ^:lo,b^). 

Sind  P',  P"  die  orthogonalen  Projektionen  eines  Punktes  P,  so 
kann  man  ihre  Bilder  P/,  P''  in  der  früheren  Weise  konstruieren. 
Natürlich  sind  die  Projektionen  P',  P"  so  zu  wählen,  daß  die  Fuß- 
punkte der  von  ihnen  auf  die  a:- Achse  gefällten  Lote  von  a  x  b 
gleich  weit  abstehen,  sich  also  decken,  wenn  die  beiden  Geraden  x 
durch  Drehung  zur  Deckung  gebracht  werden.  Man  ziehe  durch 
P"  und  0®  irgend  zwei  Parallelen,  schneide  sie  mit  b,  resp.  b^  in 
R  und  5,  dann  trifft  die  Verbindungslinie  RS  die  Gerade  O^P" 
in  P/';  ähnlich  ergiebt  sich  P^,  Da  sich  in  P  die  in  P'  und  P" 
auf  TTi  und  TT,  errichteten  Normalen  schneiden,  so  schneiden  sich 
in  P^  das  von  P/  auf  a  gefällte  Lot  und  die  Gerade  P/'l«. 

Die  Konstruktion  von  P,  aus  P'  und  P"  läßt  sich  noch  wesent- 
lieh  einfacher  gestalten,  ohne  vorher  die  Bilder  dieser  Projektionen 
zu  zeichnen.  Die  Gerade  PP'  ist  zu  TTj  normal,  ihr  Bild  steht  in 
Q^axO'P'  auf  a  senkrecht  und  trägt  P^.  Die  Gerade  PP"  ist 
zu  TT,  normal,  ihr  Bild  liegt  in  der  Ebene  OPP".  Diese  schneidet 
n,  in  0"F'  und  die  Spurlinie  b  in  R=^bx  0'F'\  demnach  ist  Y^R 
das  Bild  von  PP"  und  geht  ebenfalls  durch  P^.  Die  Konstruktion 
von  P^  erfordert  also  nur  das  Ziehen  der  vier  Geraden  (yp\  (y'F\ 
CP,(JL«)  und  r^P;  dabei  kann  an  Stelle  der  Geraden  0"P"  in  n, 
die  in  die  Bildebene  umgelegte  Gerade  (y'P"  treten,  da  es  nur  auf 
ihren  Schnittpunkt  R  mit  b  ankommt. 

Es  kann  vorkommen,  daß  7^  auf  b  oder  in  der  Nähe  von  b 
liegt,  dann  wird  die  Gerade  Y^R  —  das  Bild  von  PP"  —  ungenau 
und  man  benutzt  besser  ihren  Schnittpunkt  S  mit  b^.  S  liegt  in 
der  Ebene  OPF\  diese  schneidet  die  Ebene  Ob^  in  einer  zu  0"F' 
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parallelen  Geraden  durch  0]    demnach  ist  O^S  zu  der  umgelegten 
Geraden  (/'F'  parallel. 

Sind  ff'j  ff"  die  orthogonalen  Projektionen  einer  Geraden  ff,  so 
liegt  sie  in  den  beiden  Ebenen,  die  in  ff'  resp.  y"  auf  Tf^  resp.  Tf^ 
senkrecht  stehen.  Ist  /  der  Fluchtpunkt  der  Geraden  ^"  in  TTj 
{J  auf  b^,  O^J\\ff"),  so  besitzt  die  erste  der  genannten  Ebenen  die 
Fluchtlinie  JY^  und  eine  dazu  parallele  Spurlinie  durch  ff"  x  b.  Ist 
«benso  K  der  Fluchtpunkt  der  Geraden^'  in  TTi  {K aM{ a^,  O^KWff'), 
so  gehen  Spur-  und  Fluchtlinie  der  zweiten  Ebene  durch  ff' X  a 
resp.  K  und  sind  zu  a  normal.  Die  Spur-  und  Fluchtlinien  beider 
Ebenen  schneiden  sich  in  dem  Spurpunkt  G,  resp.  Fluchtpunkt  Gy, 
der  gesuchten  Geraden  ff. 

Kennt  man  von  einer  Ebene  E  die  orthogonalen  Spuren  e^  und  e^ 
{ihre  Schnittpunkte  mit  den  bezw.  Geraden  x  haben  den  gleichen 
Abstand  von  axb),  so  geht  ihre  Fluchtlinie  e^  durch  die  Flucht- 
punkte Z  und  3f  von  e^  und  e^  [L  auf  ö^,  O^L  \\  «,,  il/auf  a^,  OqM\\  e^ 
und  ihre  Spurlinie  «(||«x>)  durch  den  Punkt  H  =  e^xb. 

878.  Drittens:  Beide  Projektionsebenen  TTi  und  TTj  sind 
gegen  die  Bildebene  geneigt.  Seien  wiederum  a^  a^  resp.  b,  b 
Spur-  und  Fluchtlinien  von  TTj  resp.  TTj ,  seien  femer  X  und  X, 
Spur-  und  Fluchtpunkt  der  Schnittlinie  x  beider  Ebenen,  seien  end- 
lich Y^  resp.  Z^  die  Fluchtpunkte  der  Normalen  von  TT,  resp.  TTj 
{Zy^  auf  ^30,  Y^  auf  floo).  Dann  suche  man  zunächst  die  Projektionen 
C,  0"  des  Auges  und  lege  sie  mit  den  Ebenen  TTj  und  TT,  in  die 
Bildebene  um.  Aus  den  Projektionen  P',  P"  eines  Punktes  findet 
man  jetzt  sein  Bild,  indem  man  a  mit  (/P'  und  b  mit  0''P" 
schneidet  und  diese  Punkte  mit  Z^  resp.  Y^  verbindet;  diese  Ge- 
raden schneiden  sich  in  dem  gesuchten  Bilde  P^.  Man  erkennt  die 
Richtigkeit  des  Gesagten  unmittelbar  aus  der  voranstehenden  Nummer. 

Die  Flucht-  und  Spurlinie  einer  Ebene  E  verbinden  die  Flucht- 
und  Spurpunkte  ihrer  orthogonalen  Spuren  e^  und  e^»  Der  Flucht- 
punkt einer  Geraden  ff  erscheint  als  Schnittpunkt  zweier  Geraden, 
von  denen  die  eine  den  auf  a^  liegenden  Fluchtpunkt  von  ff'  mit  Z^, 
die  andere  den  auf  b^  liegenden  Fluchtpunkt  von  ff"  mit  Y^  ver- 
bindet. 

879.  Das  schiefe  Prisma  und  sein  Normalschnitt 
(Fig.  554).  Sei  E  {e,  e^)  die  Ebene  des  Grundpolygons  BGB ...,  so 
legen  wir  das  Auge  um  e^  nach  0^  um  und  nehmen  das  Polygon 
in  der  ümlegung  um  e  als  B^C^ß^ , . .  an;  dann  findet  man  nach  863 
sein  Bild  B^C^D^  .  .  .  {C^^D^  X  e  =  M,  O^M^  \\  C'D^  M^  auf  e^, 
MM^  =^G^T)^y  O^C^  durch  (7.).     Ist  nun  BJ  eine  Prismenkante  und 
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ist  ihre  orthogonale  Projektion  BH  auf  die  Grundebene  E  als  B^Ii^y 
sowie  die  Höhe  JII  des  Prisma  bekannt,  so  gewinnt  man  sein  Bild 
nach  877.  Man  lege  durch  das  Auge  eine  Ebene  senkrecht  zu  ^^ 
die  also  auch  zu  E  normal  ist  und  sie  in  einer  Falllinie  x  schneidet ; 
Spur-  und  Fluchtlinie  dieser  Ebene  bildet  das  von  Ä  auf  e  gefällte 
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Fig.  554. 

Lot  a  =  FF^ .  Diese  Ebene  legen  wir  um  die  Linie  a  in  die  Bild- 
ebene um  {p^A  II  tf,  Oq-4  =  Distanz,  x  ||  O^i^oo?  ^  durch  ^,  und  suchen 
in  ihr  die  orthogonsJe  Projektion  der  Kante  BJ.  Indem  wir  von 
B^  und  H^  auf  x^  Lote  fällen  und  die  Abstände  ihrer  Fußpunkte 
von  F  auf  x  auftragen,  erhalten  wir  B'  und  IV  und  daraus  /' 
{J'H'  x_  X,  J'H'^  JH).  Spur-  und  Fluchtpunkt  K  und  K^  der  Kante 
h  =  BJ  liegen  einerseits  auf  zwei  Geraden,  die  in  K'==  Kx  a  und 
K^  auf«  senkrecht  stehen  {O^KJ  \\  ä'),  andererseits  auf  zwei  Parallelen 
durch  G  =  (?  X  B^H^  und  (?«,  (O^Gf^lj  Bm'').    Ist  iV;^  der  Fluchtpunkt 
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aller  zu  E  normalen  Geraden ,  also  auch  von  JJ/,  so  geht  G^N^ 
durch  K^j  denn  die  drei  Geraden  BH^  HJ  und  BJ  liegen  in  einer 
Ebene.  Die  Bilder  aller  parallelen  Kanten  des  Prisma  sind  nach 
K^  gerichtet;  als  Endpunkt  von  k^  findet  sich  J^  =  B^K^  x  ^c^^' 
Nach  877  liegen  B^,  H^  und  /.  auch  auf  Geraden,  die  auf  a  in 
den  Schnittpunkten  mit  OqB\  O^ir  und  O^J'  senkrecht  stehen.  Die 
Bilder  paralleler  Seiten  der  Endpolygone  des  Prisma  schneiden 
sich  auf  e^. 

Bestimmt  man  auf  AK^  den  Punkt  U^  gemäß  der  Relation: 
K^Ä' ÄU^  =  {ÄOf^  so  ist  die  in  ü^  eiu{  AK^  errichtete  Normale  Wqo 
die  Fluchtlinie  aller  zu  den  Prismenkanten  senkrechten  Ebenen. 
Durch  die  Wahl  der  Spur  n(||nao)  wird  eine  bestimmte  Normal- 
ebene N  herausgegriffen,  und  es  soll  der  in  ihr  liegende  Normal- 
schnitt gezeichnet  werden.  Zieht  man  durch  JTund  K^oj  ^^^  Spur- 
und  Fluchtpunkt  der  Kante  BJ,  irgend  zwei  Parallelen  und  schneidet 
sie  mit  n  resp.  n^ ,  so  geht  die  Verbindungslinie  dieser  Punkte  durch 
das  Bild  P^  der  auf  BJ  liegenden  Ecke  des  Normalschnittes.  Wäre 
dagegen  P.  als  Ecke  eines  Normalschnittes  gegeben,  so  würde 
sich  durch  Umkehrung  der  Konstruktion  die  Spur  n  der  Ebene  des 
Normalschnittes  ergeben.  Um  eine  Seite  des  Normalschnittes  zu 
erhalten,  hat  man  eine  Seitenfläche  des  Prisma  mit  N  zu  schneiden. 
Die  Grundlinie  CJ)  hat  den  Fluchtpunkt  M^y  also  ist  M^K^  die 
Fluchtlinie  der  Seitenfläche  durch  CD  und  ihr  Schnittpunkt  Zoo  mit  n^ 
der  Fluchtpunkt  einer  Seite  unseres  Schnittes.  Der  zugehörige  Spur- 
punkt L  liegt  auf  n  und  es  ist  LM\\M^K^\  ^mI LL^  liegt  das  Bild 
der  Seite  QR,  Die  Geraden  CD  und  QR  treffen  sich  in  einem 
Punkte  T  von  *  =  E  X  N ,  ihre  Bilder  gehen  also  durch  den  näm- 
lichen Punkt  T^  von  ä  .  Die  Sichtbarkeit  der  Kanten  des  Prisma 
erkennt  man  sofort  aus  der  gegenseitigen  Lage  von  0^,  x  und  /'. 
Offenbar  liegen  Prisma  und  Auge  zu  verschiedenen  Seiten  der 
Ebene  E. 

880.  Der  schiefe  Cylinder  und  sein  Schnitt  (Fig.  555). 
Gegeben  sei  eine  Ebene  E  [e,  e^\  in  ihr  liege  ein  Kreis  k  als  Basis- 
kurve des  Cylinders;  ferner  sei  der  Fluchtpunkt  M^  seiner  Mantel- 
linien und  die  schneidende  Ebene  A  (^,  d^)  bekannt.  Man  suche 
zunächst  das  Bild  k  des  Kreises  A,  indem  man  ihn  um  e  nach  k^ 
und  das  Auge  um  e^  nach  0^  umlegt.  Ein  Durchmesser  von  k^ 
ist  das  Bild  FF^  der  durch  den  Mittelpunkt  K  gehenden  Falllinie 
[K^F  j_  «),  seine  Endpunkte  liegen  mit  denen  des  umgelegten  Durch- 
messers auf  Strahlen  durch  0^.  Genauer  erhält  man  diese  End- 
punkte,  wenn   man   den   betreffenden   Durchmesser   von  k^  um  F 
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dreht,  bis  er  sich  mit  der  Spur  e  deckt;  dann  liegen  seine  End- 
punkte mit  denen  des  gesuchten  Durchmessers  auf  Strahlen  durch 
Oa  (f^<xiOii=F^O^  =  ^ooOq).    Der  dem  ersten  Durchmesser  konjugierte 
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Fig.  555. 

Durchmesser  von  k^  ist  zu  e  parallel  und  geht  durch  seinen  Mittel- 
punkt eT.  Sucht  man  den  zugehörigen  Punkt  J^  und  zieht  durch 
ihn  die  zu  e  parallele  Ereissehne,  so  begrenzen  die  aus  O^  nach 
ihren  Endpunkten  gezogenen  Strahlen  den  zu  e  parallelen  Durch- 
messer von  Ä^. 

Faßt  man  die  Perspektive  Beziehung  zwischen  hP  und  k^  mit 
dem  Centrum  0®,  der  Achse  e  und  der  Fluchtlinie  e^  ins  Auge,  so 
entspricht  dem  Mittelpunkt  J^  von  k^^  als  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden,  der  Pol  J^  der  Ver8ch?midungslinie  e^  in  Bezug  auf  ä^. 
Da  die  Entfernung  der  Geraden  e^  von  e  gleich  der  des  Punktes  0*^ 
von  <?„  ist  (175),    so  trage  man  auf  K'^F  die  Strecke  FG  =  F^CT^ 
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auf,  dann  besitzen  die  von  G  an  den  Kreis  k^  gelegten  Tangenten 
parallele  Bilder,  die  k^  in  den  Endpunkten  des  zu  e  parallelen  Durch- 
messers berühren. 

Die  Bilder  der  Mantellinien  unseres  Cylinders  laufen  verlängert 
durch  M^ ,  sein  scheinbarer  Umriß  wird  also  von  den  beiden  aus  M^ 
an  k^  gelegten  Tangenten  gebildet.  Sind  ?/.,  V^  ihre  Berührungspunkte 
mit  Ä^,  so  ist  Jlfoo  der  Pol  von  U^V^\  die  entsprechende  Sehne  U^V^ 
von  k^  ist  also  die  Polare  eines  Punktes  M^^  der  dem  Punkte  M^ 
bei  der  Perspektiven  Beziehung  von  k^  und  k^  entspricht  {M^M^ 
durch  0^,  M^  C  durch  F^ ,  CAP  J_  e).  Man  kann  die  Sache  auch 
folgendermaßen  auffassen.  Die  aus  dem  Auge  an  den  Gylinder  ge- 
legten Tangentialebenen  berühren  ihn  im  wahren  Umriß,  sie  schneiden 
sich  in  einer  Parallelen  zu  den  Mantellinien  durch  das  Auge  0, 
Diese  trifft  die  Ebene  E  in  einem  Punkte  M,  so  daß  die  Taugenten 
von  Ä  in  f7  und  V  sich  in  M  schneiden.  M^  ist  das  Bild  von  M, 
daher  entsprechen  sich  M^  und  der  umgelegte  Punkt  HP  in  der 
Perspektiven  Beziehung  zwischen  k^  und  k^.  Man  zeichne  deshalb 
M^^  Ü^F^  und  dann  die  entsprechende  Gerade  U^F^. 

Um  das  Bild  der  Schnittkurve  c  unseres  Cylinders  mit  der 
Ebene  A  zu  gewinnen,  kann  man  die  Perspektive  Beziehung  zwischen 
c^  und  h^  benutzen.  M^  ist  das  Centrum  und  s^  (*  =  ^  x  E)  die 
Achse  dieser  Perspektive;  dabei  entsprechen  sich  die  Bilder  je  zweier 
Geraden  von  E  und  A,  die  in  einer  zu  den  Mantellinien  parallelen 
Ebene  liegen.  Jede  zu  e  und  den  Mantellinien  parallele  Ebene  be- 
sitzt die  Fluchtlinie  M^W^  (||c),  sie  schneidet  A  in  einer  Geraden 
mit  dem  Fluchtpunkte  W^  (auf  d^)  und  E  in  einer  Parallelen  zu  e. 
Bei  der  Perspektiven  Beziehung  zwischen  k^  und  c^  entsprechen  also 
den  Parallelen  zu  e  die  Geraden  durch  W^  (speziell  e^  und  dj),  folg- 
lich entspricht  der  unendlich  fernen  Geraden  des  ersten  Systems  eine 
Parallele  zu  s^  durch  W^.  Ahnlich  entspricht  der  unendlich  fernen 
Geraden  des  zweiten  Systems  eine  Parallele  x^  zu  s^  durch  X  auf  e, 
wenn  SX  =^S^X^==  W^  M^  ist.  Dem  Pol  Y^  von  x^  in  Bezug  auf  k^ 
entspricht  hiernach  der  Mittelpunkt  von  c^.  Man  suche  also  ^r^  und 
seinen  Pol  T^  in  Bezug  auf  k^  und  ziehe  durch  Y^  zwei  konjugierte 
Polaren.  Dann  zeichne  man  ihre  Bilder  —  es  sind  konjugierte  Po- 
laren von  k^  —  diesen  entsprechen  zwei  konjugierte  Durchmesser  von  c^ . 

In  der  Zeichnung  geht  die  Konstruktion  von  einem  dem  Kreise  k^ 
umschriebenen  Quadrate  aus,  dessen  Seiten  zn  e  parallel,  resp.  normal 
sind,  dessen  Diagonalen  also  mit  e  einen  Winkel  von  45^  einschließen. 
Die  Bilder  der  Diagonalen  (Fluchtpunkte  Oa  resp.  0^)  und  der 
Quadratseiten,  sowie  ihrer  Berührungspunkte  sind  gezeichnet,  daraus 
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ergiebt  sich  k^.  Das  Qaadrat  ist  die  Grundfläche  eines  Prisma, 
dessen  Seiten  den  Cylinder  längs  je  einer  Mantellinie  berühren.  Das 
Prisma  wird  von  A  in  einem  Viereck  geschnitten,  dessen  Bild  der 
Ellipse  c^  umgeschrieben  ist.  Der  Fluchtpunkt  zweier  Quadratseiten 
ist  J^oo  >  folglich  ist  H^^  d^  X  M^  F^  der  Fluchtpunkt  der  ent- 
sprechenden Seiten  des  Vierecks;  die  anderen  Quadratseiten  sind 
zu  e  parallel,  folglich  haben  die  zugehörigen  Viereckseiten  den 
Fluchtpunkt  H^^ .  überhaupt  liegen  die  Fluchtpunkte  entsprechender 
Geraden  in  A  und  E  auf  d^  und  e^  so,  daß  ihre  Verbindungslinie 
durch  M^  geht,  ihre  Spurpunkte  auf  d  und  e  liegen  auf  einer 
Parallelen  hierzu.  Hierdurch  bestimmen  sich  Seiten,  Diagonalen 
und  Berührungssehnen  des  der  Ellipse  c^  umschriebenen  Vierecks. 
Die  Umrißlinien  berühren  c  in  R^  und  T  und  es  schneiden  sich 
Ä^r.  und  V^F^  auf  b^\  in  der  Figur  ist  noch  der  Schnittpunkt  von 
BJT^  mit  einer  Vierecksseite  gezeichnet. 

Die  Ellipse  c^  läßt  sich  aus  diesem  umgeschriebenen  Viereck 
einfach  zeichnen,  da  sich  nach  268  die  Diagonalen  und  die  Verbin- 
dungslinien der  Berührungspunkte  der  Gegenseiten  eines  jeden  um- 
schriebenen Vierecks  in  einem  Punkte  schneiden.  Nimmt  man  also 
drei  feste  Tangenten  der  Kurve  und  verbindet  die  Berührungspunkte 
zweier,  so  bildet  jeder  Punkt  der  Verbindungslinie  den  Diagonal- 
schnittpunkt eines  umgeschriebenen  Vierecks,  von  dem  drei  Seiten 
auf  den  festen  Tangenten  liegen.  Man  erhält  so  beliebig  viele  Tan- 
genten mit  ihren  Berührungspunkten. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Lichtgrenze  auf  dem  Cylinder 
für  einen  beliebigen  leuchtenden  Punkt  L  konstruieren.  L  sei 
durch  sein  Bild  L^  und  seine  orthogonale  Projektion  L'  gegeben. 
Die  Tangentialebenen  durch  L  an  den  Cylinder  berühren  ihn  in  den 
Mantellinien  der  Lichtgrenze  und  haben  die  durch  den  leuchtenden 
Punkt  gehende  Parallele  zu  den  Mantellinien  gemein.  Letztere 
schneidet  die  Basisebene  E  in  einem  Punkte  Z  {Na^^^  e^  x  M^Äj 
NL'W  M^Ä,  iV  auf  «,  Z^  =  M^Z^  x  -^A"«,);  die  von  ihm  an  den  Kreis  k 
gelegten  Tangenten  berühren  denselben  in  zwei  Punkten  P  und  Q 
der  Lichtgrenze.  Man  suche  zuerst  Z^  und  seine  Polare  P^Q^  in 
Bezug  auf  k^  und  daraus  P^Qc]  die  Mantellinien  der  Lichtgrenze 
treffen  die  Ellipse  c  in  zwei  Punkten  D  und  E  und  es  schneiden 
sich  die  Geraden  D^F.  PO  und  *  in  dem  nämlichen  Punkte  JB. 
Flucht-  und  Spurpunkte  der  Geraden  P^Q^f  A^c  ^^^  ^*^^^  ^^^ 
oben  Gesagten  sofort  anzugeben. 

Über  den  sichtbaren  imd  unsichtbaren  Teil  des  Cylinders  kann 
man  sich  in  folgender  Weise  orientieren.     Seine  Mantellinien  liegen 
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ebenso  gegen  die  Ebene  E,  wie  OM^  gegen  die  Ebene  Oe^,  und 
zwar  nicht  nur  der  Bichtung,  sondern  auch  dem  Sinne  nach,  wie 
man  leicht  aus  der  Lage  ihrer  Bilder  gegen  M^  erkennt.  Infolge 
dessen  liegen  Cylinder  und  Auge  auf  der  nämlichen  Seite  der  Basis- 
ebene Ey  so  daß  die  Fläche  des  Basiskreises  unsichtbar  ist.  Noch 
einfacher  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  bedenkt,  daß  der  sicht- 
bare Teil  des  Gylindermantels  dem  Auge  und  folglich  dem  Punkte 
M^ExM^O  zugekehrt  ist.  Da  der  Kreisbogen  Ü^P^F^  dem 
Punkte  ÄP  zugekehrt  ist,  ist  der  Teil  des  Gylindermantels  sichtbar, 
der  durch  den  Kreisbogen  UPF  auf  E  geht.  Aus  gleichen  Gründen 
ist  der  Teil  des  Gylindermantels  durch  PFQ  beleuchtet,  da  P^F^Q"" 
dem  Punkte  Z^  zugekehrt  ist. 

881.     Der   gerade   Kreiskegel    und    seine   Lichtgrenze 
(Fig.  556).     Sei  E  («,  ^oo)  die  Basisebene  des  Kegels  und  sei  der  in 


Fig.  556. 


ihr  liegende  Basiskreis  k  durch  seine  Umlegung  k^  gegeben;  dann 
konstruieren  wir  zunächst  das  Bild  k^  dieses  Kreises  ganz  wie  in 
der  vorausgehenden  Nummer.  Hierauf  legen  wir  durch  die  Kegel- 
achse eine  Hilfsebene  TTi  senkrecht  zur  Bildebene  und  legen  sie  um 


438  Freie  Perspektive. 


ihre  Spurlinie  in  die  Bildebene  um.  Diese  Ebene  ist  normal  zur 
Spur  e,  da  die  Eegelachse  auf  E  normal  steht;  sie  schneidet  des- 
halb E  in  einer  Falllinie  f  durch  den  Kreismittelpunkt  K  {AF^  _L  e^ , 
K^F±  e,  äOq  =  Distanz,  f^  \\  O^F^,  f^  durch  F).  Wir  errichten  jetzt 
im  Punkte  K^  {FK^  =  FK^  auf  ^  eine  Normale  K^S^  gleich  der 
Eegelhöhe,  dann  geht  der  Strahl  0^8^  durch  das  Bild  8^  des  Kegel- 
scheitels 8.  Dieses  Bild  liegt  aber  auch  auf  dem  Bilde  K^N^  der 
in  K  auf  E  errichteten  Normalen  {N^  auf  AF^ ,  N^  0^  JL  O^F^ )  und 
ist  hierdurch  bestimmt  Der  scheinbare  Umriß  des  Kegels  wird  von 
den  beiden  aus  8^  an  k^  gelegten  Tangenten  gebildet,  die  man  da- 
durch findet,  daß  man  zuerst  die  entsprechenden  Tangenten  an  k^ 
sucht.  Bei  der  Perspektiven  Zuordnung  von  k^  und  k^  entspricht 
8^  ein  Punkt  S^;  von  ihm  aus  gehen  zwei  Tangenten  an  den  Ej'eis  k^, 
deren  Berührungspunkte  JB^  und  C^  sein  mögen.  Die  entsprechenden 
Bildpunkte  B^  und  C^  auf  k^  gehören  dem  Umriß  an. 

Die  Lichtgrenze  des  Kegels  für  einen  leuchtenden  Punkt  L  be- 
steht aus  den  beiden  Mantellinien,  deren  Tangentialebenen  durch  L 
gehen.  Diese  Ebenen  enthalten  die  Gerade  L8  und  folglich  auch 
ihren  Schnittpunkt  T  mit  der  Basisebene  E;  sie  schneiden  daher  E 
in  den  aus  7  an  A  gezogenen  Tangenten,  deren  Berührungspunkte 
D  und  F  sein  mögen.  Somit  sind  82)  und  8F  die  Mantellinien  der 
Lichtgrenze.  Ist  L  auf  einer  Geraden  ^  ((?,  G^)  gegeben,  so  lege 
man  durch  sie  eine  Ebene  senkrecht  zu  E  und  schneide  sie  mit  ihr 
mh{H^=^€^xG^N^,  Jlmie,  IIG\\N^G^).  Dann  ist  T^=A^xüA 
das  Bild  des  gesuchten  Punktes  jT,  und  die  aus  ihm  an  k^  gelegten 
Tangenten  berühren  diese  Kurve  in  den  gesuchten  Punkten  D^  und  £^. 
Um  sie  zu  zeichnen,  bestimme  man  wieder  in  der  Perspektiven  Be- 
ziehung zwischen  k^  und  k^  den  entsprechenden  Punkt  T^  zu  T^  und 
die  Berührungspunkte  D^,  £^  der  von  ihm  an  k^  gelegten  Tangenten, 
diesen  entsprechen  dann  rückwSxts  D^  und  E^,  In  der  Figur  sind 
die  orthogonalen  Projektionen  L'  und  L"  des  Punktes  L  auf  die 
Ebenen  TT^  und  E  als  bekannt  vorausgesetzt.  L'  ist  um  die  Spur 
von  TTj  nach  L',  L"  um  die  Spur  e  nach  L"  umgelegt  (die  Pro- 
jektionen und  ihre  Umlegungen  tragen  die  nämliche  Bezeichnung). 
Dabei  sind  die  Projektionen  in  der  bekannten  Weise  miteinander 
verknüpft,  d.  h.  die  Fußpunkte  der  Lote,  die  man  von  L'  auf  /^ 
und  von  i"  auf  FK^  fällt,  stehen  gleichweit  von  F  ab.  Es  ergiebt 
sich  hier  T  =  8^1'  x  /o  als  Projektion  von  T  auf  TTi  und  daraus 
der  um  die  Spur  e  umgelegte  Punkt  r  auf  K'^F^FT  =  FTy  Dem- 
nach ist  T^  der  Schnittpunkt  der  Geraden  K^L"  mit  der  Parallelen 
zu  e  durch  T',  woraus  dann  i>S  E^  und  die  Punkte  Tj  jD.  E  folgen 
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(K'^T^  X  e^  B,  7;  =  K^H  x  O^'T^  Schneidet  man  noch  K^H  mit 
L''0^,  so  erhält  man  Z;'  und  L^  als  Schnittpunkt  von  i/W«,  mit  5^7;. 
Der  sichtbare  Teil  des  Kegelmantels  ist  der  Geraden  80  zu- 
gekehrt; er  geht  durch  den  Teil  des  Kreises  A,  der  dem  Punkte 
SO  X  E  zugekehrt  ist  (dessen  Bild  mit  S^  zusammenfällt,  da  dieser 
•auf  der  Strecke  SO  liegt).  Durch  Umlegung  um  die  Spur  e  gelangt 
dieser  Schnittpunkt  nach  S^,  dem  der  Ejeisbogen  BW^C^  zugekehrt 
ist,  so  daß  der  Bogen  BBC  auf  dem  sichtbaren  Teile  des  Kegel- 
mantels  liegt.  Ahnlich  erkennt  man,  daß  der  Teil  des  Mantels 
durch  BCE  im  Lichte  liegt. 

882.    Die  Kugel  (Fig.  557).     Legt   man   vom   Auge  0  den 
Tangentialkegel  an  eine  Kugel  K,  so  berührt  er  dieselbe  in  einem 

T  /^ 

I  ^4\ 


iö^£? i^ 


Kreise  k  —  dem  wahren  Umriß  der  Kugel  —  während  er  die 
Bildebene  in  einem  Kegelschnitte  k^  —  dem  scheinbaren  Um- 
risse —  schneidet.  Um  k  zu  konstruieren,  benutzen  wir  eine  zur 
Bildebene  normale  Hilfsebene  TT^  durch  das  Auge  0  und  den  Mittel- 
punkt M  der  Kugel.  Letzterer  mag  durch  sein  Bild  M^  und  seine 
orthogonale  Projektion  M'  gegeben  sein,  außerdem  sei  der  Radius  r 
der  Kugel  bekannt.  Die  Hilfsebene  TT,  legen  wir  um  ihre  Spur 
X  =  MM^A  um,  dann  gelangt  der  Kugelmittelpunkt  nach  M{AO±Xf 
AO  ==  Distanz,  MW  \_  x,  Jf  ==  MM' x  OM^  und  der  in  TT,  liegende 
Kugelkreis  nach  s  (die  umgelegten  Punkte  sind  ebenso  bezeichnet. 
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wie  die  Punkte  in  TT2  selbst).  Die  Ebene  des  wahren  Umrisses  k 
steht  auf  TTj  senkrecht,  dieser  schneidet  s  in  zwei  Punkten  JB  und  C, 
deren  Tangenten  durch  0  laufen.  Das  Bild  Bfi^  der  Eugelsehne  BC 
ist  die  große  Achse  des  scheinbaren  Umrisses  k^  und  ihr  Mittel- 
punkt jST^  ist  das  Bild  des  Punktes  K  der  Sehne  JBC^  der  dem  zur 
Bildebene  normalen  Eugeldurchmesser  angehört  {K  ^  MW  x  BC)- 
Ist  nämlich  JtfP-^AO,  so  ist  OP  die  Polare  von  K,  denn  sie  muß 
erstens  durch  den  Pol  0  von  BC  gehen  und  zweitens  auf  MK  senk- 
recht stehen.  Demnach  sind  die  vier  Strahlen  OB,  OC,  OK,  OP 
harmonisch  (289)  und  folglich  auch  ihre  Schnittpunkte  mit  x\  einer 
derselben  ist  aber  unendlich  fem,  also  halbiert  K  die  Strecke  BC. 
Das  Bild  der  Kugelsehne  BS,  die  in  K  auf  TTg  senkrecht  steht, 
stellt  die  kleine  Achse  des  scheinbaren  Umrisses  dar;  denn  BB  ist 
zur  Bildebene  parallel,  so  daß  B^E^  zu  x  normal  wird.  Zur  Kon- 
struktion kann  man  die  orthogonalen  Projektionen  von  B  und  B  auf 
die  Bildebene  benutzen,  und  zwar  liegen  B',  F/  zu  x  symmetrisch 
und  es  ist  DE'  =  QR  (der  zu  x  parallelen  Kugelsehne  durch  K) ; 
dann  tragen  AB'  und  AE'  die  gesuchten  Bildpunkte  B^  und  E^. 

Alle  zur  Bildebene  parallelen  Kugelkreise  liefern  kreisförmige 
Bilder;  sie  schneiden  den  wahren  Umriß  A  in  je  zwei  Punkten, 
während  ihre  Bilder  den  scheinbaren  Umriß  h^  in  den  entsprechenden 
Punkten  berühren.  So  gehört  zu  dem  zur  Bildebene  parallelen 
Kugelkreise  mit  dem  Mittelpunkt  K  als  Bild  der  Ej'eis  mit  dem 
Durchmesser  B^E^-,  sein  auf  x  liegender  Durchmesser  ist  das  Bild 
der  Kugelsehne  QR.  Legt  man  durch  C  den  zur  Bildebene  parallelen 
Kugelkreis  i  mit  dem  Mittelpunkt  /,  so  berührt  er  k  in  C\  sein 
Bild  i^  ist  deshalb  der  Krümmungskreis  der  Eklipse  k^  im  End- 
punkte C^  ihrer  großen  Achse,  J^  ist  der  zugehörige  Krümmungs- 
mittelpunkt. Analog  ergiebt  sich  der  Krümmungskreis  im  Punkte  B^. 
Die  Bilder  F^,  G^  der  Endpunkte  des  zur  Bildebene  normalen  Kugel- 
durchmessers FG  sind  die  Brennpunkte  der  Ellipse  k^.  Denn  der 
Botationskegel  mit  dem  Scheitel  0  und  dem  Leitkreise  k  wird  von 
der  Tangentialebene  im  Punkte  F  der  Kugel  in  einer  Ellipse  mit 
dem  Brennpunkte  F  geschnitten  (388).  Diese  Elllipse  ist  zu  k^  ähn- 
lich und  in  ähnlicher  Lage  mit  0  als  Ähnlichkeitscentrum,  woraus 
die  vorstehende  Behauptung  folgt. 

Der  scheinbare  Umriß  A^  kann  demnach  auch  in  der  Weise  be- 
stimmt  werden,  daß  man  auf  x  die  Bilder  der  Punkte  B,  C,  ^und  G 
zeichnet  und  um  F^  mit  der  halben  großen  Achse  als  Radius  einen 
Kreis  schlägt;  dieser  geht  dann  durch  die  Endpunkte  der  kleinen 
Achse. 
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883.  Die  Lichtgrenze  auf  der  Eugel  bei  Centralbe- 
leuchtung  (Fig.  558).  Wir  bestimmen  zunächst  in  der  vorher  ge- 
schilderten Weise  den  wahren  Umriß  k  und  den  scheinbaren  Umriß  k^ 
der  Kugel,  indem  wir  durch  das  Auge  0  und  den  Eugelmittel- 
punkt  M  eine  Ebene  TTj    senkrecht  zur  Bildebene  legen.     In   der 

V 

\ 


~^":^^ — ^  — ^ 


.> 


Fig.  558. 

umgelegten  Ebene  TT2  seien,  wie  vorher,  der  Schnittkreis  mit  s^  das 
Auge  mit  0,  die  Berührungspunkte  der  von  0  an  «  gelegten  Tan- 
genten mit  B  und  C  und  der  Schnittpunkt  von  BC  mit  dem  zu  TT 
normalen  Kugeldurchmesser  mit  K  bezeichnet.  Wir  wollen  nun  die 
beiden  Fälle  behandeln,  wo  der  leuchtende  Punkt  in  der  Ebene  TTg 
Uegt  und  wo  er  eine  allgemeine  Lage  besitzt.  Der  erste  Fall  läßt 
sich  leicht  erledigen  und  der  zweite  kann  dann  auf  ihn  zurück- 
geführt werden. 

Ist  /  der  leuchtende  Punkt  in  TTg  und  sind  /'  und  J^  auf  x 
gegeben,  so  zeichne  man  den  mit  TT2  umgelegten  Punkt  e/.  Die 
Polarebene  des  leuchtenden  Punktes  schneidet  die  Kugel  in  der 
Lichtgrenze  i.  Die  von  /  an  den  Kreis  s  gelegten  Tangenten  berühren 
ihn  also  in  den  Endpunkten  eines  der  Lichtgrenze  i  angehörigen  Durch- 
messers PQ.  Da  er  alle  zur  Bildebene  parallelen  Sehnen  von  i  halbiei't, 
so  ist  sein  Bild  P^Q^  (auf  2r)  ein  Durchmesser  und  zwar  eine  Achse 
von  i  .    Die  andere  Achse  U  F   ist  das  Bild  derjenigen  Sehne  UV 
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von  t,  deren  Pol  der  Verschwindungspunkt  /T  von  PQ  ist  {ff^O\\x); 
denn  die  Bilder  der  Tangenten  WU,  WF  werden  zu  x  parallel.  Nun 
ist  JK  die  Polare  von  Wm  Bezug  auf*,  denn  K  ist  der  Pol  von  OW 
und  /  der  Pol  von  PQ.  Demnach  liegt  R  =  PQ  x  JK  auf  der  Polar- 
ebene des  Punktes  W  in  Bezug  auf  die  Kugel;  folglich  steht  UV  in 
R  auf  TTj  senkrecht.  Die  Punkte  U,  V  liegen  auf  einem  zur  Bild- 
ebene parallelen  Eugelkreise  h,  dessen  Ebene  durch  R  geht;  sein 
Bild  h  schneidet  deshalb  die  in  R^  auf  x  errichtete  Normale  in  den 
Bildpunkten  ?/.,  V^.  Das  Bild  i^  der  Lichtgrenze  hat  somit  die 
Achsen  PO   und  UV. 

C  »'C  c       c  

Wie  ändern  sich  nun  die  Verhältnisse,  wenn  an  Stelle  des 
leuchtenden  Punktes  /  ein  leuchtender  Punkt  L  tritt,  der  aus  / 
durch  eine  Drehung  um  den  Eugeldurchmesser  MAT  [±_Tl)  hervor- 
geht {M'J'=  M'L\  Z-  J'M'L'  =  cc,  Z  auf  ÄL',  J^L^  \\  J'L\  da  JL  \\  n 
ist)?  Dann  geht  offenbar  auch  die  Lichtgrenze  /  für  den  leuchtenden 
Punkt  L  aus  dem  Kreise  i  durch  Drehung  um  die  Achse  MM'  her- 
vor; speziell  mögen  hierbei  die  Punkte  P,  Q^  U^  V  von  i  in  die 
Punkte  5,  T,  Z,  Y  von  /  übergehen.  Die  Bilder  der  Sehnen  ST  und 
XY  von  /  sind  alsdann  konjugierte  Durchmesser  des  Bildes  l^  der 
Lichtgrenze  /.  Denn  ST  halbiert  alle  zur  Bildebene  parallelen  Sehnen 
von  /,  und  der  Pol  der  Sehne  -TJ,  oder  der  gedrehte  Punkt  Wj  liegt 
in  der  Verschwindungsebene,  d.  h.  in  der  zur  Bildebene  parallelen 
Ebene  durch  das  Auge.  Da  alle  Punkte  eine  Drehung  um  den 
gleichen  Winkel  a  und  um  die  gleiche  Achse  MM'  erfahren,  sind 
die  Sehnen  PS  und  QT  zu  J'L'  parallel  und  also  auch  ihre  Bilder. 
Die  Punkte  X,  Y  liegen  auf  A,  ihre  Bilder  auf  A^,  und  es  ist  XY^ 
zu  M'L'  normal,  da  XY  jL  ML'  ist  und  beide  Linien  zur  Bildebene 
parallel  laufen. 

Sind  Fy  F^  Spur-  und  Fluchtpunkt  der  Geraden  PQ,  so  ergeben 
sich  aus  ihnen  Spur-  und  Fluchtpunkt  G  und  G^  der  gedrehten 
Geraden  ST  (z_  FM'G  =  i.  F^ÄG^  =  a,  MG  =  MF,  AG^  =  AP^\ 
Zieht  man  durch  P^,  Q^,  R^  Parallele  zu  J'L',  so  schneiden  sie  auf 
GG^  den  Durchmesser  S^T^  von  l^  und  seinen  Mittelpunkt  Z^  aus 
{Z=-STx  XY).  Das  von  Z^  auf  M'L'  gefällte  Lot  trifft  Ä^  in  den 
Endpunkten  X^,  Y^  des  zu  S^T^  konjugierten  Durchmessers  von  /^, 
wodurch  diese  Kurve  bestimmt  ist.  Die  Lichtgrenze  /  und  der 
Umriß  k  schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  ihre  Bilder  /  und  k  be- 
rühren  sich  in  den  Bildern  dieser  Punkte.  Spur-  und  Fluchtlinie 
der  Ebene  der  Lichtgrenze  stehen  auf  M'L'  senkrecht  und  gehen 
durch  Gy  resp.  G^\  Spur-  und  Fluchtlinie  der  Ebene  des  Umrisses 
stehen   auf  x  senkrecht  und  gehen  durch  E  (=  BC  x  x),  resp.  E^ 
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{OE^  II JBC).  Daraus  ergiebt  sich  das  Bild  der  Schnittlinie  beider 
Ebenen,  das  dnrch  die  genannten  Berührungspunkte  hindurchgeht. 

um  hiernach  für  einen  beliebigen  leuchtenden  Punkt  X  die 
Lächtgrenze  /  auf  der  Kugel  und  ihr  Bild  l^  zu  finden,  hat  man 
folgendermaßen  zu  verfahren.  Man  drehe  Z  um  den  zur  Bildebene 
normalen  Eugeldurchmesser  MM'  in  die  Lage  /,  so  daß  die  gedrehte 
Ebene  durch  das  Auge  0  geht.  Diese  möge  die  Kugel  im  E[reise  s 
schneiden,  dann  suche  man  die  Polare  PQ  von  /  in  Bezug  auf  Sy 
schneide  sie  mit  JK  in  JZ,  und  lege  durch  E  eine  Ebene  parallel  zur 
Bildebene,  sie  wird  die  Kugel  in  einem  Kreise  h  schneiden.  Jetzt 
zeichne  man  die  Bilder  P.,  Q^,  R^  und  A^,  sowie  Spur-  und  Flucht- 
punkt von  PQj  alsdann  Spur-  und  Fluchtpunkt  der  gedrehten  Ge- 
raden ST,  Auf  dieser  Bildgeraden  liegt  ein  Durchmesser  S^T^  von  /^, 
während  der  konjugierte  T^X.  auf  M'L  senkrecht  steht  und  von  h^ 
begrenzt  wird. 

884.    Rotationsflächen.     Soll  der  umriß  7i   einer  Rotations- 

c 

Üäche,  deren  Achse  d  zur  Bildebene  parallel  ist,  gefunden  werden, 
so  suche  man  zunächst  das  Bild  d  der  Achse  und  das  Bild  m^  der 
zur  Bildebene  parallelen  Meridiankurve  m.  Läßt  man  jetzt  m^  um  d^ 
rotieren,  so  entsteht  eine  zur  ursprünglichen  Fläche  ähnliche  Bota- 
tionsfläche ;  das  Ahnlichkeitscentrum  liegt  in  0,  so  daß  beide  Flächen 
den  nämlichen  scheinbaren  Umriß  aufweisen.  Wir  können  deshalb 
gleich  annehmen,  daß  die  Achse  d  und  die  Meridiankurve  m  der 
Rotationsfläche,  deren  scheinbaren  Umriß  wir  suchen  sollen,  in  der 
Bildebene  liegen  (Fig.  559). 

Ist  k  ein  beliebiger  Parallelkreis  unserer  Fläche,  der  m  in  H 
und  /  treffen  mag,  so  wird  sie  (527)  längs  k  von  einem  Rotations- 
kegel berührt,  durch  dessen  Spitze  S  auf  d  die  Tangenten  von  m 
in  den  Punkten  /  und  H  gehen.  Die  beiden  Tangenten  von  S  an 
das  Bild  k    des  Parallelkreises  bilden  den  scheinbaren  Umriß  des 

c 

Rotationskegels;  sie  berühren  k^  in  zwei  Punkten  C^  und  £^f  in  denen 
sie  zugleich  den  Umriß  u^  berühren.  Denn  C  und  £  auf  k  gehören 
dem  wahren  Umriß  des  Kegels  an;  ihre  Tangentialebenen  gehen 
somit  durch  0,  und  da  sie  zugleich  die  Rotationsfläche  tangieren, 
liegen  C  und  £  auch  auf  u.  Während  aber  k  den  wahren  Umriß  u 
auf  der  Fläche  schneidet,  muß  sein  Bild  k   den  scheinbaren  Umriß  u 

'  c  c 

berühren;    u    und  k    berühren  sich  also  in  C  und  H.   so  daß  SC 

'        e  c  CO'  0 

und  SJE^  die  bezüglichen  Tangenten  sind.  Um  die  Punkte  C^  und  JB^ 
zu  bestimmen,  legen  wir  k  um  JE  als  k^  in  die  Bildebene  um  und 
benutzen  die  Perspektive  Beziehung  zwischen  k^  und  k^.  Die  Flucht* 
linie  aller  Parallelkreisebenen  ist  das  vom  Hauptpunkte  A  auf  die 
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Achse  d  gefällte  Lot  AB.  Das  um  AB  in  die  Bildebene  umgelegte 
Auge  Oq  ist  das  Gentrum  jener  Perspektiven  Beziehung,  JH  ist  ihre 
Achse,  ÄJB  ihre  Fluchtlinie.  Nun  suchen  wir  zu  S  den  entsprechen- 
den Punkt  iS'o,  indem  wir  SA  ziehen,  in  ihrem  Schnittpunkte  G  mit 
JH  auf  dieser  eine  Normale  errichten  und  dieselbe  mit  80^  in  S^ 
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Fig.  559. 


schneiden.  In  der  That  entspricht  der  Geraden  GA  die  Gerade 
GSq{\\AOq)  und  80^  geht  durch  8q.  Die  von  8^  an  ä^  gelegten 
Tangenten  mögen  diesen  Kreis  in  C^  und  £q  berühren  und  JH  m 
C^  und  E^  schneiden,  dann  sind  SC^  und  8E^  die  entsprechenden 
Tangenten  an  A^,  ihre  Berührungspunkte  (7.  und  jS^^  liegen  auf 
0,C,,  resp.  Oo^o- 

Der  scheinbare  Umriß  u  berührt  die  Meridiankurve  m  in  zwei 
Punkten  L  und  Jlf,  deren  Tangenten  durch  A  gehen.  Die  Tangential- 
ebenen unserer  Fläche  in  L  und  M  sind  nämlich  zur  Bildebene 
senkrecht,  sie  enthalten  deshalb  die  Gerade  AO,  gehen  also  durch 
das  Auge,  so  daß  ihre  Berührungspunkte  dem  Umriß  angehören. 
Liegt  in  der  Ebene  Od  die  Meridiankurve  n  und  wird  sie  von  den 
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aus  0  an  sie  gelegten  Tangenten  in  P  und  Q  berührt,  so  gehören 
diese  Punkte  dem  Umriß  u  an.  Ihre  Bilder  P.  und  Q^  werden  auf  d 
von  den  Strahlen  OP  und  OQ  ausgeschnitten;  man  konstruiert  sie 
durch  Umlegen  der  Ebene  Odin  dieBildebene(0<>auf  AB,  0^£=^0q£, 
O^P^  und  O^Q^  tangieren  m).  Nun  ist  der  Umriß  u  zur  Ebene  Od 
symmetrisch,  seine  Tangenten  in  P  und  Q  stehen  sonach  auf  Od 
senkrecht.  Demnach  gehen  die  Tangenten  von  u^  in  P^  und  Q^ 
durch  den  Fluchtpunkt  N^^  aller  Normalen  der  Ebene  Od  {N^  auf  AB, 
A'^0,±0,B). 

885.  Auch  bei  beliebiger  Bichtung  der  Rotationsachse  d  gegen 
die  Bildebene  kann  die  vorher  beschriebene  Konstruktion  mit  einer 
kleinen  Abänderung  verwendet  iverden  (Fig.  560).  Durch  die  Achse  d 
lege  man  eine  Normalebene  zur  Bildebene  und  drehe  dieselbe  um 
ihre  Spur  d'  in  die  Bild- 
ebene, so  erhält  man  d'% 
m'\  zugleich  drehe  man  das 
Auge  um  AF^  (||  d')  nach  0'\ 
Jeder  Punkt  K  von  d  ist  der 
Mittelpunkt  eines  Parallel- 
kreises A,  seine  Ebene  sei  A, 
ihre  Spur-  und  Fluchtlinie 
seien  /  und  l^  {l^  \\l ±  d\  l 
durch  M^k"  x  d\  F^  O'  ||  K\ 
l^  durch  F^\  Ist  S  auf  d 
wieder  der  Scheitel  des 
Kegels,  der  die  Fläche  längs 
k  tangiert,  und  S^-  auf  d^  sein 
Büd  [8^^a'8"xd;),  so  sind 
die  Tangenten  von  S^  an  k^ 
zu  bestimmen.  Legt  man  k 
um  /  nach  k^  und  0  um  4, 
nach  0^  um  {O^F^  =  a'F^\ 
so  sind  k^  und  k^  perspektiv. 
Dem  Punkt  S^  entspricht  S^  [F^S^  Xl^G,  GS^  \\ F^A,  S^  auf  0^8^); 
die  Tangenten  aus  S^  an  k^  berühren  in  C^  und  F^,  denen  die  Punkte 
C^  und  F^  entsprechen  {S^C^  xl^C^,  S^F^  xl^JB^,  C;.  =  8^C^ 
X  OqC^  ,  F^  =  8^F^  X  O^F^).  Der  Umriß  u^  geht  durch  C^  und 
F^  und  berührt  daselbst  die  Geraden  8C^  und  8F, 

e  e    c  e     e 

Ist  die  Botationsachse  senkrecht  zur  Bildebene,  so  sind  die 
Bilder  der  Parallelkreise  selbst  Kreise  und  der  scheinbare  Umriß 
umhüllt  alle  diese  Kreise. 


Fig.  560. 
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886.  Den  Umriß  einer  Fläche  2.  Grades  zu  zeichnen,  von 
der  drei  konjugierte  Durchmesser  im  Bilde  gegeben  sind 
(Fig.  561).  Es  seien  J[f^  das  Bild  des  Mittelpunktes  und  ^^Ä^,  C^D^,  E^F^ 
die  Bilder  der  konjugierten  Durchmesser,  dann  werden  diese  durch  M^ 
und  die  bezüglichen  Fluchtpunkte  X^,  Y^  und  Z^  harmonisch  ge- 
teilt. Denn  jeder  Durchmesser  wird  durch  den  Mittel-  und  den  un- 
endlich fernen  Punkt  harmonisch  geteilt.  Man  konstruiere  also  ent- 
weder direkt  zu  A^.  B^.  M^  den  vierten  harmonischen  Punkt,  u.  s.  w. 
oder  man  zeichne  die  Punkte  Ä^D^  x  B^C^  und  ÄjC^  x  B^B^,  die  auf 
X^Y^  liegen,  u.  s.  w.  Nun  ergeben  sich  die  Bilder  p^,  y^,  r^  der 
zugehörigen  Diametralschnitte  sofort;  so  geht  p^  durch  A^,  J?^,  C  ,  B^ 
und  berührt  daselbst  die  Geraden  A^Y^^  ^c^«»  ^c^^i  ^e^^'^  ^®" 
liebig  viele  Punkte  und  Tangenten  von  p^  findet  man  mit  Hilfe  um- 
geschriebener Vierseite  (268). 

Längs  p  wird  die  Fläche  von  einem  Cylinder  berührt,  dessen 
Mantellinien  zu  EF  parallel  laufen;  ihre  Bilder  gehen  durch  Z^^ 
und  die  beiden  von  Z^  an  p^  gelegten  Tangenten  bilden  den 
scheinbaren  Umriß  des  Gylinders.  Berühren  diese  Tangenten  die 
Ellipse  p^  in  den  beiden  Punkten  P^  und  Q^,  so  gehen  die  gemein- 
samen Tangentialebenen  von  Cylinder  und  Fläche  in  P  und  Q  durch 
das  Auge.  Demnach  liegen  P.  und  Q^  auf  dem  Umriß  u^  der 
Fläche  und  dieser  berührt  in  diesen  Punkten  die  Ellipse  p^.  Ganz 
analog  wird  der  Umriß  u^  die  Kurven  q^  und  r^  in  je  zwei  Punkten 
R^,  S^,  resp.  T^,  ?7.  berühren.  Die  Konstruktion  gestaltet  sich  wie 
folgt.  Man  schneide  AB,  CB.  EF  mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
X^Y^Zfg^  bezüglich  in  J^,  X^,  L^  und  suche  die  drei  Punkte  Z^,  K^yL^j 
die  mit  jenen  zusammen  die  drei  genannten  Strecken  harmonisch 
teilen  {i^A^B^J/^  =  —  Ij  ^-  s.  w.).  Da  A^B^  die  Polare  von  Y^  in 
Bezug  auf /7^  ist,  liegt  der  Pol  von  ^«,^00  »'^f^c-^c  ^^^  z^^lt  in/.; 
analog  stellt  JT.  den  Pol  von  X^^Z^  in  Bezug  auf  p^  vor.  Somit  ist 
J^K^  die  Polare  von  Z^  in  Bezug  auf  p^  und  es  sind  Z^K^j  Z^K^, 
sowie  Z^J^y  ^ao^e  harmonische  Polaren  von  p^.  Diese  beiden  Ge- 
radenpaare definieren  aber  eine  Involution,  deren  Doppelstrahlen 
die  gesuchten  Tangenten  von  p^  sind  (289);  ihre  Berührungspunkte 
liegen  auf  e/gZ^.  Diese  Doppelstrahlen  ergeben  sich  nach  327  unter 
Zuhilfenahme  eines  Ej'eises. 

.  Hiemach  lassen  sich  also  die  drei  Paar  Berührungspimkte  des 
Umrisses  u^  mit  den  Kurven  p^,  q^,  r^  leicht  finden  und  ans  sechs 
Punkten  und  den  zugehörigen  Tangenten  der  Umriß  u^  zeichnen. 
Die  Ebene  des  wahren  Umrisses  u  schneidet  die  drei  gegebenen 
Durchmesser  in  den  Punkten  /,  K  und  L. 
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Es  mag  hier  darauf  hingewiesen  werden,  daß  drei  beliebige 
Strecken  AB.  CB^  und  EF.  die  einen  Punkt  M^  gemein  haben, 
nicht  immer  die  Bilder  dreier  Achsen  eines  Ellipsoides  darstellen. 
Das  ist  offenbar  nur  dann  der  Fall,  wenn  das  Dreieck  ihrer  Flucht- 
punkte ({A^B^M^X^)  =  —  1)  spitzwinklig  ist.  Denn  sein  Höhen- 
schnittpunkt ist  der  Hauptpunkt  ui)d  dieser  liegt  stets  zwischen 
dem  Fluchtpunkt  einer  Geraden  und  der  Fluchtlinie  einer  zu  ihr 
normalen  Ebene  (871).     Falls  es  sich   um  die  Bilder  der  Achsen 


Fig.  561. 


handelt,  kann  man  auch  die  Lange  der  Achsen  sofort  angeben,  da 
man  ja  Hauptpunkt  und  Auge  in  diesem  Falle  kennt.  Freilich  muß 
noch  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  Bildebene  bekannt 
sein,  sonst  ergeben  sich  nur  die  Verhältnisse  der  Achsen. 

887.  Haben  wir  es  mit  drei  konjugierten  Durchmessern  einer 
beliebigen  Fläche  2.  Grades  zu  thun,  so  werden  einer  oder  zwei  von 
diesen  Durchmessern  imaginär  sein,  was  jedoch  die  obige  Konstruktion 
nur  wenig  ändert.  Ist  z.  B.  AB  ein  imaginärer  Durchmesser,  d.  h. 
sind  ^,  i?  die  Gleichpunkte  der  auf  dieser  Geraden  liegenden  Invo- 
lution harmonischer  Pole  der  Fläche  (vergl.  693 — 695),   so  ergiebt 
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sich  Xao  wie  vorher,  dagegen  bildet  J^  mit  J^  zusammen  ein  Pankte- 
paar  der  Involution,  die  durch  die  beiden  Paare  X^o^e  ^^^  -^e-^c 
definiert  ist.  Die  Tangenten  aus  Z^^  an  p^  sind  wieder  die  Doppel- 
strahlen der  Involution,  der  die  Strahlenpaare  durch  £^,  K^  und 
/j,  e/^  angehören. 


SECHSZEHNTES  KAPITEL. 


Angewandte  Perspektive. 

Allgemeines. 

888.  Das  Perspektive  Bild  eines  räumlichen  Gegenstandes  erleich- 
tert uns  seine  Vorstellung  in  höherem  Maße  als  seine  Darstellung  in 
orthogonaler  oder  schiefer  Farallelprojektion.  Der  Grund  davon  ist, 
daß  die  geometrischen  Gesetze  der  Gentralprojektion  dem  Vorgange 
heim  Sehen  wirklicher  Dinge  insofern  genau  entsprechen,  als  man 
von  dem  „Körperlich-Sehen^^  abstrahiert,  das  durch  das  Zusammen- 
wirken beider  Augen  zustande  kommt.  Denn  beim  Sehen  mit  einem 
Auge  erzeugen  die  vom  Objekte  ausgehenden  Lichtstrahlen,  durch 
die  Augenlinse  vereinigt,  auf  der  Netzhaut  ein  perspektives  Bild. 
Man  kann  folglich  auch  jede  Perspektive  Zeichnung  in  eine  solche 
Lage  zum  Auge  bringen,  daß  sich  die  Netzhautbilder  ihrer  Linien 
mit  denen  der  entsprechenden  Linien  des  Gegenstandes  decken  und 
hierdurch  wird  der  höchste  Grad  von  Anschaulichkeit  erreicht, 
den  eine  Zeichnung  gewähren  kann.  Dagegen  kann  man  aus 
einer  Perspektive  die  wahren  Größen  von  Strecken  und  V^inkeln 
nicht  so  einfach  und  genau  entnehmen  wie  aus  einer  Parallel- 
projektion. Bei  letzterer  ergeben  z.  B.  paraUele  und  gleiche 
Strecken  auch  parallele  und  gleiche  Bilder,  während  bei  der  Gentral- 
projektion sowohl  die  Richtung  als  auch  die  Größe  ihrer  Bilder  ver- 
schieden ausfällt,  u.  s.  f.  Man  wird  also  die  Art  der  Projektion 
nach  dem  Zwecke  wählen,  den  man  durch  die  Darstellung  erreichen 
will.  Kommt  es  vor  allem  anderen  auf  die  anschauliche  Wirkung 
an,  wie  in  der  Malerei  und  den  zeichnenden  Künsten,  so  hat  man 
die  Gentralperspective  zu  wählen.  Wir  haben  uns  darauf  zu  be- 
schränken, die  Anwendung  ihrer  Hegeln  auf  solche  Objekte  zu  zeigen, 
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die  geometrisch  gesetzmäßige  Formen  haben.  Dies  tri£Ft  nament* 
lieh  für  die  architektonischen  Gegenstände  zu;  und  wie  es  bei  diesen 
üblich  isty  wollen  wir  uns  die  abzubildenden  Figuren  durch  Orund- 
und  Aufriß  gegeben  denken ;  an  ihre  Stelle  kann  natürlich  auch  die 
Angabe  von  Maßen  treten.  Wir  erkennen  also  die  Hauptaufgabe 
der  angewandten  Perspektive  darin,  in  einer  gegebenen 
Ebene  und  für  einen  gegebenen  Augenpunkt  das  Perspek- 
tive Bild  eines  durch  Grund-  und  Aufriß  gegebenen  Ob- 
jektes zu  konstruieren. 

Die  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  dienlichen  Methoden  sind 
größtenteils  bereits  im  vorhergehenden  Kapitel  entwickelt  worden. 
Die  dort  bewiesenen  Sätze  werden  wir  uns  jetzt  für  die  Anwen- 
dungen zurecht  zu  legen  haben. 

889.  Wir  denken  uns  eine  horizontale  Ebene  T!^,  die  Grund- 
ebene oder  Bodenfläche;  auf  ihr  und  über  ihr  sollen  sich  die  Ob- 
jekte befinden.  Die  Bildebene  TT  stellen  wir  vertikal,  so  daß  jede 
vertikale  Gerade  des  Baumes  auch  ein  vertikales  Bild  erhält;  dies 
trägt  wesentlich  zur  Erhöhung  der  Anschaulichkeit  bei,  weil  unser 
Auge  infolge  viel^tiger  Übung  für  die  Abweichung  gerader  Linien 
von  der  vertikalen  Richtung  sehr  empfindlich  ist.  Die  Schnittlinie  ff 
der  Bildebene  TT  mit  der  Grundebene  TT^  heißt  die  Grundlinie 
(Gmndschnitt,  Basislinie).  Das  Auge  0  (Augpunkt,  Gesichtspunkt) 
wird  vor  TT  und  oberhalb  TTj 
gewählt.     Die  Farallelebene 

zu     TT      durch     das     Auge  {^^  ,^ 

heißt  die  Verschwindungs-  -^i^--  ^^— j&^^         '-^k, 

ebene;      sie    enthält    die  ^^^  !  ^--^ 


Yerschwindungslinien      aller  /                ;  \^ 

Ebenen  und  die  Verschwin-  ./                 t^  \ 

dungspunkte    aller    Geraden  m[ ^^^'C^ M_ 

des  Baumes.    Die  senkrechte  \               /'Tv  ;, 

Projektion  A  des  Auges  0  auf  \                  !  /' 

die   Bildebene  TT  heißt   der     1.- i  / 

Hauptpunkt  (Fig.  562)  und  \.^       ^  -"^     vi^ 


die  Länge  OA  die  Distanz. 
Die   ParaUelebene  H   zu  n^  ^'  jf* 

durch  O  wird  die  Horizont- 
ebene   und     ihre     Schnitt-  Fig.  562. 
linie  h  mit  TT  wird  Horizont 

(Horizontlinie)   genannt;    h    ist   die   Fluchtlinie    aller    horizontalen 
Ebenen   und   trägt   die   Fluchtpunkte    aller   horizontalen   Geraden, 
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insbesondere  den  Hauptpunkt  A  als  Fluchtpunkt  aller  Normalen 
zu  TT.  Der  Distanzkreis  wird  in  TT  um  A  beschrieben,  seine 
Schnittpunkte  Z>,  D^  mit  k  heißen  die  Distanzpunkte.  Die  Flucht- 
linien der  unter  45^  gegen  TT  geneigten  Ebenen  berühren  d,  die 
Fluchtpunkte  der  Geraden  Ton  der  Neigung  45^  gegen  TT  liegen 
auf  d;  speziell  sind  D  und  2>^  die  Fluchtpunkte  der  Horizontalen 
mit  der  Bildneigung  von  45^. 

Das  Objekt  wird  hinter  der  Bildebene  befindlich  angenommen. 
Seinen  Grundriß  entwerfen  wir  in  der  Grundebene  Tf^  und  legen 
ihn  um  die  Grundlinie  ff  in  die  Bildebene  um,  so  daß  der  hinter 
der  Bildebene  befindliche  Teil  von  TT^  nach  unten  kommt,  der  ober- 
halb ff  liegende  Teil  von  TT  aber  für  das  Perspektive  Bild  des  Ob- 
jektes frei  bleibt.  Die  umgelegten  Elemente  des  Grundrisses  werden 
ebenso  bezeichnet  wie  diese  selbst.  Das  Auge  0  gelangt  bei  gleich- 
sinniger Drehung  um  den  Horizont  h  in  den  Punkt  Oq  des  Distanz- 
kreises {AOQ±_h),  der  schlechthin  als  das  umgelegte  Auge  be- 
zeichnet wird.  Der  Grundriß  ff  des  Auges  findet  sich  auf  AO^  und 
zwar  ist  {ff-\ff)  gleich  der  Distanz,  mithin  auch  OQff^{A'^ff). — 
Die  Aufrißebene  TT,  stellen  wir  natürlich  vertikal  und  parallel  zu 
den  wichtigsten  wagrechten  E[anten  des  Gegenstandes.  Die  Schnitt- 
linie TTi  X  TTj  bezeichnen  wir  wie  früher  durch  x.  Die  meisten 
Objekte  und  namentlich  die  architektonischen  besitzen  vertikale 
Seitenflächen  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Stellungen,  die  wir 
kurz  als  Frontflächen  bezeichnen  können.  Ist  die  Bildebene  TT  zu 
einer  Front  des  Gegenstandes  parallel,  so  giebt  sein  Bild  eine 
gerade  Ansicht;  anderenfalls  spricht  man  von  einer  schrägen 
Ansicht. 

Im  ersten  Falle  läßt  man  die  Aufrißebene  TTj  mit  der  Bild- 
ebene TT  und  folglich  x  mit  ff  zusammenfallen.  Im  zweiten  Falle 
wird  TTg  parallel  zu  einer  Front  und  folglich  gegen  TT  geneigt  an- 
genommen. Wir  ziehen  durch  den  Bildspurpunkt  von  x  auf  ff  die 
Vertikale  z  =  TT,  X  TT  und  die  Horizontale  y  rechtwinklig  zu  x.  Den 
Aufriß  legen  wir  um  2:  in  TT  um  und  benennen  die  umgelegten 
Aufrißelemente  ebenso  wie  diese  selbst.  Die  ümlegung  suche  man 
so  einzurichten,  daß  das  Perspektive  Bild  und  der  Aufriß  des  Ob- 
jektes sich  nicht  gegenseitig  in  störender  Weise  verdecken.  Wichtig 
ist  es,  die  Fluchtpunkte  X^,  Y^  der  Achsen  x  undy  {O^X^  \\x, 
GqY^  II y,  Xqo  und  ¥^  auf  A),  sowie  den  umgelegten  Aufriß  0"  des 
Auges  anzugeben.  0"  liegt  auf  A  und  die  von  (7  resp.  0"  auf  x 
resp.  ff  gefällten  Lote  sind  von  g  x  x  x  2  gleich  entfernt  (vergl. 
Fig.  567). 
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890.  Die  Konstruktion  der  Perspektiye  eines  Punktes  F 
mit  gegebenem  Grund-  und  Aufriß  P',  P"  richtet  sich  danach,  ob 
TT3  mit  TT  identisch  ist  oder  nicht,  d.  h.  ob  eine  gerade  oder  schräge 
Ansicht  des  Objektes  verlangt  wird.  Wir  stellen  die  einfachsten 
Verfahren  kurz  zusammen. 

Erstens:  bei  gerader  Ansicht. 

a)  Man  zieht  in  TTi  durch  P'  zwei  Gerade  normal  resp.  unter 
45®  geneigt  gegen  ff,  Ihre  Spurpunkte  seien  N  und  M  auf  ff ;  ihre 
Fluchtpunkte  sind  der  Hauptpunkt  A  und  einer  der  Distanzpunkte 
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Fig.  563. 
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i>:  ihre  Bilder  NA  und  MZ>  schneiden  sich  im  Bilde  P'  des  Grund- 
risses  P'.  Das  Bild  von  PP'  geht  vertikal  durch  P/,  das  Bild  von 
PF'  ist  P"^;  ihr  Schnittpunkt  P^  ist 
folglich  die  Perspektive  von  P  (Fig.  563). 

/?)  Die  Vertikalebene  durch  OP 
schneidet  TTi  in  ÖP'  und  IT  in  der 
Vertikalen  durch  G  =  ^  X  O'P',  die  auf 
P"^  das  Bild  P,  bestimmt.  P/  wird 
wieder  auf  iVJ  gefunden  (Fig.  564). 

y)  Trägt  man  auf  die  Vertikale 
P"P'  den  zweiten  Tafelabstand  des 
Punktes  als  P'P^^NP'  auf,  legt  also 
P"P  als  P"P^  II  JOo  in  die  Bildebene 
um,  so  liegt  P^  auf  O^P^  (vergl.  864). 
Man  findet  also  P^,  wenn  man  die 
Vertikale  durch  G^ffY.aF  m\\.  O^P^ 
schneidet.     Speziell  findet  man  P^  auf  derselben  Vertikalen  und  auf 

O^P'  (Fig.  565). 
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Fig.  565. 
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Zweitens:  bei  schräger  AoBicht. 

d)  Eine  in  TT^  beliebig  darch  F'  gezogene  Gerade  m  habe  das 
Bild  MM^  {M^  mxg.M^  auf  A,  O^M^  \\ m),  so  ist  P;^MM^xO^P\ 
Zieht  man  JITig  #FP,  also   ±^  und  «  (P"H^),  so  ist  ilf„C  das 

Bild  von  PQ II  m  und  g^t  durch  P^ 
(Fig,  566). 

e)  Das  Bild  der  zu  TT,  nor- 
malen Linie  PP"  geht  durch  den 
Fluchtpunkt  N^  (=  l"«)  der  Nor- 
malen von  TT, ;  andererseits  liegt 
es  in  der  Ebene  OPF\  die  auch 
0"  enthält  und  die  2r- Achse  in 
H=  a'F'xz  trifft;  folgUch  ist 
im^  =  P^P;^'  dieses  Büd  (877). 
Auf  ihm  wird  P,  mittels  der  Ver- 
tikalen  durch  G  =  OP'  X  g  be- 
stimmt (Fig.  567). 
Die  unter  /?)  resp.  e)  genannten  Methoden  sind  die  einfachsten. 
Bei  /9)  hat  man  drei,  bei  i\  vier  gerade  Linien  zu  ziehen.    Das  eine 

Verfahren  geht  aus  dem  anderen 
hervor,  wenn  man  W^  mit  TT, 
folglich  g  mit  ar,  sowie  0"  und 
iV^  mit  A  zusammenfallen  läßt. 
Die  Konstruktion  e)  läßt  sich 
auch  durch  einen  mechanischen 
Apparat  (Perspektograph)  aus- 
führen, denn  werden  P  Hnd 
demgemäß.  P',  P"  bewegt,  so 
drehen  sich  die  Geraden  (yP\ 
O'F'  um  die  festen  Punkte  & 
resp.  O"  und  fahren  die  Punkte 
G^,  K  auf  den  festen  Geraden  g 
resp.  z;  die  vertikale  Gerade 
wird  zu  sich  selbst  parallel  ver- 
schoben und  die  Gerade  EP^ 
dreht  sich  um  den  feste» 
Punkt  iVL. 


^' 


Fig.  567. 


891.  Das  Bild  einer  geraden  Linie  ist  durch  die  Bilder 
zweier  ihrer  Punkte  bestimmt.  Aber  je  kürzer  die  von  ihnen  be- 
grenzte Strecke  ausfällt,  desto  weniger  genau  ergiebt  sich  die  Rich- 
tung der   Bildgeraden.     Man   ermittelt  daher   besser  zuerst  ükU 
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Fluchtpunkt.  Hierdurch  wird  nicht  allaia  die  Genauigkeit  der 
Zeichnung  erhöht ,  sondern  auch  Mühe  erspart ,  denn  an  den  Ob- 
jekten treten  oft  zahlreiche  parallele  Linien  auf,  deren  Bilder  nach 
demselben  Fluchtpunkte  laufen. 

Der  Fiucht)>unkt  einer  Geraden  ist  die  Bildspur  J^  des  zu  ihr 
parallelen  Sehstrahles  OJ^  »  i.  Fällt  TT,  mit  TT,  also  x  mit  g  zu- 
sammen,  so  zieht  man  Grand-  und  Aufriß  des  Sehstrahles  durch 
Grund-  und  Aufriß  des  Auges,  d.  h.  i"  durch  (7  und  i"  durch  Ä 
(Fig.  568).  Die  Vertikale  durch  ^  = 
i  X  g    trifft   i"    in    J^    und    den   Hori-  v ,  ^ 

zont   h    in    dem   Fluchtpunkte    JJ    der  «^  i 

Horizontalprojektion    der    Geraden.     —  1   ^p'     \/^ 

Liegt  TTj   gegen  TT  geneigt,    so   zeichne  j       \^ 

man  die  Fluchtlinie  z^  (||  z)  von  TT,,  lege  «^       /  v^       ^ 

0  um   z^    nach   0^    um   und    bestimme  «    ^^'     i  \ 

Y^.     Die    Parallele    zu    i"     durch     0^  j\/         \    ^ 

schneidet  dann  z^  im   Fluchtpunkte  von  t!  ^ 

i";   seine  Verbindungslinie  mit  T^   aber 
bestimmt  J^  auf  der  Vertikalen  durch  tT  Fig.  56S. 

(vergl.  877). 

892.  Wir  erwähnen  zwei  besondere  Arten  von  Fluchtpunkten, 
die  oft  benutzt  werden.  Bei  architektonischen  Gegenständen  stoßen 
häufig  schräge  Begrenzungsflächen  von  gleicher  Neigung  gegen  die 
Grundebene  in  schrägen  Kanten  zusammen.  Bei  gerader  Ansicht 
sind  diese  Kanten  parallel  zu  den  Diagonalen  eines  Würfels,  dessen 
Kanten  parallel  und  senkrecht  zu  TT  und  TT^  liegen  oder  parallel 
zu  den  Diagonalen  einer  ebenso  gestellten  quadratischen  Säule.  In 
dem  ersten  Falle  sind  ihre  Fluchtpunkte  die  Ecken  B^,  B^y  B^,  B^ 
des  dem  Distanzkreise  umgeschriebenen  Quadrates  mit  je  zwei  hori- 
zontalen und  vertikalen  Seiten  (vergl.  Fig.  562);  im  anderen  Falle 
liegen  die  Fluchtpunkte  C^,  C^,  C^,  C^  auf  den  Vertikalen  durch  die 
Distanzpunkte  B  und  I)^  und  auf  den  beiden  Geraden,  die  durch  A 
parallel  zu  den  Aufrissen  gezogen  sind.  Bei  schräger  Ansicht  hat 
man  das  vorhin  angegebene  Verfahren  zar  Bestimmung  der  Flucht- 
punkte einzuschlagen. 

893.  Sieht  man  von  der  Grundebene  TT,  ab,  deren  Spur-  und 
Fluchtlinie  als  g  und  h  stets  angegeben  werden  müssen,  so  kommt 
die  Darstellung  einer  Ebene  durch  Spur-  und  Fluchtlinie  in 
der  angewandten  Perspektive  nicht  vor.  Wohl  aber  werden  diese 
Elemente  zu  konstruktiven  Zwecken  gebraucht.  Bei  vielen  Gegen- 
ständen ist  es  zweckmäßig,  von   vornherein   die  Fluchtlinien   zu 
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bestiinmen:  erstens  für  die  Frontebenen  und  zweitens  für  die 
Diagonalebenen,  welche  die  von  jenen  gebildeten  rechten  Winkel 
halbieren. 

894.  Im  XV.  Kapitel  sind  die  Grandaufgaben  der  darstellenden 
Geometrie  durch  Centralprojektion  gelöst  worden.  Wir  haben  daher 
hier  nur  wenige  Aufgaben  mit  Bezug  auf  die  besondere  Art  zu  be- 
sprechen, in  der  sie  am  häufigsten  angewandt  werden.   Sie  betreffen : 

1.  die  Teilung  vertikaler  und  horizontaler  Strecken, 
sowie  in  Verbindung  hiermit 

2.  die  ähnliche  Verkleinerung  der  Zeichnung  durch 
Beduktion  der  Distanz, 

3.  die  Darstellung  von  Kreisen  und  Ellipsen  in  hori- 
zontalen oder  vertikalen  Ebenen^ 

4.  die  Schattenkonstruktion. 

895.  Die  Teilung  einer  zur  Bildebene  parallelen,  also 
speziell  jeder  vertikalen  Strecke  erfolgt  im  Bilde  nach  demselben 

^  Verhältnis,    wie  im  Original.     Um  sie 

^y-'''  I  auszuführen,   muß  das  Bild  einer  Teil- 

I  strecke    bekannt    sein.      Ist   auf   einer 


«>4^^ ' 


j«      ]  Vertikalen  vom  Punkte  P  aus  die  Strecke 

4^^^~><y  PQ  abzutragen,  so  ziehe  man  durch  das 

^""M       er     Bild  R   ihres  Grundspurpunktes  li  eine 


p.    -g^  beliebige  Gerade,   die  ff  in  S  und  h  in 

M^  schneiden  mag,  errichte  in  S  die 
Vertikale  und  schneide  sie  mit  M^P^  in  Jf  (Fig.  569);  dann  ist 
SMPR  ein  Rechteck  und  SM  die  wahre  Länge  von  RP.  Macht 
man  MN  auf  SM  der  wahren  Länge  von  PQ  gleich,  so  geht  NM^ 
durch  Q^. 

896.  Die  Teilung  einer  horizontalen  Strecke  erfolgt 
nach  864.  Seien  M  und  M^  Spur-  und  Fluchtpunkt  einer  in  TTj 
liegenden  Geraden  m,  welche  die  Strecke  PQ  trägt.  Dreht  man  m 
und  M^  Oq  um  M  resp.  M^  in  gleichem  Sinne,  bis  sie  mit  ff  resp.  h 
zusammenfallen,  so  gelangen  die  Punkte  P,  Q  und  0^  in  die  Lagen 
P^j  Qa  und  Oa  (Fig.  570)  und  die  Geraden  Oa-Pa?  O^Qa  schneiden 
m^t=MM^  in  den  gesuchten  Punkten  P^,  Q^,  Hierbei  heißt  O^  der 
Teilungspunkt  der  Geraden  m  und  aller  ihrer  Parallelen.  Legt 
man  nämlich  eine  solche  Horizontale  um  ihren  Spurpunkt  in  die 
Bildebene  parallel  zu  h  um,  so  treffen  die  von  0^  nach  den 
Punkten  der  umgelegten  Geraden  gezogenen  Strahlen  die  Bildgerade 
in  den  zugehörigen  Bildpunkten. 
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897«  In  den  Anwendungen  tritt  es  oft  ein,  daß  einer  oder 
mehrere  der  Punkte,  die  zur  Konstruktion  nötig  sind,  außerhalb 
der  Zeichenfläche  liegen.  Man  hilft  sich  dann  durch  eine  Beduk« 
tion,  d.  h.  durch  eine  ähnliche  Verkleinerung  der  Zeichnung,  wie 


/  ^■»' 
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-> 
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Fig.  570. 


sie  sich  ergeben  würde,  wenn  man  bei  ungeändertem  Objekt  und 
Auge  die  Bildebene  zu  sich  parallel  in  der  Richtung  ÄO  verschiebt 
und  hierdurch  die  ursprüngliche  Distanz  auf  ihren  n.  Teil  reduziert. 

Statt  der  unzugänglichen  Elemente  benutzt  man  die  redu- 
zierten Elemente,  die  wir  durch  den  oberen  Index  r  bezeichnen. 
Sie  befinden  sich  mit  jenen  in  ähnlicher  Lage  und  zwar  ist  der 
Hauptpunkt  A  das  Ahnlichkeitscentrum;  ihre  Abstände  von  A  aber 
verhalten  sich  zu  denen  der  ursprünglichen  Elemente  wie  1  :  n, 
wo  n  eine  passend  gewählte  ganze  Zahl  bedeutet  (in  der  Figur  n  =  2). 

Ist  das  umgelegte  Auge  0^  unzugänglich,  so  trägt  man  auf  AO^ 
die  Strecke  AOq^  =  ^  •  Distanz  auf;  0^""  ist  das  reduzierte  um- 
gelegte Auge.      Man  findet   dann   den  Fluchtpunkt  M^  aus  dem 
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reduzierten  Fluchtpunkte  M^,  indem  man  Of/'M^Wm  und 
AM^^n-AM^  macht.  Fällt  M^  auch  außerhalb  der  Zeichenfläche, 
so  zeichnet  man  den  reduzierten  Spurpunkt  Jlf%  indem  man 
AM""  =  ]■  •  AM  abträgt,  dann  ist  m^  ||  M'^M^  durch  M  zu  ziehen. 
Man  findet  ferner  den  Teilungspunkt  0^  aus  dem  reduzierten 
Teilungspunkte  Oa*"  durch  die  Beziehungen:  M^O^'^  =  M^Oi^'', 
AO^  =  n  •  AOt^.  Sind  Jl/P^  und  Jtfi^A  auf  g  die  wahren  Längen  der 
Strecken  MP  und  -WQ,  so  gehen  O^J^t^  und  O^Q^  durch  P^  und  Q^. 
Ist  0^  unzugänglich,  so  mache  man  auf  h  die  Strecke  M^T  — 
i'M^O^  =  M^O^"^  und  auf  ^r  zugleich üfÄ  =  >-•  Jl/P  und  ^5=  i  •  ^Q, 
so  gehen  TU  und  T'iS  offenbar  wieder  durch  P^  und  Q^.  Kann 
hierbei  M^  nicht  gezeichnet  werden,  so  mache  man  zuerst  3f^  T^  = 
;.  •  M^Ot^  und  dann  ^r=  n  •  AT^.  Ist  endlich  auch  M  nicht  be- 
nutzbar,  so  bedient  man  sich  der  reduzierten  Grundlinie,  die 
man  parallel  zu  h  in  dem  Abstand  =  ^ .  (^  H  A)  zieht;  auf  ihr 
findet  man  den  reduzierten  Spurpunkt  M^^  indem  man  in  dem  Ab- 
stand =  ^  •  (^  H  m)  von  A  die  Linie  nC  ||  m  zieht.  Die  weitere 
Konstruktion  gründet  sich  auf  die  perspektiv-ähnliche  Beziehung 
zwischen  den  gegebenen  Elementen  und  den  reduzierten  wie 
umgekehrt  zwischen  den  hieraus  gefundenen  und  den  gesuchten 
Elementen. 

898«  Abbildung  eines  horizontalen  Kreises  (Fig.  571). 
Die  Ebene  E  des  Kreises  k  hat  den  Horizont  h  zur  Fluchtlinie,  die 
Spur  e  und  die  Verschwindungslinie  e^  sind  zu  h  paralleL  Der  Abstand 
{e  H  h)  hängt  von  der  Lage  der  Ebene  E  ab,  der  Abstand  {e^  H  ^)  ist 
gleich  der  Distanz  {0^  H  ä).  Wir  betrachten  nur  den  gewöhnlichen 
Fall,  wo  der  Elreis  k  die  Verschwindungslinie  e^  nicht  trifft,  sein  Bild 
also  eine  Ellipse  wird.  Der  Kreis  sei  durch  seine  ümlegung  um  e 
gegeben.  Die  Umlegungen  seiner  Elemente  werden  ebenso  wie  diese 
selbst  bezeichnet.  K  sei  der  Mittelpunkt  und  MN  auf  f  der  zu  e 
rechtwinklige  Durchmesser;  sein  Bild  M^N^  findet  man  auf  f^  =  FA 
nach  880.  Ist  J^  der  Mittelpunkt  von  M^N^  und  liegt  der  Punkt  J 
auf  MN  zu  J^  perspektiv,  so  entspricht  umgekehrt  der  zu  e  pa- 
rallelen Kreissehne  PQ  durch  /  der  zu  M^^\  konjugierte  Durch- 
messer Pj^^{\\e  durch  «Q  der  Bildellipse  A^.  Ist  U=sfx  e^j  und 
schneiden  die  Kreistangenten  ÜP,  UQ  die  Spur  e  ia  E,  Sy  so  sind 
ihre  Bilder  JRP^  und  SQ^  parallel  zu  /]..  Durch  die  konjugierten 
Durchmesser  M^N^  und  PjQ^  ist  die  EUipse  k^  bestimmt;  ihre  Adisen 
können  nach  417  gefunden  werden.  Die  vertikalen  Tangenten  der 
Ellipse  (die  z.  B.  als  Umrißlinien  einer  Ober  dem  Grundkreise  k 
stehenden  runden  Säule  öfter  gezeichnet  werden  müssen)  entsprechen 
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den  TaDgenten  des  Kreises  k  aus  dem  Punkte  F^AO^Xe^  und  geben 
durch  deren  Schnittpunkte  X,  T  mit  der  Spurlinie  e.  Sind  W,  Z 
die  Berührungspunkte  der  Kreistangenten  und  ist  T^  e  x  WZ^  so 
liegen  die  Berührungspunkte  W^  Z  der  Ellipsen tangenten  auf  dem 


T-^^ 


/ =* — ^         \  / 


7^ 


Durchmesser  TJ^,  Häufig  benutzt  man  zur  Abbildung  des  horizon- 
talen Kreises  k  ein  ihm  umgeschriebenes  Polygon,  z.  B.  ein 
regelmäßiges  Achteck,  dessen  Seiten  zu  g  parallel,  senkrecht  und 
unter  45^  geneigt  sind.  Die  Fluchtpunkte  seiner  Seiten  sind  bezw. 
der  unendlich  ferne  Punkt  von  A,  der  Hauptpunkt  A  und  die  beiden 
Distanzpunkte  B^  D^.  Die  Seiten  bilden  zwei  dem  Kreise  k  um- 
geschriebene Quadrate,  deren  Diagonalen  den  Seiten  des  Achtecks 
parallel  laufen  und  ihre  Berührungspunkte  mit  k  bestimmen.  Die 
Abbildimg  der  geschilderten  Figur  ergiebt  demnach  acht  Punkte 
der  Bildellipse  nebst  den  zugehörigen  Tangenten.  Die  Einzelheiten 
der  Konstruktion  ei^eben  sich  bei  ihrer  Ausf&hrung  ohne  Schwie- 
rigkeit. 
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899*  Die  Abbildung  einer  Ellipse  mit  vextikaler  Achse 
(bezw.  eines  vertikalen  Ejreises),  die  z.  B.  als  G^wölblinie  vorkommen 
kann,  ergiebt  sich  aus  898.  An  Stelle  der  Horizontalen  e,  e^^  h 
treten  die  Vertikalen  n,  n^,  riac^  als  Spar-,  Verschwindungs-  und 
Fluchtlinie  der  vertikalen  Ebene,  die  die  abzubildende  Kurve  ent- 
hält. Femer  tritt  an  Stelle  der  Geraden  f  die  horizontale  Achse 
der  EHlipse  (oder  der  horizontale  Ereisdurchmesser),  an  Stelle  von 
Oq  das  um  n^  in  die  Bildebene  umgelegte  Auge  Cfi  und  statt  des 


Fig.  572. 


Distanzpunktes  D  hat  man  das  um  F^^  auf  n^  niedei^edrehte 
Auge  Oa  zii  benutzen  (Fig.  572).  —  In  der  Figur  sind  die  einzelnen 
Elemente  ebenso  bezeichnet,  wie  die  entsprechenden  in  Fig.  571. 
Eine  nähere  Erläuterung  erscheint  daher  überflüssig.  —  Wie  vorher 
kann  auch  hifir,  und  allgemein  bei  jedem  Kegelschnitte,  die  Per- 
spektive Abbildung  mit  Hilfe  eines  ihm  umgeschriebenen  Vierseits 
erfolgen  (vergl.  880). 

900.  Schattenkonstruktion.  Als  Lichtquelle  denken  wir 
uns  einen  Punkt  L  (über  der  Grundebene  17^)  durch  sein  Bild  Z^ 
und  Grundrißbild  ZJ  gegeben  {Z^ZJ±h).  Von  Z^  gehen  alle  Bilder 
der  Lichtstrahlen,  von  £/  die  ihrer  Grundrisse  aus.  Man  spricht 
von  Central-  oder  Parallelbeleuchtung,    je  nachdem  sich  der 
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leuchtende  Punkt  L  in  endlicher  Entfernung  vom  Objekte  befindet 
oder  unendlich  weit  liegt.  Beide  unterscheiden  sich  aber  nicht 
wesentlich;  denn  solange  Z  nicht  in  die  Verschwindungsebene  fällt, 
was  selten  angenommen  wird,  sind  die  Bilder  Z^  und  ZJ  Punkte 
im  Endlichen.  Je  nach  der  Lage  von  Z  gegen  die  Verschwindungs- 
ebene ist  das  Bild  reell  oder  virtuell. 

Die  Beleuchtung  der  irdischen  Gegenstände  durch  die  Sonne 
darf  als  Parallelbeleuchtung  gelten,  weil  ihre  gegenseitigen 
Entfernungen  im  Vergleich  mit  dem  Abstand  von  der  Sonne  selbst 
verschwindend  klein  sind.  Es  bedeutet  dann  Z^  das  Bild  des 
Sonnencentrums.  Man  hat  entweder  ein  reelles  Sonnenbild  über 
dem  Horizont,  oder  ein  unendlich  fernes,  oder  ein  virtuelles  unter 
dem  Horizont,  je  nachdem  die  Sonne  im  Angesicht  des  Beschauers, 
oder  in  der  Verschwindungsebene,  oder  im  Bücken  des  Beschauers 
steht.  Demgemäß  läuft  der  Grundschatten  einer  von  der  Grund- 
fläche aufsteigenden  Vertikalen  entweder  auf  den  Beschauer  zu, 
oder  parallel  zu  A,  oder  nach  dem  Horizonte  hin.  Z^  ist  der  Flucht- 
punkt der  Lichtstrahlen,  Z/  liegt  auf  dem  Horizont  und  ist  der 
Fluchtpunkt  ihrer  Horizontalprojektionen. 

Der  Gang  der  Konstruktionen  zur  Abbildung  der  Schatten  ist 
bei  der  Centralperspektive  derselbe  wie  bei  der  Parallelprojektion. 
Man  bestimmt  zuerst  die  Lichtgrenzen  auf  dem  Objekt,  dann  die 
Schlagschattengrenzen  in  der  Grundebene  und  zuletzt  die  Schlag- 
schatten auf  dem  Objekte  selbst,  wie  dies  die  nachfolgenden  Bei- 
spiele zeigen. 

901.  Ist  ein  Punkt  P  durch  P^  und  P/  gegeben,  so  findet 
man   das   Bild   seines   Grundschattens   P^  als  P^^  =  ZP  x  ZJPJ: 

*  WC  C      C  C       C    ' 

l  =  P,P^„  ist   das  Bild  eines  Lichtstrahles  /,    //  =  P/P*^   ist   das 

c  c     wo  '        c  c     WC 

Bild  seines  Grundrisses  /'  und  zugleich  der  Grundschatten  der 
Vertikalen  P'P.  Ebenso  wie  wir  hier  den  Grundschatten  der 
Vertikalen  durch  P  benutzten,  um  auf  ihm  den  des  Punktes  P  selbst 
zu  finden,  geht  man  bei  der  Ermittelung  des  Schattens  von  P  auf 
eine  beliebig  gegebene  Ebene  E  von  einer  geeigneten  Geraden  durch 
P  (meist  einer  Vertikalen  oder  Horizontalen)  und  ihrem  Schatten 
auf  E  aus;  dieser  ist  schließlich  mit  dem  Lichtstrahle  durch  P  zu 
schneiden. 

Sind  von  einer  Geraden  i  Spur-  und  Fluchtpunkt  J,  J^  und 
von  der  Ebene  E  Spur-  und  Fluchtlinie  «,  e^  bekannt,  so  sucht 
man  Spur-  und  Fluchtlinie  d^  <4>  ^'^^  durch  i  gelegten  Lichtstrahlen- 
ebene A,  die  E  in  dem  gesuchten  Schatten  t*  schneidet,  und 
erhält  von  i*   den  Spur-  und  Fluchtpunkt,  hieraus  aber  das  Bild 
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(a/*  =  rf  X  *,  /oo*  =  <^oo  X  «00?  i*  «  J^J'a,*)'  ^^  Par&llelbeleuchtuiig 
verbindet  die  Fluchtliiiie  d^  den  blachtpwikt  L^  der  Lichtstrahlen 
mit   dem   Fluchtpunkte  J^  der   Germden  i  und  d  geht  parallel  zu 


c/oo  durch  /. 


Anwemhmgm  der  Perepektive. 

903.  Wir  legen  die  Regeln  der  Perspektive  in  ihrer  Anwendung 
auf  einige  architektonische  Gegenstände  dar.  Die  Objekte 
sollen  die  hauptsächlichsten  an  Bauwerken  vorkommenden  Formen 
und  Anordnungen  der  Glieder  zeigen,  aber  nur  in  möglichst  einfSeu^her 
Weise,  sodaß  sie  leicht  geometrisch  bestimmt  werden  können.  Bei 
der  Wahl  ihrer  Verhältnisse  sind  weniger  ästhetische  Gesichtspunkte 
wirksam  gewesen,  als  vielmehr  die  Bücksicht  darauf,  daß  die  Einzel- 
heiten der  Konstruktion  in  der  Zeichnung  genügend  erkennbar 
werden  müssen.  —  Zuerst  behandeln  wir  nur  Körper  mit  ebenen 
Seitenflächen,  in  den  späteren  Beispielen  treten  auch  krumme 
Flächen  auf. 

Perspektive  eines  Säulenganges  in  gerader  Ansicht 
(Fig.  578).  Die  doppelte  Säulenreihe  erstreckt  sich  in  der  zur 
Bildebene  senkrechten  Richtung  nach  dem  Horizonte  hin.  Jede 
einzelne  Säule  besteht  aus  Sockel,  Schaft  und  Kapital.  Diese  drei 
Teile  werden  von  quadratischen  Prismen  und  abgestumpften  quadra- 
tischen Pyramiden  gebildet.  Die  Prismenilächen  stehen  vertikal, 
die  schrägen  Pyramidenilächen,  die  am  Sockel  oben,  am  Kapital 
unten  liegen,  sind  gegen  die  Grundebene  TTi  unter  45^  geneigt  — 
Die  Säulenabstände  in  der  Richtung  parallel  zur  Grundlinie  g  er- 
geben sich  aus  dem  Grundriß  des  vordersten  Säulenpaares;  znr 
Feststellung  der  Abstände  in  der  Richtung  senkrecht  zu  g  genügt 
es,  die  verlängerte  Grundrißdiagonale  VU  einer  Säule  des  folgenden 
Paares  zu  zeichnen.  Die  Kanten  der  Säulen  verlaufen  in  sieben 
verschiedenen  Richtungen:  sie  sind  nämlich  entweder  vertikal,  oder 
normal  zur  Bildebene,  oder  parallel  zur  Grundlinie,  oder  parallel 
zu  einer  der  vier  Diagonalen  eines  Würfels,  von  dem  zwei  Seiten- 
flächen in  TT  und  TT^  liegen.  Ihre  Fluchtpunkte  sind  folglich  der 
Reihe  nach:  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Vertikalen,  der  Haupt- 
punkt Ä^  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Horizontes  h  und  die 
Ecken  J^^  B^^  B^,  B^  des  dem  Distanzkreis  umgeschriebenen 
Quadrates  {B^B^\\g  durch  0^,  O^Ä^  =  0^5,  =  ^O^).  Die  er- 
reichbaren    Spurpunkte   der  Grundrißdiagonalen  auf  g  sind  durch 
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R,  S,  T,  V  bezeichnet;  ihre  Flachtpnnkte  sind  die  Distanzponkte  H 
lesp.  B^. 

Wir   beginnen   mit  der  Abbildung  der   Sockelgrundflächen. 
Zu  ihren  Ecken  gdiören  z.  6.  die  Punkte  G,  H\  ihre  Bilder  werden 
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Fig.  573. 

gefunden,  wenn  man  G'*  und  H"  mit  J  und  den  Spurpunkt  R  der 
der  durch  H  gelegten  Diagonale  mit  B  verbindet,  sowie  durch  H^ 
die  ParaUele  zu  g  zieht  {H^  =  AH"  x  i^Ä,  G^  auf  Ö"J,  i/,G^J|i^). 
Hat  man  in  dieser  Weise  alle  in  T\^  liegenden  Quadrate  abgebildet 
(und  kontrolliert,  daß  ihre  je  in  einer  Parallelen  zu  g  gelegenen 
Seiten  gleiche  Längen  haben),  so  zieht  man  durch  alle  ihre  Ecken 
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vertikale  Linien  aufwärts.  Diese  stellen  die  vertikalen  Sockelkanten 
dar;  ihre  oberen  Endpunkte  bestimmen  wieder  horizontale  Quadrate. 
Im  Bilde  lieg^  eine  Reihe  ihrer  Backen  auf  J"Ä\  zieht  man  durch 
sie  Parallelen  zu  g^  so  findet  man  die  übrigen  Ek^ken,  die  zugleich 
auf  drei  weiteren  Geraden  durch  Ä  liegen  müssen.  Jetzt  sind  die 
Bilder  der  schrägen  Sockelkanten  zu  ziehen;  sie  laufen  von  den 
vorderen  Ecken  nach  J?^  resp.  B^j  von  den  hinteren  nach  jS,  resp. 
B^.  Mne  Reihe  ihrer  Endpunkte  liegt  dMiK"Ä,  die  übrigen  finden 
sich  wie  vorhin.  Nunmehr  werden  die  vertikalen  Schaftkanten  ge- 
zogen, die  auf  M"Äj  u.  s.  w.  endigen.  Die  schrägen  Eapitälkanten 
laufen  vom  nach  J?,  resp.  J?^,  hinten  nach  B^  resp.  B^\  ihre  End- 
punkte liegen  auf  N"Äj  u.  s.  w.  Man  zeichnet  femer  die  vertikalen 
Eapitälkanten,  deren  Endpunkte  sich  auf  P"Ä,  u.  s.  w.  befinden. 
Zuletzt  sind  die  Bilder  aller  horizontalen  Kanten  auszuziehen, 
die  unsere  Konstruktion  bereits  als  Hilfslinien  benutzt  hat.  — 
Welche  Linien  sichtbar  sind  und  welche  nicht,  wird  der  Zeichner 
leicht  auch  ohne  nähere  Erklärung  beurteilen. 

Hierauf  bestimmen  wir  die  Grundschatten,  und  um  dies 
leicht  ausfahren  zu  können,  haben  wir  wenigstens  für  die  vordersten 
Säulen  die  Grundrißbilder  aller  Ekpunkte  angegeben.  Wir  wählen 
Parallelbeleuchtung;  das  (virtuelle)  Sonnenbild  L^  liegt  unter 
dem  Horizonte  A,  der  Fluchtpunkt  L^  der  Lichtstrahlgrundrisse 
senkrecht  darüber  auf  h  selbst.  Die  Lichtgrenze  setzt  sich  bei 
jeder  Säule  aus  14  KanteÜ  zusammen;  zwei  davon  liegen  in  der 
Grundfläche,  zwei  andere  in  der  horizontalen  Endfläche  des  Kapitals, 
die  übrigen  sind  in  der  Diagonalebene  mit  der  Fluchtlinie  B^B^ 
enthalten.  Zur  Lichtgrenze  gehören  die  Ecken,  in  denen  das  Bild 
bezw.  Grundrißbild  eines  Lichtstrahles  das  der  Säule  streift.  — 
Die     Grundschatten     der     Ecken,     z.    B.     Q,     stellt    man    durch 

Q^^^  Q^L^X  Qc-^c  ^^^>  ^-  ®*  ^-  ^^®  Grandschatten  der  horizontalen 
Kanten  sind  zu  diesen  parallel,  ihre  Bilder  laufen  folglich  parallel 
zu  h  oder  nach  dem  Hauptpunkte  Ä.  Die  Grundschatten  der  Verti- 
kalen konvergieren  im  Bilde  nach  Z/,  die  der  schrägen  Kanten 
haben  die  Fluchtpunkte  äT  =  ä  X  B^L^  und  ff\^kx  B^L^  (in  der 
Figur  konnte  nur  W  angegeben  werden).  Diese  Angaben  genügen 
zur  Verzeichnung  aller  Schlagschatten  auf  die  Bodenfläche. 

In  unserem  Beispiele  kommt  der  Schlagschatten  einer 
Säule  auf  eine  zweite  vor  (ihre  Grundschatten  überdecken  sich 
zum  Teil).  Zieht  man  aus  dem  Kreuzungspunkte  der  Grundschatten 
zweier  Kanten  rückwärts  bis  zu  der  beschatteten  Kante  einen 
Lichtstrahl,   so   endigt   er  in   einer   Ecke   der  Schlagschattenfigur. 
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Aber  nicht  alle  Ecken  derselben  können  so  gefunden  werden,  man 
hat  vielmehr  das  in  901  geschilderte  Verfediren  anzuwenden.  Hier- 
bei beachte  man  folgende  Bemerkungen.  Der  Schatten  einer  Ge- 
raden auf  eine  zu  ihr  parallele  Ebene  ist  zu  ihr  selbst  parallel; 
im  Bilde  haben  beide  denselben  Fluchtpunkt.  Hiemach  sind  z.  B. 
die  Schatten  einer  vertikalen  Kante  auf  die  senkrechten  Flächen 
einer  Säule  selbst  vertikal  und  das  Schattenbild  einer  zu  TT  normalen 
Kante  auf  die  parallele  Seitenfläche  eines  Säulenschaftes  geht  durch 
A.  Femer  wird  der  Schatten,  den  eine  Qerade  auf  eine  Parallel- 
ebene zu  TT  (mit  unendlich  ferner  Fluchtlinie)  wirft,  als  Parallele 
zur  Verbindungslinie  ihres  Fluchtpunktes  mit  dem  der  Lichtstrahlen 
dargestellt.  Folglich  hat  der  Schatten  einer  zu  TT  normalen  Kante 
auf  eine  Frontfläche  ein  zu  AZ^  paralleles  Bild  und  analog  bildet 
sich  der  Schatten  einer  schrägen  Kante  {MN)  mit  dem  Fluchtpunkte 
JB^  als  Parallele  zu  B^Z^  ab.  Der  Schatten  von  MK  auf  die  schiefe 
Sockelfläche  hat  seinen  Fluchtpunkt  in  JB^B^  X  Z^Z^\  Die  Begrenzungs- 
linien des  Schattens  der  einen  Säule  auf  den  Boden  und  auf  die 
andere  Säule  tre£fen  in  den  Bodenkanten  der  letzteren  zusammen; 
um  die  Treffpunkte  exakt  zu  bestimmen,  kann  man  sie  zuerst  im 
Grundriß  konstruieren  und  dann  in  die  Perspektive  übertragen. 

Bei  der  Ausführung  der  Zeichnung  wird  man  bemerken, 
daß  sich  ihre  Genauigkeit  dadurch  erhöhen  läßt,  daß  man  zur 
Bestimmung  eines  und  desselben  Elementes  verschiedene  Wege 
einschlägt. 

903.  Perspektive  eines  Obelisken  mit  Unterbau  in 
schräger  Ansicht.  Der  Unterbau  hat  eine  quadratische  Basis; 
von  ihren  vier  Seitenflächen  fCLhren  Stufen  nach  einem  Podest,  der 
vier  durch  Eickquader  gebildete  Vorsprünge  zeigt.  Über  dem  Podest 
erhebt  sich  der  quadratische  Obelisk  auf  einer  Plinthe  mit  oben 
abgeschrägten  Seitenflächen.  Die  schrägen  Flächen  der  Plinthe  und 
die  in  der  Spitze  S  zusammenstoßenden  Endflächen  des  Obelisken 
sind  gegen  TT^  unter  45^  geneigt.  Die  Seitenflächen  des  Obelisken 
schneiden  sich  in  dem  Punkte  ü  seiner  vertikalen  Achse,  die 
schrägen  Flächen  der  Plinthe  in  dem  Punkte  Q;  alle  übrigen 
Flächen  sind  entweder  horizontal  oder  vertikal.  Die  einzelnen  Be- 
stimmungsstücke des  Objektes  entnimmt  man  aus  dem  Grund-  und 
Aufriß  desselben,  der  dem  Perspektiven  Bilde  (Fig.  574)  in  halber 
Größe  beigefugt  ist. 

Nach  Annahme  von  A,  ff,  h  wird  die  Lage  des  Objektes  durch 
seinen  umgelegten  Gmndriß  bestimmt;  das  Basisquadrat  ist  gegen 
die   Grundlinie  ff  geneigt.     Die  Distanz  AO,  die  so  groß  gewählt 
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ist,  daß  das  umgelegte  Auge  0^  in  die  Figur  oiclit  eingetn^n 
werden  kann,  reduziert  man  auf  die  Hälfte  and  benatzt  das  redu- 
zierte umgelegte  Auge  0/  (^0/ =  -J-^O).  Die  Seiten  wt  =  MF 
und  R  K  EH  des   Basisquadrates   (sowie  alle  zu  ihnen  pu'allelen 


Fig.  574. 

Kanten)  haben  die  Fluchtpunkte  M^  resp.  N^  auf  A.  Man  findet 
zuerst  die  reduzierten  Funkte  M^  und  N^  {p^M^  {|  m,  O^N^  || ») 
und  hieraus  A„  durch  die  Beziehung  AN^=2.AN^,  während  M^ 
unzugänglich  ist.  Seien  nun  M=  m  x  ff  und  A  =  n  X  ^  die  Spor- 
punkte,  80  kann  das  Bild  n,  =  JV'A'.  direkt  gezeichnet  wwden;  för  m 
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aber  muß  zuvor  auf  AM  der  reduzierte  Spurpunkt  M""  (AM^=\AM) 
bestimmt  werden ;  hierauf  ist  m^  durch  M  parallel  zum  reduzierten 
Bilde  »n/  =  M""  M^  zu  ziehen.  Trägt  man  auf  h  M^O^J  =  Mj^Oq"" 
und  JV^O^*"  =  JV>0/  ab,  macht  A0^=^2.A0^^  und  AO^  =  2,  A0^% 
so  stellen  0^  und  0^  die  Punkte  dar,  in  die  das  Auge  0  gelangt, 
wenn  man  es  um  M^  oder  N^  auf  den  Horizont  niederlegt;  sie 
dienen  als  Teilungspunkte  für  die  Seiten  des  Basisquadrates 
(vergl.  864).  Um  die  Einteilung  der  Linien  EF  und  EH  in  die 
Perspektive  zu  übertragen,  hat  man  sie  mit  allen  Zwischenpunkten 
um  M  oder  N  bis  in  die  Grundlinie  herumzudrehen.  Die  voll- 
zogene Drehung  bezeichnet  der  untere  resp.  obere  Index  A*  Man 
findet  z.  B.  K^  als  AW^  x  A'^  0^ ,  u.  s.  f.  Statt  des  unzugänglichen 
Punktes  F^  bestimmt  man  F^,^  {MF^'' ==  }MF),  macht  M^T' = 
\MzO^'',  AT^2'AT^  und  findet  F^  als  MM^  X  F^^T,  u.  s.  f. 
Die  Bilder  der  Parallelen  zu  m  gehen  durch  At^ ,  schneiden  also  NN^ 
und  jede  dazu  parallele  Gerade  in  ähnlichen  Punktreihen.  Man  trage 
daher  auf  h  die  Strecke  N^M^  von  N^  aus  ab,  ziehe  durch  ihren 
Endpunkt  die  Parallele  zu  NN^  und  konstruiere  auf  ihr  die  Punkt- 
reihe, die  aus  der  auf  NN^  liegenden  durch  Verkleinerung  auf  die 
Hälfte  entsteht.  Übrigens  sucht  man  es  meist  so  einzurichten,  daß  die 
wichtigeren,  wiederholt  zu  brauchenden  Fluchtpunkte,  wie  hier  ^Ifa^, 
wenn  auch  nicht  in  der  Zeichnung  selbst,  so  doch  auf  dem  Zeichen- 
brette markiert  werden  können.  Das  Bild  des  Basiscentrums  (7, 
von  dem  die  Vertikalachse  des  Obelisken  aufsteigt,  ergiebt  sich  als 
Schnittpunkt  der  Diagonalen  E^G^mhA  FJI^,  (In  der  Figur  sind 
nicht  alle  Bezeichnungen  eingefügt,  weil  sie  sonst  undeutlich  wird.) 
Die  Diagonale  EG  hat  den  Spurpunkt  B  und  den  Fluchtpunkt  B^ 
{OqB^  \\EG)\  man  bestimme  auch  ihren  Teilungspunkt  und  benutze 
die  Einteilung  der  Strecke  E^G^^  insbesondere  ihre  Schnittpunkte 
mit  den  nach  unten  verlängerten  Obeliskenkanten.  Die  Vertikalen 
durch  B  resp.  B^  bilden  Spur-  und  Fluchtlinie  einer  Diagonalebene 
des  Objektes.  Auf  erstere  trägt  man  von  B  aus  die  Höhen  ab, 
in  denen  sich  die  Ecken  und  Kanten  des  Gegenstandes  über  der 
Grundebene  befinden,  verbindet  die  Endpunkte  mit  B^  und  er- 
mittelt so  die  Höhen  im  Bilde,  z.  B.  BP^  =  E" F\  E^P^  i.  A,  P^P^ 
durch  B^,  oder  BS^  =  C"S",  C^S^  ±  Ä,  S^S^  durch  B^,  u.  s.  f.  Für 
die  Zeichnung  der  Stufenkanten  ist  es  zweckmäßig,  die  Treppenprofile 
auf  den  Frontflächen  des  vordersten  Eckquaders  abzubilden.  Von 
den  Fluchtpimkten  der  schrägen  Kanten  an  der  Plinthe  und  an  der 
Spitze  des  Obelisken  konnten  nur  zwei,  R^  und  E.^  angegeben  werden; 
sie  liegen  auf  der  Vertikalen  durch  i)^  symmetrisch  zu  A.    Zeichnet 
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man  die  Aufrisse  der  Diagonalen  des  über  dem  Quadrate  EFGH 
stehenden  Würfels  und  zieht  durch  A  Parallelen  zu  ihnen,  so  gehen 
sie  durch  die  genannten  Fluchtpunkte.  An  ihrer  Stelle  kann  man 
auch  das  Bild  des  Punktes  Q  benutzen,  in  dem  sich  die  schrägen 
Kanten  der  Plinthe  treffen.  Ahnlich  yerfahrt  man  bezüglich  der 
im  Punkte  U  der  Vertikalachse  zusammenlaufenden  Kanten  des 
Obelisken.  —  Nach  dem  Gesagten  hat  es  keine  Schwierigkeit,  das 
Bild  des  Objektes  zu  Tollenden. 

Der  Schattenkonstruktion  liegt  die  Annahme  paralleler 
Lichtstrahlen  zu  Grunde.  Die  Sonne  befindet  sich  im  Gesichtsfeld 
des  Beschauers:  ihr  reelles  Bild  X  also  über  dem  Horizont  und  L\ 
senkrecht  darunter  auf  h.  Die  Lichtstrahlen  kommen  von  Z^,  die 
Schatten  der  Vertikalen  auf  Horizontalfiächen  Ton  L',  Die  Schatten 

c 

horizontaler  Kanten  auf  horizontale.  Flächen  gehen  durch  M^  oder 
iV^o.  Femer  kommen  Schatten  horizontaler  Kanten  (mit  dem  Flucht- 
punkte M^)  auf  Tertikaie  Flächen  (mit  der  Fluchtlinie  N^F±_k) 
Tor;  ihr  Fluchtpunkt  F  liegt  auf  M^L^,  Die  schrägen  Kanten 
werfen  nur  auf  wagrechte  Flächen  Schatten;  man  ermittelt  sie  aus 
den  Durchstoßpunkten  mit  der  Grundebene  und  dem  Podest  und 
den  bezüglichen  Schatten  der  Punkte  Q,  ä,  U.  Die  Flucht- 
punkte dieser  Schattenlinien  liegen  auf  h  mit  L^  und  den  Flucht- 
punkten der  bez.  Kanten  in  gerader  Linie.  Sind  letztere  nicht 
erreichbar,  so  muß  man  Ton  anderen  Punkten  der  Kanten  die 
Schatten  abbilden.  Die  Linien,  welche  die  Lichtgrenze  auf  dem 
Objekte  zusammensetzen,  lassen  sich  sehr  einfach  feststellen.  Zu 
ihnen  gehören  beim  Obelisken  und  den  Tier  Eckquadem  die  in  den 
Diagonalebenen  mit  der  Fluchtlinie  i^oo^i  gelegenen  Kanten,  bei 
•der  Plinthe  zwei  Tertikaie,  zwei  horizontale  und  zwei  schräge  Kanten, 
außerdem  bei  jedem  Eckstein  zwei  Oberkanten  und  zwei  oberste 
Treppenkanten. 

904.  Als  weiteres  Beispiel  wählen  wir  die  schräge  Ansicht 
einer  gewölbten  Halle  mit  doppeltem  Durchgang.  (Fig.  575.  In 
dieser  und  in  den  beiden  folgenden  Figuren  ist  der  untere  Index  c, 
der  zur  Bezeichnung  der  perspektiTen  Bilder  dient,  weggelassen).  Der 
quadratische  Bau  zeigt  ein  Ton  Tier  ebenfalls  quadratischen  Pfeilern 
getragenes  Kreuzgewölbe.  Die  Wölbflächen  liegen  auf  zwei  kon- 
gruenten Botationscylindem,  deren  horizontale  Achsen  sich  recht- 
yrinklig  schneiden;  sie  endigen  in  jeder  Front  mit  einem  Halbkreis 
und  stoßen  in  zwei  (sich  in  T  kreuzenden)  Gratlinien  zusammen, 
die  den  Diagonalebenen  angehören  und  mithin  Halbellipsen  sind. 
An  den  Tier  Fronten  läuft  oben  ein  einfaches  Kranzgesims;  seine 
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sctu^en  Kanten  sind  zu  den  Diagonalen  eines  Würfele  parallel, 
dessen  Seitenflächen  in  den  EVonten  liegen. 

Die  Bildebene  legen  wir  durch  die  Torderste  Pfeüerkante  z, 
machen  zwei  Seiten  des  Basisquadrates  zur  x-  und  y-Acbse  and 
die  darüberstehenden  Frontebenen  mithin  zur  Aufrifi-  bezw.  Seiten- 
ri&ebene.  Von  dem  Orand-  und  Äu&iß  ist  nur  soviel  gezeichnet,  als 


Fig.  575. 

zur  Bestimmung  der  Gestalt  und  Lage  des  Objektes  gebraucht  wird. 
Zur  Festlegung  der  Distanz  ist  das  reduzierte  umgelegte  Äuge  an- 
gegeben [Ä  Od""  =  -J  ^  0).  Hieraus  kann  man  die  Flnchtpunkte 
X^,  T^,  M^,  N^  der  Achsen  x,  y  und  der  Gmndrißdiagonalen  m, 
n  finden.  Die  Abbildung  aller  geradlinigen  Kanten  des  Gegen- 
Standes  erfolgt  wie  in  903  und  bedarf  nach  dem  Vorausgegangenen 
keiner  Erläuterung  mehr.  Statt  der  unzng&nglicheh  Fluchtpunkte  der 
schlagen  Gesimskacten  wurde  der  Punkt  C  der  vertikalen  Mittelachse 
des  Objektes  benutzt,  in  dem  ihre  Verlängerungen  zusammentreffen. 
Die  vier  äußersten  Ffeilerkanten  laufen  bis  zu  der  Deckplatte, 
die   das  Gewölbe   oben   abschließt;   die   Übrigen   endigen  in   der 
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ßasisebene  des  Gewölbes.  Ihre  Endpunkte  werden  paarweise  dorcli 
die  horizontalen  Durchmesser  der  vier  Fronthalbkreise  und  der  beiden 
elliptischen  Gratlinien  yerbunden,  die  in  ihnen  die  Terlängerten 
Pfeilerkanten  berühren.  Alle  sechs  Gewölblinien  projizieren  sich 
als  Halbellipsen  y  denn  in  ihren  Endpunkten  sind  die  Tangenten 
parallel  (vertikal).  Hat  man  mit  Hilfe  der  Fluchtpunkte  X^,  J«,, 
Mai,  N^  die  Bilder  jener  horizontalen  Durchmesser  gezeichnet,  so 
bestimme  man  ihre  Mittelpunkte  und  hieraus  die  konjugierten  (ver- 
tikalen) Halbmesser  der  Bildellipsen  (899).  Diese  Konstruktion 
läßt  sich  für  die  beiden  vorderen  Fronthalbkreise  k,  i  mit  Be- 
nutzung ihrer  ümlegung  in  die  Bildebene,  d.  h.  mittels  des  Aufrisses, 
leicht  ausführen.  Den  vertikalen  Radien  der  Kreise  entsprechen 
vertikale  Halbsehnen  durch  die  Bilder  der  Centra  K,  J\  die  Tan- 
genten in  ihren  Endpunkten  gehen  durch  X^  resp.  Y^.  Für  die 
übrigen  Gewölblinien  vereinfacht  sich  das  Verfahren,  weil  sie  je  mit 
einem  der  Kreise  k,  i  auf  einem  Cylinder  liegen.  Den  affin  gelegenen 
ebenen  Kurven  des  Originals  entsprechen  perspektiv  gelegene  im 
Bilde;  die  Fluchtpunkte  [X^,  Y^)'  der  Affinitätsstrahlen  (Cylinder- 
mantellinien)  werden  die  Centra  der  Perspektivität,  die  Achsen  sind 
die  Bilder  der  Affinitätsachsen  (in  unserem  Falle  laufen  sie  vertikal 
durch  Y^ ,  X^j  My  iV,  so  daß  Vertikalen  stets  Vertikale  entsprechen). 
Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  kann  die  Perspektive  des  Objektes 
leicht  vervollständigt  werden.  Je  drei  Perspektive  Gewölblinien 
zeigen  eine  gemeinsame  Tangente  [s  durch  X^,  t  durch  Y^\  die 
den  scheinbaren  umriß  einer  Wölbfläche  bildet. 

Um  die  Darstellung  des  Objektes  mit  Schatten  zu  versehen, 
setzen  wir  Sonnenbeleuchtung  voraus  iL  unterhalb  A,  L'  auf  Ä, 
LL'  _Lh).  über  die  Konstruktion  der  Schlagschatten,  welche  die 
geradlinigen  Kanten  auf  die  Grundebene  und  auf  die  ebenen  Flächen 
des  Objektes  werfen,  ist  nichts  Neues  zu  sagen  (man  vergleiche  das 
vorangehende  Beispiel).  Die  Lichtgrenzen  der  Wölbflächen  sind 
Mantellinien;  man  erhält  ihre  Endpunkte  auf  den  Fronthalbkreisen  k 
und  i  nach  478,  indem  man  die  Schatten  der  Gewölbmantellinien  auf 
die  bez.  Frontebene  sucht  und  die  zu  ihnen  parallelen  Tangenten 
an  k  und  i  zieht.  Diese  sind  hier  mit  dem  Aufriß  /''  resp.  Seitenriß 
/'"  eines  Lichtstrahles  identisch.  Nun  ist  X^L  die  Fluchtlinie  der 
Lichtebenen  durch  die  Mantellinien  der  einen  Wölbfläche  und  die 
Vertikale  durch  Y^  die  Fluchtlinie  der  zugehörigen  Frontebene 
(Seitenriß);  der  Schnittpunkt  Z^'"  beider  ist  der  Fluchtpunkt  der 
Schlagschatten  (||  T")  jener  Mantellinien.  Also  berührt  die  aus  ihm  an 
das  Bild  i  gelegte  Tangente  dieses  im  Punkte  E  der  Lichtgrenze. 
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Ähnlich  findet  man  P  auf  k  mittels  des  Schnittpunktes  Z^"  von  Y^L 
mit  der  Vertikalen  durch  X^.  Die  Konstruktion  wird  genauer,  wenn 
man  den  um  z  umgelegten  Kreis  2'"=ä"  und  das  um  Y^LJ"  (resp. 
X^LJ*^  umgelegte  Auge  0^  (resp.  0^)  auf  h  benutzt;  eine  zu 
LJ"Ot,  paraUele  Tangente  berührt  %"'  in  R"'  und  «"Of,  geht  durch 
das  Bild  B,  Analoges  gilt  ftbr  P.  Der  Schlagschatten  auf  den 
Wölbflächen  wird  durch  die  Schatten  der  Fronthalbkreise  k  und 
1  begrenzt,  die  in  den  Punkten  P  resp.  R  beginnen  und  sich  nach 
innen  fortsetzen;  ihre  Taugenten  in  diesen  Punkten  lassen  sich 
nach  528  finden.  Die  fraglichen  Bandschatten  sind  EUipsenbögen 
(480,  514).  Man  findet  beliebig  viele  Punkte  derselben  aus  der 
Bemerkung,  daß  eine  Mantellinie  durch  den  Bandpunkt  ü  ihren 
Schatten  auf  die  Mantellinie  durch  den  Bandpunkt  JJy^  wirft,  wenn 
V"V{^LJ'0^\%\.  {U'O^  und  V('0^  schneiden  k  in  Z7  und  V^.  Der 
Schnittpunkt  des  Lichtstrahles  VL  mit  dem  Bilde  V^Y^  der  zweiten 
Mantellinie  stellt  einen  Punkt  TP  des  Bandschattens  dar,  u.  s.  f. 
Ein  Teil  VW  des  Fronthalbkreises  k  wirft  Schatten  auf  den  Schaft 
des  rückwärts  liegenden  Pfeilers.  Am  Objekt  selbst  sind  die  Bögen 
VW  und  V*W^  kongruent,  da  ihre  Ebenen  parallel  stehen;  im 
Bilde  sind  sie  perspektiv  (Centrum  ü,  Achse  die  Vertikale  durch 
Xqo).  W  ist  ein  Endpunkt  von  Ä;  in  ^  und  W*  sind  die  Tangenten 
vertikal,  um  den  Punkt  V  zu  finden,  zieht  man  durch  den  Fuß- 
punkt der  Kante,  welche  V*  trägt,  den  örundriß  eines  Lichtstrahles 
und  schneidet  ihn  mit  dem  Grundriß  des  Halbkreises  k  in  V'\ 
senkrecht  über  V  befindet  sich  V  auf  ä.  Von  dem  leicht  bestimm- 
baren Grundschatten  des  Objektes  ist  nur  wenig  sichtbar;  zu  seiner 
Begrenzung  gehört  ein  in  V^  beginnender  EUipsenbögen  als  Schatten 
eines  Teiles  der  Bandlinie  A. 

906.  Schräge  Ansicht  einer  Nische  (Fig.  576).  An  ver- 
tikaler Wand  (Bodenkante  w)  ist  eine  Nische  angebracht,  deren 
Basis  eine  wenig  vorspringende  rechteckige  Platte  bildet.  Die 
Nischenfläche  besteht  aus  zwei  Teilen:  einem  geraden  Cylinder  über 
dem  Grundhalbkreis  /',  der  in  dem  Halbkreis  c  (Centrum  C)  endet 
und  einer  anschließenden  Viertelkugel  mit  dem  Halb&ontkreis  e 
(Centrum  C,  CB  vertikaler  Halbmesser).  Die  Nischenfront  tritt  ein 
Stück  aus  der  Wandfläche  hervor;  sie  wird  von  zwei  Halbsäulen 
(Pilastern)  eingerahmt,  die  durch  einen  Ärchitraven  mit  aufgesetztem 
Giebel  verbunden  sind.  An  den  Kapitalen  der  Halbsäulen  kommen 
Cylinderflächen  vor,  als  deren  Profilschnitt  ein  Viertelkreis  ange- 
nommen wurde.  Das  Profil  des  Gesimses  am  Giebel  ist  geradlinig 
gewählt.     Die  Kanten   des   schräg   aufsteigenden   Gesimses   (wie  k 


470 


Angewandte  Perspektive. 


Fig.  576. 
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und  i)  treffen  die  entsprechenden  horizontalen  Kanten  in  den  beiden 
Diagonalebenen.  —  Die  Bildebene  ist  durch  die  vorderste  Kante  z 
der  Basiäplatte  (unterste  Frontkante  M^)  gelegt,  der  Aufriß  parallel 
zur  Front  gewählt  nnd  um  2r  in  TT  umgelegt  gezeichnet..  Die  Sym- 
bole Xj  y,  X^y  ¥^y  m,  n,  M^y  N^^  haben  dieselbe  Bedeutung  wie 
im  vorigen  Beispiel;  durch  J^,  K^  sind  die  Fluchtpunkte  der 
Giebelkanten  i  =  RSj  k  =  ST  bezeichnet.  Das  umgelegte  Auge  0^ 
konnte  in  der  Figur  nicht  angegeben  werden,  sondern  nur  der 
reduzierte  Punkt  0^*"  {ÄO^^  =  ^  Ä0)\  mehrere  der  vorgenannten 
Fluchtpunkte  sind  ebenfalls  unzugänglich.  Statt  der  Fluchtpunkte 
der  den  Diagonalschnitten  angehörigen  schrägen  Kanten  des  Ge- 
simses wurde  der  Punkt  Q  der  Vertikalachse  C'C  benutzt,  in  dem 
sie  sich  treffen. 

Wir  übergehen  die  Abbildung  der  geradlinigen  Kanten  des 
Objektes  mit  dem  Hinweis  auf  das  Vorausgegangene.  Von  den 
kleinen  Ellipsenstücken,  die  in  der  Abbildung  der  Kapitale  auf- 
treten, bestimmt  man  leicht  die  Endpunkte  mit  den  zugehörigen 
Tangenten;  eine  dieser  Tangenten  hat* jedesmal  die  vertikale  Rich- 
tung, die  andere  läuft  entweder  durch  X^^,  oder  durch  M^^  oder 
durch  N^.  Zur  Verzeichnung  der  betreffenden  Kurve  genügt  dann 
die  Angabe  eines  einzigen  Zwischenpunktes.  Ebenso  einfach  ge- 
staltet sich  die  Konstruktion  der  Schatten,  welche  die  Halbsäulen, 
der  Architrav  und  der  Giebel  auf  die  Frontfläche  der  Nische,  auf 
den  Boden  und  die  Wandfläche  werfen.  Um  die  Schlagschatten- 
grenzen (die  ohnehin  in  der  Figur  wegen  ihrer  Kleinheit  nicht  sehr 
deutlich  erkennbar  werden)  nicht  komplizierter  zu  machen,  als  un- 
umgänglich ist,  wurde  die  unendliche  ferne  Lichtquelle  L  in  einer 
Diagonalebene  des  Objektes  angenommen,  so  daß  L'  mit  M^  iden- 
tisch ist.  Von  den  geradlinigen  Schattengrenzen  wurden  die  Flucht- 
punkte nach  901  bestimmt.  So  wirft  z.  B.  eine  zu  i  parallele  Kante 
am  Giebel  einen  kurzen  Schatten  auf  eine  geneigte  Fläche  ( ||  ^)  des 
schräg   ansteigenden  Gesimses;   sein  Fluchtpunkt   ergiebt   sich   als 

Den  Hauptbestandteil  unserer  Aufgabe  bildet  die  Darstellung 
der  Nischenfläche  mit  den  an  ihr  auftretenden  Schatten. 
Man  bestimmt  zuerst  nach  898  das  Bild  des  Basishalbkreises  f  und 
seine  vertikale  Tangente,  die  den  scheinbaren  umriß  des  cylin- 
drischen  Teiles  der  Nischenfläche  bildet;  hierauf  zeichnet  man  wie 
vorher  die  Perspektive  des  Fronthalbkreises  e.  Der  wahre  Um- 
riß' des  Halbcylinders  ist  eine  auf  dem  Halbkreise  c  endigende 
Mantellinie.     In  ihrem  Endpunkte  beginnt  der  wahre  umriß  u  der 


472  Ängetoandte  Perspektive, 


kugelförmigen  Wölbfläche  und  endigt  auf  dem  Fronthalbkreise  e; 
u  ist  ein  Stück  des  Kreises,  in  dem  die  Kugel  Ton  der  Polarebene 
des  Auges  0  geschnitten  wird.  Seine  Tangente  im  Anfangspunkte 
ist  Ton  der  Mantellinie  des  Cy linders  verschieden,  aber  die  Ver- 
bindungsebene beider  geht  durch  das  Auge  und  folglich  berühren 
sich  die  scheinbaren  umrisse  beider  Flächenteile.  Der  schein- 
bare Umriß  der  Wölbfläche  ist  ein  EUipsenbogen,  den  man  nach 
882  unter  Benutzung  von  Krümmungskreisen  konstruiert;  in  seinem 
Endpunkte  berührt  er  das  Bild  von  e.  Da  die  Wölbfläche  längs  e 
von  einem  Cylinder  berührt  wird,  dessen  Mantellinien  zu  y  parallel 
sind,  so  berühren  sich  die  Bilder  von  u  und  e  in  einem  Punkte,  dessen 
Tangente  durch  Y^  geht;  hieraus  läßt  sich  derselbe  leicht  zeichnen. 

Die  Lichtgrenze  auf  dem  Halbcylinder  ist  wiederum  eine 
Mantellinie;  sie  beginnt  in  dem  Punkte  C/"  des  Halbkreises /*,  dessen 
Tangente  den  Grundriß  eines  Lichtstrahles  bildet  und  endet  im 
entsprechenden  Punkte  des  Halbkreises  c  Ebendaselbst  beginnt 
die  Lichtgrenze  v  der  Wölbfläche  und  endet  auf  dem  Fronthalb- 
ki'eise  e  m  V\  v  ist  ein  Hauptkreisbogen,  dessen  Ebene  senkrecht 
zu  den  Lichtstrahlen  steht;  er  wird  nach  476  zuerst  im  Grund-  und 
Aufriß  bestimmt  und  dann  in  die  Perspektive  übertragen.  In  dem 
Endpunkte  von  v  ist  die  Tangente  von  e  parallel  zu  /'',  ihr  Bild 
geht  durch  Jv«". 

Der  in  das  Innere  der  Nische  fallende  Schlagschatten  über- 
deckt die  Lichtgrenze  v.  Die  Schlagschattengrenze  besteht  aus  drei 
Teilen.  Der  erste  liegt  auf  der  Mantellinie  des  Halbcylinders,  die 
von  seinem  linken  Rande  Schatten  empfängt  und  endigt  auf  dem 
Lichtstrahl  durch  den  linken  Endpunkt  des  Halbkreises  c.  Der 
zweite  ist  ein  Stück  der  Baumkurve,  in  welcher  der  schiefe  Licht- 
cylinder  durch  e  die  cylindrische  Wand  der  Nische  trifft;  er  geht 
tangential  aus  dem  ersten  Teile  hervor  und  ebenso  in  den  dritten 
über,  der  auf  der  Wölbfläche  liegt.  Man  findet  einzelne  Punkte 
des  mittleren  Teiles,  wenn  man  die  Lichtebene  durch  eine  Mantel- 
linie des  Nischencylinders  mit  der  Frontebene  schneidet  und  hier- 
durch jedesmal  einen  Punkt  von  e  bestimmt,  dessen  Schatten  auf 
jene  Mantellinie  fällt  und  zu  der  Kurve  gehört.  Der  letzte  Teil 
ist  wieder  ein  Kreisbogen;  er  endigt  auf  e  in  dem  nämlichen  Punkt 
F  wie  die  Lichtgrenze  u.  In  der  That  ist  dies  ein  Teil  der  Durch- 
dringungskurve des  Lichtcylinders  durch  e  mit  der  Kugel,  die  bereits 
den  Kreis  e  und  folglich  noch  einen  zweiten  Kreis  (Wechselschnitt) 
gemein  haben  (262,  263,  679).  Es  ist  der  zum  Bandkreise  e  in 
Bezug  auf  die  Lichtgrenze  u  symmetrische  Hauptkreis  der  Kugel  und 
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seine  Bestimmung  bietet  daher  keine  Schwierigkeit  mehr  dar.  Be- 
züglich der  Endtangente  (in  V)  beachte  man  den  Satz  (528),  wo- 
nach die  Tangenten  von  e  und  «*  zu  der  von  v  und  dem  Licht- 


Fig,  577. 
strahle  bannoniscb  liegen  müssen.  In  der  Figur  wurde  die  Be- 
stimmung der  SchkgBchattengrenze  zuerst  in  Qmnd-  und  Aufriß 
vorgenommen  und  hieraus  die  Perspektive  abgeleitet  (vergl.  890e). 
906.  Perspektive  eines  runden  Säulenstnmpfes.  Die 
S&ule  steht  aof  einer  quadratischen  Plinthe;  ihre  Basis  besteht  aus 
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einem  Wulst  und  einer  cylindrischen  Platte,  an  die  sich  eine  in  den 
cylindrischen  Schaft  übergehende  Hohlkehle  anschließt.  Wir  be- 
handeln dieses  Objekt  als  ein  Beispiel  zur  Perspektiven  Darstellung 
der  Botationsflächen.  Der  Meridian  der  Säulenfläche  ist  im  Aufriß 
gezeichnet;  er  besteht  aus  einem  Halbkreis,  dessen  Enddurchmesser 
der  Achse  parallel  liegt,  und  dessen  hohle  Seite  der  Achse  zugekehrt 
ist,  weiter  aus  einem  Stück  des  verlängerten  Durchmessers  und 
einem  Viertelkreis  mit  der  hohlen  Seite  nach  außen,  dessen  Centmm 
wieder  auf  der  Verlängerung  jenes  Durchmessers  liegt;  endlich  ge- 
hört dazu  eine  Mantellinie  des  Schaftcylinders.  Die  Anfangs-  bezw. 
Endpunkte  der  genannten  Teile  des  Meridians  liegen  auf  den 
Parallelkreisen  /?,  q,r,s]  die  Ebenen  des  ersten  und  letzten  Parallel- 
kreises begrenzen  den  Rotationskörper. 

Zur  Konstruktion  der  Perspektive  sind  angegeben:  der  Haupt- 
punkt A  und  ein  Distanzpunkt  D  auf  dem  Horizont  A,  die  Grund- 
linie ff,  sowie  Grund-  und  Aufriß  0',  0"  des  Auges.  Die  a:-Achse 
ist  senkrecht  zum  Grundriß  /'  des  Lichtstrahles  /  (Parallelbeleuch- 
tung) gelegt,  um  die  Schattenkonstruktion  in  Grund-  und  Aufriß 
bequemer  und  genauer  ausführen  zu  können  (0'  0^  ±  x,  OJ^  auf  ff, 
0^0"  j_  A,  0"  auf  A).  Das  umgelegte  Auge  0^  ist  unzugänglich. 
X,  L'  sind  die  Fluchtpunkte  der  Lichtstrahlen  und  ihrer  Grundrisse. 

Um  das  Perspektive  Bild  der  Säule  zu  entwerfen,  bilden  wir 
zuerst  die  Plinthe  und  die  vertikale  Achse  der  Säule  ab.  Das  Bild 
der  letzteren  trifit  h  in  J3.  0^  ist  das  um  B  auf  den  Horizont 
niedergelegte  Auge  0,  Hierauf  projizieren  wir  den  parallel  zur 
Bildebene  TT  liegenden  Hauptmeridian;  sein  Bild  zeigt  ihn  in  einer 
ähnlichen  Verkleinerung,  die  wir  kurz  den  Bildmeridian  nennen 
wollen;  er  ist  in  die  Figur  eingetragen.  Die  Parallelkreise  /?,  7,  r,  s 
sind  nach  dem  Verfahren  in  898  dargestellt;  ebenso  die  scheinbaren 
Umrisse  der  cylindrischen  Teile.  Der  scheinbare  Umriß  des  Rota- 
tionskörpers ist  identisch  mit  dem  eines  ähnlich  verkleinerten 
Körpers,  dessen  Achse  in  der  Bildebene  liegt  und  dessen  Meridian 
der  Bildmeridian  ist  Zur  Darstellung  des  scheinbaren  Umrisses 
kann  man  daher  das  Kegelverfahren  anwenden,  wie  dies  in  884 
näher  dargelegt  ist. 

Die  Bestimmung  der  Lichtgrenzlinien,  sowie  der  Schlagschatten 
auf  die  Grundebene  und  auf  das  Objekt  selbst,  ist  zuerst  im  Grund- 
und  Aufriß  ausgeführt  und  sodann  nach  dem  in  890  unter  «)  an- 
gegebenen Verfahren  in  die  Perspektive  übertragen.  Es  kommt  hierbei 
namentlich  auf  die  Wulst-  und  Kehlfläche  der  Säulenbasis  an  und  diese 
sind  Teile  einer  und  derselben  Kreisringfläche,  nur  gegeneinander  in 
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der  Richtung  der  Achse  verschoben.  Die  Konstruktion  der  Schatten 
auf  der  ßingfläche  ergiebt  sich  aus  540;  sie  benützt  eine  dem 
Ringe  einbeschriebene  Hilfskugel,  die  ihn  entlang  eines  Meridianes 
berührt.  Die  Lichtgrenze  dieser  Hilfskugel  ist  in  einem  besonderen 
Grund-  und  Aufriß  bestimmt,  wobei  die  Aufrißebene  zum  Lichtstrahl 
parallel  vorausgesetzt  wurde.  Die  Lichtgrenzpunkte  sind  dann  in 
die  einzelnen  Meridiane  der  Ringflächen  übertragen.  Li  der  Figur 
bedeuten  t  die  Lichtgrenze  auf  der  Eehlfiäche  und  ihre  geradlinige 
Fortsetzung  auf  dem  Schaftcylinder,  u  die  Lichtgrenze  auf  dem 
Basiscylinder  und  v  die  auf  der  Wulstfläche.  Die  Schlagschatten 
auf  die  Grundebene  sind  durch  den  unteren  Lidex  «,  die  auf  das 
Objekt  fallenden  durch  den  oberen  Index  »  bereichnet. 

Centralkoiiineation  räumlicher  Figuren  (Reliefkierspeictive). 

907.  Zwei  Raumfiguren  sollen  einander  Punkt  für  Punkt  in 
folgender  Weise  entsprechen: 

a)  Die   Verbindungslinien     entsprechender    Punkte    P 

und  P^  gehen  durch  ein  festes  Gentrum  0. 
ß)  Drei   Punkten   in    gerader    Linie    entsprechen    drei 
Punkte  in  gerader  Linie  und  folglich  Tier  Punkten 
in  einer  Ebene  vier  Punkte  einer  Ebene. 
y)  Jeder    Punkt    einer   festen   Ebene  TT,   der  Eollinea- 
tionsebene,  entspricht  sich  selbst. 
Hieraus  folgt  sofort: 

S)  Entsprechende    Strahlen    bezw.    Ebenen    schneiden 

sich  auf  der  Ebene  TT;  jeder  Strahl  und  jede  Ebene 

durch   0  entspricht   sich    selbst;    das   Gleiche    gilt 

mithin  Tom  Centrum  0. 

Durch   diese  Eigenschaften   ist  die  Beziehung  zwischen  den  beiden 

Raumfiguren,  die  wir  als  Original  und  Bild  unterscheiden,   voll- 

ständig  bestimmt,  sobald  hinreichende  Bestimmungsstücke  angegeben 

werden,   um   zu  jedem   Punkte   des  Originals  den   entsprechenden 

Punkt  des  Bildes  finden  zu  können.   Wir  nennen  diese  geometrische 

Verwandtschaft    eine    Centralkoiiineation    oder    Perspektive 

räumlicher  Figuren.     Von  ihr  gilt  der  Satz: 

908.  Die  räumliche  Centralkoiiineation  ist  bestimmt 
durch  Angabe  des  Centrums  0,  der  Kollineationsebene  TT 
und  zweier  sich  entsprechender  Punkte  P  und  Pj,  die  auf 
einem  Strahle  durch  0  liegen  müssen.  Denn  zu  jedem 
weiteren  Punkte  Q  des  Originals  findet  man  hiernach  den  Bildpunkt. 
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Der  Strahl  PQ  =  i  schneide  nämlich  TT  in  /,  so  ist  \  =  JP^  sein 
Bild,  liegt  in  der  Ebene  iO  und  bestimmt  mit  dem  Strahle  OQ  den 
Bildpunkt  Q^.  Den  unendlich  fernen  Punkten  der  Geraden  i  resp. 
i^  entsprechen  die  Gegenpunkte  J^  auf  z\  und  e/^  auf  i;  J^  heißt 
der  Fluchtpunkt,  J^  der  Verschwindungspunkt  [OJ^  t^^v^y 
OJ^i^J^J).  Der  unendlich  fernen  Ebene  im  Original-  resp.  Bild- 
raume  entspricht  je  eine  zu  TT  parallele  Gegenebene,  nämlich  die 
Fluchtebene  TTqo  und  die  Verschwindungsebene  TT^.  Erstere 
trägt  die  Fluchtpunkte,  letztere  die  Verschwindungspunkte  aller 
Geraden  des  Raumes.     Hieraus  folgt  die  Beziehung: 

(n,  H  TT)  =  (0  H  n«). 

Betrachtet  man  die  einander  entsprechenden  Figuren  in  irgend  einer 
durch  O  gelegten  Ebene  A,  so  zeigt  sich,  daß  sie  perspektiv 
liegen  und  zwar  ist  0  das  Centrum,  rf  =  A  X  TT  die  Achse  der  Per- 
spektive, während  ^oo  =  A  X  TToo  und  ^^  =  A  X  TT^  die  Gegenachsen 
bilden  (vergl.  176  flg.). 

Wir  bezeichnen  im  folgenden  den  Punkt  O  als  das  Auge,  die 
von  O  ausgehenden  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  als 
Sehstrahlen  und  die  sich  selbst  entsprechende  Ebene  als  Spur- 
ebene TT. 

909«  Man  kann  die  CentralkoUineation  benutzen,  um  den  vom 
Auge  aus  hinter  der  Spurebene  TT  liegenden  und  sich  ins  Unend- 
liche ausdehnenden  Kaum  mit  den  darin  enthaltenen  Figuren  in 
dem  Räume  abzubilden,  der  zwischen  TT  und  der  Fluchtebene  TT» 
liegt.  Diese  Art  der  Abbildung  von  Raumfiguren  durch  andere 
Raumfiguren  nennt  man  Reliefperspektive.  Mit  den  Reliefs  der 
bildenden  Kunst  hat  sie  nur  wenig  zu  thun.  Denn  der  Künstler 
behandelt  das  Relief  wie  eine  durch  Erhabenheiten  des  Materials 
hervorzubringende  Zeichnung.  Dies  ist  die  ursprüngliche  Form  der 
Darstellung,  das  Flachrelief.  Beim  Hochrelief  lösen  sich  einzelne 
Figuren  vom  Hintergrunde  ab;  sie  werden  aber  dann  „rund",  d.h. 
in  ihrer  wirklichen  Gestalt  gebildet.  Man  erkennt  also,  daß  hier 
kein  einheitliches  Darstellungsprinzip  angewandt  wird,  wie  dies  bei 
der  malerischen  Perspektive  durchführbar  ist,  sondern  die  Ver- 
mittelung  zwischen  den  verschiedenartigen  Darstellungen  der  Figuren 
im  Vordergrund  und  Hintergrund  bleibt  dem  subjektiven  Ermessen 
des  Künstlers  überlassen.  Bedeutende  Künstler  haben  versucht,  die 
Gesetze  der  Reliei^erspektive  in  die  plastische  Darstellung  einzu- 
führen. Aber  im  strengen  Sinne  konnte  dies  nicht  geschehen;  denn 
aus  praktischen,  wie  aus  ästhetischen  Gründen  müssen  bei  den  nach 
dem    Hintergrunde    (der    Fluchtebene)    zu   immer   mehr  sich   ver- 
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flachenden  Figuren  die  Zwischenräome  wegfallen.  Hiervon  abge- 
sehen, verträgt  die  Reliefperspektive  keine  Veränderung  des  Gesichts- 
punktes, ohne  das  Bild  verzerrt  erscheinen  zu  lassen.  Trotz  alledem 
kann  aber  die  Kenntnis  ihrer  Regeln  dem  bildenden  Künstler  nützlich 
sein.  Sie  kommen  auch  in  Verbindung  mit  den  Regeln  der  male- 
rischen Perspektive  in  der  sog.  Theaterperspektive  zur  Anwendung. 
910.  Gegeben  sei  das  Auge  0,  die  Spurebene  TT,  sowie  die 
Fluchtebene  TToo,  die  jedem  unendlich  fernen  Punkte  den  Durch- 
stoßpunkt seines  Sehstrahles  zuordnet;  dann  ist  die  Kollineation 
bestimmt.  Wir  stellen  TT  vertikal;  die  Horizontalebene  H  durch  0 
schneide  TT  in  A  und  Tf^  in  h^  (Fig.  578);  ä«,  heißt  der  Horizont. 


Fig.  578. 

Die  Grundebene  T,  auf  der  sich  die  Objekte  befinden,  liegt  pa- 
rallel zu  H  und  schneidet  TT  in  der  Grundlinie  g.  Durch  das 
Auge  0  ziehen  wir  die  Normale  zu  TT;  sie  trifft  die  Ebenen  TT, 
TT«,  TT„  bezw.  in  Ä,  Ä^,  A^.  A^  heißt  der  Hauptpunkt,  OA^ 
die  Distanz  und  AA^  die  Tiefe  des  Reliiefs.  Der  in  TT«  mit 
dem  Radius  =  OA^  um  A^  beschriebene  Distanzkreis  trifft  h^  in 
den  Distanzpunkten  D^  und  E^, 

911.  Die  Abbildung  einer  Geraden  i  erfolgt  nun  so,  daß 
man  zuerst  ihren  Spurpunkt  /  in  TT  und  ihren  Fluchtpunkt  /«  m 
TT«  aufsucht;  die  Reliefgerade  i^  verbindet  /  mit  J^ .  Parallele 
Gerade  haben  einerlei  Fluchtpunkt,  nach  welchem  ihre  Bilder  kon- 
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yergieren;  Parallelen  zu  TT,  insbesondere  die  Vertikalen,  haben  pa- 
rallele ßilder. 

um  einen  Punkt  P  abzubilden,  legt  man  durch  ihn  eine  Gerade 
i  und  schneidet  ihr  Bild  i^  mit  dem  Sehstrahle  OP  in  P^. 

Die  Abbildung  einer  Ebene  E  ergiebt  sich  als  Yerbindungs- 
ebene  Ej  ihrer  Spurlinie  ^  =  E  X  TT  und  ihrer  Fluchtlinie  e^ ,  die 
in  TTqo  als  Spur  der  Parallelebene  durch  das  Auge  0  erhalten  wird. 
Speziell  verbindet  das  Relief  f^  der  Bodenfläche  f  die  Grundlinie  p 
mit  dem  Horizonte  Ag^. 

912.  Das  Objekt  sei  durch  seinen  Grund-  und  Aufriß  de- 
finiert. Als  Grundrißebene  benutzen  wir  T,  als  Aufrißebene  TT. 
Zur  Konstruktion  des  räumlichen  Abbildes  oder  Reliefs  dienen 
folgende  Sätze. 

cc)  Die  in  der  Ebene  TT  aus  dem  Augpunkte  A^  ent- 
worfene Perspektive  des  Objektes  ist  mit  dem  Aufriß 
seines  Reliefs  identisch.  In  der  That:  eine  beliebige  Gerade  t, 
ihre  Reliefgerade  i^  und  deren  Aufriß  ^''  haben  den  Spurpunkt  / 
gemein  und  sind  paarweise  perspektiv  aufeinander  bezogen,  näm- 
lich t  und  t^  aus  dem  Gentrum  0,  i^  und  i\"  aus  dem  unendUch 
fernen  Punkte  von  OA^;,  und  folglich  i  und  i^"  aus  einem  auf  OA^ 
gelegenen  Centrum  (172).  Letzteres  ist  der  Punkt  A^y  weil  der 
Aufriß  /oo"  des  Fluchtpunktes  J^  dem  unendlich  fernen  Punkte 
von  i  entspricht  und  A^J^  ||  OJ^  \\  i  ist. 

ß)  Der  Grundriß  des  Reliefs  geht  aus  dem  des  Gegen- 
standes durch  eine  Gentralprojektion  in  der  Grundebene  f 
hervor;  ihr  Centrum  ist  der  Grundriß  0'  des  Auges,  ihre 
Achse  ist  die  Grundlinie  ff  und  ihre  Fluchtlinie  f  X  TT«- 
Der  Grundriß  des  Objektes  liegt  zu  seinem  Relief  perspektiv  aus 
dem  Centrum  0;  andererseits  ist  der  Grundriß  des  Reliefs  die  senk- 
rechte Projektion  vom  Relief  des  Grundrisses,  weil  Vertikalen  Ver- 
tikale entsprechen.     Hieraus  folgt  nach  172  die  Behauptung. 

y)  Legt  man  das  Relief  des  Grundrisses  um  die  Grundlinie  ff 
in  die  Spurebene  TT  um,  so  bleibt  es  zum  Grundriß  des  Objektes 
perspektiv;  das  neue  Centrum  ist  die  ümlegung  Oj  von  0  in  die 
Versch windungsebene  TT,,  um  die  Linie  f  X  TT,,  (173).  Es  folgt  also: 
Die  in  der  Ebene  TT  aus  dem  Augpunkte  0^  entworfene  Per- 
spektive des  Grundrisses  ist  mit  seinem  Relief  kongruent. 

Als  Beispiel  für  die  Relielperspektive  ist  ein  Obelisk  auf  qua- 
dratischem Sockel  behandelt.  Beide,  das  Objekt  und  sein  Relief 
sind  in  Fig.  579  in  schiefer  Projektion  dargestellt.  Es  erscheint 
nicht  nötig,  näher  auf  die  Konstruktion  einzugehen. 
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913.    Die    Centralkollineation    des   Baumes   umfaßt   als 
Spezialfälle: 

a)  die  Perspektive  Affinität  räumlicher  Figuren,    wenn 

das  Centrum  0  ein  unendlich  femer  Punkt  ist; 
ß)  die   Perspektive   Ähnlichkeit,   wenn    die    Kollineations- 

ebene  TT  die  unendlich  ferne  Ebene  ist; 
y)  die  Kongruenz,  wenn  0  und  TT  beide  unendlich  fern  liegen. 

Die   Centralkollineation    kann   dazu   dienen,    aus    den    E^gen« 
Schäften   einer   einfach   definierbaren  Fläche   oder  Kurve  die  aller 


1 

1 1> 


Fig.  Ö79. 

ihrer  kollinearverwandten  Flächen  und  Kurven  abzuleiten.  In  ähn- 
licher Weise,  wie  man  alle  Kegelschnitte  als  Centralprojektionen 
eines  Kreist  erklären  und  untersuchen  kann,  würde  man  z.  B.  alle 
Oberflächen  zweiten  Grades  ableiten  können  und  zwar  die 
Nichtregelflächen  2.  Grades  aus  der  Kugel,  die  Begelflächen  aus  dem 
Botationshyperboloid,  die  Kegel-  und  Cylinderflächen  2.  Grades  aber 
aus  dem  Rotationskegel.  Je  nachdem  eine  Kugel  die  Verschwindungs- 
ebene  TT^  nicht  schneidet,  berührt  oder  schneidet,  geht  sie  durch 
Centralkollineation  über  in  ein  Ellipsoid,  ein  elliptisches  Para- 
boloid,  oder  in  ein  zweischaliges  Hyperboloid.  Ein  ein- 
schaliges Rotationshyperboloid  ergiebt  im  allgemeinen  als  Bild  ein 
einschaliges  Hyperboloid;    nur  wenn   der  Schnitt  der  Original- 
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fläche  mit  der  Verschwindxmgsebene  TT„  in  ein  Linienpaar  zerfallt, 
also  TT„  zur  Tangentialebene  wird,  ist  das  Bild  ein  hyperbolisches 
Paraboloid.  Ein  Botationskegel  ergiebt  als  Bild  im  allgemeinen 
einen  elliptischen  oder  schiefen  Ereiskegel;  liegt  aber  seine 
Spitze  in  der  Verschwindungsebene,  so  wird  die  kollinear-verwandte 
Fläche  ein  elliptischer,  parabolischer  oder  hyperbolischer 
Gylinder,  je  nachdem  die  Verschwindungsebene  keine,  eine  oder 
zwei  Mantellinien  des  Originalkegels  enthält. 


SIEBZEHNTES   KAPITEL. 


Beleuchtung  von  Flächen. 

914.  Jeder  Gegenstand  wird  unserem  Auge  sichtbar  durch  die 
von  seiner  Oberfläche  ausgehenden  Lichtstrahlen.  Die  Stärke  oder 
Intensität  des  Lichtes,  welches  die  verschiedenen  Stellen  der  Ober- 
fläche entsenden,  ist  verschieden,  so  daß  unser  Auge  von  den  ein- 
zelnen Teilen  der  Fläche  den  Eindruck  verschiedener  Grade  von 
Helligkeit  empfängt.  Diese  Helligkeitsunterschiede  sind  es  ganz 
besonders,  die  uns  die  Auffassung  eines  räumlichen  Gegenstandes 
erleichtem.  Zwar  gestattet  das  Sehen  mit  beiden  Augen  bereits 
ein  Urteil  über  die  räumliche  Anordnung,  doch  wird  dasselbe  durch 

die  auftretenden   Helligkeitsunterschiede  wesentlich   unterstützt  und 
vervollkommnet. 

Schon  die  verschiedenen  Grade  der  Helligkeit,  die  uns  stets 
beim  Betrachten  natürlicher  Objekte  entgegentreten,  werden  uns 
veranlassen,  auch  bei  der  bildlichen  Darstellung  demselben  ver- 
schiedene Stufen  der  Helligkeit  anzuwenden.  Der  Grund  jedoch,  der 
für  die  Anwendung  solcher  Helligkeitsstufen  den  Ausschlag  giebt, 
liegt  darin,  daß  das  Bild  erst  hierdurch  die  richtige  Vorstellung 
des  dargestellten  Objektes  in  uns  erweckt.  Wenn  wir  von  einer 
Fläche  die  beiden  scheinbaren  Umrisse  im  Grund-  und  Aufriß 
kennen,  so  kann  die  Gestalt  derselben  noch  nicht  daraus  erschlossen 
werden;  ja  die  wahren  Umrisse  sind  noch  unbekannt,  wenn  wir 
nicht  auch  die  zweite  Projektion  von  ihnen  kennen.  Auch  die 
Projektionen    der   Lichtgrenze    geben   nur   einen   geringen   Anhalt, 
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falls  wir  nicht  über  die  Natur  der  Fläche  anderweit  unterrichtet 
sind.  Um  nns  die  wirkliche  Gestalt  einer  Fläche  klar  zu  machen, 
müssen  wir  zu  anderen  Hilfsmitteln  greifen.  Wir  können  etwa  ein 
Eurvensystem  auf  der  Fläche  darstellen;  hierzu  eignen  sich  be- 
sonders Parallelschnitte,  wie  z.  B.  die  Anwendung  der  Horizontal- 
linien bei  den  topographischen  Flächen.  Immerhin  würden  auch 
hier  beide  Projektionen  dieser  Kurven,  oder  bei  Horizontalkurven 
außer  den  ersten  Projektionen  die  Abstände  ihrer  Ebenen  erforder- 
lich sein.  Es  erfordert  indes  eine  gewisse  ÜbuDg,  sich  an  den 
Horizontalkurven  eine  deutliche  Vorstellung  der  Fläche  zu  bilden. 

Anders  verhält  es  sich  bei  der  Anwendung  von  Helligkeits- 
stufen  in  der  bildlichen  Darstellung.  Unser  Vorstellungsvermögen 
ist  durch  die  Natur  geübt,  aus  den  verschiedenen  Graden  der 
Helligkeit  einer  Oberfläche  auf  deren  Gestaltung  zu  schließen.  Je 
nach  ihrer  Lage  gegen  die  Lichtstrahlen  erhalten  die  verschiedenen 
Stellen  der  Oberfläche  verschiedene  Beleuchtung,  und  aus  der 
Stärke  dieser  Beleuchtung  in  jedem  einzelnen  Punkte  kann  auf  die 
Neigung  seiner  Tangentialebene  gegen  die  Lichtstrahlen  geschlossen 
werden.  Um  die  Verhältnisse  möglichst  einfach  zu  gestalten,  nimmt 
man  parallele  Lichtstrahlen  an.  Schneidet  man  ein  quadratisches 
Lichtprisma,  d.  h.  die  Gesamtheit  aller  parallelen  Lichtstrahlen^ 
die  durch  eine  quadratische  Öffnung  mit  zur  Lichtrichtung  normaler 
Ebene  fallen,  mit  verschiedenen  Ebenen,  so  empfangen  die  Schnitt- 
flächen stets  die  gleiche  Lichtmenge.  Die  Größe  dieser  Schnitt- 
fläche multipliziert  mit  dem  Cosinus  ihres  Neigungswinkels  gegen 
die  Ebene  jenes  Quadrates  ist  gleich  dem  Quadrate.  Nimmt  man 
also  die  Stärke  der  Beleuchtung  proportional  zu  der  Menge  des 
aufiPallenden  Lichtes  an,  und  ist  /  die  Beleuchtungsstärke 
einer  zur  Lichtrichtung  normalen  Ebene,  so  ist  J-cobX 
diejenige  einer  Ebene,  deren  Normale  den  Winkel  k  mit 
der  Lichtrichtung  bildet.  In  jedem  Punkte  einer  Fläche 
ist  demnach  die  Stärke  der  Beleuchtung  gleich 

J '  cos  X, 
wenn  l  den  Neigungswinkel  der  Flächennormale  gegen  die 
Lichtrichtung  bedeutet. 

Aus  der  Stärke  der  Beleuchtung  in  einem  Flächenpunkte  kann 
zunächst  noch  nicht  die  Stellung  seiner  Tangentialebene  im  Baume, 
sondern  nur  deren  Neigung  gegen  die  Lichtrichtung  gefolgert  werden. 
Aber  aus  der  Änderung  dieser  Stärke  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  läßt  sich  auf  die  Gestaltung  der  Fläche  daselbst  schließen. 
Kennt  man  also  in  allen  Punkten  einer  Fläche  die  Stärke  der  Be- 
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leuchtung,  so  vermittelt  uns  dieselbe  die  Vorstellung  ihrer  Ge- 
staltung. Bei  der  bildlichen  Darstellung  einer  Fläche  wird  man 
die  verschiedenen  Helligkeitsgrade  durch  Abtönen  vermittelst  ver- 
schieden starker  Tuschlagen  nachzuahmen  suchen.  Dazu  wird  es 
nötig  sein,  auf  der  Fläche  Kurven  zu  bestimmen,  deren  Punkte 
gleich  stark  beleuchtet  sind,  und  denen  man  den  Namen 
Lichtgleichen  oder  Isophoten  beilegt.  Es  wird  unsere  Auf- 
gabe in  diesem  Kapitel  sein,  f&r  die  verschiedenen  Flächenfamilien 
die  Lichtgleichen  zu  bestimmen. 

Es  ist  klar,  daß  die  zunächst  gewählten  parallelen  Lichtstrahlen 
nur  eine  Abstufung  der  Beleuchtung  auf  dem  belichteten  Teile  der 
Fläche  ergeben  würden.  Man  nimmt  nun  noch  ein  Befiexlicht  an, 
dessen  Strahlen  den  direkten  Strahlen  parallel,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  und  von  viel  geringerer  Stärke  sind.  Diese  Annahme 
entspricht  auch  ziemlich  den  wirklichen  Beobachtungen  des  von  der 
Luft  herrührenden  Beflexlichtes ;  von  Beflexlichtem ,  die  von  be- 
lichteten Flächen  ausgehen,  muß  natürlich  wegen  der  Schwierigkeit 
der  Verhältnisse  abgesehen  werden. 

Neben  der  wahren  Beleuchtung  einer  Fläche,  die  nur  von  der 
Lichtrichtung  bedingt  ist,  wird  gelegentlich  auch  noch  die  scheinbare 
Beleuchtung,  die  gleichzeitig  von  der  Projektionsrichtung  abhängt, 
behandelt.  Die  Konstruktionen  werden  jedoch  f&r  die  scheinbare 
Beleuchtung  schon  ziemUch  kompliziert,  und  wir  werden  deshalb  aUein 
die  wahre  Beleuchtung  in  Betracht  ziehen.  Trägt  man  in  dem  Bilde 
die  den  Helligkeitsstufen  der  wahren  Beleuchtung  entsprechenden 
Farbentöne  auf,  so  macht  dasselbe  so  ziemlich  einen  der  Wirklichkeit 
entsprechenden  plastischen  EJindruck,  der  dem  durch  die  Helligkeits- 
stufen der  scheinbaren  Beleuchtung  erzielten  Effekte  wenig  nachsteht. 

915.  Wir  gehen  von  einer  Beleuchtung  durch  parallele 
Lichtstrahlen  aus,  die  auf  jeder  zur  Lichtrichtung  nor- 
malen Ebene  überall  die  gleichstarke  Beleuchtung  /  her- 
vorbringt Außerdem  nehmen  wir  noch  Beflexlicht  an, 
dessen  Strahlen  denen  des  direkten  Lichtes  parallel,  aber 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  und  das  auf  einer  Normal- 
ebene die  gleiche  Beleuchtungsstärke  /  erzeugt.  Jedes  im 
direkten  Lichte  liegende  Flächenelement  besitzt  die 
Helligkeit  /-cos  iL,  jedes  im  Eigenschatten  liegende  die 
Helligkeit  J-cosL 

Jede  Lichtgleiche  oder  Isophote  auf  einer  Fläche  ist  als 
der  Ort  der  Punkte  definiert,  deren  Flächennormalen  mit  der  Licht- 
richtung den  gleichen  Winkel  bilden,     um  nun  eine  Grundlage  zum 
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bequemen  Auftragen  der  Farbentone  auf  das  Bild  mit  Hilfe  solcher 
Lichtgleichen  zu  gewinnen,  wird  es  zweckmäßig  sein,  auf  der  Fläche 
eine  Anzahl  Lichtgleichen  derart  zu  verzeichnen,  daß  je  zwei  be- 
nachbarte den  nämlichen  Helligkeitsunterschied  aufweisen.  Man 
wird  also  zwischen  die  Punkte  der  stärksten  Beleuchtung  /  und 
die  Lichtgrenze  von  der  Beleuchtung  0  eine  Reihe  von  Lichtgleichen 

mit  den  Lichtstärken  — ,  — ,  — ,  •  •  •   eintragen.     Wir  wählen  die 

n^     n^     n  ° 

Zahl  n  =  5,  und  da  es  hierbei  nur  auf  die  relativen  Lichtstärken 
ankommt,  setzen  wir  /=  5.  Wir  erhalten  alsdann  sechs 
Lichtgleichen  entsprechend  den  Lichtstufen  5,  4,  3,  2,  1 
und  0;  diese  Zahlen  mögen  zugleich  zur  Bezeichnung  der  Licht- 
gleichen dienen.  Im  Eigenschatten  werden  sich  ganz  ebenso  Licht- 
gleichen mit  den  Lichtstufen  5,  4,  3,  2,  1   ergeben. 

Die  Lichtstufe  5  resp.  5  wird  nur  solchen  Punkten  der  Fläche 
zukommen,  deren  Normale  mit  der  Lichtrichtung  zusammenfällt;  es 
sind  das  im  allgemeinen  nur  einzelne  Punkte  und  man  bezeichnet 
sie  als  Lichtpole.  Die  Lichtstufe  0  kommt  der  Grenzkurve 
zwischen  Licht  und  Eigenschatten  auf  der  Fläche  zu. 

916.  Der  Konstruktion  der  Lichtgleichen  für  die  einzelnen 
Flächenfamilien  schicken  wir  noch  folgende  allgemeine  Betrachtung 
voraus.  Die  Lichtstufe  in  jedem  Flächenpunkte  wird  durch  eine 
Zahl  zwischen  5  und  0  bezeichnet,  sie  ist  gleich  5 -cos iL,  wo  k 
den  Winkel  von  Normale  und  Lichtstrahl  angiebt  Trägt  man 
demnach  auf  einem  Lichtstrahle  eine  Strecke  von  5  Einheiten,  ge- 
messen mit  einem  beliebigen  Maßstabe,  auf,  so  giebt  die  Länge 
ihrer  senkrechten  Projektion  auf  die  Flächennormale,  gemessen  mit 
dem  gleichen  Maße,  die  bezügliche  Lichtstufe  an. 

Insbesondere  gehört  ein  Flächenpunkt  einer  der  Licht- 
gleichen 5,  4,  3,  2,  1  oder  0  an,  wenn  eine  zur  Lichtrich- 
tung parallele  Strecke  von  5  Einheiten,  senkrecht  auf 
seine  Normale  projiziert,  eine  Projektion  von  5,  4,  3,  2,  1 
oder  0  Einheiten  Länge  liefert.  Diesem  Satz  kann  man  auch 
folgende  zweite  Form  geben.  Ein  Flächenpunkt  gehört  einer 
der  Lichtgleichen  5,  4,  3,  2,  1  oder  0  an,  wenn  eine  auf 
seiner  Normale  aufgetragene  Strecke  von  5  Einheiten, 
senkrecht  auf  einen  Lichtstrahl  projiziert,  eine  Projektion 
von  5,  4,  3,  2,  1  oder  0  Einheiten  Länge  ergiebt.  Diese 
beiden  Definitionen  der  Lichtgleichen  werden  weiterhin  bis  auf 
zwei  Ausnahmen  stets  unseren  Untersuchungen  zu  Orunde  gelegt 
werden.      Sie   liefern   die  Lichtgleichen  sowohl  auf  dem  im  Licht, 
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wie  auf  dem  im  Eigenschatten  liegenden  Teile  der  I^^che.  Ln 
letzteren  Falle  werden  die  Lichtgleichen  ebenso  wie  die  zugehörigen 
Lichtstufen  mit  4,  3,  2,  1   und  0  bezeichnet 

Die  Schlagschatten  sind  bei  allen  Figuren  dieses  Kapitels  weg- 
gelassen, um  die  Übersichtlichkeit  nicht  zu  beeinträchtigen;  die  be- 
züglichen Fragen  sind  ja  schon  früher  behandelt. 


^  jrt  u 


-t   o  it. 


Cylinderflächen. 

917.     Der  gerade  Kreiscylinder  (Fig.  580).     Wir  werden 
dem  Lichtstrahle  /  stets  eine  solche  Lage  geben,  daß  seine  beiden 

Projektionen  /'  und  /"  mit  der 
ar- Achse  einen  Winkel  von  45  ® 
einschließen.  Die  dargelegten 
Konstruktionen  werden  jedoch 
in  gleicher  Weise  bei  jeder 
beliebigen  Annahme  der  Licht- 
richtung Verwendung  finden 
können;  auch  wird  durch  die 
jT  besondere  Annahme  keine  Ver- 
einfachung der  Konstruktion 
erzielt.  Da  die  Cylinderflächen 
von  ihren  Tangentialebenen 
längs  Mantellinien  berührt 
werden,  so  sind  die  Licht- 
gleichen der  Cylinderflächen 
selbst  Mantellinien.  Man  hat 
also  nur  auf  dem  Grund- 
kreis k  die  Punkte  der  Licht- 
gleichen zu  zeichnen.  Die 
Flächennormalen  in  den  Punk- 
ten dieses  Kreises  gehen 
durch   seinen   Mittelpunkt  M, 


Fig.  580. 


Zieht  man  durch  M  den  Lichtstrahl  /,  trägt  auf  ihm  die  Strecke 
MN^r^  dem  Badius  von  A,  auf  und  teilt  diese  Strecke  in  f&nf 
gleiche  Teile,  so  schneiden  die  in  diesen  Teilpunkten  auf  /  er- 
richteten Normalebenen  den  Grundkreis  k  in  Punkten  der  bezüg- 
lichen Lichtgleichen.  Ist  nämlich  P  ein  solcher  Punkt  auf  A,  so 
projiziert  sich  die  Flächennormale  FM^  r  auf  den  Lichtstrahl  / 
als  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  r :  5.  Denn  diese  Projektion 
wird  einerseits  von  M  und  andererseits  von  der  durch  P  senkrecht 
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zu  /  gelegten  Ebene  begrenzt.  In  der  Figur  ist  /  um  T  in  den 
Orundriß  als  l^  umgelegt.  Die  genannten  Normalebenen  schneiden 
die  Ebene  ir  in  Geraden  senkrecht  zu  /  und  die  Grundkreisebene 
in  Geraden  senkrecht  zu  /'.  Man  teile  also  MNq  (i\^  =  ä  x  /o)  i^  ^^^ 
gleiche  Teile,  errichte  in  den  Teilpunkten  auf  l^  die  Normalen  und 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  r  die  Normalen  auf  V;  diese  schneiden 
k  in  den  Punkten  der  gesuchten  Lichtgleichen.  Die  Mantellinie  m 
besitzt  die  größte  Helligkeit,  die  wenig  über  4  liegt.  Die  Licht- 
gleichen im  Eigenschatten  schneiden  k  in  Punkten,  die  den  End- 
punkten der  bezüglichen  Lichtgleichen  des  beleuchteten  Teiles 
diametral  gegenüber  liegen.  Aus  den  Lichtgleichen  des  geraden 
Kreiscylinders  ergeben  sich  auch  diejenigen  des  geraden  Cylinders 
mit  beliebiger  Grundkurre.  Sie  gehen  durch  die  Punkte  dieser 
Grundkurve,  deren  Tangenten  den  bezüglichen  Tangenten  jenes 
Grundkreises  parallel  laufen. 

918.  Der  gerade  Gylinder  in  schiefer  Lage  (Fig.  581). 
Nach  den  vorangehenden  Erläuterungen  haben  wir  durch  den  Mittel- 
punkt M  des  Grundkreises  k  einen  Lichtstrahl  /  zu  ziehen,  auf  ihm 
eine  Strecke  MN,  gleich  dem  Radius  r  von  k,  aufzutragen,  diese 
in  fünf  gleiche  Teile  zu  teilen  und  durch  jeden  der  Teilpunkte  eine 
Normalebene  zum  Lichtstrahl  zu  legen.  Diese  Ebenen  schneiden 
dann  auf  dem  Kreise  k  die  Punkte  der  Lichtgleichen  aus.  Um  die 
Konstruktion  durchzuführen,  projizieren  wir  den  Lichtstrahl  /  senk- 
recht auf  die  Ebene  des  Grundkreises  k  und  nennen  diese  Projek- 
tion p.  Errichten  wir  dann  auf  dem  Lichtstrahle  /  in  einem  jener 
Teilpunkte  die  in  der  Ebene  Ip  liegende  Normale,  und  in  ihrem 
Schnittpunkte  mit  p  die  in  der  Grundkreisebene  liegende  Normale 
auf  p,  so  schneidet  diese  k  in  den  Punkten  derjenigen  Lichtgleichen, 
die  dem  gewählten  Teilpunkte  entsprechen. 

Zu  diesem  Zwecke  drehen  wir  einerseits  die  Ebene  Ip  und 
andererseits  die  Grundkreisebene  parallel  zum  Grundriß.  Ist  Z  ein 
Punkt  auf  /  und  die  Gerade  q  durch  Z  normal  zu  der  Ebene  von 
k,  d.  h.  parallel  zu  den  ManteUinien  des  Cylinders,  so  liegt  p  in  der 
Ebene  Iq.  Bestimmen  wir  nun  den  Punkt  K  auf  q  derart,  daß 
M!'K"  II X  ist,  so  können  wir  die  Ebene  /y,  die  auch  p  enthält,  um 
die  Achse  MK  parallel  zum  Grundriß  drehen.  Dabei  gelangt  L 
nach  üo»  ^so  ist  l^  =  ^'L^^  q^  =  K'L^,  und  p^  =  M'P^  das  von  M' 
auf  q^  gefällte  Lot.  Drehen  wir  ferner  die  Grundkreisebene  um 
den  horizontalen  Durchmesser  a  von  k  parallel  zum  Grundriß,  so 
geht  k  in  den  Kreis  k^  und  p  in  die  Gerade  p^  =  M'P^  über, 
wobei  Po  auf  q'  liegt  und  MP^  =  JITP«  ist.     Denn  F  liegt  auf  q 
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(PqP'  ±q')   und  P'P^   muß  auf  a'   senkrecht  stehen;    es   muß  also 
P®  auf  y'  liegen. 

In  den  gedrehten  Ebenen  kann  man  die  verlangten  Normalen  auf 
/  resp.  p  sofort  yerzeichnen,  da  sie  als  Senkrechte  zu  l^  resp.  p^ 
erscheinen;  die  Konstruktion  gestaltet  sich  also  jetzt  wie  folgt. 
Auf  Iq  trage  man  die  Strecke  M'N^  gleich  dem  Radius  von  k^  auf, 
ziehe  die  Senkrechte  in  N^  und  schneide    sie  mit  p^  in  Q^;  femer 


Fig.  581. 

trage  man  M'Q^  =  M'Q^  auf  p^  auf  und  teile  diese  Strecke  in  fÄnf 
gleiche  Teile,  so  werden  die  Normalen  in  diesen  Teilpunkten  den 
Kreis  A^  in  den  gedrehten  Endpunkten  der  Lichtgleichen  schneiden. 
Eigentlich  sollte  man  M'Nq  in  f&nf  Teile  teilen,  die  in  den  Teil- 
punkten errichteten  Normalen  teilen  aber  auch  Af'Q^  »  M'Q^  in 
lünf  gleiche  Teile.  Dreht  man  zuletzt  den  Kreis  k^  um  a  in  seine 
ursprüngliche  Lage  zurück,  so  werden  die  auf  k^  liegenden  End- 
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punkte  der  Lichtgleichen  Kreisbogen  beschreiben,  ihre  ersten  Pro- 
jektionen aber  sich  auf  Senkrechten  zu  a  bewegen.  Da  nun  die 
Lichtgleichen  des  Gylinders  Mantellinien  sind  und  ihre  ersten 
Projektionen  ebenfalls  zu  a  senkrecht  liegen,  so  müssen  diese  Pro- 
jektionen,  entweder  direkt  oder  verlängert,  durch  die  bezüglichen 
Punkte  auf  k^  gehen.  Die  Mantellinie  m  weist  die  gi'ößte  Hellig- 
keit auf,  die  etwa  in  der  Mitte  zwischen  4  und  5  liegt.  Im  Eigen- 
schatten findet  man  die  Lichtgrenzen  in  gleicher  Weise. 

Zu  den  zweiten  Projektionen  der  Lichtgleichen  gelangt  man, 
indem  man  die  Grundkreisebene  parallel  zum  Aufriß  dreht;  dadurch 
geht  Ä  in  die  Lage  k^  und  p  in  die  Lage  p^  =  M"P^  über,  wobei 
j|f  "Pa  =  M'P^  ist  und  F^  auf  q"  liegt  (ganz  analog  wie  F^  auf  q'). 
Trägt  man  auf  p^  die  gleichen  Teilstrecken  wie  auf  p^  auf,  so 
schneiden  die  in  ihren  Endpunkten  errichteten  Normalen  den  Kreis 
Ä^  in  Punkten,  durch  welche  die  Aufrisse  der  Lichtgleichen;  oder 
deren  Verlängerungen  gehen. 

Handelt  es  sich  um  die  Lichtgleichen  eines  geraden  Gylinders 
mit  beliebiger  Basiskurve  c,  so  drehe  man  c  parallel  zum  Grund- 
riß in  die  Lage  c^,  und  bestimme  ganz  wie  vorher  die  Punkte  auf 
dem  Kreise  ä^  Zwei  Punkte  von  c®  und  A®,  deren  Tangenten 
parallel  laufen,  gehören  zu 'zwei  Lichtgleichen  von  gleicher  Hellig- 
keit, so  daß  sich  leicht  zu  den  Lichtgleichen  des  E^reiscylinders  die 
entsprechenden  des  anderen  zeichnen  lassen.  Man  kann  auch  von 
den  Tangenten  in  den  Punkten  von  ä®  durch  Affinität  zu  den 
Tangenten  in  den  bezüglichen  Punkten  von  k'  übergehen  und  darauf 
die  parallelen  Tangenten  von  c'  ziehen;  durch  deren  Berührungs- 
punkte gehen  dann  die  ersten  Projektionen  der  betreffenden  Licht- 
gleichen. 

919.  Der  schiefe  Kreiscylinder,  dessen  Grundkreis  k 
in  der  Grundrißebene  liegt.  (Fig.  582).  Wir  benutzen  einen 
geraden  Kreiscylinder,  dessen  Mantellinien  zu  'denen  des  schiefen 
Gylinders  parallel  laufen  und  dessen  Grundkreis  d  in  einer  dazu 
senkrechten  Ebene  liegt.  Für  diesen  geraden  Gylinder  können  wir 
ganz  wie  vorher  die  Lichtgleichen  finden.  In  der  seitlichen  Figur 
ist  der  Mittelpunkt  M  von  d  auf  der  :r- Achse  gewählt,  durch  ihn  der 
Lichtstrahl  /  gelegt  und  durch  einen  Punkt  Z  dieses  Strahles  eine 
Parallele  q  zu  den  Mantellinien  gezogen;  ihr  erster  Spurpunkt 
sei  K.  Die  Ebene  ql  steht  auf  der  Ebene  von  d  senkrecht  und 
schneidet  sie  in  einer  Geraden  p.  Legt  man  sie  um  KM  \na,  so 
geht  Z  in  Zq,  Z  in  /^  =  MZ^,  y  in  y^,  =  KZ^  und  ;?  in  ;?^  =  MF^ 
(JL  qo)  *^ber.    Legt  man  ferner  die  Grundkreisebene  um  a(J_  y')  um, 
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8o  oimmt  d  die  Lage  d"  und  p  die  Lage  p"  =  MF"  an  (AfP^  =  JK/", 
P*  auf  y^.  Jetzt  errichte  man  in  A^  auf  /^  eine  Senkrechte  [ltfA'„ 
gleich  dem  Radius  von  d),  die  7>o  in  einem  Funkte  Q^  schneiden 
wird,  trage  MQ^^^^MQ"  auf  p"  auf,  teile  diese  Strecke  in  filnf  gleiche 
Teile  und  ziehe  in  den  Teilpunkten  die  Normalen.    Diese  schneiden 


Fig.  .>82. 

dann  (^  in  Punkten,  die  den  Endpunkten  der  Lichtgleichen  auf  d 
entsprechen. 

Die  ersten  Spurpunkte  der  Licbtgleicheu  des  geraden  Kreia- 
cylinders  liegen  auf  einer  Ellipse  s,  seiner  ersten  Spnrknrve.  Die 
Kurven  d  und  s  sind  durch  die  MantellioieD  aufeinander  aMu  be- 
zogen; jede  Lichtgleiche  trifft  d  und  s  in  affinen  Punkten  und  auch 
die  Tangenten  von  d  und  s  in  diesen  Punkten  sind  affin.  Aus  der 
Affinität  von  d  und  s  folgt  aher  auch  die  Affinität  d°  und  «  (Äflinitäts- 
achse  a,  affine  Punkte  A'  und  P**).  Bestimmt  man  also  in  der  vorher 
geschilderten  Weise  für  jede  Lichtgleiche  des  geraden  Cylinders 
den  zugehörigen  Punkt  auf  d"  und  zieht  in  ihnen  die  Tangenten 
an  1^,  dann  sind  die  dazu  affinen  Geraden  die  ersten  Sparlinien  der 
Ebenen,  die  den  Cylinder  längs  der  betreffenden  Lichtgleichen  be- 
rühren. Zieht  man  zu  diesen  Spurlinien  die  parallelen  Tangenten 
an   die  Spurkurve  4  des  schiefen  Cvlinders  (k  kann  eine  beliebige 
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Kurve  sein),  so  sind  ihre  Berührungspunkte  die  ersten  Spurpunkte 
der  bezüglichen  Lichtgleichen  desselben. 

In  der  Figur  sind  nun  nicht  die  umgelegten  Endpunkte  der 
Lichtgleichen  auf  d^  gezeichnet,  sondern  die  um  90^  auf  tP  ver- 
schobenen  Punkte.  Zu  diesem  Zwecke  ist  MQ^  =  JTQa  auf  p^  ( J-P^ 
aufgetragen;  die  Normalen  in  den  Teilpunkten  dieser  Strecke 
schneiden  dann  auf  cP  die  um  90^  yerschobenen  Punkte  aus.  Die 
Radien  nach  diesen  Punkten  sind  zu  den  Tangenten  in  den  ur- 
sprüngUchen,  nicht  verschobenen  Punkten  von  dP  parallel.  Sucht 
man  zu  diesen  Radien  die  affinen  Geraden  (Aifinitätsachse  a,  affine 
Punkte  K  und  P^y  so  berühren  die  dazu  parallelen  Tangenten  an 
die  Grundkurve  h  des  schiefen  Oylinders  dieselbe  in  den  Spur- 
punkten der  Lichtgleichen. 


Kegelflächen. 

920.  Der  gerade  Ereiskegel  (Fig.  583).  Auch  bei  den 
Eegelflächen  bestehen  die  Lichtgleichen  aus  Mantellinien,  so  daß  es 
genügt,  ihre  Spurpunkte 
auf  der  Grundkurve  zu  be- 
stimmen. S  sei  die  Spitze 
und  k  der  Grundkreis  eines 
geraden  Kreiskegels.  Die 
Flächennormalen  in  den 
Punkten  von  k  bilden  die 
Mantellinien  eines  zweiten 
Kegels  mit  dem  Grund- 
kreis k  und  der  Spitze  N 
{SN  ist  die  gemeinsame 
Achse  beider  KegelV  Zieht 
man  durch  N  einen  Licht- 
strahl i  (II  t}j  trägt  auf  ihm 
von  N  aus  die  Strecke  NJ 
von  der  Länge  der  Mantel- 
linien des  Normalenkegels 
ab,  teilt  sie  in  ftinf  gleiche 
Teile  und  errichtet  in  den 
Teilpunkten  Normalebenen 


Fig.  583. 


auf  i,  so  schneiden  diese  den  Kreis  k  in  den  Endpunkten  der  Licht- 
gleichen. Ist  nämlich  P  einer  dieser  Punkte,  so  projiziert  sich  die 
Flächennormle  FN  auf  den  Lichtstrahl  i  als  ein  ganzzahliges  Vielfaches 
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▼on  NJ:  5.  Denn  diese  Projektion  wird  von  N  und  der  darch  P 
senkrecht  zu  i  gelegten  Ebene,  also  von  N  und  einem  der  Teil- 
punkte von  NJ  begrenzt  Diese  Konstruktion  liefert  sowohl  für  den 
belichteten,  wie  f&r  den  im  Eigenschatten  liegenden  Teil  der  fläche 
die  Lichtgleichen.  Die  ersteren  erhält  man,  wenn  die  Strecke  AJ 
auf  i  den  Lichtstrahlen  entgegen,  die  letzteren,  wenn  sie  ihnen 
gleich  gerichtet  ist 

Beim  geraden  Ereiskegel,  dessen  Grundkreis  k  in  IT,  ü^,  er- 
giebt  sich  hieraus  die  folgende  Konstruktion.  Man  lege  durch  S 
den  Lichtstrahl  /  und  bestimme  seinen  ersten  Spurpunkt  S^.  Die 
Vertikalebene  durch  /  lege  man  um  r  um,  so  daß  S  nach  S^  gelangt, 
dann  ist  S^M  eine  umgelegte  Mantellinie  und  N^^M  eine  umgel^e 
Flächennormale  (Jf  =  A  x  /',  MNq  ±  MS^.  Durch  N^  ziehe  man  die 
Gerade  ^  (||  Ä^ÄJ,  trage  auf  ihr  die  Strecke  N^J^  =  N^M  auf  und 
teile  sie  in  filuf  gleiche  Teile.  Die  vorher  erwähnten  Normalebenen 
in  den  Teilpunkten  von  NJ^  schneiden  die  Ebene  II  m  Senkrechten 
zu  i  und  die  Grundkreisebene  in  Senkrechten  zu  I,  Deshalb  er- 
richte man  in  den  Teilpunkten  von  N^J^  Normalen  und  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  I  Normalen  auf  I,  so  schneiden  diese  den  Kreis 
k  in  den  Spurpunkten  der  Lichtgleichen. 

921.  Der  gerade  Kreiskegel  in  schiefer  Lage  (Fig.  584). 
Die  allgemeine  Darlegung  der  vorigen  Nummer  behält  auch  hier 
ihre  Gültigkeit;  die  Konstruktion  gestaltet  sich  wie  folgt  Man  lege 
durch  /  und  die  Kegelachse  eine  Ebene,  welche  die  Grundkreisebene 
in  einer  Geraden  ;>,  den  gegebenen  Kegel  in  einer  Mantellinie  SM 
und  den  Normalenkegel  in  einer  Mantellinie  MN  schneidet  (SN  ge- 
meinsame Achse  beider  Kegel).  Durch  N  ziehe  man  eine  Parallele 
i  zu  /,  trage  auf  ihr  die  Strecke  NJ  =  NM  ab  und  teile  sie  in  fünf 
gleiche  Teile.  In  der  Ebene  ipl  ziehe  man  durch  die  Teilpunkte  die 
Normalen  zu  i  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit  p  die  in  der  Grund- 
kreisebene liegenden  Normalen  zu  p.  Die  letzteren  schneiden  den 
Grundkreis  k  in  den  Endpunkten  der  Licbtgleichen.  Bei  der  Aus- 
führung dieser  Konstruktion,  dreht  man  die  Ebene  10  (=  ipl)  um 
OK  parallel  zum  Grundriß  [K  auf  /,  ff'K"  \\  x,  SS^  JL  &K',  OM^  jl  CÄ,, 
OM^  =  Radius   von  Ä,  N,M^  ±  M^S^ ,    N^J^  \\  S^K ,    N^J^  =  N^M^, 

J^Q^  II  -^0-^0  J-  -^0*^0»  ^0  ^^^  -^0  *^f  Po)-  Femer  dreht  man  die  Grund- 
kreisebene um  den  horizontalen  Kreisdurchmesser  a  parallel  zum 
Grundriß,  wobei  Ä  in  Ä<^  und;?=OQ  in  p^^OQ^  übergeht  (^Q'J.O'A", 

sq  durch  y=  s,q,  x  &K',  qq^  i_  a',  aq  =  aq,,  aB9  =  cj?, 

auf  p^.  Hierauf  ist  R^q^  in  fiinf  gleiche  Teile  geteilt,  dann  schneiden 
die  Senkrechten  in  den  Teilpunkten  den  Kreis  k^  in  den  den  Licht- 
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gleichen  zugehörigen  Punkten,  und  es  ist  nur  noch  von  diesen 
Punkten  auf  k^  zu  den  affinen  Punkten  auf  k'  überzugehen  (Af&ni- 
tätsstrahlen  J_  a')* 

Im  Aufnß  suche  man  zunächst  r  auf  CZ"  und  C"  auf  S'T" 
und  drehe  dann  die   Grundkreisebene  parallel  zum  Aufriß;  dabei 


-A>r^ 


^yT 


I«. 


--^ 


V 


Fig.  584. 

geht  k  in  A^  und  Q  in  Q^  über  (Q"Qa  normal  zur  Drehachse, 
C/'Cä  =  O^Q^  0"Bj^  =  aH).  Nun  teile  man  wieder  ÄaCa  i»  ^^^  gleiche 
Teile  und  errichte  in  den  Teilpunkten  die  Normalen,  die  dann  k^  in 
den  gedrehten  Endpunkten  der  Lichtgleichen  treffen;  diese  selbst 
liegen  auf  k"  und  bestimmen  sich  durch  die  Affinität  von  k^  und  k'\ 
988.  Der  schiefe  Ereiskegel  (Fig.  585).  Die  Bestimmung 
der  Lichtgleichen  beim  allgemeinen  Kegel  erfordert  eine  wesentlich 
andere  Behandlung  als  bei  den  vorausgehenden  und  folgenden 
Flächen.  Sei  8  die  Spitze,  k  der  in  17^  liegende  Grundkreis  des 
Kegels  und  /  der  Lichtstrahl  durch  die  Spitze.  Dann  betrachten 
wir  Botationskegel  mit  der  Spitze  8  und  der  Kegelachse  /.  Alle 
Tangentialebenen  eines  solchen  Kegels  sind  gegen  /  gleich  geneigt. 
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der  Kegel  besitzt  also  in  allen  Punkten  seiner  Oberfläche  die  gleiche 
Helligkeit.  Soll  seine  Beleuchtungsstärke  gleich  5,  4,  3,  2,  1  oder 
0  sein,  so  müssen  seine  Mantellinien  mit  /  einen  Winkel  fi  ein- 
schließen ,   für   den  sin  ^  =  1 ,  ^/g ,   '/s  >   ^U  y  Vs  ^^^^  0  is*-     T)%rm 


Fig.  585. 

alsdann  bilden  die  Eegelnormalen  mit  l  einen  Winkel  X  =  90^  —  fi, 
woraus  sich  nach  915  für  den  Kegel  die  Lichtstufe  5  cos  X  — 
5sin^  ergiebt.  Bestimmen  wir  jetzt  hiemach  die  6  Lichtstufen- 
kegel mit  der  Spitze  8  und  der  Achse  /  (der  erste  fällt  mit  der 
Normalebene  auf  /  in  S^  der  letzte  mit  /  zusammen)  und  suchen 
die  gemeinsamen  Tangentialebenen  an  den  gegebenen  Kegel  und  je 
einen  der  sechs  Lichtstufenkegel,  so  berühren  sie  jenen  in  den  Licht- 
gleichen von  der  betreffenden  Lichtstufe.  Zur  Konstruktion  be- 
nutzen wir  eine  Ebene  N  (n^^  n^]  normal  zum  Lichtstrahl,  die  den 
gegebenen  Kegel  in  einer  Kurve  c  und  jene  Lichtstufenkegel  in 
Kreisen  q^  (z  ^l,  2,  3,  4)  mit  dem  Mittelpunkt  Jf  =  /  x  N  schneiden. 
Die  gemeinsamen  Tangenten  an  c  und  je  einen  dieser  Kreise  be- 
rühren c  in  Punkten  der  bezüglichen  Lichtgleichen. 

um  die  Kreise  q^  zu  gewinnen,  lege  man  durch  /  eine  Vertikal- 
ebene und   ziehe  in  ihr  durch  S  Strahlen,  die  nut  /  Winkel  ein- 
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schließen  y  deren  Sinus  bezüglich  gleich  1,  ^/g,  '/g,  '/g,  ^/^  und  0 
sind.  Diese  Strahlen  treffen  N  in  den  Punkten  oo,  Q^,  Q^j  Q^,  Qi,  Mj 
die  den  bezüglichen  Kreisen  angehören  (deren  erster  die  unendlich 
ferne  Gerade  und  deren  letzter  der  Punkt  M  ist).  Bei  der  Aus- 
führung lege  man  zunächst  /  um  t  in  den  Grundriß  als  l^  =  S^S^ 
um  {S^S  =  (5"H  x))  und  fiüle  von  F^=^r  xn^  das  Lot  F^M^  auf  Z^, 
so  ist  Mq  der  um  l  umgelegte  Punkt  M.  Sodann  lege  man  die 
Ebene  N  um  ti^  in  den  Grundriß  um;  dabei  gelangt  M  nach  M^ 
(F^JU^  ±  «1,  F^M""  =  F^Mq).  Die  Radien  der  Kreise  y.«  sind  M%^  = 
J/5-tg  fA.,  wenn  sin  fi^  der  Reihe  nach  die  Werte  1,  */g,  */g,  ^/g,  ^/^ 
und  0  annimmt.  In  der  Figur  ist  APS^  =  M^S^  parallel  zu  n^  ge- 
zogen, in  S^  eine  Senkrechte  dazu  errichtet,  auf  ihr  sind  fünf  gleiche 
Teilstrecken  aufgetragen  und  durch  den  letzten  Punkt  ist  ein  Viertel- 
kreis um  S^  geschlagen.  Dieser  wird  von  den  Parallelen  zu  JU^S^ 
durch  die  Teilpunkte  in  Punkten  geschnitten,  deren  Verbindungs- 
linien mit  4Sa  auf  F^AP  die  Punkte  Q^  ausschneiden. 

Die  Schnittkurve  c  des  Kegels  mit  der  Ebene  N  nimmt 
beim  umlegen  die  Lage  c^  an;  c^  und  k  sind  nach  175  perdpektiv, 
und  zwar  ist  n^  die  Achse,  n^  die  Flucht-,  n^  die  Verschwindungs- 
linie  und  8^  das  Centrum  der  Perspektive  {n^  ist  die  erste  Spur 
der  Parallelebene  zu  N  änrch  Sy  F^  =  n^  x  FJP ,  S^F^WM^F^, 
S^F^  -=SqF^,  S^F^  =  F^F^,  n^  durch  F^).  Ist  c«  als  Perspektive 
Kurve  zu  k  gefanden,  so  lege  man  an  c^  und  q/^  die  gemeinsamen 
Tangenten,  die  dazu  Perspektiven  Geraden  berühren  k  in  den  ersten 
Spurpunkten  der  Lichtgleichen. 

Im  vorliegenden  Falle,  wo  k  ein  Kreis  ist,  zeichnet  man  den 
Kegelschnitt  c^  in  folgender  Weise.  Vom  Kreismittelpunkt  K  f&Ue 
man  ein  Lot  auf  n^  und  bestimme  die  Polare  seines  Fußpunktes  / 
in  Bezug  auf  k\  dieser  Sehne  und  dem  zu  ihr  senkrechten  Durch- 
messer von  k  entsprechen  zwei  konjugierte  Durchmesser  von  c^ 
Die  gemeinsamen  Tangenten  von  c^  und  qP  sind  durch  Anlegen  des 
Lineals  ziemlich  genau  zu  zeichnen;  die  entsprechenden  Geraden 
schneiden  sich  mit  ihnen  auf  n^  und  berühren  k. 


Rotationsflächen. 

928.  Die  Kugel  (Fig.  586).  Wir  ziehen  durch  den  Mittel- 
punkt  0  der  Kugel  einen  Lichtstrahl  /,  dieser  trifft  die  Kugelääche 
in  den  beiden  Lichtpolen  5  und  5.  Den  von  den  Lichtpolen  be- 
grenzten Durchmesser  teilen  wir  in  zehn  gleiche  Teile  und  errichten 
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die  Normalebenen  in  den  Teilpankten,  so  schneiden  sie  die  Engel 
in  den  Licbtgleichen.  Ist  nämlich  Q  einer  der  Teilpunkte,  p  der 
Eugelkreis  in  der  zugehörigen  Normalebene  und  P  ein  Punkt  des- 
selben, so  ist  die  OQ  die  senkrechte  Projektion  der  Flächennormalen 
OP  =  r  (Eugelradius)  auf  den  Lichtstrahl  /,  sie  ist  also  ein  ganzes 
Vielfaches  von  r :  5.    In  der  Figur  ist  nur  der  Grundriß  gezeichnet. 

jr  Zunächst  ist  /  um  den 

zu  /'  parallelen  Eugel- 
durchmesser  in  die 
Lage  Iq  (IITTi)  gedreht 
und  der  Yertikalkreis  / 
in  die  Lage  i^  {i'  ==  /', 
Iq  =  Ä'  =  Umnfi);  hier- 
auf ist  der  auf  l^ 
liegende  Durchmesser 
in  zehn  gleiche  Teile 
geteilt  und  in  den  Teil- 
punkten sind  die  Nor- 
malen errichtet,  z.  B. 
in     Qq     die     Normale 

auf  Iq),  Dreht  man  i^ 
in  die  ursprünghche  Lage  zurück,  so  ist  AB  der  Durchmesser 
eines  zur  Ebene  von  i  symmetrischen  Eugelkreises.  Derselbe  ist 
eine  Lichtgleiche  und  projiziert  sich  als  Ellipse  mit  der  kleinen 
Achse  A'B'  [A'B'  auf  /',  A^A'  \\  B^B'  j.  /')  und  einer  großen  Achse 
durch  Qq  von  der  Länge  A^B^.  Die  Ellipse  berührt  den  Umriß  ä' 
in  zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinie  im  Punkte  /'  x  q^  auf  /' 
senkrecht  steht. 

Sind  /'  und  /"  unter  45®  gegen  x  geneigt,  so  sind  die  Pro- 
jektionen der  Lichtgleichen  im  Grund-  und  Aufriß  kongruent;  der 
letztere  entsteht  aus  dem  ersteren  durch  Drehung  um  90®  im  Sinne 
der  Uhrzeigerbewegung. 

924.  Bei  Bestimmung  der  Lichtgleichen  auf  einer  beliebigen 
Rotationsfläche  können  wir,  genau  wie  frUher  bei  der  Bestimmung 
ihrer  Lichtgrenze  (527),  drei  verschiedene  Verfahren  anwenden, 
die  entweder  die  Engel,  oder  den  Eegel,  oder  den  Cylinder  zu 
Hilfe  nehmen.  Die  ersten  beiden  Verfahren  bestimmen  die  Punkte 
der  Lichtgleichen  auf  den  einzelnen  Parallelkreisen,  das  letzte  auf 
den  einzelnen  Meridiankurven. 

Sei   a   die   zum   Aufriß   parallele   Achse,   m   der   zum   Aufriß 


Fig.  586. 
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parallele  Hauptmeridian  und  p  ein  beliebiger  Parallelkreis  der 
Rotationsfläche;  es  seien  ferner  J  und  K  die  Schnittpunkte  von  m 
und  p.  Das  Kugelverfahren  besteht  dann  in  folgendem.  Wir 
wählen  eine  beliebige  Hilfskugel,  ziehen  den  zu  a  paralleleil  Durch- 
messer a^  und  den  zum  Aufriß  parallelen  Eugelkreis  m^.  An  diesen 
legen  wir  zwei  Tangenten  parallel  zu  den  Tangenten  von  m  in  / 
und  K  und  nennen  ihre  Berührungspunkte  J^  und  K^\  durch  sie 
geht  ein  Eugelkreis  p^,  dessen  Ebene  zu  a^  normal,  also  zu  der 
Ebene  des  Parallelkreises  p  parallel  ist.  Der  Kegel,  der  die  Botations- 
fläche  längs  p  berührt,  und  der  die  Kugel  längs  p^  berührende 
Kegel  sind  kongruent  und  gleichgerichtet,  ihre  Lichtgleichen  von  der 
nämlichen  Helligkeit  laufen  also  parallel.  Die  Lichtgleichen  des 
letzteren  Kegels  schneiden  p^  in  denselben  Punkten,  wie  die  Licht- 
gleichen der  Kugel,  die  Lichtgleichen  des  ersteren  schneiden  p  in 
den  Punkten,  die  den  bezüglichen  Lichtgleichen  der  Botationsfläche 
angehören.  Ganz  dasselbe  gilt  auch  für  die  Projektionen  im  Aufriß. 
Man  zeichne  also  von  der  Hilfskugel  und  ihren  Lichtgleichen  ein 
für  allemal  den  Aufriß.  Dann  ziehe  man  irgend  eine  Gerade 
p''  ±  a\  die  m"  in  zwei  Punkten  J"  und  Z"  schneiden  wird,  lege 
an  nij"  eine  Tangente,  die  zur  Tangente  von  tu"  in  J"  parallel 
läuft,  und  durch  ihren  Berührungspunkt  e/^"  die  Kreissehne  p^'  = 
//'Zj"  (!!/>")•  ^^^  ihren  Schnittpunkten  mit  den  Projektionen  der 
Lichtgleichen  der  Kugel  gewinnt  man  die  Projektionen  der  Schnitt- 
punkte des  Kreises  p  mit  den  Lichtgleichen  der  Botationsfläche.  Da 
die  Punktreihen  auf  J^'K^'  und  auf  J"K"  ähnlich  sein  müssen,  so 
braucht  man  die  von  den  Lichtgleichen  auf  J('K^'  ausgeschnittene 
Punktreihe  nur  im  Vet-hältnis  von  J{K('\rK"  ähnlich  zu  ver- 
größern, oder  zu  verkleinem  und  auf  J"K"  aufzutragen.  Die 
Grundrisse  dieser  Punkte  ergeben  sich  wie  beim  Kegelverfahren. 

925.  Das  Kegelverfahren  liefert  auf  den  einzelnen  Parallel- 
kreisen der  Botationsfläche  die  Punkte  der  Lichtgleichen,  indem  man 
den  Parallelkreis  als  Grundkreis  eines  die  Fläche  berührenden 
Kegels  auffaßt  und  auf  ihm  nach  920  und  921  die  Punkte  der 
Lichtgleichen  konstruiert.  Man  wähle  einen  beliebigen  Parallel- 
kreis p  mit  dem  zum  Aufriß  parallelen  Durchmesser  JK  und  dem 
Mittelpunkt  0  (Fig.  587).  Dann  zeichne  man  auf  a  die  Spitze  N 
des  Normalenkegels  durch  p  (K"N"  ist  eine  Normale  von  m"),  lege 
durch  sie  einen  Lichtstrahl  /,  trage  auf  ihm  die  Strecke  JVQ  = 
NK  =  JS"K'*  nach  beiden  Seiten  von  N  aus  ab  und  teile  dieselben 
in  je  fünf  gleiche  Teile.  Die  Normalebenen  zu  /  in  diesen  Teilpunkten 
schneiden  auf />  die  Punkte  der  bezüglichen  Lichtgleichen  aus.    Diese 
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Normalebenen  schneiden  aber  die  Ebene  la  in  Normalen  zn  /  und 
die  Ebene  von  jp  in  Normalen  zn  q^  wenn  q  die  Schnittlinie  der 
Ebene  la  mit  der  Ebene  durch  p  ist.  Die  Ausführung  gestaltet 
sich  demnach  wie  folgt.  Map  drehe  die  Ebene  la  um  a  parallel  zum 
Aufriß,  in  dem  man  L"  =  /"  x  p"  nach  L^  dreht,  dann  deckt  sich  q^ 

mit  p".  Femer  trage 
man  Wq^  =  N"J"  auf 
l^  auf  und  ziehe  die 
Senkrechten  zu  l^  in  Q^ 
und  W^  die  q^  in  R^ 
und  T^  schneiden.  Jetzt 
drehe  man  die  Ebene 
von  p  parallel  zum 
Aufriß  (dabei  gelangen 
y  indieLagey^=0"i^ 
R  und  T  in  die  Lagen 
R^  und  T^  und  p  in  die 
Lage/?®),  teile  R^T^  in 
fünf  gleiche  Teile  und 
errichte  in  den  Teil- 
punkten die  Normalen. 
Diese  schneiden  p^  in 
Punkten,  die  auf  p" 
zurückgelotet,  die  Auf- 
risse der  auf  p  liegen- 
den Punkte  der  ge- 
suchten Lichtgleichen 
liefern.  Trägt  man 
gleich  große  Teile  auch 
über  T^  hinaus  auf  und 
verfährt  mit  den  Teil- 
punkten wie  vorher,  so 
erhält  man  die  Licht- 
gleichen im  £igen- 
schatten.  Für  jeden 
weiteren  Parallelkreis 
fällt  die  Konstruktion  von  l^  und  q^  weg,  da  die  Geraden  l^  und 
ebenso  die  Geraden  q^  für  alle  Parallelkreise  die  gleiche  Bichtung 
haben.  In  der  Figur  sind  die  Zahlen  der  Lichtstufen  nur  bei  den 
Punkten  auf/?®  bemerkt,  auf/?"  der  Deutlichkeit  halber  weggelassen. 
Die  Grundrißprojektionen   liegen   senkrecht   unter   den   bezüglichen 
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Aufrissen,  ihre  Abstände  von  a'  sind  gleich  den  Abständen  der  auf 
p^  liegenden  gedrehten  Punkte  von  /?".  M  ist  der  Punkt  größter 
Helligkeit  des  beleuchteten  Teiles  von  p,  M  spielt  die  gleiche  Bolle 
im  Eigenschatten. 

Ist  die  Achse  der  Botationsfläche  vertikal,  so  vereinfacht  sich 
das  Eegelverfahren  und  es  kann  ganz  genau  die  Konstruktion  von 
Fig.  588  angewendet  werden.  Man  erhält  dann  wie  dort  zunächst 
im  Grundriß  die  Pui^kte  der  Lichtgleichen  auf  dem  bezüglichen 
Parallelkreise. 

926.  Das  Cylinderverfahren  wollen  wir  zunächst  auf  eine 
Rotationsfläche  mit  vertikaler  Achse  a  anwenden;  ihr  Umriß  sei  m 
(Fig.  588).     Um  Platz  zu  ersparen  ist  in  der  Figur  die  Aufrißebene 
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Fig.  588. 

durch  die  Achse  gelegt;  man  hat  dann  später  den  Grundriß  nur  um 
die  Strecke  AA^  zu  verschieben,  wenn  A^  der  erste  Spurpunkt  der 
Achse  a  ist  (^  =  a  X  ar,  AA^  J_  £),  Wir  legen  durch  A  einen  Licht- 
strahl /,  wählen  auf  ihm  einen  Punkt  L  und  drehen  ihn  um  a  in  den 
Aufriß  als  L^  [LqL"\x^  {h^  H  a)  =  X'J),  sodann  teilen  wir  L^A  in  fünf 
gleiche  Teile  und  beschreiben  um  A  die  Kreise  y^,  y^,  q^^  q^  durch 
diese  Teilpunkte.  Es  sei  nun  n  eine  beliebige  Meridiankurve,  N  ihre 
Ebene  und  LK  das  von  L  auf  N  gefällte  Lot.  Femer  sei  i  eine 
beliebige,   durch  A  verlaufende  Gerade  der  Ebene  N   und  KJ  das 
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von  X  auf  sie  gefällte  Lot,  so  ist  AJ  die  senkrechte  Projektion  der 
auf  dem  Lichtstrahl  liegenden  Strecke  AZ  auf  die  Gerade  t.  Wenn 
speciell  AJ  ein  ganzes  Vielfaches  von  AL :  5  ist,  gehören  die  Punkte 
von  n,  deren  Normalen  zu  AJ  und  deren  Tangenten  somit  zu  KJ  pa- 
rallel laufen,  der  bezüglichen  Lichtgleiche  an.  Bei  der  Ausführung 
der  Konstruktion  legen  wir  N  in  den  Aufriß  um,  wobei  n  nach  %  =  m 
und  K  nach  Ä^  gelangt  (X'Z'  ±n\  {K^  -^  a)  =  K'A),  ziehen  von  A'^ 
an  die  Kreise  q^  die  Tangenten  und  zeichnen  die  parallelen  Tan- 
genten an  Uq.  Ihre  Berührungspunkte  sind  die  gedrehten  Punkte 
der  Lichtgleichen  auf  77^,  durch  Zurückdrehen  der  Ebene  N  eiliält 
man  alsdann  ihre  Grund-  und  Aufrisse.  Ist  nämlich  «/^  der  Be- 
rührungspunkt einer  von  £q  an  q^  gelegten  Tangente,  so  ist  AJ^  ein 
ganzes  Vielfaches  von  AL :  5  und  gleiches  gilt  für  die  entsprechende 
Strecke  AJ  in  der  Ebene  N.  Diese  ist  aber  zugleich  eine  Kathete 
des  A  ZJA  und  somit  die  Projektion  von  ZA.  Hat  man  einen 
Punkt  Pq  auf  n^  gefunden,  so  liegt  sein  Grundriß  P'  auf  ti^'  {n^'  \\  vi 
und  durch  A^ ,  (P^  H  a)  =  -P'-^i)  ^nd  sein  Aufriß  auf  einer  Parallelen 
zu  X  durch  P^  {FF'  ±  :r). 

Will  man  die  Punkte  der  Lichtgleichen  auf  den  Meridian- 
kurven für  eine  zur  Achse  a  parallele  Aufriß-  und  eine  zur  Achse 
schiefgestellte  Grundrißebene  bestimmen,  so  fähre  man  eine  zu  a 
senkrechte  Hilfsprojektionsebene  ein  und  verfahre  wie  vorher.  Aus 
dem  Aufriß  und  der  Hilfsprojektion  der  einzelnen  Punkte  erhält 
man  dann  in  bekannter  Weise  den  Grundriß. 

927.  Die  Ringfläche.  In  Fig.  589  sind  die  Lichtgleichen 
der  Bingfläche  mit  vertikaler  Achse  dargestellt.  Vergleicht  man 
die  Lichtgleichen  einer  beliebigen  Rotationsfläche  mit  vertikaler 
Achse  und  die  einer  Kugel  bei  der  nämlichen  Richtung  der  Licht- 
strahlen, so  gelten  die  folgenden  Sätze. 

ci)  Die  Projektionen  der  Lichtgleichen  von  der  nämlichen 
Helligkeit  berühren  bei  beiden  Flächen  die  Umrisse  in  Punkten 
mit  parallelen  Tangenten. 

ß)  Legt  man  an  die  Umrisse  der  zweiten  Projektion  beider 
Flächen  parallele  Tangenten  und  durch  ihre  Berührungspunkte 
Parallele  zu  x,  so  schneiden  sie  die  Lichtgleichen  in  älinlichen 
Punktreihen.  Speziell  schneiden  die  zu  x  parallelen  Tangenten  gleich- 
heller Lichtgleichen  die  Umrisse  beider  Flächen  in  Punkten  mit 
parallelen  Tangenten. 

y)  Ist  A^  der  erste  Spurpunkt  der  Achse  der  Rotationsfläche 
und  0'  die  erste  Projektion  des  Kugelmittelpunktes,  so  entspricht 
jedem   Kreis  um    A^   ein  Kreis  um   0'  derart,    dass  ihre  Schnitt- 
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punkte  mit  den  Projektionen  gleichheller  Lichtgleichen  auf  parallelen 
Radien  liegen.  Zwei  sich  derartig  entsprechende  Kreise  sind  die 
Projektionen  zweier  Kreise  der  Flächen,  welche  die  zum  Aufriß 
parallelen  Meridian- 
kurven derselben  in 
Punkten  mit  parallelen 
Tangenten  schneiden. 

d)  Die  Tangenten 
aus  Ä^  an  die  Projek- 
tionen der  Licbtgleichen 
der  Rotationsfläche  und 
die  Tangenten  aus  0' 
an  die  der  Lichtgleichen 
der  Kugel  sind  für  je 
zwei  Kurven  von  der- 
selben Helligkeit  pa- 
rallel. 

8)  Die  Parallel- 
kreise der  Rotations- 
fläche durch  die  Punkte 
der  Meridiankurven , 
deren  Tangenten  hori- 
zontal sind,  sind  selbst 
Lichtgleichen ;  ihre 
Helligkeit  ist  die  in 
den  Endpunkten  des 
vertikalen  Kugeldurch- 
messers. Auf  der  Ring- 
fläche liegen  zwei  solche  Kreise,  der  höchste  und  tiefste  Parallelkreis, 
ihre  Helligkeit  bei  der  gewählten  Lichtwirkung  ist  5 :  YS  =  2,88. 
Die  andern  Lichtgleichen  können  diese  Kreise  nirgends  überschreiten. 

^  Berühren  sich  zwei  Rotationsflächen  längs  eines  Parallel- 
kreises, so  schneiden  sich  ihre  entsprechenden  Lichtgleichen  auf 
ihm;  oskulieren  sie  sich  dagegen,  so  berühren  sich  die  entsprechenden 
Lichtgleichen. 

Schraubenflächen. 

928.  Die  Punkte  der  Lichtgleichen  auf  den  einzelnen 
Schraubenlinien  (Fig.  590].  Sei  a  die  vertikale  Achse  der 
Schraubenfläche  A  ihr  erster  Spurpunkt,  s  eine  Schraubenlinie  der 
Fläche  und  AS  auf  a  die  reduzierte  Ganghöhe.    Auf  s  wähle  man  den 
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Punkt  P,  80  daß  P'A  \\  x  ist,  und  ziehe  durch  8  eine  Ebene  E  parallel 
zur  Tangentialebene  des  Punktes  P.  Ist  e^  die  erste  Spur  von  E  und 
AQ,  das  auf  sie  gefällte  Lot,  so  entsteht  durch  Rotation  von  SQ 
um  a  ein  Eegel  mit  der  Spitze  S  und  dem  Grundkreis  ä,  der  e^  in 
Q  berührt.  Die  Tangentialebene  der  Schraubenfläche  in  P  ist  zu  der 
des  Kegels  in  Q  parallel,  die  Flächen  besitzen  also  in  beiden  Punkten 
die  gleiche  Helligkeit.     Gelangt  P  durch  Verschraubung  um  a  in 


die  Lage  P^  und  Q  durch  Rotation  um  a  nach  Q^  und  ist  in  beiden 
Fällen  der  zugehörige  Drehwinkel  gleich  (a=  /__FäF^  =  z.  Q^Qj), 
so  besitzt  die  Schraubenfläche  in  P^  auch  die  gleiche  Helligkeit, 
wie  der  Kegel  im  Punkte  Qj.  Denn  in  beiden  Punkten  sind  die 
Tangentialebenen  parallel,  wie  man  sich  unmittelbar  klar  macht, 
wenn  man  die  Verschraubung  in  eine  Drehung  und  Parallelver- 
schiebung zerlegt.  Schneidet  also  eine  Lichtgleiche  des  Kegels  den 
Grundkreis  A  in  Q^,  so  schneidet  die  entsprechende  Lichtgleiche 
die  Schraubenlinie  s  in  einem  Punkte  P^ ,  so  daß  L.  Pi'ÄQ  = 
l^P'AQ=:^ß  ist.    Nun  führe  man  an  Stelle  des  Kegels  mit  dem 
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Grundkreis  k  einen  Kegel  K  mit  dem  Grundkreis  /  ein,  dessen  Mantel- 
linien denen  des  andern  parallel  laufen.  Dann  schneiden  die  Licht- 
gleichen von  K  den  Kreis  s'  in  einer  Punktreihe,  und  diese  geht 
durch  Drehung  um  J  um  den  Winkel  /9  =  Z.  Q^P'  in  der  einge- 
zeichneten Pfeilrichtung  in  eine  Punktreihe  über,  deren  Punkte  die 
Projektionen  der  Schnittpunkte  der  Schraubenlinie  s  mit  den  Licht- 
gleichen der  Schraubenfläche  bilden. 

Hat  man  k  gefunden  und  schneidet  /'  (durch  A)  die  Kreise  k 
und  *'  in  jP  und  G,  so  ist  SF  eine  Mantellinie  des  Kegels  mit  dem 
Scheitel  S  und  die  dazu  parallele  Mantellinie  des  Kegels  K  geht 
durch  G.  Zur  Bestimmung  der  Lichtgleicben  von  K  verfahren  wir 
wie  in  Fig.  583.  Wir  legen  die  Vertikalebene  durch  den  Licht- 
strahl /  um  /'  um  {ASQ±r,  J/SJ,  =  reduzierte  Ganghöhe,  Iq  =  SqS^) 
und  erhalten  in  N^  auf  S^Ä  die  umgelegte  Spitze  des  Normalen- 
kegels von  K  {GNq  ±  SqI^).  Durch  iV^  ziehen  wir  i^  ||  Z^,  tragen  darauf 
NqJq  =  NqG  auf,  teilen  diese  Strecke  in  fianf  gleiche  Teile,  errichten 
in  den  Teilpunkten  die  Normalen  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
/'  die  Normalen  auf  /'.  Diese  Normalen  schneiden  auf  s'  eine 
Punktreihe  aus,  die  wir  noch  um  den  Winkel  ß  drehen;  die  ge- 
drehte Punktreihe  ist  die  erste  Projektion  der  auf  der  Schrauben- 
linie s  liegenden  Punkte  der  Lichtgleichen. 

Die  auf  dem  zu  x  parallelen  Durchmesser  liegenden  Punkte 
P'  und  Ä'  des  Kreises  s'  projizieren  sich  in  den  Aufriß  als  Punkte, 
die  dem  umriß  des  Kegels  K  angehören.  Dreht  man  die  Punkte 
P'  und  Ä'  um  A  um  den  Winkel  ß,  so  gehen  sie  in  die  ersten 
Projektionen  zweier  Punkte  der  Schraubenlinie  s  über,  deren  zweite 
Projektionen  auf  dem  Umriß  der  Schraubenfläche  liegen.  Der 
Durchmesser  r  schneidet  den  Kreis  s\  als  Grundkreis  des  Kegels  K, 
in  den  beiden  Punkten  der  größten  Helligkeit  JS  und  G.  Durch 
Drehung  um  den  Winkel  ß  gehen  sie  in  die  ersten  Projektionen 
der  beiden  auf  der  Schraubenlinie  s  liegenden  Punkte  größter  Hellig- 
keit über.  Die  beiden  Ebenen  durch  die  Schraubenachse,  von  denen 
die  eine  auf  der  Schraubenlinie  s  die  genannten  Punkte  des  Umrisses 
und  die  andere  die  Punkte  größter  Helligkeit  ausschneidet,  schließen 
also  den  gleichen  Winkel  ein,  wie  die  Geraden  /'  und  x.  Dieses 
gilt  für  jede  Schraubenlinie  der  Fläche  und  wir  erschliessen  daraus 
den  Satz:  Die  beiden  Kurven  des  wahren  Umrisses  der 
Schraubenfläche  und  die  beiden  Maximalkurven  m  und  m, 
welche  die  Schraubenlinien  der  Fläche  in  den  Punkten 
größter  Helligkeit  schneiden,  sind  kongruent.  Die  letzteren 
entstehen  aus  den   ersteren  durch  Verschraubung  um  den 
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l_  xV  =  z_  P'AIL  Es  ist  natürlich  der  wahre  Umriß  gemeint,  der 
bei  der  Projektion  auf  die  Aufrißebene  sich  ergiebt;  er  besteht  selbst 
aus  zwei  kongruenten  Teilen,  die  bei  einer  halben  Sohraubenbewegung 
ineinander  übergehen.  Bei  der  oben  geschilderten  Konstruktion 
werden  die  Grundrisse  der  Tier  kongruenten  Kurven  mit  gewonnen. 

Nimmt  man  die  Kurve  c,  deren  Verschraubung  die  Fläche  er- 
zeugt, in  einer  Ebene  durch  die  Achse  a  an  und  ist  t"  die  Tangente 
im  Punkte  P"  von  c",  so  hat  die  Parallele  zu  t  durch  8  ihren 
Spurpunkt  in  T  {AS^  =  J''S'\  S^T\\r).  Femer  ist  ü  auf  / 
{UA  J_  AP')  der  Spurpunkt  einer  Geraden  SD,  die  zur  Tangente  der 
Schraubenlinie  s  im  Punkte  P  parallel  läuft.  Die  Ebene  SUT  ist 
sonach  pai*allel  zur  Tangentialebene  im  Punkte  P  der  Schrauben- 
fläche und  e^  =  ÜT  ist  ihre  erste  Spur. 

Es  gilt  noch  die  zweiten  Projektionen  der  auf  der  Schrauben- 
linie 8  liegenden  Punkte  zu  zeichnen,  deren  erste  Projektionen  auf 
s'  man  kennt.  Zu  diesem  Zwecke  schlage  man  um  A  mit  dem 
Radius  AS^,  gleich  der  reduzierten  Ganghöhe,  einen  Kreis  y.  Dann 
ist  die  Differenz  der  Vertikalabstände  zweier  Punkte  P  und  P^  auf 
s  gleich  der  Länge  des  Kreisbogens,  den  die  Strahlen  AP'  und  JP/ 
auf  dem  Kreise  y  begrenzen.  Die  Länge  dieses  Kreisbogens  be- 
stimmt sich  aber  mit  Hilfe  der  Evolvente  z  des  Kreises  y,  die  in 
Z  (auf  AP')  ihren  Anfangspunkt  hat;  diese  Kurve  z  findet  bei  allen 
Schraubenlinien  die  gleiche  Verwendung.  In  dem  Schnittpunkte 
des  Strahles  AP^'  mit  dem  Kreise  y  lege  man  an  diesen  die  Tan- 
gente, auf  ihr  schneidet  die  Evolvente  z  eine  Strecke  ab  gleich 
der  Differenz  (P/'  H  x)  —  (P"  H  x). 

989*  Schraubenfläche  mit  kreisförmigem  Meridian- 
schnitt. In  Fig.  591  sind  die  Lichtgleichen  einer  Schraubenfläche 
mit  vertikaler  Achse  a  dargestellt,  deren  Meridianschnitt  ein  Halb- 
kreis k  über  einem  horizontalen  Durchmesser  PC  ist.  Während  im 
Grundriß  ein  ganzer  Schraubengang  dargestellt  ist,  giebt  der  Aufriß 
wegen  Platzmangel  nur  einen  halben  Umgang.  Die  Lichtgleichen, 
die  beiden  Maximalkurven  und  der  Umriß  sind  nach  der  Methode 
der  vorigen  Nummer  bestimmt.  Die  ersten  Projektionen  der  Licht- 
gleichen berühren  die  in  TT^  liegenden  Umrißkreise  in  den  Punkten, 
die  den  bezüglichen  Lichtgleichen  der  durch  die  Kreise  gelegten 
vertikalen  Cylinder  angehören.  Die  Berührungspunkte  der  zweiten 
Projektionen  der  Lichtgleichen  mit  dem  in  TT,  liegenden  Umriß 
ergeben  sich  aus  den  Punkten,  in  denen  die  ersten  Projektionen 
der  Lichtgleichen  von  der  ersten  Projektion  des  Umrisses  geschnitten 
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wird.  Die  letztere  Kurve  geht  aus  den  Maximalkurven  m  und  m 
durch  eine  Drehung  um  den  z_  l'^  im  Drehsinne  des  Uhrzeigers 
hervor. 

Die  TaDgentialebenen  in  den  Punkten  der  Maximalkurve  m, 
d.  h.  des  Ortes  der  hellsten  Punkte  der  einzelnen  Schraubenlinien, 
stehen  auf  der  Vertikalebene  durch  den  Lichtstrahl  senkrecht. 
Unter  diesen  Tangentialebenen  giebt  es  nun  solche,  die  zur  Licht- 
richtung normal  sind,  ihre  Berührungspunkte  sind  Lichtpole  der 
Fläche  von  der  Helligkeit  5.  Sei  P  ein  Lichtpol ,  s  die  Schrauben- 
linie durch  ihn,  und  legen  wir  zur  Tangentialebene  in  P  eine 
Parallelebene  A  durch  den  Punkt  S  der  Achse,  wobei  AS  gleich 
der  reduzierten  Ganghöhe  ist.  Dann  steht  ihre  Spur  d^  im  Punkte 
D  auf  r  senkrecht  (/  durch  S,  V  durch  Ä,  DS  ±  l)  und  schneidet 
s'  in  einem  Punkte  £  derart,  daß  SE  parallel  zur  Tangente  der 
Schraubenlinie  s  im  Punkte  P  ist.  Daraus  folgt  sofort,  daß  P'A 
und  JEA  zwei  zu  einander  normale  Badien  des  Kreises  s'  sind. 
Drehen  wir  also  AD  um  90^  im  Sinne  der  aufwärts  gerichteten 
Schraubenbewegung  in  die  Lage  ADi^,  dann  schneidet  die  in  D^ 
auf  ADi^  errichtete  Normale  die  Maximalkurve  m  in  den  beiden 
Lichtpolen. 

980.  Die  Punkte  der  Lichtgleichen  auf  den  Erzeugen- 
den der  Begelschraubenflächen  (Fig.  592).  Bei  den  Schrauben- 
flachen,  die  durch  Yerschraubung  einer  geraden  Linie  entstehen, 
kann  man  neben  dem  vorher  geschilderten  Verfahren,  das  die 
Punkte  der  Lichtgleichen  auf  den  einzelnen  Schraubenlinien  be- 
stimmt, ein  einfacheres  Verfahren  anwenden,  das  die  Punkte  dieser 
Kurven  auf  den  einzelnen  Erzeugenden  liefert.  Dadurch  wird  auch 
die  Konstruktion  der  zweiten  Projektionen  der  Lichtgleichen  aus 
ihren  ersten  Projektionen  vereinfacht,  da  man  nur  die  Aufrisse  der 
Erzeugenden  zu  zeichnen  und  auf  sie  die  Punkte  aus  dem  Grund- 
riß heraufzuloten  hat. 

Sei  e  die  Erzeugende  einer  Regelschraubenääche,  a  ihre  ver- 
tikale Achse  und  A  deren  erster  Spurpunkt;  sei  ferner  die  Strecke 
AS  auf  der  Achse  gleich  der  reduzierten  Ganghöhe,  /  der  Licht- 
strahl durch  S  und  S^  sein  erster  Spurpunkt.  Durch  S^  legen  wir 
die  Normalebene  N  zum  Lichtstrahl  und  bestimmen  in  ihr  die 
Grundkreise  g.  der  Lichtstufenkegel  ganz  wie  in  922.  Die 
Radien  r.  dieser  Kreise  g.  sind  Katheten  rechtwinkliger  Dreiecke, 
welche  die  gemeinsame  Kathete  SS^  besitzen;  ihnen  liegen  in  diesen 
Dreiecken  spitze  Winkel  gegenüber,  deren  Sinus  die  Werte  0,  Vs? 
*/ß,  Vö»  Vs»  ^^^^  1  haben  (r^  =  0,  r^  =  oo).  Jetzt  ziehen  wir  durch 
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S  eine  Parallele  zur  Erzeugenden  e,  die  TTi  in  JJ  und  N  in  F  tri£ft, 
und  legen  durch  sie  die  Tangentialebenen  an  die  LichtstufenkegeL 
Sei  T  eine  solche  Ebene  und  t^  durch  U  ihre  erste  Spur;  sie 
schneide  die  erste  Spur  n^  von  N  im  Punkte  T==t^  X  n^.  Dann 
berührt  die  Gerade  T?  =  T  X  N  einen  der  Kreise  q,.  Ist  P  auf  e 
der  Punkt,  dessen  Tangentialebene  zu  T  parallel  ist,  so  gehört  P 
der  Lichtgleiche  an,  deren  Lichtstufe  dem  von  T  berührten  Kegel 
entspricht.  Es  fragt  sich  also  noch,  wie  man  auf  der  Erzeugenden 
e  den   Punkt  P  bestimmt,    dessen  Tangentialebene   zu  T   parallel 


Fig.  592. 

ist.  Legt  man  durch  S  eine  Parallele  zu  der  Geraden,  die  im 
Punkte  P  die  durch  ihn  verlaufende  Schraubenlinie  berührt,  so 
muß  ihr  erster  Spurpunkt  G^  auf  t^  liegen.  Nach  600  muß  aber 
äG^  A.  äP'  und  AG^  =  AP'  sein,  und  da  ^  durch  G^  geht,  muß 
die  Gerade  t^  nach  einer  Drehung  um  90®  um  den  Punkt  A  im 
Sinne  der  aufwärts  gerichteten  Schraubenbewegung  durch  den  ge- 
suchten Punkt  P'  gehen  (vergl.  602). 

Demnach  ergiebt  sich  die  folgende  Konstruktion  für  die  Punkte 
der  Lichtgleichen   auf  der  Erzeugenden  e.     Auf  dem  Lichtstrahl  / 
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durch  8  errichte  man  in  seinem  ersten  Spurpunkte  S^  die  Normal- 
ebene  N  und  zeichne  in  ihr  die  Grandkreise  q^  der  Lichtstnfenkegel, 
deren  Scheitel  in  S  liegen.  Sodann  ziehe  man  durch  S  eine  Parallele 
znr  Erzeugenden  e  und  suche  ihre  Schnittpunkte  U  und  F  mit  den 
Ebenen  T\^  und  N.  Weiter  lege  man  von  V  die  Tangenten  an  die 
Kreise  q^  und  ziehe  aus  U  die  Strahlen  nach  den  Schnittpunkten 
der  Tangenten  mit  der  Spur  n^  von  N.  Dreht  man  zuletzt  noch 
diesen  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  U  um  90^  um  den  Funkt  A 
im  Sinne  der  aufwärts  gerichteten  Schraubenbewegung,  so  schneidet 
der  gedrehte  Strahlbüschel  die  Gerade  e'  in  den  ersten  Projektionen 
der  gesuchten  Punkte. 

Es  ist  nun  zweckmäßig,  gleich  den  Lichtstrahl  /  um  90^  um 
die  Achse  a  in  dem  angegebenen  Sinne  nach  /^  zu  drehen  (/'^  _L  l'\ 
in  dem  Spurpunkt  S^^  die  Normalebene  N^  zu  errichten  und  auch 
die  Gerade  SW  um  90^  zu  drehen.  Dann  ist  AU^  \_e'  und  es 
liegt  U^  auf  dem  Parameterkreis  p,  und  zwar  ist  derselbe  als 
Grundkreis  eines  Kegels  mit  der  Spitze  8  und  zu  den  Erzeugenden 
parallelen  Mantellinien  definiert.  Legt  man  aus  T^  =  N^  X  8Ü^ 
die  Tangenten  an  die  Kreise  in  N^,  so  schneiden  die  Strahlen  aus 
TJ^  nach  den  auf  n^^  liegenden  Punkten  dieser  Tangenten  die 
Gerade  e'  in  den  gesuchten  Punkten. 

Bei  der  Durchfuhrung  der  Konstruktion  ist  nur  noch  zu  be- 
achten, daß  die  Ebene  N^  mit  den  Kreisen  q^  um  ihre  erste  Spur  n^^ 
in  die  Grundrißebene  umzulegen  ist.  Die  Ebenen  TT|  und  N^  sind 
durch  die  Strahlen  aus  8  aufeinander  perspektiv  bezogen  und  es 
sind  U^  und  V^  Perspektive  Punkte.  Speziell  ist  n^  die  Flucht- 
linie (das  Bild  aller  unendlich  fernen  Punkte)  von  N^  {AS^l^T^y 
ASq  =  A8,  8qF±  8^8 J',  n^  durch  F,  n^  \\n^^  ±  Z'^).  Legt  man  8 
um  n^  nach  8^  um  {F8^  =  F8q,  F8^  ±  n^),  so  ist  8^  das  Centrum 
der  Perspektiven  Beziehung  zwischen  TT^  und  der  umgelegten  Ebene 
N*,  ihre  Achse  ist  n^^  und  ihre  Fluchtlinie  n«,  (174  u.  flg.).  Der  um- 
gelegte Punkt  F^^  liegt  demnach  auf  dem  Strahle  8^U^  und  be- 
stimmt sich  auf  diesem,  indem  man  durch  ü^  eine  beliebige  Gerade 
zieht  und  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  n/  eine  Parallele  zu  der 
Verbindungslinie  ihres  auf  n^  liegenden  Punktes  mit  8^  legt.  Da- 
mit können  dann  die  Tangenten  aus  F^^  an  die  Kreise  qP  und  die 
Strahlen  durch  U^  gezeichnet  werden.  M  ist  der  Punkt  größter 
Helligkeit  auf  e.  Derselbe  Punkt  der  Fläche  liegt  im  Licht  oder 
Eigenschatten,  je  nachdem  man  die  eine  oder  andere  Seite  der 
Schraubenfläche  in  Betracht  zieht. 

Ist  T  eine  beliebige  Ebene  durch  8  und  t^  ihre  erste  Spur,  so 
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geht  die  um  90®  gedrehte  Gerade  ^^  durch  die  Projektion  P'  des 
Punktes  P,  dessen  Tangentialebene  zu  T  parallel  ist.  Die  erste 
Projektion  der  den  Punkt  P  tragenden  Erzeugenden  ist  «normal  zu 
der  Geraden,  die  Ä  mit  dem  Punkte  t^^  X  p  verbindet.  Ist  T  zum 
Lichtstrahle  normal,  so  gelangt  man  zu  den  Lichtpolen  der  Fläche; 
ihre  Projektionen  liegen  Autn^,  und  die  ersten  Projektionen  der  die 
Lichtpole  tragenden  Erzeugenden  sind  normal  zu  den  beiden  Strahlen, 
die  von  A  nach  den  Punkten  n^  x  p  gehen. 

931.  Die  geschlossene,  schiefe  Regelschraubenfläche. 
Die  Figuren  593  a  und  598  &  stellen  zwei  halbe  Umgänge  der  ge- 
schlossenen, schiefen  Kegelschraubenfiäche  mit  ihren  Lichtgleichen 
dar,  so  daß  die  Lichtgleichen  einer  jeden  Hälfte  im  Grund-  und 
Aufriß  ihre  Fortsetzung  auf  der  anderen  Hälfte  finden.  Die  Punkte 
der  Lichtgleichen  auf  den  einzelnen  Erzeugenden  sind  nach  der 
vorigen  Nummer  bestimmt,  während  die  Punkte  auf  den  die  Fläche 
begrenzenden  Schraubenlinien  nach  928  gefunden  sind.  Zu  den 
einzelnen  Lichtgleichen  läßt  sich  noch  folgendes  bemerken.  Die 
Tangentialebenen  in  den  Punkten  der  Schraubenachse  sind  vertikal; 
die  erste  Spur  einer  solchen  Ebene  ist  zugleich  die  erste  Projektion 
der  in  ihr  liegenden  Erzeugenden.  Die  Ebenen  durch  die  Schrauben- 
achse mit  den  Helligkeitsstufen  4,  3,  2,  1  oder  0  sind  demnach  zu 
den  Tangentialebenen  des  geraden  Kreiscylinders  mit  den  nämlichen 
Helligkeitsstufen  (Fig.  580)  parallel.  Die  Tangenten  der  ersten 
Projektionen  der  Lichtgleichen  in  dem  Spurpunkt  A  der  Schrauben- 
achse sind  somit  zu  den  Tangenten  des  Grundkreises  jenes  Cylinders 
in  den  Punkten  von  der  nämlichen  Helligkeit  parallel.  Zugleich 
sind  jene  Tangenten  die  ersten  Projektionen  der  Erzeugeitden,  durch 
deren  Achsenpunkt  die  bezügliche  Lichtgleiche  hindurchgeht. 

Da  die  Tangentialebenen  in  den  unendlich  fernen  Punkten  der 
Schraubenfläche  parallel  sind  zu  denen  des  Richtungs-  oder 
Asymptotenkegels,  dessen  Mantellinien  zu  den  Erzeugenden  der 
Fläche  parallel  laufen,  so  geben  die  Lichtgleichen  des  Kegels  die 
Richtungen  an,  in  denen  die  Lichtgleichen  der  Fläche  ins  Unend- 
liche verlaufen.  Die  betreffende  Konstruktion  läßt  erkennen,  daß 
die  Lichtgleichen  4,  3,  2  und  1  in  je  zwei  Richtungen  ins  Unend- 
liche verlaufen.  Für  die  Lichtgleiche  I  geben  die  eingezeichneten 
Pfeile  die  Asymptotenrichtungen  an;  die  ganze  Kurve  besteht  aus 
einem  einzigen,  zusammenhängenden  Zuge,  der  zweimal  durch' s 
Unendliche  geht.  Die  beiden  mit  a  bezeichneten  Enden  der  Licht- 
gleiche 1  und  ebenso  die  beiden  mit  b  bezeichneten  Enden  hängen 
zusammen.   Ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  Lichtgleichen  2,  3  und  4. 
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Durchläuft  ein  Punkt  die  Licbtgleiche  1  in  einem  bestimmten 
Sinne,  etwa  im  Sinne  der  an  die  Kurve  angefügten  Pfeile,  so  dreht 
sich  die  ihn  enthaltende  Erzeugende  nicht  immer  in  dem  gleichen 
Sinne  um  die  Schraubenachsc,  vielmehr  kehrt  sie  zweimal  ihren  Dreh- 
sinn um.  Eis  giebt  unter  den  Erzeugenden  zwei,  welche  die  Licht- 
gleiche 1  berühren.  Um  dies  zu  erkennen,  wenden  wir  uns  zu  der 
Figur  592  zurück.  Beschreibt  die  Erzeugende  e  die  Schraubenfläche, 
so  beschreibt  der  Punkt  U^  den  Parameterkreis  p  und  der  Punkt  V^^ 
eine  zu  ihm  Perspektive  Hyperbel.  Im  allgemeinen  giebt  es  von 
jedem  Punkte  der  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  den  Kreis  y^®,  und 
somit  liegen  auf  der  entsprechenden  Erzeugenden  zwei  getrennte 
Punkte  der  Lichtgleiche  1.  Li  jedem  der  beiden  Schnittpunkte  der 
Hyperbel  mit  q^^  existiert  jedoch  nur  eine  Tangente,  weshalb  sich 
auf  den  beiden  entsprechenden  Erzeugenden  je  ein  Berührungs- 
punkt mit  der  Lichtgleiche  ergiebt.  Den  innerhalb  q^^  liegenden 
Punkten  der  Hyperbel  entsprechen  Erzeugende,  welche  keine  Punkte 
der  Lichtgleiche  1  enthalten.  In  gleicher  Weise  verhält  es  sich 
mit  den  Lichtgleichen  2,  3  und  4,  die  ebenfalls  je  zwei  Er- 
zeugende tangieren. 

Es  muß  hierzu  noch  bemerkt  werden,  daß  die  Lichtgleichen  in 
der  Nähe  der  Lichtgleiche  0  jede  Erzeugende  in  zwei  getrennten 
Punkten  treflfen  und  aus  je  zwei  getrennten  ^gen  bestehen.  Die 
Lichtgleiche,  deren  erste  Projektion  /'  in  A  berührt,  bildet  den 
Übergang  zwischen  den  Lichtgleichen  mit  und  ohne  berührende  Er- 
zeugende. Ferner  zerfallen  die  in  der  Nähe  der  Lichtpole  5 
liegenden  Lichtgleichen  in  zwei  getrennte  Züge,  deren  jeder  zwei 
Erzeugende  tangiert.  Es  rührt  das  daher,  daß  der  Grundkreis  q^ 
des  zugehörigen  Lichtstufenkegels  die  vorhin  genannte  Hyperbel 
viermal  schneidet  (vergl.  930). 

Die  Tangentialebenen  in  den  beiden  Lichtpolen  sind  zur  Licht- 
richtung normal.  Nach  930  besitzt  die  Normalebene  im  Punkte  S 
von  /  eine  Spur,  die  durch  eine  Drehung  von  90^  um  A  in  die 
Lage  n^o  übergeht  und  die  Projektionen  der  beiden  Lichtpole  trägt. 
Die  Erzeugenden  durch  diese  Lichtpole  sind  zu  den  Strahlen  AT^ 
resp.  AZ^  normal  {Y^^p  X  n^,    Z^=^p  x  n«,). 


Flächen  2.  Grades. 

983.    Die  Lichtgleichen  des  EUipsoides  (Fig.  594).     Um 
die  Lichtgleichen  beim  EUipsoid,  beim  ein-  oder  zweischaligen  Hyper- 
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poloid  zu  finden ,  wenn  eine  der  drei  Achsen  vertikal  steht,  legen 
wir  Vertikalschnitte  durch  die  vertikale  Achse  und  bestimmen  auf 
ihnen  die  Punkte  der  Lichtgleichen.  Zu  diesem  Zwecke  benutzen 
wir  die  Gylinderflächen,  welche  die  Fläche  2.  Grades  längs  der 
Yertikalschnitte  berühren.  Beim  Ellipsoid  gestaltet  sich  die  Kon- 
struktion in  der  folgenden  Weise.  Es  seien  OÄj  OBj  OC  die  drei 
Halbachsen  des  Ellipsoides;  die  Grundrißebene  enthalte  die  Ellipse  c 


Fig.  594. 

mit  den  Halbachsen  OA  und  OB  und  die  Aufrißebene  die  Ellipse  b 
mit  den  Halbachsen  OA  und  OC.  Im  Grundriß  schlage  man  um 
0  drei  Kreise  mit  den  Radien  OB,  OA  und  OB  +  OA.  Schneidet 
ein  beliebiger  Strahl  durch  O  diese  drei  Kreise  in  den  Punkten 
Jj  K  und  H,  so  ist  OD  ein  Halbmesser  der  Ellipse  c,  wenn  JI)\\x 
und  KB  J.  a:  ist,  und  LH  ist  ihre  Normale  im  Punkte  D  (415). 
Längs  des  Yertikalschnittes  d  mit  den  Halbachsen  OC  und  OD  wird 
die  Fläche  von  einem  Cylinder  berührt,  dessen  Normalschnitt  n  die 
Halbachsen  OC  und  ON  besitzt,  wobei  ON\\DH  und  DN  A,  DH  ist. 
Denn  die  Mantellinien  dieses  Cylinders  sind  zu  DN  parallel. 

Jetzt  gilt   es   auf  der  Ellipse  n  die  Punkte  der  Lichtgleichen 
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des  Cylinders  zu  finden,  was  ganz  wie  in  926  Fig.  588  durchgeführt 
werden  kann.-  Man  ziehe  den  Lichtstrahl  /  durch  0,  trage  auf  ihm 
eine  beliebige  Strecke  OL  auf  und  falle  auf  die  Ebene  N  der 
Ellipse  n  das  Lot  LM.  Nun  schlage  man  in  der  Ebene  N  um  O 
die  Kreise  y^,  .  .  .,  q^,  deren  Radien  gleich  ^/g,  ^/g,  ^/g,  ^/g,  ^/^  der 
Strecke  OL  (=  OZ^)  sind  und  ziehe  aus  M  die  Tangenten  an  sie, 
dann  berühren  die  parallelen  Tangenten  an  die  Ellipse  n  diese 
Kurve  in  den  gesuchten  Punkten  der  Lichtgleichen   des  Cylinders. 

Zur  genauen  Konstruktion  dieser  Punkte  benutzen  wir  die 
Affinität  der  Ellipsen  n^.  d  und  des  Kreises  ky  der  in  der  Aufriß- 
ebene mit  dem  Badius  OC  um  O  beschrieben  ist.  Die  gemeinsame 
Affinitatsachaa  ist  OCy  während  ihre  in  der  Grundrißebene  liegenden 
Halbachsen  ON,  OD  und  OE  affine  Strecken  sind.  Wir  drehen  die 
Ebene  N  mit  den  Kreisen  q.  um  OC  in  die  Aufrißebene,  wobei  M 
nach  Jlfo  gelangt  {Z"3P\\x,  GiP  ^  OM),  und  legen  aus  iP  die 
Tangenten  an  die  Kreise  qP,  z.  B.  iPR  an  g^^  (Ä  auf  OC).  In  der 
affinen  Beziehung  zwischen  der  Ellipse  n^  und  dem  Kreise  k  ent- 
spricht dem  Punkte  HP  der  Punkt  M^  [iPM^  \\  x,  GM^ :  GHP=^  OE:  ON). 
Den  Strahlen  aus  AP  entsprechen  hierbei  die  Strahlen  aus  M^y 
z.  B.  M^R  und  M^Rj  und  den  Berührungspunkten  der  Tangenten 
von  n^y  die  zu  ersteren  parallel  sind,  die  Endpunkte  der  Ej^eis- 
durchmesser  von  A,  die  auf  letzteren  senkrecht  stehen.  So  ent- 
sprechen den  Endpunkten  des  za  M^R  senkrechten  Durchmessers 
i\Qj  zwei  Punkte  F^^  und  Q^  auf  n^,  deren  Tangenten  zu  M^R 
parallel  sind.  Folglich  entsprechen  in  der  affinen  Beziehung  zwischen 
k  und  n  den  Punkten  Pj  und  Q^  die  Punkte  P^  und  Q^  auf  n  mit 
zu  MR  parallelen  Tangenten,  d.  h.  P^  und  Q^  gehören  der  Licht- 
gleiche 1  des  Cylinders  an.  In  der  Affinität  zwischen  n  und  d  ent- 
sprechen den  Punkten  P^  und  Q^  von  n  die  Punkte  P  und  Q  von  rf, 
die  auf  der  Lichtgleiche  1  des  Ellipsoides  liegen.  Die  Affinität 
zwischen  k  und  d  leitet  direkt  von  den  Punkten  P^,  Q^  zu  den 
Punkten  P,  q  auf  ä  über  {P^P^ :Lxy  P^'F\\EBy  P'  auf  if,  P^P"\\xy 
FF'  _L  x). 

Nach  der  Bestimmung  von  M^  und  M^  sind  zur  Konstruktion 
der  Punkte  der  Lichtgleichen  sonach  folgende  Schritte  zu  thun. 
Man  lege  aus  ]iP  die  Tangenten  an  die  Kreise  q^  und  aus  M^  die 
Strahlen  nach  ihren  Schnittpunkten  mit  OC,  Sodann  zeichne  man 
die  Durchmesser  des  Kreises  A,  welche  auf  diesen  Strahlen  senk- 
recht stehen,  und  suche  zu  ihren  Endpunkten  die  entsprechenden 
Punkte  auf  d  vermöge  der  Affinität  zwischen  k  und  d\  diese  stellen 
die  Punkte  der  Lichtgleichen  auf  d  dar. 
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988.  In  Fig.  595  sind  die  Idchtgleichen  eines  fillipsoides  im 
Grund-  und  Aufriß  dargestellt,  soweit  sie  sichtbar  sind.  Da  je 
zwei  einander  diametral  gegenüberliegende  Punkte  des  Ellipsoides 
parallele  Tangentialebenen  aufweisen,  verwandeln  sich  die  zweiten 
Projektionen  der  sichtbaren  Lichtgleichen  in  die  der  unsichtbaren 


Fig.  695. 

durch  Drehung  des  Aufrisses  um  180^  um  den  Mittelpunkt  des  Um- 
risses. Gleiches  gUt  für  den  Grundriß.  Die  Lichtpole  liegen  auf 
demjenigen  Schnitt  durch  die  vertikale  Achse,  dessen  konjugierter 
Durchmesser  zu  /'  normal  ist. 

Für  die  Lichtgleichen  der  Flächen  2.  Grades  kann  noch  folgende 
Definition  gegeben  werden.  Jede  Lichtgleiche  einer  Fläche 
2.  Grades  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  aller  Tangen- 
tialebenen, die  zu  denen  eines  Lichtstufenkegels  von 
gleicher  Helligkeit  parallel  sind.  Jede  Lichtgleiche  einer 
Fläche  2.  Grades  ist  von  der  4.  Ord.,  d.  h.  sie  wird  von  jeder 
Ebene  in  vier  Punkten  geschnitten.     Jede  £bene  schneidet  nämlich 
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die  Fläche  2«  Grades  in  einem  Kegelschnitt  und  die  Tangential- 
ebenen in  seinen  Punkten  umhüllen  einen  Kegel.  Wählt  man  den 
Scheitel  dieses  Kegels  zugleich  zum  Scheitel  des  Lichtstufenkegels, 
der  der  Helligkeit  der  gesuchten  Lichtgleiche  entspricht,  so  besitzen 
beide  Kegel  vier  gemeinsame  Tangentialebenen  (die  fireilich  paar- 
weise imaginär  werden  können);  sie  berühren  die  Fläche  2.  Grades 
in  Tier  Punkten  der  betreffenden  Lichtgleiche.  Noch  mag  bemerkt 
werden,  daß  die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  jeder  Licht- 
gleiche eine  abwickelbare  Fläche  4.  Klasse  umhüUen,  die  den  un- 
endlich fernen  Kegelschnitt  des  bezüglichen  Lichtstufenkegels  zur 
Doppelkurve  hat  (713). 

934.   Die  Lichtgleichen  des  einschaligen  Hyperboloides 
(Fig.  596).     Sei   OC  die   vertikale  imaginäre  Achse  und   seien    OÄ 


Fig.  596. 


und  OB  die  horizontalen  reellen  Achsen.  So  verfahre  man  zu- 
nächst ganz  wie  beim  EUipsoid.  Man  ziehe  durch  0  einen  be- 
liebigen horizontalen  Strahl  und  bestimme  auf  ihm  drei  Punkte  Jy 
K,  H  derart,  dass  0/=  OB,  OK^  OÄ  und  OH^OB+  OÄ  ist.  Dann 
ist  OD  ein  Halbmesser  der  Kehlellipse  c  des  Hyperboloides,  wenn 
JD^x  und  KD  JL  x  ist;  zugleich  bildet  er  die  reelle  Halbachse  eines 


Beleuchtung  van  Flächen,  515 


Vertikalschnittes  dy  dessen  imaginäre  Halbachse  OC  ist.  Längs  der 
Hyperbel  d  wird  die  Fläche  von  einem  Cylinder  berührt,  dessen 
horizontale  Mantellinien,  zn  DE  senkrecht  sind.  Sein  Normalschnitt 
n  ist  eine  Hyperbel  mit  OC  als  imaginärer  und  OHsls  reeller  Halb- 
achse (OiV||  DHf  DN  J.  DE).  Jetzt  trage  man  auf  dem  Lichtstrahl 
durch  0  eine  beliebige  Strecke  OL  auf ,  fälle  das  Lot  OM  auf  die 
Ebene  N  (durch  n)  und  zeichne  in  N  die  Elreise  q^  q^^  '  *  -^  deren 
Radien  Yö>  ^/s»  •  •  •  ^^^  Strecke  OL  betragen.  Weiter  ziehe  man 
aus  M  die  Tangenten  an  die  Kreise  q^  und  hierzu  die  parallelen 
Tangenten  an  die  Hyperbel  ti.  Sie  berühren  dieselbe  in  Punkten 
der  Lichtgleichen  des  Cylinders,  und  vermöge  der  Affinität  zwischen 
n  und  fif  (Affinitätsachse  OC)  entsprechen  ihnen  auf  d  die  Punkte 
der  Lichtgleichen  des  Hyperboloides. 

Bei  der  Durchführung  der  Konstruktion  drehe  man  die  Ebene  N 
mit  der  Hyperbel  n  und  den  Kreisen  q^  in  den  Aufriß,  dabei  gelangt 
M  nach  M^  {OM'  =  GiP)^  und  benutze  die  Affinität  zwischen  den 
Hyperbeln  n®  und  b  (Affinitätsachse  OC),  wo  b  den  in  der  Aufriß- 
ebene liegenden  Hauptschnitt  des  Hyperboloides  bedeutet.  Bei 
dieser  affinen  Beziehung  entspricht  dem  Punkte  M^  der  Punkt  M^ 
[GM^ :  GJiP  =  OA :  OiV,  JIPM^  \\  x).  Von  JP  aus  ziehe  man  die  Tan- 
genten  an  die  Kreise  q^^,  z.  B.  APR  an  q^^  {JR  anf  OC),  und  von 
M^  aus  Strahlen  nach  den  Schnittpunkten  dieser  Tangenten  mit  OC, 
z.  B.  Mj^JR.  Die  Punkte  von  b,  deren  Tangenten  zu  jenen  Strahlen 
dui:ch  M^  parallel  sind,  sind  dann  zu  den  gesuchten  Punkten  der 
Lichtgleichen  auf  d  affin  und  auch  affin  zu  den  zweiten  Projektionen 
dieser  Punkte  auf  d"  (Affinitätsachse  OC).  Um  auf  b  die  Punkte 
zu  finden,  deren  Tangenten  zu  den  Strahlen  durch  M^^  parallel  sind, 
bestimme  man  den  Punkt  M^  so,  daß  M^]U^  der  einen  Asymptote 
i  von  b  parallel  ist  und  von  der  anderen  j  halbiert  wird.  Ist  nun 
M^jR  ein  beliebiger  Strahl  und  wird  er  von  j  in  8  geschnitten,  so 
trägt  der  zu  M^S  parallele  Durchmesser  die  Punkte  P^  und  Q^ 
von  b,  deren  Tangenten  zu  M^  R  parallel  laufen.  Denn  die  zu  SM^ 
und  SM^  parallelen  Durchmesser  von  b  sind  konjugiert,  da  sie,  wie 
leicht  ersichtlich,  zu  den  Asymptoten  i  und  j  harmonisch  liegen. 
Die  zu  Pj,  Q^  affinen  Punkte  P"  und  Q"  (PjP"  II^j  ^i^  X  P"iy' 
auf  OC)  sind  die  zweiten  Projektionen  der  auf  d  liegenden  Punkte 
der  Lichtgleiche  1. 

Sonach  hat  man  M^,  M^  und  M^  zu  suchen,  aus  JIP  die  Tan-- 
genten  an  die  Kreise  qP  zu  legen,  durch  M^  Strahlen  nach  ihren 
Schnittpunkten  mit  OC  und  durch  M^  Strahlen  zu  ziehen,  die  sich 
mit  jenen  Strahlen  auf  j  schneiden.    Die  zu  den  Strahlen  durch  M^ 
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parallelen  Durchmesser  schneiden  dann  die  Hyperbel  b  in  Paukten, 
zu  denen  man  noch  die  affinen  Punkte  zu  zeichnen  hat,  wobei  OC 
die  Achse  und  A,  B"  ein  Paar  entsprechender  Punkte  dieser  aSinen 
Beziehung  sind.    Sie  stellen  die  zweiten  Projektionen  der  Bchnitt- 


Fig.  597. 

punkte  der  Lichtgleichen  des  Hyperboloides  mit  dem  Vertikalschnitt 
d  dar,  ihre  Grundrisse  liegen  auf  der  Geraden  d\ 

In  Fig.  597  sind  die  Lichtgleichen  eines  einschaligen  Hyper- 
boloides, soweit  sie  sichtbar  sind,  gezeichnet;  die  unsichtbaren  sind, 
wie  beim  Ellipsoide,  zu  den  sichtbaren  symmetrisch. 

Bei  der  Konstruktion  der  Lichtgleichen  des  zweischaligen 
Hyperboloides  kann  ganz  wie  beim  einschaligen  verfahren  werden. 
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Es  sind  dann  OÄ  und  OB  die  imaginären  Halbachsen  einer  imagi- 
nären Eurye,  das  ändert  jedoch  die  Konstruktion  in  keiner  Weise. 
Nor  die  Hyperbel  b  hat  eine  andere  Lage,  indem  OÄ  ihre  imagi- 
näre und  OC  ihre  reelle  Halbachse  ist. 

935.  Bevor  wir  die  Lichtgleichen  auf  dem  Paraboloide  be- 
stimmen, lösen  wir  folgende  Aufgabe.  Auf  einem  Paraboloide 
den  Punkt  zu  finden,  dessen  Normale  eine  gegebene  Rich- 
tung besitzt.  Sei  z  die  vertikal  gestellte  Achse  eines  elliptischen 
Paraboloides  und  8  sein  Scheitel,  seien  femer  a  und  b  die  beiden 
Hauptschnitte  und  x  und  y  ihre  Tangenten  im  Scheitel.  Wir  legen 
dann  die  Grundrißebene  durch  xy,  die  Aufrißebene  durch  xz  und 
die  Seitenrißebene  durch  yz  (Fig.  598).  Das  Paraboloid  kann  ent- 
weder dadurch  erzeugt  werden,  daß  die  Parabel  a  parallel  mit  sich 
selbst  verschoben  wird,  während  ihr  Scheitel  auf  der  Parabel  b 
bleibt,  oder  dadurch,  daß  die  Parabel  b  parallel  mit  sich 
selbst  verschoben  wird,  während  ihr  Scheitel  auf  der  Parabel  a 
bleibt  Durch  jeden  Punkt  P  der  Fläche  geht  somit  eine  zu  a 
kongruente  Parabel  u  und  eine  zu  b  kongruente  Parabel  v\  der 
Scheitel  der  ersteren  mag  in  R  auf  £,  der  der  letzteren  in  Q  auf  a 
liegen.  Die  Tangente  von  ti  in  P  ist  parallel  zur  Tangente  QQ^  im 
Punkte  Q  von  a,  wobei  Q^  auf  x  der  Mittelpunkt  von  SQ'  ist; 
ebenso  ist  die  Tangente  von  v  in  P  parallel  zur  Tangente  RR^  im 
Punkte  R  von  6,  wobei  R^  auf  y  der  Mittelpunkt  von  SR'  ist. 
Die     Normale    n     im 


Punkte  P  steht  auf  den 
genannten  Tangenten 
senkrecht ,  also  ist 
n"  JLQQ^  und  n'"J. 
RR^y  oder  falls  G  und 
F  die  Brennpunkte  der 
Parabeln  a  und  b 
sind,  ist  n"\\GQ^  und 
n'''\\FR^.  Sind  also 
die  Richtungen  von  n" 
und   n'"    gegeben,     so 


Fig.  598. 


trage  man  auf  die  xr- Achse  die  doppelten  Brennweiten  K8  ^  2GS 
und  JS^2FS  auf  und  ziehe  XQ'||n"  und  JÄ'||n'"  (Q'  auf  x, 
R'  auf  y).  Dann  schneiden  sich  in  P'  die  Geraden  P'Q'  (||y)  und 
FR'  (II  x)  zugleich  ist  FP  =»  Q'Q  +  R'R.  Zieht  man  durch  K  eine 
Parallele  zu  n,  so  schneidet  sie  P'Q'  inP^,  und  es  ist  P'Q'tP^Q'« 
J8 :  K8  =:  F8:  GS.     Demnach    bilden    die   ersten   Projektionen   der 
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Flächenpnnkte  nnd  die  ersten  Spurpunkte  der  zu  den  Flächen- 
normalen parallelen  Strahlen  durch  K  affine  Systeme. .  Dabei  ist  z 
die  Affinitätsachse,  y  giebt  die  Affinitätsrichtang  und  die  Abstände 
affiner  Punkte,  wie  JP'  und  P^,  von  x  verhalten  sich  wie  FS:  GS. 
936»  Die  Lichtgleichen  der  Paraboloide.  Will  man  die 
Lichtgleichen    des   elliptischen  Paraboloides   finden  (Fig.  599),   so 


Fig.  599. 

lege  man  durch  K  einen  Lichtstrahl  /  und  in  der  Vertikalebene  //' 
durch  /  ziehe  man  durch  K  Strahlen,  die  mit  /  Winkel  einschließen, 
deren  Cosinus  die  Werte  0,  ^/g,  ^/g,  '/g,  */g  und  1  aufweisen.  In 
der  Figur  ist  die  Ebene  //'  um  /'  umgelegt,  /^  =  ZKq  ist  der  um- 
gelegte Lichtstrahl  {SK^  =  2  SG)  und  die  umgelegten  Strahlen  durch 
K  gehen  durch  die  Punkte  0,  1,  2,  8,  4,  Z  des  Kreises  mit  dem 
Radius  K^L.  Läßt  man  die  genannten  Strahlen  durch  K  um  den 
Lichtstrahl  Z  rotieren,  so  entstehen  Kegel,  deren  Mantellinien 
parallel  sind  zu  den  Normalen  in  den  Punkten  der  bezüglichen 
Lichtgleichen.  Nach  den  Resultaten  der  vorausgehenden  Nummer 
gilt  somit  der  Satz:  Die  ersten  Projektionen  der  Licht- 
gleichen des  Paraboloides  sind  Kegelschnitte;  sie  sind  zu 
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den  ersten  Spurkurven  gewisser  Botationskegel  mit  dem 
Scheitel  £  und  der  Achse  /  affin.  Die  Neigungswinkel  der 
Mantellinien  dieser  Kegel  gegen  ihre  Achse  /  gehören  den  Cosinus- 
werten 0,  ^/g,  ^/g,  ^/g,  */ß  und  1  zu.  Die  Achse  der  erwähnten 
Affinität  ist  x,  je  zwei  affine  Punkte  liegen  auf  einer  Normalen  ra  x 
und  ihre  Abstände  von  x  verhalten  sich  wie  die  Brennweiten  8F 
und  SG  der  Hauptparabeln  b  und  a  in  den  Ebenen  yz  und  xz. 

Es  gilt  also  die  ersten  Spurkurven  der  genannten  Botations- 
kegel zu  bestimmen;  die  af&ne  Umwandlung  derselben  in  die  Pro- 
jektionen der  Lichtgleichen  bedarf  keiner  weiteren  Erörterung.  Der 
Kegel,  dessen  Mantellinien  den  Normalen  in  den  Punkten  der  Licht- 
gleiche 2  parallel  sind,  wird  von  der  Ebene  //'  in  den  beiden  G-e- 
raden  K2  geschnitten;  auf  ihnen  liegen  die  Endpunkte  Ä^y  £^  der 
einen  Achse  seiner  ersten  Spurkurve  s^  (/'  x  ^£^2  =  A^,  VxKq2^B^. 
Die  Kurve  s^  ist  eine  Hyperbel,  deren  imaginäre  Achse  C^JD^^  noch 
zu  finden  ist.  Die  Normalebene  E  im  Punkte  L  von  /  schneidet 
den  Kegel  in  einem  Kreise  A,  den  wir  als  k^  um  e^  in  die  G-rund- 
rißebene  umlegen;  sein  Mittelpunkt  ist  L  und  sein  Radius  gleich 
dem  2,5.fachen  der  Strecke  H2  (Ä2  j.  /',  UK^  =  0,4  •  LK^).  Der 
Kreis  h^  und  die  Hjrperbel  s^  sind  perspektiv,  e^  ist  die  Achse, 
^00  die  Flucht-,  e^  die  Verschwindungslinie  und  K^  das  Centrum 
der  Perspektive  (/'  Xe^^l,  TK^A^l^,  ^'Xtf^=  V,  TK^'^TK^^LF, 
vergl.  174  u.  flg.).  Dem  Kreise  k^  schreibe  man  in  seinen  Schnitt- 
punkten mit  /'  und  e^  ein  Vierseit  um,  seine  Diagonalen  gehen  nach 
268  durch  V\  ist  also  P^  eine  Ecke  des  Vierseits,  so  ist  P^V  eine 
Diagonale.  Das  Perspektive  Bild  dieses  Vierseits  ist  ein  Vierseit, 
das  der  Hyperbel  s^  umschrieben  ist  und  von  den  Tangenten  in 
den  Endpunkten  Ä^,  B^  ihrer  reellen  Achse  und  ihren  Asymptoten 
gebildet  wird.  Den  Diagonalen  jenes  Vierseites  entsprechen  die 
Parallelen  zu  Ä^B^  durch  die  Endpunkte  C^  und  D^  der  imaginären 
Achse  von  «j.  Man  suche  also  P^,  schneide  P^V  mit  e^  in  Q,  so  ist 
OjCj  =  OjjPj  =  LQ\  denn  die  Gerade  VQ  besitzt  das  zu  /'  parallele 
Bild  QD^.  In  der  Figur  ist  der  Kreis  k^  mit  dem  Mittelpunkt  L 
und  dem  Radius  2,5  •  U2  ersetzt  durch  den  Kreis  A^  mit  dem 
Radius  H2  und  dem  Mittelpunkt  Mi,  {HM^  \\Kq  F,  also  LF^  2,5  -M^  F). 
Schneiden  sich  in  P^  zwei  seiner  Tangenten,  deren  Berührungs- 
punkte auf  /'  und  e^  liegen,  so  deckt  sich  offenbar  Pa'^  niit  P^F", 
so  daß  auch  P^  F  auf  e^  die  Strecke  ZQ  (gleich  der  halben  imagi- 
nären Achse  von  s^)  begrenzt.  Die  erste  Projektion  der  Lichtgleiche  2 
ist  eine  Hyperbel  mit  den  konjugierten  Durchmessern  A'B'  und 
CD'  {Ä'B'  durch  S,  CD'  X  C^D^  auf  or,  (0^  H  ar):(0'H  a:)=  GS: FS). 
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Die  übrigen  Lichtgleichen  gewinnt  man  in  gleicher  Weise,  e^ 
nnd  F  behalten  immer  die  gleiche  Lage,  nur  P^  resp.  P®  ist  fär 
jede  Knnre  neu  zu  bestimmen.  Die  Lichtgleichen  1,  2,  3,  4  pro« 
jizieren  sich. im  Grundriß  als  Hyperbeln,   die  Lichtgleiche  0   als 


Fig.  600. 

Gerade  und  die  Lichtgleichen  in  der  Nähe  des  Lichtpoles  5  als 
EUlipsen.  Li  der  Figur  ist  noch  die  Lichtgleiche  mit  der  Helligkeit 
4,66  bestimmt. 

Die  Projektionen  der  Lichtgleichen  können  auch  wie  folgt 
konstruiert  werden,  um  die  Projektion  der  Lichtgleiche  2  zu  ge« 
winnen,   zeichne  man   wie   vorher  J^y  B^  und  die  affinen  Punkte 
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Ä',  B'.  Ferner  trage  man  auf  e^  die  Strecken  Lü^  sz  LJF^^ 
2,6  •  H  2  =  dem  Badius  des  Ereises  k  auf  und  suche  die  affinen 
Punkte  IT  und  W  auf  <?',  dann  sind  FU'  und  FJF'  zwei  Tangenten 
der  gesuchten  Kurve  und  U',  V  ihre  Berührungspunkte.  Die  End- 
punkte des  imaginären  Durchmessers  CD'  ergeben  sich  jetzt  als  die 
Gleichpunkte  einer  Involution  mit  dem  Mittelpunkt  0';  ein  Punktepaar 
dieser  Involution  wird  von  U'FutlA  einer  Parallelen  zmä'B'  durch  U* 
ausgeschnitten.  Der  imaginäre  Durchmesser  CD'  ist  zur  punktweisen 
Konstruktion  der  Lichtgleichen  nicht  nötig,  ihre  Punkte  und  Tan- 
genten ergeben  sich  aus  dem  Satz  vom  umschriebenen  Yierseit  (268). 

In  Fig.  600  sind  die  Grund-  und  Aufrisse  der  Lichtgleichen 
des  elliptischen  Paraboloides  eingezeichnet.  Die  Konstruktion 
der  Lichtgleichen  für  das  hyperbolische  Paraboloid  ist 
genau  dieselbe  wie  im  Fig.  599,  nur  liegt  dann  F  oberhalb  x. 
Daraus  folgt  der  Satz:  Besitzen  ein  elliptisches  und  ein  hyperboli- 
sches Paraboloid  den  gleichen  Hauptschnitt  a,  während  der  andere 
Hauptschnitt  bei  beiden  kongruent,  aber  entgegengesetzt  gerichtet 
ist,  so  sind  die  Grundrisse  ihrer  Lichtgleichen  zu  einander  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  a\  Die  Aufrisse  der  entsprechenden  Licht- 
gleichen beider  Flächen  schneiden  auf  den  Vertikalen  Strecken  ab, 
die  von  a"  halbiert  werden. 


Regelllächen. 

937.  Die  Lichtgleichen  der  Begelflächen  (Fig.  601). 
Ist  e  eine  Erzeugende  der  Regelfläche,  so  sind  alle  Ebenen  durch 
e  Tangentialebenen;  ihre  Berührungspunkte  auf  e  bilden  eine  Punkt- 
reihe, die  zu  dem  Büschel  der  Ebenen  projektiv  ist  (722).  Die 
Konstruktion  der  Punkte  der  Lichtgleichen  auf  der  einzelnen  Er- 
zeugenden ist  der  bei  der  Cylinderfläche  ganz  analog.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  0  der  or-Achse  ziehen  wir  einen  Lichtstrahl  /, 
wählen  auf  ihm  einen  beliebigen  Punkt  L  und  legen  durch  ihn 
eine  Parallele  m  zu  der  Erzeugenden  e.  Nun  legen  wir  durch  0 
eine  Normalebene  N  zu  m  —  ihre  zweite  Spur  n^  durch  0  ist  senk- 
recht zu  m"  —  zeichnen  in  ihr  um  0  als  Mittelpunkt  die  Kreise 

?!>  •  •  •>  75?  deren  Badien  gleich  Ys?  Vb»  •  •  •>  Vb  ^®^  Strecke  OL 
sind,  und  ziehen  von  G  =  m  xH  die  Tangenten  an  diese  Ejreise. 
Die  Ebenen  durch  m  und  je  eine  dieser  Tangenten  besitzen  die 
Helligkeiten  1,  2,  ...  5,  die  Ebene  durch  m  und  0  die  Helligkeit  0. 
Denn  ist  t  eine  solche  Tangente  und  T  ihr  Berührungspunkt,  so  ist 
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OT  die  Normale  der  Ebene  mt  nnd  es  ist  zugleich  OT  die  senk- 
rechte Projektion  von  OL  auf  diese  Normale;  OT  ist  aber  ein  ganzes 
Vielfaches  von  OL :  5.  Zu  den  genannten  Ebenen  durch  m  hat  man 
die  Parallelebenen  durch  e  zu  legen,   durch  ihre  Berührungspunkte 


Fig.  601. 

gehen  dann  die  bezüglichen  Lichtgleichen  hindurch.  Diese  Be- 
rührungspunkte wird  man  jedoch  nicht  einzeln  bestimmen,  vielmehr 
das  folgende  Verfahren  in  Anwendung  bringen. 

Durch  die  geometrische  Definition  der  Begelfl&che  sind  ge- 
wohnlich in  drei  Punkten  einer  jeden  Erzeugenden  die  Tangential- 
ebenen bekannt,  oder  können  leicht  angegeben  werden.  Für  die 
EiTzeugende  e  mögen  die  Tangentialebenen  in  P,  Q  und  dem  un- 
endlich fernen  Punkte  S  bekannt  und  ihre  zweiten  Spurlinien  ge- 
zeichnet sein.  Die  Parallelebenen  durch  m  werden  zu  ihnen 
parallele  Spuren  M^A^  M^B  und  M^C  besitzen  (Aj  By  C  auf  n,)  und 
die  Ebene  N  in  den  Geraden  GA^  GB  und  GC  schneiden.  Nun 
ziehen  wir  in  der  Ebene  N  eine  Hilfsgerade  y  parallel  zu  GC,  die 
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GA  und  GB  in  zwei  Punkten  P^  und  Q^  schneidet,  so  daß  P^Q^  = 
P"Q"  ist  Die  Punktreihe  (P^,  Q^,  B^  .  .  .)  auf  y  ist  projektiv  zu  dem 
Ebenenbüschel  m  (P;^ ,  Q^,  B^  .  .  .)  und  auch  zu  dem  Büschel  der 
Parallelebenen  durch  e,  folglich  auch  zu  der  Punktreihe  {P,  QjB.  .  .) 
ihrer  Berührungspunkte,  sowie  zu  der  Punktreihe  (P",  Q",  B"  .  .  .). 
Die  Punktreihen  (P^,  Q^,  B^,  .  .  .)  auf  y  und  (F',  Q",  Ä".  . .)  auf 
e''  sind  aber  kongruent,  denn  die  drei  Punkte  P^  Q^,  B^  der  ersten 
Reihe  können  mit  den  drei  Punkten  P",  Q",  i?"  der  zweiten  Reihe 
durch  Aufeinanderlegen  der  Geraden  y  und  e"  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  (190).  Ist  also  S^  ein  Punkt  von  y  und  berührt  GS^ 
den  Kreis  y^  so  ist  der  entsprechende  Punkt  8"  auf  ^ "  (P"5"  =  P^äJ 
der  Aufriß  eines  Punktes  S  auf  e,  dessen  Tangentialebene  zu  mS^ 
parallel  ist,  d.  b-  ^  liegt  auf  der  zum  Kreis  q^  gehörigen  Lichtgleiche. 
Wir  haben  also  nur  aus  G  die  Tangenten  an  die  Kreise  q.  zu 
ziehen,  sie  schneiden  die  Gerade  y  in  einer  Punktreihe,  die  kon- 
gruent ist  zu  der  zweiten  Projektion  der  Punktreihe,  welche  die 
Lichtgleichen  auf  e  ausschneiden;  dabei  entsprechen  sich  die  Punkte 
Pj  und  P",  sowie  Q^  und  Q'\ 

Bei  der  Ausführung  der  Konstruktion  legen  wir  die  Ebene  N 
um  ihre  Spur  n^  in  die  Aufrißebene  um,  dann  gelangt  G  nach  G^ 
(i%  ±  m",  r^L,  =  (i'  H  X),  P=  n,  X  m",  FG,  ±  M^L,,  FG^^FG,). 
Ist  B  ebenfalls  im  Endlichen  gelegen,  so  lege  man  P^  in  den  Punkt 
A  und  ziehe  y  beliebig  durch  A\  die  Punktreihe  (P^,  Qj,  B^  •  •  • ) 
auf  y  und  die  von  dem  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  G  auf  n^ 
ausgeschnittene  Punktreihe  [A,  P,  6',  .  .  .  )  sind  dann  perspektiv 
und  die  erste  Reihe  ist  wieder  zu  der  Reihe  auf  e"  kongruent. 

938.  Die  Lichtgleichen  des  Plücker'schen  Konoides 
(Fig. 602a  und  602*).  Diese  Fläche  ist  in  733  u.  flg.  behandelt;  wir 
wählen  wie  dort  die  Achse  a  vertikal  und  es  seien  wieder  t  und  t^  die 
tiefste  und  die  höchste  Erzeugende  und  T  und  T^  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Achse.  Das  Konoid  sei  begrenzt  durch  eine  Kurve  «,  die  auf 
einer  Cylinderfläche  mit  der  Achse  a  und  dem  Radius  2r  liegt.  Die 
Tangentialebene  in  einem  beliebigen  Punkte  P  einer  Erzeugenden  e 
schneidet  t  und  ^  in  Punkten,  deren  Verbindungslinie  auf  e  im 
Mittelpunkt  von  EP  senkrecht  steht  [E  ^  a  x  e)  (736).  Das  vorher 
geschilderte  Verfahren  wird  jetzt  folgende  Form  annehmen  (Fig.  602a). 
Die  Bestimmung  von  0,  L  und  den  Kreisen  qP  geschieht  wie  vorher. 
Durch  L'  ziehen  wir  Parallele  zu  t'  und  t^  und  schlagen  um  L'  einen 
Kreis  A'  mit  dem  Radius  r;  dann  ziehen  wir  durch  L  noch  zu  einer 
beliebigen  Erzeugenden  e  die  Parallele  (diese  Parallelen  tragen  die 
gleichen  Bezeichnungen  t\  t^',  <?').     Die  zu  e  normale  Ebene  N  hat 
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die  Spuren  n^  und  n^  (»j  ±  ar,  »4  _L  e');  wir  drehen  sie  um  n^  in 
die  Äufiißebene,  dabei  gelangt  (?  =  «  x  N  nach  O^  {L''G^\\Xy 
G^F=  G'O).  Die  Tangentialebene  im  unendlich  fernen  Punkt  von 
e  ist  horizontal^  die  ihr  entsprechende  Gerade  durch  G^  ist  parallel 
zu  jt;  die  Tangentialebene  in  J?  ist  vertikal,  die  ihr  entsprechende 
Gerade  durch  G^  ist  senkrecht  zu  x.  Legen  wir  femer  zur  Tangential- 
ebene des  Punktes  P=exs  {EP^ 2r)  die  Parallelebene  durch  i,  so 


Fig.  602  a. 

schneidet  sie  t  und  t^  in  S  und  S^,  wo  S'8^  den  Kreis  h'  in  seinem 
Schnittpunkt  /'  mit  e'  berührt.  Ihre  Schnittlinie  mit  N  geht, 
in  den  Aufriß  umgelegt,  durch  G^  und  ist  parallel  zu  UV  {UO  = 
TT^,  UO  ±x,  rO  =  S'S^\  rO  auf  x).  Jetzt  zeichnen  wir  eine  Ge- 
rade y  II  ;7  derart,  daß  die  Strecke  E^P^  =  EP  auf  ihr  durch  die 
Strahlen  G^E^A-X  und  G^P^\\  UV  ausgeschnitten  wird.  Die  Tan- 
genten aus  &^  an  die  Kreise  qP  schneiden  y  in  einer  Punktreihe, 
die  zu  der  von  den  Lichtgleichen  auf  e  ausgeschnittenen  Punktreihe 
kongruent  ist  {E^  und  E  entsprechen  sich)  und  natürlich  ebenso  zu 
der  ersten  Projektion  dieser  Punktreihe. 
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939.  In  Fig.  6026  sind  die  Lichtgleichen  des  Plücker'schen 
Konoides  eingezeichnet  und  es  sind  dazn  folgende  Bemerkungen 
zu  machen.  Die  Lichtgleiche  0,  die  auch  schon  in  737  bestimmt 
wurde,  besteht  aus  einem  einzigen  Kurvenzug;  ihre  erste  Projektion 


besitzt  im  Spurpunkt  Ä  der  Achse  einen  dreifachen  Punkt  mit  den 
Tangenten  t\  t^'  und  /'.  Die  Erzeugenden  t  und  i^  sind  selbst 
Lichtgleichen  y  deren  Helligkeit  bei  der  gewählten  Lichtrichtung 
ungefähr  der  Zahl  2,9  entspricht.     Diese  Erzeugenden  können  von 


526  Beleuchtung  von  Flächen. 


keiner  Lichtgleiche   überschnitten,   dagegen   müssen   sie  von  allen 
Lichtgleichen  in  den  Punkten  T  resp.  T^  berührt  werden  (siehe  unten). 

Berührt  die  Gerade  e  durch  L'  den  Ereis  9/,  so  berührt  die 
erste  Projektion  der  entsprechenden  Lichtgleiche  eine  zu  e'  parallele 
Tangente  in  Ä.  Dreht  sich  nämlich  e  um  L'j  so  bewegt  sich  G^ 
auf  der  Parallelen  zu  x\  wird  «' j_  Z',  so  nimmt  G^  seine  äusserste 
Lage  und  kehrt  bei  weiterer  Drehung  von  e'  seine  Bewegungs- 
richtung um.  Berührt  nun  e'  den  Kreis  q^,  so  liegt  G^  senkrecht 
über  dem  Schnittpunkte  von  q^  mit  x  und  somit  fallt  der  auf  e 
liegende  Punkt  der  entsprechenden  Lichtgleiche  auf  die  Achse  a 
und  ihre  erste  Projektion  wird  von  e'  berührt. 

Die  Lichtgleichen  1  und  2  bestehen  aus  je  zwei  getrennten 
Kurvenzügen,  denn  es  giebt  keine  Lage  von  G^^  fär  welche  die  beiden 
Tangenten  an  q^^  oder  q^^  zusammenfallen.  Jeder  der  beiden 
Kurvenzüge  der  Lichtgleiche  1  projiziert  sich  im  Grundriß  als 
Kurve  mit  dem  dreifachen  Punkte  Ä\  beide  Kurven  berühren  da- 
selbst t'  und  t^',  und  außerdem  noch  je  eine  der  beiden  Geraden, 
die  den  Tangenten  aus  L'  an  q^^  parallel  laufen.  Ähnliches  gilt 
für  die  Lichtgleiche  2.  Die  Lichtgleichen  3  und  4  bestehen  aus 
nur  je  einem  Kurvenzuge.  Nimmt  G^  eine  der  beiden  Lagen  auf 
^3^  an,  etwa  H,  so  berührt  die  zugehörige  Eh-zeugende  die  Licht- 
gleiche. Schlägt  man  um  0  mit  dem  Radius  FE  einen  Kreis,  so 
geben  die  aus  L'  an  ihn  gelegten  Tangenten  die  Richtungen  der  Er- 
zeugenden an,  welche  die  Lichtgleiche  3  berühren;  die  Berührungs- 
punkte bestimmen  sich  leicht  nach  der  allgemeinen  Methode.  Die 
Projektion  der  Lichtgleiche  3  besitzt  in  Ä  einen  sechsfachen  Punkt, 
zweimal  berührt  sie  daselbst  t',  zweimal  t^  und  je  einmal  die  Pa- 
rallelen zu  den  Tangenten  von  L'  an  ^3^.  Die  zusammengehörigen 
Enden  sind  mit  dem  gleichen  Buchstaben  bezeichnet.  Die  Projek- 
tion der  Lichtgleiche  4,  die  ebenfalls  von  zwei  Erzeugenden  berührt 
wird,  schickt  nur  vier  reelle  Zweige  durch  J,  zwei  berühren  t^'  und 
zwei  berühren  die  Geraden,  die  zu  den  Tangenten  aus  L'  an  q^ 
parallel  sind.  Diese  Projektion  kann  die  Gerade  t'  nicht  berühren, 
da  der  um  0  mit  dem  Radius  FK  {K  auf  q^^  geschlagene  Kreis 
dieselbe  schneidet;  sie  besitzt  zwei  kleine  Schleifen,  die  jedoch  wegen 
ihrer  Kleinheit  im  Grundriß  nicht  eingezeichnet  werden  konnten. 
An  die  Lichtgleiche  4  schließen  sich  weiterhin  solche  an,  die  nur 
zwei  reelle  Aste  durch  Ä  schicken,  die  beide  t^'  berühren,  während 
die  Lichtgleichen  in  der  Nähe  der  Lichtpole  überhaupt  keine  reellen 
Aste  durch  Ä  senden.  Im  Aufriß  sind  die  Lichtgleichen  nur  ein- 
getragen, soweit  sie  sichtbar  sind. 
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Verschiedene  Flächen. 

940.  Zum  Schluß  mag  noch  kurz  erläutert  werden,  wie  auch 
für  verschiedene  andere  Flächenfamilien  die  Lichtgleichen  mit  den 
bereits  gewonnenen  Hilfsmitteln  gefunden  werden  können.  So  kann 
das  Cylinderverfahren  auf  die  Schiebungsflächen  angewendet 
werden.  Eine  solche  Fläche  entsteht,  wenn  eine  Kurve  a  parallel  zu 
sich  selbst  so  verschoben  wird,  daB  einer  ihrer  Punkte  P  auf  einer 
Kurve  b  fortrückt.  Dann  beschreibt  jeder  Punkt  von  a  eine  zu  h 
kongruente  Kurve  und  die  Fläche  kann  auch  durch  Parallel- 
verschiebung von  b  erzeugt  werden;  die  Punkte  von  b  beschreiben 
dann  die  Kurven  a.  Die  Schiebungsfläche  wird  längs  jeder  Kurve  a 
von  einer  Cylinderfläche  berührt,  deren  Lichtgleichen  eventuell  mit 
Anwendung  eines  Normalschnitttes  bestimmt  werden  können  und 
dann  auf  a  die  Punkte  der  Lichtgleichen  der  Schiebungsfläche  aus- 
schneiden. Eine  solche  Schiebungsfläche  wird  z.  B«  von  der  Schrauben- 
fläche gebildet,  die  durch  Verschraubung  eines  Kreises  mit  zur 
Schraubenachse  normaler  Ebene  entsteht.  Auf  dieser  Fläche  bilden 
die  Kreise  das  eine  System  der  Parallelkurven,  das  andere  wird 
von  Schraubenlinien  gebildet,  die  zu  der  vom  Kreismittelpunkt  bei 
der  Verschraubung  beschriebenen  Kurve  kongruent  sind.  Insbeson- 
dere gehört  hierher  die  gewundene  Säule,  deren  Lichtgleichen 
auch  nach  der  f&r  die  Schraubenflächen  dargelegten  Methode  ge- 
funden werden  können. 

Das  Cylinder-  oder  Kugelverfahren  findet  bei  den  Böhren- 
flächen  Verwendung.  Jede  Böhrenfläche  ist  als  die  Hüllfläche  aller 
Lagen  einer  bewegten  Kugel  von  unveränderlichem  Badius  definirt. 
Spezielle  Fälle  bilden  die  Bingfläche  und  die  durch  Verschraubung 
einer  Kugel  entstehende  Fläche.  Die  Ebenen,  die  in  den  einzelnen 
Punkten  der  Bahnkurve  des  Kugelmittelpunktes  auf  den  zugehörigen 
Tangenten  normal  stehen,  schneiden  die  Böhrenfläche  in  kongruenten 
Kreisen.  Auf  jedem  solchen  Kreise  erhält  man  die  Punkte  der 
Lichtgleichen,  indem  man  durch  den  Mittelpunkt  einer  mit  der  er- 
zeugenden Kugel  gleich  großen  Kugel  einen  Parallelschnitt  legt  und 
die  auf  ihm  liegenden  Lichtgleichenpunkte  auf  jenen  Kreis  überträgt. 
Dabei  liegen  entsprechende  Punkte  auf  parallelen  Durchmessern,  was 
man  direkt  für  die  Projektionen  verwenden  kann.  Man  kann  auch 
das  Cylinderverfahren  anwenden,  da  die  Böhrenfläche  längs  jedes 
der  genannten  Kreise  von  einem  geraden  Kreiscylinder  berührt  wird. 

Die  Hüllflächen  einer  bewegten  Kugel  mit  veränderlichem  Badius, 
wie  z.  B.  die  Cyclide,   gestatten  die  Verwendung  des  Kegel-  oder 


